CAPITOLO 1

Alcuni richiami di teoria degli operatori

1.1. Richiami sulla dualita

Dato uno spazio di Banach (X, ||-||) su K =R o K = C, indicheremo con
Bx :={xz € X | ||z|| <1} la palla unitaria chiusa di X.

Se X e Y sono due spazi di Banach, indicheremo con £(X,Y") lo spazio degli
operatori 7' : X — Y lineari e continui. Ricordiamo che vale il seguente
risultato.

PRrROPOSIZIONE 1.1. Siano X ed Y due spazi di Banach su K. Sia T : X —
Y un operatore lineare. Allora sono equivalenti le sequenti proprieta:

(i) T ¢é continuo in X.
(ii) T ¢ continuo in 0.
(iii) T & un operatore limitato (i.e., T(Bx) é limitato inY ).

Per ogni T' € L(X,Y), si puo pertanto definire la norma operatoriale di T'
ponendo

Tl = sup |Taly-

r€EBx

Chiaramente, |[Tz|ly < ||T||lz||x per ogni x € X. Inoltre, lo spazio
(L(X,Y), |- ]]) & ancora uno spazio di Banach.
Nel caso in cui X =Y, si pone £L(X) := L(X,Y) esiindicacon I : X — X
Poperatore identita. Infine, se Y = K, lo spazio di Banach £(X,K) & detto
duale topologico di X e si indica con X’. In tal caso, si preferisce denotare
la norma operatoriale semplicemente con || - ||.
Se Z & un altro spazio di Banach, S € L(Y,Z) e T € L(X,Y), & facile
dimostrare che 'operatore composto ST := S oT € L(X,Z) e che

ST < ISI- 11T (1.1)
Se T € L(X,Y), si puo definire 'operatore 7" : Y’ — X’ ponendo
Vy eY'Ve e X (T'yY)(z) =9y (Tx).

L’operatore T” cosi definito & detto operatore duale di T e T' € L(Y', X').
Infatti, ¢ immediato provare che T” ¢ lineare. Inoltre, fissato ¢y’ € Y’, vale
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la diseguaglianza
(T (@) =y (T2)] < Y[y - 1Tzlly <1yl - IT] - ll2llx, =€ X.
Questo assicura che Ty’ € X' con

1Tyl = sup [Ty (2)] < [TI[IY']ly
rEBx

Per D’arbitrarieta di 3/, possiamo concludere che T € L(Y’, X’) e che vale
la diseguaglianza
1T’ = sup Tl < |7 (1.2)
y’EBy/

In verita vale I'uguaglianza

171 = 17" (1.3)
Per dimostrare la diseguaglianza inversa procediamo come segue. Fissato
xo € X, per il Teorema di Hahn-Banach esiste y(, € Y tale che |ly(]ly, =1
e yy(Txo) = ||Txo|ly. Quindi zj := Ty, soddisfa z((zg) = || Tzo|ly cosi
che

I Tzolly = (T"yo) (o) < ITI| - lgolly- - lwollx = Tl - lzollx.

cioé |[T) < 1Tl

Se M ¢ un sottospazio di X e N ¢ un sottospazio di X', si definiscono
M*:={ye X' |y (x)=0perognizecM},
IN:={zec X |y (x)=0perogniy € N}

Si verifica immediatamente che per ogni T' € L£(X,Y") valgono:

ker(T") = T(X)*,  ker(T) =1 T'(X'). (1.4)

Ricordiamo la definizione di spazio quoziente. Per le dimostrazioni rinviamo
a [13], 1.40-42 e 4.8-9. Sia M un sottospazio chiuso di X esia ¢ : X — X/M
I’applicazione canonica, definita da

o(x) =x+ M.

Lo spazio X induce su X/M la norma

llo(@)l|x/ar = f{ [[z +yl| | y € M}

Rispetto a tale norma, X/M & uno spazio di Banach e lapplicazione ¢ &
continua ed aperta. Ricordiamo che dim(X/M) ¢ detta codimensione di M.
Se codimM ¢ finita, allora M & un sottospazio complementato in X, cioe
esiste un sottospazio chiuso in X tale che

X=M+N, MnNN={0}.

Si prova che (X/M, || - ||x/am)" € isometrico a (M=, || - ||'), e dunque, grazie
alla prima uguaglianza in (1.4), si ottiene il seguente risultato.



Analisi spettrale per operatori in spazi di Banach 3

PROPOSIZIONE 1.2. Sia T € L(X) tale che T(X) é chiuso. Allora (X/T(X))
¢ isometrico a ker(T").

1.2. Operatori chiusi

Dato un operatore lineare T : D(T) — X, con dominio un sottospazio
vettoriale D(T") di X e con rango Rg(T'), si dice che T' ¢ densamente definito
se D(T) & denso in X e che T & chiuso se il suo grafico G(T) := { (z,Tx) |
x € D(T) } & un sottospazio chiuso dello spazio di Banach prodotto X x X.

PRrOPOSIZIONE 1.3. Sia T : D(T) C X — X un operatore lineare su X.
Allora le sequenti proprieta sono equivalenti.

(i) T ¢é un operatore chiuso.
(ii) Per ogni successione (Tn)nen C D(T) tale che esistono limy,_, oo n =
z elimy iy Txn =y, sihax € D(T) ey="Tx.
(iii) Lo spazio D(T) dotato della norma del grafico

lelle = llzll + Tl , e D(T),

e uno spazio di Banach.

Chiaramente ogni operatore T € £(X) ¢ chiuso. Se il dominio di T" & 'intero
spazio X, vale anche il viceversa per il teorema del grafico chiuso, per la cui
dimostrazione rimandiamo a [13], sezione 2.13.

TEOREMA 1.4 (TEOREMA DEL GRAFICO CHIUSO). Sia T : X — X un
operatore chiuso. Allora T & continuo.

Dati due operatori lineari S: D(S) C X — X eT : D(T) C X — X, si dice
che T un’estensione di S, e si scrive S C T', se D(S) C D(T) e Sz = Tx per
ogni z € D(S).

DEFINIZIONE 1.5. Un operatore T : D(T) C X — X si dice chiudibile se
ammette un’estensione chiusa.

Il prossimo risultato e di facile verifica.

PROPOSIZIONE 1.6. Un operatore T : D(T) C X — X é chiudibile se e
solo se per ogni successione (xp)nen C D(T) tale che limy,— 1oo 2, = 0 e
limy, oo Txy =y si hay =0.

EsempIo 1.7. Sia T : C'[0,1] € L?[0,1] — L?[0,1] 'operatore cosi defi-
nito T'f := f/(0)1, dove 1 indica la funzione costante 1. Allora T non &
chiudibile. Infatti, se si considera la successione (fy)nen C C1[0,1] con
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fn(z) = Lsin(nx), allora lim, o fr = 0 in L*([0,1]), ma T f, = 1 per
ogni n € N cosi che lim,,_, y oo T'f, # 0.

PROPOSIZIONE 1.8. Se T : D(T) C X — X ¢é un operatore chiudibile, allora
esiste la piu piccola estensione chiusa di T che ¢ indicata con T ed é detta
chiusura di T'. Inoltre la sequente identita € soddisfatta

g(T) =4g(T).

DiM. Sia G = G(T'). Poiché T & chiudibile, G C G(S) per ogni estensione
chiusa S di T'. Posto

D:={zeX | Jye X taleche (z,y) € G},

se x € D, esiste un unico y € X tale che (z,y) € G. Infatti, se (z,y1) € G e
(x,y2) € G, allora (0,y1 —y2) € G C G(S), dove S & un’estensione chiusa di
T. Ne segue che y; — y2 = S(0) = 0. Allora I'applicazione T: D — X che
associa ad ogni elemento x € D 'unico elemento y € X tale che (x,y) € G
¢ ben definita e chiaramente & lineare. Inoltre G(T) = G e questo implica
che T & un operatore chuso. Infine, se S & una qualsiasi estensione chiusa di
T, per quanto gia osservato G(T) C G(S) cosi che S & anche un’estensione
di T. O

1.3. Risolvente e spettro

Sia (X, - ||) uno spazio di Banach su C. Nel seguito, se T' & un operatore
lineare su X con dominio D(T) e A € C, indicheremo con X &+ T l'operatore
A £ T con dominio D(T).

DEFINIZIONE 1.9. Sia T : D(T) C X — X un operatore lineare. L’insieme
p(T):={N€C | A\=T:D(T) — X ¢&biiettivoe (A\—T) ' € L(X)}
¢ detto insieme risolvente di T. Se p(T) # 0 e A € p(T), si dice risolvente
di T in X\ loperatore
R\T):=(\=-T)"%
L’insieme o(T) = C\ p(T') ¢ detto spettro di T. In particolare, l'insieme
op(T) = {X € o(T) | ker(A\ —T) # {0}} é detto spettro puntuale di T

Inoltre, ogni elemento A € o,(T) & detto autovalore di T, e ogni 0 # z € X

tale che (A—T)x = 0 ¢é detto autovettore di T, corrispondente all’autovalore
A

PROPOSIZIONE 1.10. Se T : D(T) C X — X ¢é un operatore chiuso e A —T
¢ biiettivo, allora (A —T)™1 € L(X) .



Analisi spettrale per operatori in spazi di Banach 5

DiM. Per ipotesi G(A — T) ¢ chiuso. Pertanto anche
GAN-T)"Y={(\z—Tz,2) | z€ D(T)}
e chiuso. La tesi segue dal teorema del grafico chiuso. O
LEMMA 1.11. Sia
I(X):={S € LX) | S biiettivo e S™' € L(X)}.

Allora valgono le sequenti proprieta.
(1) Se S e L(X),||S||<1,aloral —SeI(X)e

(I-8)!= i sm.
n=0

(2) SepeC, Sel(X),|S||<lpl, allora p£+ S € T(X).

(3) SeT €Z(X)eS € L(X), alloraT+S € I(X) se e solo se [+T1S €
(X).

(4) Z(X) ¢ aperto in L(X).

DiM. (1) Consideriamo la serie

f: sm (1.5)
n=0

nello spazio di Banach £(X).
Poiché [|S™|| < ||S]|™ e ||S]] < 1, la serie Yo7 ||S™|| converge. Questo
implica che la serie (1.5) converge (totalmente) in £(X). Ora, osserviamo

che
(I_S)isn:isn_isn—kl:isn_isnzl
n=0 n=0 n=0 n=0 n=1

In modo analogo, possiamo dimostrare che
O sMHUI-98) =1
n=0

Tali identita assicurano che l'operatore I — S ¢ invertibile con operatore
inverso dato da

(I—8)L= i sm.
n=0

(2) Dato che ||p~1S|| < 1, per la proprieta (1) possiamo concludere che
I+ p7 1S € Z(X). Pertanto, anche p+ S = p(I £ p~19) € Z(X).

(3) Poiché T & invertibile, possiamo scrivere T+ S = T(I + T1S). Da
questa identita segue banalmente la tesi.

(4) Siano T € Z(X) e S € L(X) con ||S|| < ||[T71||7!. Allora

IT=1S|] < 1771 - 11 < 1.
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Combinando la proprieta (1) con la proprieta (3) possiamo cosi concludere
che I +T71S € I(X) e quindi T + S € Z(X). Questo significa che la palla
aperta di centro T e raggio ||T~!||~! & contenuta in Z(X). Per 'arbitrarieta
di T € Z(X), ne segue che Z(X) & un sottoinsieme aperto di £(X). O

PROPOSIZIONE 1.12. Sia T : D(T) C X — X un operatore lineare. Allora
valgono le sequenti proprieta.

(1) Sia Ao € p(T). Se XA € C con |A—Xo| < [|R(No, T)||7%, allora X € p(T)

(&
o0

R(AT) = (Ao — N)"R(Xo, 7)™ (1.6)
n=0
la serie in (1.6) converge in norma operatoriale.
(2) p(T) é aperto.
(3) Se p(T) # 0, la funzione R(-,T) : p(T) — L(X) ¢ analitica.
(4) (EQUAZIONE DEL RISOLVENTE) Per ogni A, u € p(T)

ROAT) = R(p, T) = (u = )R\, T)R(p, T).

In particolare, R(A\,T) e R(u, T) commutano.
(5) Sia (An)n C p(T) tale che lim, oo A\, = Ag. Allora Mo € o(T) se e
solo se limy, o0 ||[R(Ap, T)|| = o0.

DiM. (1) Osserviamo che
A=T = ()\ —Xo+ Ao —T) = [I—F (/\ - /\Q)R(/\Q,T)](/\O —T), AreC. (17)

Se |[A — Xo| < |[R(Xo, T)||71, ovvero se |[(A — Ag)R(Xo, T)|| < 1, possiamo
applicare il Lemma 1.11(1) per concludere che I+ (A—Xg)R(Xo,T) € Z(X).
Questo fatto insieme con l'identita (1.7) assicura che l'operatore A — T ¢
biiettivo con operatore inverso limitato dato da

RAT) = R0, T)[I = (Ao = ANR(No, T)] ™"
= R0, T) Y (Ao —AN)"R(X.T)"
n=0
= > (Ao = N"R(X, T)" .
n=0

Le proprieta (2) e (3) seguono applicando la proprieta (1). In particolare,
dalla rappresentazione in serie del risolvente data in (1.6) segue che la fun-
zione R(-,T) ¢ analitica sull’'insieme aperto p(T') nel caso in cui p(T') # 0.
(4) Siano A, u € p(T). Allora possiamo scrivere

RAT) = RAT)(u—=T)R(u,T) = RAT)[(n—A) + (A= T)R(p, T)
= (u=NRA\T)R(p, T) + R(p, T),

da cui
RA\T) = R(u, T) = (n — MR\ T)R(p, T).
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(5) Supponiamo che \g € o(T'). Per ogni € > 0 esiste v € N tale che se
n > v, allora |\, — Ag| < e. Per la (1) avremo

1
1R\, T
per ogni n > v. Dunque lim,_, ||R(An, T)|| = +00.

€>|)\n—)\o|>

Viceversa, assumiamo che A\g € p(T). Allora la funzione R(-,T) & chia-
ramente limitata sull’insieme compatto { A, | n € Ng} C p(T). Questo
contraddice I'ipotesi che lim, o ||R(Ap, T)|| = 0. O

Dalla Proposizione 1.12(2) segue che o(T") & chiuso. In generale, non si pud
dire di piu sullo spettro e sul risolvente come dimostrano i seguenti esempi.

EsempIO 1.13. Sia X = C(]0, 1], C) lo spazio delle funzioni continue su [0, 1]
e a valori complessi dotato della norma del sup. Allora gli operatori T; f =
f',i=1,2, con domini D(T}) = C*([0,1],C) e D(T3) = { f € C*(]0,1],C) |
f(0) = 0}, sono chiusi in C([0, 1], C) come si verifica facilmente applicando
i classici risultati di passaggio al limite per le derivate.

Fissato A € C, consideriamo la funzione fy definita da fi(z) := e, o €
[0,1]). Allora fy € D(T1) e

A=T1)(fr) =Afn = Afr=0;
questo significa che A — T} non ¢ iniettivo. Per l'arbitrarieta di A possiamo
cosi concludere che o(T1) =C e p(T1) = 0.
Fissato A € C, consideriamo ora 'operatore S definito da

Sxg(x) = / @3 g(s)ds, 0<z<1, geC([0,1],C).
0

Chiaramente, Sy € £(X). Inoltre, per ogni g € C([0,1],C) lelemento Syg
¢ la soluzione del problema di Cauchy Af — f' = g, f(0) = 0. Ne segue
che (A = T)S\ = S\(A = Ts) = I, cioe A € p(Ts). Per larbitrarieta di A
possiamo cosi concludere che p(Ty) = C e o(T3) = 0.

Questo esempio dimostra quanto spettro e risolvente siano sensibili al do-
minio dell’operatore.

Se l'operatore T & limitato, lo spettro e la funzione risolvente soddisfano
ulteriori interessanti proprieta.

PROPOSIZIONE 1.14. Siano (X, ||-||) uno spazio di Banach suC eT € L(X).
Allora valgono le sequenti proprieta.

(1) Se A € C é tale che |A| > ||T||, allora X € p(T') e

RAT) = %; (1.8)

n=0

in particolare, p(T) # ().
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(2) o(T) # 0.
(3) o(T) S {AeC | [A[<[T]}.
(4) o(T) é un sottoinsieme compatto di C.

DiM. (1) Fissiamo A € C tale che [A| > ||T'||. Per il Lemma 1.11(2) possiamo
allora concludere che A — T € Z(X), cioe A € p(T), e

1 Ry S A
RAD) =~(I-X2"T)==-) —=) —.
( Y ) )\( ) )\ HZZO )\TL ngo )\n+1
(2) Supponiamo che o(T) = 0, ovvero che p(T) = C. Allora la funzio-
ne risolvente di T & definita e analitica su tutto C e soddisfa la seguente
diseguaglianza
RTINS o = s A€C W>ITL ()
NS NI T = e B
in virtl della rappresentazione in serie del risolvente data in (1.8). Da cio
segue che ||R(A\, T)|| — 0 per |A\| — +o0.
Fissati x € X e f € X', possiamo cosi definire su C una funzione intera ¢
come segue

¢:C—C, d(A) = (fo RINT))z.

Per (1.9) la funzione ¢ soddisfa anche la seguente diseguaglianza

1

/
6] < 11l 5=
Da questo segue che ¢ & anche funzione limitata in C e limy|— 4o ¢(A) = 0.
Applicando il teorema di Liouville a ¢, otteniamo che ¢ = 0 in C.
Per Parbitrarieta di f e z, possiamo cosi affermare che R(\,T) = 0 per ogni
A € C, ottenendo un assurdo poiche R(\,T) & un operatore invertibile.
(3) Per la proprieta (1) possiamo affermare che {A € C | |A| > ||T]|} C
p(T). Passando ai complementari, segue la tesi.
(4) Combinando la Proposizione 1.12(2) e la proprietd (3) otteniamo che
o(T) & un insieme chiuso e limitato, cio¢ compatto. O

AeC, A >IT]]-

DEFINIZIONE 1.15. Siano (X, |- ||) uno spazio di Banach su C e T € L(X).
St definisce raggio spettrale di T il numero

r(T) = sup{ [A] | A€ o(T) }.

Dato che o(T') & un insieme compatto per ogni T' € L(X), risulta
r(T) =max{ |\ | Aeo(T)}.
Questo significa che lo spettro di un operatore limitato 7" ha almeno un pun-

to in comune con la frontiera del pit piccolo disco chiuso centrato nell’origine
che lo contiene. Inoltre, vale il seguente risultato.
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TEOREMA 1.16. Siano (X,| - ||) uno spazio di Banach su C e T € L(X).
Allora v(T) ¢ dato dalla sequente formula

r(T)= lim |[T"|".

n—-+oo

e soddisfa r(T) < ||T|.

. 1 . .
Dimm. Posto r := limsup,,_, . ||T"||=, osserviamo che la seguente serie

Su Tt (ned)
n=0

1

converge in norma operatoriale se || < r~! e non converge in norma

operatoriale se |u| > r. Ne segue che la serie

ZT: (0#XeC)
n=0

converge in norma operatoriale se |A| > r. Inoltre, la seguente identita &
soddisfatta se || > r

A—T ST ST A-T

ATIN N
A o An —= A
Questo implica che { A€ C | [N\ >7} C p(T) e
RAT) =) i AEC > (1.10)
n=0

Ne segue che o(T) C { A € C | |A\| < r}. Per definizione di raggio spettrale,
otteniamo cosi che r(T) <r.

La serie in (1.10) converge uniformemente in norma operatoriale sulle cir-
conferenze di centro l'origine e raggio p > r. Possiamo pertanto integrare
per serie (cf. APPENDICE A), ottenendo

! MR\, T)dN = ! (/ A”’“dA)Tk (1.11)
[Al=p

21
k=0

1 S 2 .
- </ pnkez(nk)tdt> Tk —Tm.
27T 0
k=0

Dato che la funzione A — A"R(A,T) ¢ analitica in {A € C,| |A| > »(T) },
I'integrale in (1.11) non cambia se si considera una circonferenza con raggio
p > r(T). Applicando pertanto (1.11), otteniamo che, per ogni p > r(T),

27 Jix=p

17" < pm*! max ||R(A, T,
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dove il massimo esiste poiché la funzione R(-,T) & continua in p(T). Da
questo segue che

“<p (p>r(D)

r = limsup ||T"
n—-+4oo

e quindi, per I'arbitrarieta di p, che

r = limsup ||T"||* < r(T).

n—-+4oo

Proviamo ora che

limsup [|[T"|]* = Lm |[|T"||*.

n—-+o00 n—-4o0o

Fissato n € N, sia m € N tale che m > n. Allora esistono e sono unici
k,h € N tali che m = kn+ h con 0 < h < n. Di conseguenza possiamo

scrivere
kn

T3 = Tk e < (T e = s ()
Poiché

h n m-—n kn
0§7<77 <7§17
m m m m

risulta che h/m — 0 e kn/m — 1 per m — 4o00. Quindi, per ogni n € N,

. L 1
lim sup [T < |[T"||* < [|T].

m—-+o00

Per l'arbitrarieta di n ne segue

limsup ||T™||% < liminf |[|T"||* < [|T]|,
— 400

m—+00 n

ovvero esiste lim,_ 4o [|T7]|% < ||T]|. O

Ricordiamo anche quanto segue.

PROPOSIZIONE 1.17. Siano (X, ||-||) uno spazio di Banach suC, T € L(X) e
AeC. Sedeo(T) eRg(A—T) non ¢ chiuso, allora esiste una successione
(Zn)n C X tale che ||z,] =1 e limy o0 | T2y — Azy|| = 0.

DiM. Se A € 0,(T), non si ha nulla da dimostrare. Supponiamo pertanto
che ker(A — T') = {0}. Allora I'operatore (A —T)"!: Rg(A —T) — X esiste
e, per il Teorema del grafico chiuso, non ¢ limitato dato che Rg(A — T') non
¢ chiuso. Ne segue che esiste una successione (y,), C Rg(A — T) tale che

I =T) " yull = nllyall  (n €N).

Per linearitd possiamo supporre che y, = (A —T)x, con ||x,|| = 1 per ogni
n € N, ottenendo

lzall = 1A = T) " gl = nll(A = Tza]| - (n €N),

ovvero la tesi. O
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OSSERVAZIONE 1.18. 1l risultato precedente continua a essere vero nel caso
in cui T: D(T) — X & un operatore chiuso.

Motivata dalla precedente proposizione si da la seguente definizione.

DEFINIZIONE 1.19. Siano (X, | - ||) uno spazio di Banach su C, T € L(X)
edeC. Sexea(T), A\—T non é iniettivo o Rg(A —T') non é chiuso,
allora A é detto autovalore approssimato.

1.4. Un esempio fondamentale: gli operatori di moltiplicazione

Siano (2, 4) uno spazio di misura, p o-finita e m : Q@ — C una funzione
p-misurabile. Il rango essenziale di m & cosi definito:

Mess () ={weC | Ve>0u({zeQ | Im(z)—w| <e})>0}.

Sia 1 < p < co. L’operatore di moltiplicazione associato a m su LP(Q, ) &
cosi definito:

D(My,) ={f € L(Q,pu) | mfeLP(Qu)}
M (f) =mf.

PRrROPOSIZIONE 1.20. Sotto le ipotesi precedenti si ha:

(1) (My,, D(M,,)) é densamente definito e chiuso.
(2) D(My,) = LP(Q,p) e My, ¢ limitato se e solo se m € L>®(Q,u). In
tal caso,
1Mo || = [Im]]oo-

(3) M., ha inversa limitata se e solo se 0 & Megs(€)).
(4) 0(Mp,) = mess(2).

DiMm. (1) Sia (fu)n € D(M,,) tale che esistono f, — f e mf, — g in
LP(Q, ). Allora esiste una sottosuccessione ( fx, )n tale che lim,,_, f, (z) =
f(z) qo. in Q. Quindi lim,, . m(z)fx, (£) = m(x)f(z) q.0. in Q e per-
tanto g = mf. Abbiamo cosi dimostrato che (M,,, D(M,,)) & chiuso.

Per dimostrare che D(M,,) & denso in LP(2, i), supponiamo dapprima che
u sia finita e consideriamo la successione di insiemi (E,,),¢cn definita da

E,={zeQ| |mx) <n}.

Chiaramente (J, ey En = Q € limy, oo p(2\ Ey,) = 0. Sia u, = uxg,, dove
XE, ¢ la funzione caratteristica di E,,. Per ogni n € N, w,, € D(M,,). Per
I’assoluta continuita dell’integrale, per ogni € > 0 esiste > 0 tale che se
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p(E) < 6, allora [, [ulPdp < e. Sia v € N tale che (2 \ E,,) < 6 per ogni
n > v. Allora, se n > v:

/ |u—un|pdu:/ |ulPdu < e.
Q O\E

Se u(Q2) = oo, esistono (€2;)ieny di misura finita tali che ;o Qi = Q.
Ripetendo il ragionamento precedente per ogni ¢ e passando al limite si
ottiene la tesi.
(2) E immediato verificare che se m € L (€, i), allora M, ¢ limitato con
D(M,,) = LP(Q,u). Viceversa, supponiamo che m ¢ L>(Q, u). Allora,
posto @, = {x € Q | |m(z)| > n} per ogni n € N, si ha u(Q,) > 0. Sia
U, € LP(, ) tale che ||u, ||, =1 eu, = 0in Q\Qy. Siha che u,, € D(M,,)
e

M tnlp > nl|unllp = n,
pertanto M, non & limitato.
Se m € L*>°(Q, 1), & immediato verificare che ||M,,|| < ||m||. Per provare
la disuguaglianza inversa poniamo, per ogni € > 0,

Qe ={z Q| Im(z)] > [[m|loc —€}.

Si ha che p(Q:) > 0. Scegliamo u. € LP(£2, ) tale che ||u||[, =1 e u=0su
Q\ Q.. Allora

Ml = [ fmcdp = o = 2) [ el = (mlloc = o)

Pertanto || M,,|| > ||m||ec — € per ogni € > 0 e dunque ||My,|| > ||m|]oo-
(3) Se 0 & mess(€2), allora esiste £ > 0 tale che |m(z)| > € q.o.. Allora L €
L>(Q, u) e, per la proprieta (2), M% ¢ un operatore limitato su LP(Q, u).
E immediato verificare che M. = Mt Viceversa, sia C' = ||M,,}|| > 0.
Se 0 € mess(2), allora pu({z € Q | |m(z)| < £ }) > 0 e dunque esisterebbe
§ €]0, &[ tale che I'insieme E = {z € Q | § < [m(z)| < £ } abbia misura
nulla. Ponendo u(x) = —2—+xg e v = M,,u, si avrebbe |[v|]| =1 e
m(z)u(E)»

1 »
M| > |IM ], = v, = (/ du) > C,

assurdo.

(4) Per definizione A € o(M,,) se e solo se \—M,, = M_,, non ¢ invertibile.
Per la proprieta (3) cid equivale a dire che 0 ¢ (A — m)ess(£2), ie. A &
Mess (). a

1.5. Operatori normali e autoaggiunti

In questo paragrafo, sia (H, || - ||) uno spazio di Hilbert su C e sia (-,-) il
prodotto scalare di H. Se T' € L(H), allora per ogni y € H l'operatore
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x +— (Tx,y) ¢ lineare e continuo. Per il teorema di Riesz—Fréchet, esiste ed
e unico Ty € H tale che

(Tz,y) = (z,T"y), =z, y€ H.

Si prova facilmente che T* € L(H) e che ||T*|| = ||T||. T* ¢ detto operatore
aggiunto di T.

LEMMA 1.21. Siano T,S € L(H) e o € C. Allora valgono le segquenti
proprieta.

(1) T =T

(2) (aT)* =aT*.

3) (T+S)"=T*+5".

(4) (TS)* =S*T™.

(5) Se T ¢ invertibile, allora T* ¢& invertibile e (T*)~% = (T~1)*.
(6) 117°7]| = |7

DiM. Le affermazioni (1)-(5) seguono facilmente dalla definizione. Per di-
mostrare la proprieta (6), basta osservare che ||T*T|| < ||T|| - ||T*|| = ||T||?
e che, per ogni z € H, ||z|| = 1:

ITa||® = (T, Ta) = (2, T*(T2)) < ||2|[|T*(T2)|| < |T*T||. O

DEFINIZIONE 1.22. Un operatore T € L(H) si dice autoaggiunto se T = T,
mentre si dice normale se TT* = T*T.

EsEmPIO 1.23. Sia (€, 1) uno spazio di misura con p o-finita e sia m €
L% (Q, p). Si consideri 'operatore di moltiplicazione M,, su L?(£2, 1) de-
finito nel paragrafo 1.4. Allora M}, = M. Infatti, se f € L*(Q,u), si
ha

VYh e L*(Q,p) (mh, f) :/th?du:/ﬂhﬁdu: (h,f).

Ne segue immediatamente che M, € un operatore normale e che M, &
autoaggiunto se e solo se m € a valori reali.

PROPOSIZIONE 1.24. Sia T € L(H) un operatore normale. Allora valgono
le sequenti proprieta.

(1) ||Tx|| = ||T*x|| per ogni x € H.

(2) SeTx =Xz perx € H e A€ C, allora Tz = Mz.
(3) 172 = [T

(4) r(T) =Tl

Dim. (1) Fissato @ € H, basta osservare che
| T*x||? = (T*2, T*z) = (TT*x,x) = (T*Tx,z) = (Tx,Tz) = ||Tz|*
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(2) Osserviamo che (T — A\I)* = T* — X e che T — Al ¢ normale. Possiamo
cosli applicare la proprieta (1) all’operatore T* — AI, ottenendo che

||T*x—Xx|| = ||Tz — Az|| =0,

da cui la tesi.

(3) Applicando la proprieta (1), otteniamo che ||T%x|| = ||[TT*x|| per ogni

x € H. Ne segue, per il Lemma 1.21, che ||T?|| = ||TT*|| = ||T||*.

(4) Procedendo induttivamente, da (3) segue che ||T||?" = ||T2" || per ogni
1

m € N. Infatti, basta osservare che 72" & normale e procedere come nella
dimostrazione di (3). Quindi ||T| = ||T?"||> " per ogni m € N. Facendo
tendere m — oo e ricordando che 7(T) = lim,, ., [|T"||*/™, otteniamo che
r(T) = [IT]. O

La seguente proposizione ci dice che lo spettro di un operatore normale &
costituito interamente da autovalori approssimati (cfr. Definizione 1.19).

PROPOSIZIONE 1.25. Sia T € L(H) un operatore normale. Allora A € o(T)

se e solo se esiste una successione (Tn)n in H, con ||z,|| = 1, tale che
lim, o0 ||T2n — Azy]| = 0.

Dmm. Sia A € C e sia (x,), una successione in H, con ||z,|| = 1, tale che
lim,, o ||T%n— Az, || = 0. Allora chiaramente A—T non ha inverso continuo

e dunque A € o(T'). Viceversa, supponiamo che A € ¢(T) e che non esista
una successione (z,,), come nell’enunciato. Allora esiste 6 > 0 tale che

|| Tw — Az[| = 6||| (1.12)
per ogni x € H; quindi A — T ¢ iniettivo. A — T & anche normale e
A=T)" =X-T",
quindi
Az — T[] = [|Az — Tx|| > of|«||

per ogni z € H. Pertanto anche A — T ¢ iniettivo. Proviamo che Rg(A—T)
¢ denso in H: sia y € H tale che (A\x — T'z,y) = 0 per ogni = € H. Allora
(x, \y — T*y) = 0 per ogni x € H, cioe \y — T*y = 0. Per I'iniettivita di
A —T* sara y = 0 e dunque il rango di A — T & denso in H. Dalla densita
del rango e da (1.12) segue che A € p(T). O

Nel caso degli operatori autoaggiunti, possiamo aggiungere un’altra infor-
magzione importante sullo spettro.

LEMMA 1.26. Sia T € L(H) un operatore autoaggiunto. Allora o(T) C R.
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Dmm. Sia A € C\ R. Allora per ogni z € H, x # 0, si ha
0<|A=X-||z|]* = (T2 — \a,z) — (Tx — Az, z)| =
(Tx — Az, z) — (x, Te — \x)| < 2||Tz — Ax|| - ||z
Dunque, se (), ¢ una successione in H con ||z,|| = 1, allora
|| Ty, — Axpl| > |A = A > 0.

Pertanto A non puo essere un autovalore approssimato e, per la Proposizione
1.25, A ¢ o(T). |

Concludiamo con una sottoclasse importante degli operatori normali.

DEFINIZIONE 1.27. Un operatore T € L(H) si dice unitario se T*T =
TT* =1.

PROPOSIZIONE 1.28. Valgono le sequenti proprieta.

(1) Ogni operatore unitario su H é normale.

(2) Un operatore T € L(H) ¢ unitario se e solo se ¢ invertibile e T~1 = T*.

(3) SeT € L(H) ¢ un operatore unitario, allora T=* e T* sono operatori
unitari.

(4) SeT € L(H) ¢ un operatore unitario, allora T ¢ una isometria.

Dim. La proprieta (1) segue direttamente dalla definizione.
(2) Supponiamo che T sia invertibile con 7! = T*. Allora

T*T=T"'"T=1 ¢ TT =TT '=1.

Quindi T & in operatore unitario. Per dimostrare 'implicazione inversa
basta procedere in modo analogo.
(3) Se T & un operatore unitario, allora

(T Yy 1 t=1"T"'=TT"'=1.
In modo analogo, si prova che T=1(T~1)* = I, e quindi T~! & un operatore
unitario. Poiché T* = T~! in virth della proprieta (2), T* & anche un
operatore unitario.
(4) Poiché T & un operatore unitario, allora T*T = I cosi che

Tzl = /(Ta,Ta) = /{2, T*Ta) = /{,z) = || .

Ricordiamo che, grazie all’identita di polarizzazione

1 . . . . .
{@,y) = ety a+y) —{e—y, 2 —y)+ietiy, a+iy) —(z—iy, 2—iy), (1.13)
si prova che una isometria T' preserva il prodotto scalare, cioe (Tz,Ty) =

(z,y) per ogni z,y € H.
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Esempt 1.29. (1) Sia ¢2(Z) lo spazio di Hilbert di tutte le successioni z =
(Zn)nez a valori complessi tali che ||z[* = ", o, [#,]* < oo. Consideriamo
I'operatore T': £%(Z) — (?(Z) cosi definito

T(ajn)nel = (mnfl)nEZa (xn)nEZ € ZQ(Z) .
Allora T' & un operatore unitario. Infatti, 7' & chiaramente invertibile e

<T1’,y> = Zxﬂ—lyn = Z xn?n+l = (x,T’1y>, TY € 62(2)3

neE”Z nez

che implica che T* = T~ 1.

(2) Sia H = L?([0,1]). Consideriamo su H l'operatore 71" cosi definito

(Tf)(z):=fA-=), aqo., feL*0,1].
L’operatore T & chiaramente iniettivo e suriettivo. Inoltre, T = T = T~ 1.
Quindi, 7" & un operatore unitario.





