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Prefazione

Il presente quaderno ¢ basato su alcune lezioni tenute da V.B. Moscatelli
nel corso di Teoria delle Funzioni per il Corso di Laurea in Matematica
durante ’anno accademico 1990-91 e sulle lezioni tenute da A. Albanese ed
E. Mangino nell’ambito del Dottorato di Ricerca in Matematica, Universita
del Salento, durante ’anno accademico 2005-06.

Lo scopo del quaderno & fornire un’introduzione, per quanto possibile auto-
sufficiente, alla teoria spettrale ed ai teoremi di rappresentazione spettrale
per operatori lineari (limitati e non) definiti su spazi di Hilbert. Tali teoremi
possono essere considerati come una generalizzazione per operatori in spazi
infinito-dimensionali del classico risultato di algebra lineare che afferma che
ogni matrice simmetrica reale ¢ diagonalizzabile.

L’approccio adottato evita I'uso delle risoluzioni spettrali dell’identita (di-
datticamente pill impegnativo e meno intuitivo), preferendo invece la forma
moltiplicativa dei teoremi di rappresentazione spettrale. I prerequisiti ne-
cessari sono la teoria elementare degli spazi di Banach e di Hilbert e la teoria
della misura, in particolare il teorema della rappresentazione di Riesz.
Passiamo ora ad illustrare i contenuti dei vari capitoli. Nel Capitolo I, dopo
aver richiamato delle nozioni sulla dualita in spazi di Banach e sugli operato-
ri lineari chiusi, si dimostrano i primi risultati di teoria spettrale su spettro,
risolvente, raggio spettrale di un operatore e si migliorano tali risultati nel
caso di operatori autoaggiunti e normali su uno spazio di Hilbert.

Nel Capitolo II, con un approccio (dovuto a V.B. Moscatelli) differente ri-
spetto a quello usuale, viene esposta la teoria di Riesz-Schauder per opera-
tori compatti in spazi di Banach, evidenziando come tali operatori abbiano
comportamenti simili a quelli con immagine finito-dimensionale riguardo la
dimensioni del nucleo e la codimensione dell'immagine. Viene inoltre di-
mostrato il teorema di rappresentazione spettrale per operatori compatti
autoaggiunti su uno spazio di Hilbert separabile, che afferma che ogni ope-
ratore di questo tipo ¢ simile ad un operatore diagonale sullo spazio £2 delle
successioni a quadrato sommabile.

Nella prima parte del Capitolo III, dopo aver costruito un opportuno cal-
colo funzionale, si dimostra che ogni operatore autoaggiunto su uno spazio
di Hilbert & unitariamente equivalente ad un operatore di moltiplicazione
definito su un opportuno spazio di tipo L?(£2, ). Analogo risultato viene
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anche provato per gli operatori normali, utilizzando la dimostrazione alter-
nativa proposta in [16] che, come accennato, evita il ricorso alle risoluzioni
spettrali dell’identita.

Infine il Capitolo IV & dedicato agli operatori illimitati definiti su spazi di
Hilbert. Anche in questo caso si puo dimostrare un teorema di rappresenta-
zione spettrale per operatori autoaggiunti. Come conseguenza, si dimostra-
no le formule di minimax per gli autovalori di un operatore autoaggiunto
positivo con risolvente compatto.

Le due appendici sono dedicate rispettivamente ad una introduzione al-
le funzioni olomorfe a valori in uno spazio di Banach ed al Teorema di
Stone-Weierstrass.

Nota. Durante la stesura del quaderno ¢ venuto a mancare Bruno Mosca-
telli. Nostro relatore di tesi di laurea, ci introdusse alla bellezza dell’ Analisi
Funzionale. La sua intelligenza, la sua cultura e la sua ironia ci sono rimaste
nel cuore e c¢i mancano molto.

Angela Albanese
Elisabetta Mangino
Lecce, maggio 2009
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CAPITOLO 1

Alcuni richiami di teoria degli operatori

1.1. Richiami sulla dualita

Dato uno spazio di Banach (X, ||-||) su K =R o K = C, indicheremo con
Bx :={xz € X | ||z|| <1} la palla unitaria chiusa di X.

Se X e Y sono due spazi di Banach, indicheremo con £(X,Y") lo spazio degli
operatori 7' : X — Y lineari e continui. Ricordiamo che vale il seguente
risultato.

PRrROPOSIZIONE 1.1. Siano X ed Y due spazi di Banach su K. Sia T : X —
Y un operatore lineare. Allora sono equivalenti le sequenti proprieta:

(i) T ¢é continuo in X.
(ii) T ¢ continuo in 0.
(iii) T & un operatore limitato (i.e., T(Bx) é limitato inY ).

Per ogni T' € L(X,Y), si puo pertanto definire la norma operatoriale di T'
ponendo

Tl = sup |Taly-

r€EBx

Chiaramente, |[Tz|ly < ||T||lz||x per ogni x € X. Inoltre, lo spazio
(L(X,Y), |- ]]) & ancora uno spazio di Banach.
Nel caso in cui X =Y, si pone £L(X) := L(X,Y) esiindicacon I : X — X
Poperatore identita. Infine, se Y = K, lo spazio di Banach £(X,K) & detto
duale topologico di X e si indica con X’. In tal caso, si preferisce denotare
la norma operatoriale semplicemente con || - ||.
Se Z & un altro spazio di Banach, S € L(Y,Z) e T € L(X,Y), & facile
dimostrare che 'operatore composto ST := S oT € L(X,Z) e che

ST < ISI- 11T (1.1)
Se T € L(X,Y), si puo definire 'operatore 7" : Y’ — X’ ponendo
Vy eY'Ve e X (T'yY)(z) =9y (Tx).

L’operatore T” cosi definito & detto operatore duale di T e T' € L(Y', X').
Infatti, ¢ immediato provare che T” ¢ lineare. Inoltre, fissato ¢y’ € Y’, vale

1
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la diseguaglianza
(T (@) =y (T2)] < Y[y - 1Tzlly <1yl - IT] - ll2llx, =€ X.
Questo assicura che Ty’ € X' con

1Tyl = sup [Ty (2)] < [TI[IY']ly
rEBx

Per D’arbitrarieta di 3/, possiamo concludere che T € L(Y’, X’) e che vale
la diseguaglianza
1T’ = sup Tl < |7 (1.2)
y’EBy/

In verita vale I'uguaglianza

171 = 17" (1.3)
Per dimostrare la diseguaglianza inversa procediamo come segue. Fissato
xo € X, per il Teorema di Hahn-Banach esiste y(, € Y tale che |ly(]ly, =1
e yy(Txo) = ||Txo|ly. Quindi zj := Ty, soddisfa z((zg) = || Tzo|ly cosi
che

I Tzolly = (T"yo) (o) < ITI| - lgolly- - lwollx = Tl - lzollx.

cioé |[T) < 1Tl

Se M ¢ un sottospazio di X e N ¢ un sottospazio di X', si definiscono
M*:={ye X' |y (x)=0perognizecM},
IN:={zec X |y (x)=0perogniy € N}

Si verifica immediatamente che per ogni T' € L£(X,Y") valgono:

ker(T") = T(X)*,  ker(T) =1 T'(X'). (1.4)

Ricordiamo la definizione di spazio quoziente. Per le dimostrazioni rinviamo
a [13], 1.40-42 e 4.8-9. Sia M un sottospazio chiuso di X esia ¢ : X — X/M
I’applicazione canonica, definita da

o(x) =x+ M.

Lo spazio X induce su X/M la norma

llo(@)l|x/ar = f{ [[z +yl| | y € M}

Rispetto a tale norma, X/M & uno spazio di Banach e lapplicazione ¢ &
continua ed aperta. Ricordiamo che dim(X/M) ¢ detta codimensione di M.
Se codimM ¢ finita, allora M & un sottospazio complementato in X, cioe
esiste un sottospazio chiuso in X tale che

X=M+N, MnNN={0}.

Si prova che (X/M, || - ||x/am)" € isometrico a (M=, || - ||'), e dunque, grazie
alla prima uguaglianza in (1.4), si ottiene il seguente risultato.
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PROPOSIZIONE 1.2. Sia T € L(X) tale che T(X) é chiuso. Allora (X/T(X))
¢ isometrico a ker(T").

1.2. Operatori chiusi

Dato un operatore lineare T : D(T) — X, con dominio un sottospazio
vettoriale D(T") di X e con rango Rg(T'), si dice che T' ¢ densamente definito
se D(T) & denso in X e che T & chiuso se il suo grafico G(T) := { (z,Tx) |
x € D(T) } & un sottospazio chiuso dello spazio di Banach prodotto X x X.

PRrOPOSIZIONE 1.3. Sia T : D(T) C X — X un operatore lineare su X.
Allora le sequenti proprieta sono equivalenti.

(i) T ¢é un operatore chiuso.
(ii) Per ogni successione (Tn)nen C D(T) tale che esistono limy,_, oo n =
z elimy iy Txn =y, sihax € D(T) ey="Tx.
(iii) Lo spazio D(T) dotato della norma del grafico

lelle = llzll + Tl , e D(T),

e uno spazio di Banach.

Chiaramente ogni operatore T € £(X) ¢ chiuso. Se il dominio di T" & 'intero
spazio X, vale anche il viceversa per il teorema del grafico chiuso, per la cui
dimostrazione rimandiamo a [13], sezione 2.13.

TEOREMA 1.4 (TEOREMA DEL GRAFICO CHIUSO). Sia T : X — X un
operatore chiuso. Allora T & continuo.

Dati due operatori lineari S: D(S) C X — X eT : D(T) C X — X, si dice
che T un’estensione di S, e si scrive S C T', se D(S) C D(T) e Sz = Tx per
ogni z € D(S).

DEFINIZIONE 1.5. Un operatore T : D(T) C X — X si dice chiudibile se
ammette un’estensione chiusa.

Il prossimo risultato e di facile verifica.

PROPOSIZIONE 1.6. Un operatore T : D(T) C X — X é chiudibile se e
solo se per ogni successione (xp)nen C D(T) tale che limy,— 1oo 2, = 0 e
limy, oo Txy =y si hay =0.

EsempIo 1.7. Sia T : C'[0,1] € L?[0,1] — L?[0,1] 'operatore cosi defi-
nito T'f := f/(0)1, dove 1 indica la funzione costante 1. Allora T non &
chiudibile. Infatti, se si considera la successione (fy)nen C C1[0,1] con
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fn(z) = Lsin(nx), allora lim, o fr = 0 in L*([0,1]), ma T f, = 1 per
ogni n € N cosi che lim,,_, y oo T'f, # 0.

PROPOSIZIONE 1.8. Se T : D(T) C X — X ¢é un operatore chiudibile, allora
esiste la piu piccola estensione chiusa di T che ¢ indicata con T ed é detta
chiusura di T'. Inoltre la sequente identita € soddisfatta

g(T) =4g(T).

DiM. Sia G = G(T'). Poiché T & chiudibile, G C G(S) per ogni estensione
chiusa S di T'. Posto

D:={zeX | Jye X taleche (z,y) € G},

se x € D, esiste un unico y € X tale che (z,y) € G. Infatti, se (z,y1) € G e
(x,y2) € G, allora (0,y1 —y2) € G C G(S), dove S & un’estensione chiusa di
T. Ne segue che y; — y2 = S(0) = 0. Allora I'applicazione T: D — X che
associa ad ogni elemento x € D 'unico elemento y € X tale che (x,y) € G
¢ ben definita e chiaramente & lineare. Inoltre G(T) = G e questo implica
che T & un operatore chuso. Infine, se S & una qualsiasi estensione chiusa di
T, per quanto gia osservato G(T) C G(S) cosi che S & anche un’estensione
di T. O

1.3. Risolvente e spettro

Sia (X, - ||) uno spazio di Banach su C. Nel seguito, se T' & un operatore
lineare su X con dominio D(T) e A € C, indicheremo con X &+ T l'operatore
A £ T con dominio D(T).

DEFINIZIONE 1.9. Sia T : D(T) C X — X un operatore lineare. L’insieme
p(T):={N€C | A\=T:D(T) — X ¢&biiettivoe (A\—T) ' € L(X)}
¢ detto insieme risolvente di T. Se p(T) # 0 e A € p(T), si dice risolvente
di T in X\ loperatore
R\T):=(\=-T)"%
L’insieme o(T) = C\ p(T') ¢ detto spettro di T. In particolare, l'insieme
op(T) = {X € o(T) | ker(A\ —T) # {0}} é detto spettro puntuale di T

Inoltre, ogni elemento A € o,(T) & detto autovalore di T, e ogni 0 # z € X

tale che (A—T)x = 0 ¢é detto autovettore di T, corrispondente all’autovalore
A

PROPOSIZIONE 1.10. Se T : D(T) C X — X ¢é un operatore chiuso e A —T
¢ biiettivo, allora (A —T)™1 € L(X) .
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DiM. Per ipotesi G(A — T) ¢ chiuso. Pertanto anche
GAN-T)"Y={(\z—Tz,2) | z€ D(T)}
e chiuso. La tesi segue dal teorema del grafico chiuso. O
LEMMA 1.11. Sia
I(X):={S € LX) | S biiettivo e S™' € L(X)}.

Allora valgono le sequenti proprieta.
(1) Se S e L(X),||S||<1,aloral —SeI(X)e

(I-8)!= i sm.
n=0

(2) SepeC, Sel(X),|S||<lpl, allora p£+ S € T(X).

(3) SeT €Z(X)eS € L(X), alloraT+S € I(X) se e solo se [+T1S €
(X).

(4) Z(X) ¢ aperto in L(X).

DiM. (1) Consideriamo la serie

f: sm (1.5)
n=0

nello spazio di Banach £(X).
Poiché [|S™|| < ||S]|™ e ||S]] < 1, la serie Yo7 ||S™|| converge. Questo
implica che la serie (1.5) converge (totalmente) in £(X). Ora, osserviamo

che
(I_S)isn:isn_isn—kl:isn_isnzl
n=0 n=0 n=0 n=0 n=1

In modo analogo, possiamo dimostrare che
O sMHUI-98) =1
n=0

Tali identita assicurano che l'operatore I — S ¢ invertibile con operatore
inverso dato da

(I—8)L= i sm.
n=0

(2) Dato che ||p~1S|| < 1, per la proprieta (1) possiamo concludere che
I+ p7 1S € Z(X). Pertanto, anche p+ S = p(I £ p~19) € Z(X).

(3) Poiché T & invertibile, possiamo scrivere T+ S = T(I + T1S). Da
questa identita segue banalmente la tesi.

(4) Siano T € Z(X) e S € L(X) con ||S|| < ||[T71||7!. Allora

IT=1S|] < 1771 - 11 < 1.
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Combinando la proprieta (1) con la proprieta (3) possiamo cosi concludere
che I +T71S € I(X) e quindi T + S € Z(X). Questo significa che la palla
aperta di centro T e raggio ||T~!||~! & contenuta in Z(X). Per 'arbitrarieta
di T € Z(X), ne segue che Z(X) & un sottoinsieme aperto di £(X). O

PROPOSIZIONE 1.12. Sia T : D(T) C X — X un operatore lineare. Allora
valgono le sequenti proprieta.

(1) Sia Ao € p(T). Se XA € C con |A—Xo| < [|R(No, T)||7%, allora X € p(T)

(&
o0

R(AT) = (Ao — N)"R(Xo, 7)™ (1.6)
n=0
la serie in (1.6) converge in norma operatoriale.
(2) p(T) é aperto.
(3) Se p(T) # 0, la funzione R(-,T) : p(T) — L(X) ¢ analitica.
(4) (EQUAZIONE DEL RISOLVENTE) Per ogni A, u € p(T)

ROAT) = R(p, T) = (u = )R\, T)R(p, T).

In particolare, R(A\,T) e R(u, T) commutano.
(5) Sia (An)n C p(T) tale che lim, oo A\, = Ag. Allora Mo € o(T) se e
solo se limy, o0 ||[R(Ap, T)|| = o0.

DiM. (1) Osserviamo che
A=T = ()\ —Xo+ Ao —T) = [I—F (/\ - /\Q)R(/\Q,T)](/\O —T), AreC. (17)

Se |[A — Xo| < |[R(Xo, T)||71, ovvero se |[(A — Ag)R(Xo, T)|| < 1, possiamo
applicare il Lemma 1.11(1) per concludere che I+ (A—Xg)R(Xo,T) € Z(X).
Questo fatto insieme con l'identita (1.7) assicura che l'operatore A — T ¢
biiettivo con operatore inverso limitato dato da

RAT) = R0, T)[I = (Ao = ANR(No, T)] ™"
= R0, T) Y (Ao —AN)"R(X.T)"
n=0
= > (Ao = N"R(X, T)" .
n=0

Le proprieta (2) e (3) seguono applicando la proprieta (1). In particolare,
dalla rappresentazione in serie del risolvente data in (1.6) segue che la fun-
zione R(-,T) ¢ analitica sull’'insieme aperto p(T') nel caso in cui p(T') # 0.
(4) Siano A, u € p(T). Allora possiamo scrivere

RAT) = RAT)(u—=T)R(u,T) = RAT)[(n—A) + (A= T)R(p, T)
= (u=NRA\T)R(p, T) + R(p, T),

da cui
RA\T) = R(u, T) = (n — MR\ T)R(p, T).
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(5) Supponiamo che \g € o(T'). Per ogni € > 0 esiste v € N tale che se
n > v, allora |\, — Ag| < e. Per la (1) avremo

1
1R\, T
per ogni n > v. Dunque lim,_, ||R(An, T)|| = +00.

€>|)\n—)\o|>

Viceversa, assumiamo che A\g € p(T). Allora la funzione R(-,T) & chia-
ramente limitata sull’insieme compatto { A, | n € Ng} C p(T). Questo
contraddice I'ipotesi che lim, o ||R(Ap, T)|| = 0. O

Dalla Proposizione 1.12(2) segue che o(T") & chiuso. In generale, non si pud
dire di piu sullo spettro e sul risolvente come dimostrano i seguenti esempi.

EsempIO 1.13. Sia X = C(]0, 1], C) lo spazio delle funzioni continue su [0, 1]
e a valori complessi dotato della norma del sup. Allora gli operatori T; f =
f',i=1,2, con domini D(T}) = C*([0,1],C) e D(T3) = { f € C*(]0,1],C) |
f(0) = 0}, sono chiusi in C([0, 1], C) come si verifica facilmente applicando
i classici risultati di passaggio al limite per le derivate.

Fissato A € C, consideriamo la funzione fy definita da fi(z) := e, o €
[0,1]). Allora fy € D(T1) e

A=T1)(fr) =Afn = Afr=0;
questo significa che A — T} non ¢ iniettivo. Per l'arbitrarieta di A possiamo
cosi concludere che o(T1) =C e p(T1) = 0.
Fissato A € C, consideriamo ora 'operatore S definito da

Sxg(x) = / @3 g(s)ds, 0<z<1, geC([0,1],C).
0

Chiaramente, Sy € £(X). Inoltre, per ogni g € C([0,1],C) lelemento Syg
¢ la soluzione del problema di Cauchy Af — f' = g, f(0) = 0. Ne segue
che (A = T)S\ = S\(A = Ts) = I, cioe A € p(Ts). Per larbitrarieta di A
possiamo cosi concludere che p(Ty) = C e o(T3) = 0.

Questo esempio dimostra quanto spettro e risolvente siano sensibili al do-
minio dell’operatore.

Se l'operatore T & limitato, lo spettro e la funzione risolvente soddisfano
ulteriori interessanti proprieta.

PROPOSIZIONE 1.14. Siano (X, ||-||) uno spazio di Banach suC eT € L(X).
Allora valgono le sequenti proprieta.

(1) Se A € C é tale che |A| > ||T||, allora X € p(T') e

RAT) = %; (1.8)

n=0

in particolare, p(T) # ().
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(2) o(T) # 0.
(3) o(T) S {AeC | [A[<[T]}.
(4) o(T) é un sottoinsieme compatto di C.

DiM. (1) Fissiamo A € C tale che [A| > ||T'||. Per il Lemma 1.11(2) possiamo
allora concludere che A — T € Z(X), cioe A € p(T), e

1 Ry S A
RAD) =~(I-X2"T)==-) —=) —.
( Y ) )\( ) )\ HZZO )\TL ngo )\n+1
(2) Supponiamo che o(T) = 0, ovvero che p(T) = C. Allora la funzio-
ne risolvente di T & definita e analitica su tutto C e soddisfa la seguente
diseguaglianza
RTINS o = s A€C W>ITL ()
NS NI T = e B
in virtl della rappresentazione in serie del risolvente data in (1.8). Da cio
segue che ||R(A\, T)|| — 0 per |A\| — +o0.
Fissati x € X e f € X', possiamo cosi definire su C una funzione intera ¢
come segue

¢:C—C, d(A) = (fo RINT))z.

Per (1.9) la funzione ¢ soddisfa anche la seguente diseguaglianza

1

/
6] < 11l 5=
Da questo segue che ¢ & anche funzione limitata in C e limy|— 4o ¢(A) = 0.
Applicando il teorema di Liouville a ¢, otteniamo che ¢ = 0 in C.
Per Parbitrarieta di f e z, possiamo cosi affermare che R(\,T) = 0 per ogni
A € C, ottenendo un assurdo poiche R(\,T) & un operatore invertibile.
(3) Per la proprieta (1) possiamo affermare che {A € C | |A| > ||T]|} C
p(T). Passando ai complementari, segue la tesi.
(4) Combinando la Proposizione 1.12(2) e la proprietd (3) otteniamo che
o(T) & un insieme chiuso e limitato, cio¢ compatto. O

AeC, A >IT]]-

DEFINIZIONE 1.15. Siano (X, |- ||) uno spazio di Banach su C e T € L(X).
St definisce raggio spettrale di T il numero

r(T) = sup{ [A] | A€ o(T) }.

Dato che o(T') & un insieme compatto per ogni T' € L(X), risulta
r(T) =max{ |\ | Aeo(T)}.
Questo significa che lo spettro di un operatore limitato 7" ha almeno un pun-

to in comune con la frontiera del pit piccolo disco chiuso centrato nell’origine
che lo contiene. Inoltre, vale il seguente risultato.
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TEOREMA 1.16. Siano (X,| - ||) uno spazio di Banach su C e T € L(X).
Allora v(T) ¢ dato dalla sequente formula

r(T)= lim |[T"|".

n—-+oo

e soddisfa r(T) < ||T|.

. 1 . .
Dimm. Posto r := limsup,,_, . ||T"||=, osserviamo che la seguente serie

Su Tt (ned)
n=0

1

converge in norma operatoriale se || < r~! e non converge in norma

operatoriale se |u| > r. Ne segue che la serie

ZT: (0#XeC)
n=0

converge in norma operatoriale se |A| > r. Inoltre, la seguente identita &
soddisfatta se || > r

A—T ST ST A-T

ATIN N
A o An —= A
Questo implica che { A€ C | [N\ >7} C p(T) e
RAT) =) i AEC > (1.10)
n=0

Ne segue che o(T) C { A € C | |A\| < r}. Per definizione di raggio spettrale,
otteniamo cosi che r(T) <r.

La serie in (1.10) converge uniformemente in norma operatoriale sulle cir-
conferenze di centro l'origine e raggio p > r. Possiamo pertanto integrare
per serie (cf. APPENDICE A), ottenendo

! MR\, T)dN = ! (/ A”’“dA)Tk (1.11)
[Al=p

21
k=0

1 S 2 .
- </ pnkez(nk)tdt> Tk —Tm.
27T 0
k=0

Dato che la funzione A — A"R(A,T) ¢ analitica in {A € C,| |A| > »(T) },
I'integrale in (1.11) non cambia se si considera una circonferenza con raggio
p > r(T). Applicando pertanto (1.11), otteniamo che, per ogni p > r(T),

27 Jix=p

17" < pm*! max ||R(A, T,
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dove il massimo esiste poiché la funzione R(-,T) & continua in p(T). Da
questo segue che

“<p (p>r(D)

r = limsup ||T"
n—-+4oo

e quindi, per I'arbitrarieta di p, che

r = limsup ||T"||* < r(T).

n—-+4oo

Proviamo ora che

limsup [|[T"|]* = Lm |[|T"||*.

n—-+o00 n—-4o0o

Fissato n € N, sia m € N tale che m > n. Allora esistono e sono unici
k,h € N tali che m = kn+ h con 0 < h < n. Di conseguenza possiamo

scrivere
kn

T3 = Tk e < (T e = s ()
Poiché

h n m-—n kn
0§7<77 <7§17
m m m m

risulta che h/m — 0 e kn/m — 1 per m — 4o00. Quindi, per ogni n € N,

. L 1
lim sup [T < |[T"||* < [|T].

m—-+o00

Per l'arbitrarieta di n ne segue

limsup ||T™||% < liminf |[|T"||* < [|T]|,
— 400

m—+00 n

ovvero esiste lim,_ 4o [|T7]|% < ||T]|. O

Ricordiamo anche quanto segue.

PROPOSIZIONE 1.17. Siano (X, ||-||) uno spazio di Banach suC, T € L(X) e
AeC. Sedeo(T) eRg(A—T) non ¢ chiuso, allora esiste una successione
(Zn)n C X tale che ||z,] =1 e limy o0 | T2y — Azy|| = 0.

DiM. Se A € 0,(T), non si ha nulla da dimostrare. Supponiamo pertanto
che ker(A — T') = {0}. Allora I'operatore (A —T)"!: Rg(A —T) — X esiste
e, per il Teorema del grafico chiuso, non ¢ limitato dato che Rg(A — T') non
¢ chiuso. Ne segue che esiste una successione (y,), C Rg(A — T) tale che

I =T) " yull = nllyall  (n €N).

Per linearitd possiamo supporre che y, = (A —T)x, con ||x,|| = 1 per ogni
n € N, ottenendo

lzall = 1A = T) " gl = nll(A = Tza]| - (n €N),

ovvero la tesi. O



Analisi spettrale per operatori in spazi di Banach 11

OSSERVAZIONE 1.18. 1l risultato precedente continua a essere vero nel caso
in cui T: D(T) — X & un operatore chiuso.

Motivata dalla precedente proposizione si da la seguente definizione.

DEFINIZIONE 1.19. Siano (X, | - ||) uno spazio di Banach su C, T € L(X)
edeC. Sexea(T), A\—T non é iniettivo o Rg(A —T') non é chiuso,
allora A é detto autovalore approssimato.

1.4. Un esempio fondamentale: gli operatori di moltiplicazione

Siano (2, 4) uno spazio di misura, p o-finita e m : Q@ — C una funzione
p-misurabile. Il rango essenziale di m & cosi definito:

Mess () ={weC | Ve>0u({zeQ | Im(z)—w| <e})>0}.

Sia 1 < p < co. L’operatore di moltiplicazione associato a m su LP(Q, ) &
cosi definito:

D(My,) ={f € L(Q,pu) | mfeLP(Qu)}
M (f) =mf.

PRrROPOSIZIONE 1.20. Sotto le ipotesi precedenti si ha:

(1) (My,, D(M,,)) é densamente definito e chiuso.
(2) D(My,) = LP(Q,p) e My, ¢ limitato se e solo se m € L>®(Q,u). In
tal caso,
1Mo || = [Im]]oo-

(3) M., ha inversa limitata se e solo se 0 & Megs(€)).
(4) 0(Mp,) = mess(2).

DiMm. (1) Sia (fu)n € D(M,,) tale che esistono f, — f e mf, — g in
LP(Q, ). Allora esiste una sottosuccessione ( fx, )n tale che lim,,_, f, (z) =
f(z) qo. in Q. Quindi lim,, . m(z)fx, (£) = m(x)f(z) q.0. in Q e per-
tanto g = mf. Abbiamo cosi dimostrato che (M,,, D(M,,)) & chiuso.

Per dimostrare che D(M,,) & denso in LP(2, i), supponiamo dapprima che
u sia finita e consideriamo la successione di insiemi (E,,),¢cn definita da

E,={zeQ| |mx) <n}.

Chiaramente (J, ey En = Q € limy, oo p(2\ Ey,) = 0. Sia u, = uxg,, dove
XE, ¢ la funzione caratteristica di E,,. Per ogni n € N, w,, € D(M,,). Per
I’assoluta continuita dell’integrale, per ogni € > 0 esiste > 0 tale che se
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p(E) < 6, allora [, [ulPdp < e. Sia v € N tale che (2 \ E,,) < 6 per ogni
n > v. Allora, se n > v:

/ |u—un|pdu:/ |ulPdu < e.
Q O\E

Se u(Q2) = oo, esistono (€2;)ieny di misura finita tali che ;o Qi = Q.
Ripetendo il ragionamento precedente per ogni ¢ e passando al limite si
ottiene la tesi.
(2) E immediato verificare che se m € L (€, i), allora M, ¢ limitato con
D(M,,) = LP(Q,u). Viceversa, supponiamo che m ¢ L>(Q, u). Allora,
posto @, = {x € Q | |m(z)| > n} per ogni n € N, si ha u(Q,) > 0. Sia
U, € LP(, ) tale che ||u, ||, =1 eu, = 0in Q\Qy. Siha che u,, € D(M,,)
e

M tnlp > nl|unllp = n,
pertanto M, non & limitato.
Se m € L*>°(Q, 1), & immediato verificare che ||M,,|| < ||m||. Per provare
la disuguaglianza inversa poniamo, per ogni € > 0,

Qe ={z Q| Im(z)] > [[m|loc —€}.

Si ha che p(Q:) > 0. Scegliamo u. € LP(£2, ) tale che ||u||[, =1 e u=0su
Q\ Q.. Allora

Ml = [ fmcdp = o = 2) [ el = (mlloc = o)

Pertanto || M,,|| > ||m||ec — € per ogni € > 0 e dunque ||My,|| > ||m|]oo-
(3) Se 0 & mess(€2), allora esiste £ > 0 tale che |m(z)| > € q.o.. Allora L €
L>(Q, u) e, per la proprieta (2), M% ¢ un operatore limitato su LP(Q, u).
E immediato verificare che M. = Mt Viceversa, sia C' = ||M,,}|| > 0.
Se 0 € mess(2), allora pu({z € Q | |m(z)| < £ }) > 0 e dunque esisterebbe
§ €]0, &[ tale che I'insieme E = {z € Q | § < [m(z)| < £ } abbia misura
nulla. Ponendo u(x) = —2—+xg e v = M,,u, si avrebbe |[v|]| =1 e
m(z)u(E)»

1 »
M| > |IM ], = v, = (/ du) > C,

assurdo.

(4) Per definizione A € o(M,,) se e solo se \—M,, = M_,, non ¢ invertibile.
Per la proprieta (3) cid equivale a dire che 0 ¢ (A — m)ess(£2), ie. A &
Mess (). a

1.5. Operatori normali e autoaggiunti

In questo paragrafo, sia (H, || - ||) uno spazio di Hilbert su C e sia (-,-) il
prodotto scalare di H. Se T' € L(H), allora per ogni y € H l'operatore
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x +— (Tx,y) ¢ lineare e continuo. Per il teorema di Riesz—Fréchet, esiste ed
e unico Ty € H tale che

(Tz,y) = (z,T"y), =z, y€ H.

Si prova facilmente che T* € L(H) e che ||T*|| = ||T||. T* ¢ detto operatore
aggiunto di T.

LEMMA 1.21. Siano T,S € L(H) e o € C. Allora valgono le segquenti
proprieta.

(1) T =T

(2) (aT)* =aT*.

3) (T+S)"=T*+5".

(4) (TS)* =S*T™.

(5) Se T ¢ invertibile, allora T* ¢& invertibile e (T*)~% = (T~1)*.
(6) 117°7]| = |7

DiM. Le affermazioni (1)-(5) seguono facilmente dalla definizione. Per di-
mostrare la proprieta (6), basta osservare che ||T*T|| < ||T|| - ||T*|| = ||T||?
e che, per ogni z € H, ||z|| = 1:

ITa||® = (T, Ta) = (2, T*(T2)) < ||2|[|T*(T2)|| < |T*T||. O

DEFINIZIONE 1.22. Un operatore T € L(H) si dice autoaggiunto se T = T,
mentre si dice normale se TT* = T*T.

EsEmPIO 1.23. Sia (€, 1) uno spazio di misura con p o-finita e sia m €
L% (Q, p). Si consideri 'operatore di moltiplicazione M,, su L?(£2, 1) de-
finito nel paragrafo 1.4. Allora M}, = M. Infatti, se f € L*(Q,u), si
ha

VYh e L*(Q,p) (mh, f) :/th?du:/ﬂhﬁdu: (h,f).

Ne segue immediatamente che M, € un operatore normale e che M, &
autoaggiunto se e solo se m € a valori reali.

PROPOSIZIONE 1.24. Sia T € L(H) un operatore normale. Allora valgono
le sequenti proprieta.

(1) ||Tx|| = ||T*x|| per ogni x € H.

(2) SeTx =Xz perx € H e A€ C, allora Tz = Mz.
(3) 172 = [T

(4) r(T) =Tl

Dim. (1) Fissato @ € H, basta osservare che
| T*x||? = (T*2, T*z) = (TT*x,x) = (T*Tx,z) = (Tx,Tz) = ||Tz|*
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(2) Osserviamo che (T — A\I)* = T* — X e che T — Al ¢ normale. Possiamo
cosli applicare la proprieta (1) all’operatore T* — AI, ottenendo che

||T*x—Xx|| = ||Tz — Az|| =0,

da cui la tesi.

(3) Applicando la proprieta (1), otteniamo che ||T%x|| = ||[TT*x|| per ogni

x € H. Ne segue, per il Lemma 1.21, che ||T?|| = ||TT*|| = ||T||*.

(4) Procedendo induttivamente, da (3) segue che ||T||?" = ||T2" || per ogni
1

m € N. Infatti, basta osservare che 72" & normale e procedere come nella
dimostrazione di (3). Quindi ||T| = ||T?"||> " per ogni m € N. Facendo
tendere m — oo e ricordando che 7(T) = lim,, ., [|T"||*/™, otteniamo che
r(T) = [IT]. O

La seguente proposizione ci dice che lo spettro di un operatore normale &
costituito interamente da autovalori approssimati (cfr. Definizione 1.19).

PROPOSIZIONE 1.25. Sia T € L(H) un operatore normale. Allora A € o(T)

se e solo se esiste una successione (Tn)n in H, con ||z,|| = 1, tale che
lim, o0 ||T2n — Azy]| = 0.

Dmm. Sia A € C e sia (x,), una successione in H, con ||z,|| = 1, tale che
lim,, o ||T%n— Az, || = 0. Allora chiaramente A—T non ha inverso continuo

e dunque A € o(T'). Viceversa, supponiamo che A € ¢(T) e che non esista
una successione (z,,), come nell’enunciato. Allora esiste 6 > 0 tale che

|| Tw — Az[| = 6||| (1.12)
per ogni x € H; quindi A — T ¢ iniettivo. A — T & anche normale e
A=T)" =X-T",
quindi
Az — T[] = [|Az — Tx|| > of|«||

per ogni z € H. Pertanto anche A — T ¢ iniettivo. Proviamo che Rg(A—T)
¢ denso in H: sia y € H tale che (A\x — T'z,y) = 0 per ogni = € H. Allora
(x, \y — T*y) = 0 per ogni x € H, cioe \y — T*y = 0. Per I'iniettivita di
A —T* sara y = 0 e dunque il rango di A — T & denso in H. Dalla densita
del rango e da (1.12) segue che A € p(T). O

Nel caso degli operatori autoaggiunti, possiamo aggiungere un’altra infor-
magzione importante sullo spettro.

LEMMA 1.26. Sia T € L(H) un operatore autoaggiunto. Allora o(T) C R.
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Dmm. Sia A € C\ R. Allora per ogni z € H, x # 0, si ha
0<|A=X-||z|]* = (T2 — \a,z) — (Tx — Az, z)| =
(Tx — Az, z) — (x, Te — \x)| < 2||Tz — Ax|| - ||z
Dunque, se (), ¢ una successione in H con ||z,|| = 1, allora
|| Ty, — Axpl| > |A = A > 0.

Pertanto A non puo essere un autovalore approssimato e, per la Proposizione
1.25, A ¢ o(T). |

Concludiamo con una sottoclasse importante degli operatori normali.

DEFINIZIONE 1.27. Un operatore T € L(H) si dice unitario se T*T =
TT* =1.

PROPOSIZIONE 1.28. Valgono le sequenti proprieta.

(1) Ogni operatore unitario su H é normale.

(2) Un operatore T € L(H) ¢ unitario se e solo se ¢ invertibile e T~1 = T*.

(3) SeT € L(H) ¢ un operatore unitario, allora T=* e T* sono operatori
unitari.

(4) SeT € L(H) ¢ un operatore unitario, allora T ¢ una isometria.

Dim. La proprieta (1) segue direttamente dalla definizione.
(2) Supponiamo che T sia invertibile con 7! = T*. Allora

T*T=T"'"T=1 ¢ TT =TT '=1.

Quindi T & in operatore unitario. Per dimostrare 'implicazione inversa
basta procedere in modo analogo.
(3) Se T & un operatore unitario, allora

(T Yy 1 t=1"T"'=TT"'=1.
In modo analogo, si prova che T=1(T~1)* = I, e quindi T~! & un operatore
unitario. Poiché T* = T~! in virth della proprieta (2), T* & anche un
operatore unitario.
(4) Poiché T & un operatore unitario, allora T*T = I cosi che

Tzl = /(Ta,Ta) = /{2, T*Ta) = /{,z) = || .

Ricordiamo che, grazie all’identita di polarizzazione

1 . . . . .
{@,y) = ety a+y) —{e—y, 2 —y)+ietiy, a+iy) —(z—iy, 2—iy), (1.13)
si prova che una isometria T' preserva il prodotto scalare, cioe (Tz,Ty) =

(z,y) per ogni z,y € H.
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Esempt 1.29. (1) Sia ¢2(Z) lo spazio di Hilbert di tutte le successioni z =
(Zn)nez a valori complessi tali che ||z[* = ", o, [#,]* < oo. Consideriamo
I'operatore T': £%(Z) — (?(Z) cosi definito

T(ajn)nel = (mnfl)nEZa (xn)nEZ € ZQ(Z) .
Allora T' & un operatore unitario. Infatti, 7' & chiaramente invertibile e

<T1’,y> = Zxﬂ—lyn = Z xn?n+l = (x,T’1y>, TY € 62(2)3

neE”Z nez

che implica che T* = T~ 1.

(2) Sia H = L?([0,1]). Consideriamo su H l'operatore 71" cosi definito

(Tf)(z):=fA-=), aqo., feL*0,1].
L’operatore T & chiaramente iniettivo e suriettivo. Inoltre, T = T = T~ 1.
Quindi, 7" & un operatore unitario.



CAPITOLO 2

Operatori compatti in spazi di Banach

2.1. Operatori compatti

DEFINIZIONE 2.1. Siano (X, || ||x) e (Y,||-|ly) spazi di Banach e T: X —
Y wun operatore lineare. L’operatore T si dice compatto se T(Bx) ¢ un
sottoinsieme relativamente compatto di 'Y .

ESEMPIO 2.2. Si consideri un compatto Q C RY e una funzione K : QxQ —
R continua. Sia T : LP(2) — LP(Q)) 'operatore integrale cosi definito:

Tf(z) = /Q K(@.y)fwdy, feLr(Q), ze.

Dal teorema della convergenza dominata segue facilmente che T'(LP(Q)) C
C(€). Proviamo che T & compatto. Osserviamo che per ogni f € LP()
con || f|l, <1, applicando la disuguaglianza di Holder, si ottiene

ITFlloe < 1Kl 1Fllp < 11K [ool Q7"

Dunque l'insieme T'(Bp»r(q)) ¢ equilimitato in C'(Q2). Inoltre, per I'uniforme
continuita di K, per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che per ogni z1, x4,y € Q:

|1 — 22| <6 = |[K(21,y) — K(z2,y)| < elQ7/7".

Pertanto per ogni f € Brr(q), se |1 — 22|| < 0, applicando nuovamente la
disuguaglianza di Holder si deduce:

T (1) — Tf(az)| < /Q K (21,y) — K (22, )1/ () ldy < e.

Quindi T'(Bps(q)) ¢ anche equiuniformemente continuo e dunque, per il
teorema di Ascoli-Arzela, ¢ relativamente compatto in C'(2). Per I'immer-
sione continua di C(£2) in LP(f2), otteniamo che T'(Bp»(q)) ¢ relativamente
compatto in LP(2).

Poiché i sottoinsiemi relativamente compatti di uno spazio di Banach sono
anche limitati, ogni operatore compatto T & anche continuo (cf. Proposi-
tione 1.1). Inoltre, vale la seguente caratterizzazione.

17
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TEOREMA 2.3 (TEOREMA DI SCHAUDER). Siano (X,| -|lx) ¢ (Y,] - |lv)
due spazi di Banach e T : X — Y un operatore lineare. Allora T é compatto

\

se e solo se il suo duale T' & compatto.

DiM. Supponiamo che T sia compatto, cioé che T'(Bx) sia un sottoinsieme
di Y relativamente compatto, e indichiamo con K la chiusura di T'(Byx) in
Y. Poiché T & un operatore limitato, esiste M > 0 tale che ||y|ly < M per
ogni y € K. Pertanto, per ogni f € By risulta

1fllz := sup{|f(y)| | y € K} < M,

cosi che possiamo indentificare By~ con un sottoinsieme limitato dello spazio
di Banach C(K) formato da tutte le funzioni continue sul compatto K e
dotato della norma

9l :==sup{lg(y)| | ye K} (g € C(K)). (2.14)
Inoltre, per ogni f € By ey, z € K si ha

[f(y) = FR)] < ly = zlly-

Questo implica che By~ € un sottoinsieme equicontinuo di C'(K) e, essendo
limitato, & relativamente compatto per il Teorema di Ascoli-Arzela. Percio,
ogni successione (f,), C By contiene una sottosuccessione (f,, )i che &
una successione di Cauchy rispetto alla norma (2.14). Poiché

||T/fmC - T/fnjH/Y = Ssup |(Tlfnk - T/fnj)(mﬂ = Sup |(fnk - fn;)(T$)|
rEBx rE€Bx
= ||fn;C _fnj||K7

(T" fn, )i © allora una successione di Cauchy di X’. Quindi (7" f,, ) conver-
ge a qualche elemento di X’ poiché X’ & completo. Abbiamo cosi dimostrato
che T'(By-) & un sottoinsieme relativamente compatto di X’ e quindi l'o-
peratore T” & compatto.

Supponiamo che T” sia compatto. Allora, procedendo come sopra, si dimo-
stra che operatore T”: X" — Y & compatto. Dato che T = Tlg(’ ne segue
che anche T' & compatto. O

OSSERVAZIONE 2.4. Se indichiamo con L la classe di tutti gli operatori
lineari e continui tra spazi di Banach, allora £ ¢ un’algebra rispetto alla
operazione di composizione dato che

ST < IS1- 1T

perogniT € L(X,Y) e S € L(Z,X). Indichiamo con K la classe di tutti gli
operatori lineari e compatti tra spazi di Banach e con F la classe di tutti
gli operatori lineari continui con rango finito dimensionale. Ricordando che
ogni sottoinsieme limitato in uno spazio finito dimensionale € relativamente
compatto, chiaramente la seguente inclusione e soddisfatta

FcKccL.
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Inoltre, KC & un ideale di L, cioe
SRT € K(X,W)

per ogni S € L(Z, W), T € L(X,Y) e R € K(Y,Z). Infatti, poiché
T e L(X,Y), T(Bx) ¢ un sottoinsieme limitato di ¥ e quindi esiste A > 0
tale che T(Bx) C ABy. Ne segue che R(T(Bx)) C AR(By), dove R(By)
¢ un sottoisieme relativamente compatto di Z dato che R € K(Y, Z). Poi-
ché S € L(Z, W), possiamo concludere che S(R(T(Bx))) ¢ un sottoisieme
relativamente compatto di W.

PROPOSIZIONE 2.5. Siano (X,| - |lx) e (Y, - |ly) due spazi di Banach.
Allora K(X,Y) & un sottospazio chiuso di L(X,Y).

Dim. Sia (T},), C K(X,Y) tale che T}, = T in (£(X,Y),|| - ||). Fissato
€ > 0, esiste allora ng € N tale che, per ogni n > ny,

||T’ﬂ - TH < g,
o equivalentemente,
T(Bx) C (T —T,)(Bx)+ Tn(Bx) CeBy +T,(Bx). (2.15)

Preso n € N con n > ng, T,,(Bx) & un sottoinsieme relativamente compatto
di Y poiché T, € K(X,Y), e quindi T,(Bx) ¢ totalmente limitato. In
corrispondenza di €, possiamo allora trovare un numero finito di elementi
di By, diciamo y1,¥s2, ..., Yk, tali che

T,.(Bx) C Uiy (yi +By). (2.16)
Ponendo yr+1 = 0, per (2.15) e (2.16) otteniamo che
T(Bx) C Uit (y; + eBy).

Per Darbitrarieta di €, questo significa che T'(Bx) & un sottoinsieme total-
mente limitato e quindi relativamente compatto di Y. O

OSSERVAZIONE 2.6. Dalla Proposizione 2.5 segue che se (X, ||+ [lx) e (Y,] -
|ly) sono due spazi di Banach, (T},), una successione di operatori di rango
finitoda X inY e T € L(X,Y) tali che lim,, o || T, —T||z(x,v) = 0, allora T
€ compatto. La questione se ogni operatore compatto tra spazi di Banach &
sempre il limite in norma di una opportuna successione di operatori di rango
finito rimase un problema aperto per molto tempo, noto in letteratura come
il “problema dell’approssimazione”. Questo problema fu risolto in negativo
da Enflo nel 1972. Ma ¢& bene ricordare che se Y & uno spazio di Hilbert (o,
pil in generale, se possiede una base di Schauder), allora la chiusura dello
spazio F(X,Y) & proprio K(X,Y) (cfr., per esempio, [4]).

OSSERVAZIONE 2.7. Se (X, || - ||) & uno spazio di Banach infinito dimensio-
nale e T € K(X) := K(X, X), allora 0 € ¢(T). Altrimenti T sarebbe un
isomorfismo topologico da X su X e quindi T (Bx) un intorno di 0 relati-
vamente compatto. Ne seguirebbe che X & localmente compatto e percio
finito dimensionale.
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2.2. La teoria di Riesz—Schauder

Nel seguito con (X, || - ||) indicheremo uno spazio di Banach infinito dimen-
sionale su C e, dato T' € L(X), con Ty l'operatore A — T, A € C. Se T
non ¢ iniettivo per qualche A # 0, cioe se A € 0,(T) & un autovalore di T,
indicheremo con N(Ty) := ker T\ 'autospazio relativo all’autovalore A. In
generale, lo spazio N(Ty) ¢ infinito dimensionale. Invece, se T & compatto,
risulta

PROPOSIZIONE 2.8. Sia T € K(X). Allora, per ogni A € C\ {0} e per ogni
n €N,
dim N (T7) < oo.

DiM. Sian = 1. Posto B := Bx NN (T)), Ta(B) = {0}, quindi AB = T'(B).
Poiché T'(B) & un sottoinsieme relativamente compatto di X, anche B & un
sottoinsieme relativamente compatto di X e dunque in N(T)). Pertanto
N(T)) ¢ finito dimensionale.

Per n > 1 la dimostrazione ¢ analoga dato che

" = A—T)" = Zn: ( Z ) A"k (—1)kTH

k=0
n - n n—
= A —Z( . )(—1)“% Tk,
k=1
dove Y7_, ( . ) (—1)FHAETE € K(X). 0

PROPOSIZIONE 2.9. Sia T € K(X). Allora, per ogni A € C\ {0} en € N,
TY(X) € un sottospazio chiuso di X.

Dim. Sian = 1. Per la Proposizione 2.8 dim N (7)) < oco. Questo garantisce
che N(Ty) & un sottospazio complementato di X, cio¢ esiste un operatore
lineare continuo P: X — X tale che P(X) = N(T)) e P2 = P. Posto
Y := ker P, possiamo rappresentare X come segue

X=NT)eY (2.17)
cosi che T)\(X) = T\ (Y). Fissato z € T\(X), esiste una successione (yy )n C
Y tale che T)(y,) — z in X. Supponiamo che la successione (¥, ), non sia
limitata. Allora esiste una sottosuccessione (yn, )i di (Yn)n tale che ||yn, || LA
oo. Posto vy, 1= H?yJikH € Y per ogni k € N, ne segue che ||ug|| = 1 per ogni

’Vlk
k € N, cioe (vi)r € una successione limitata, Ty (vy) = ﬁT(ynk) £o.
ng

Inoltre, per ogni k € N,

v = AN (T (o) + T(vr)) - (2.18)
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Poiché la successione (vg ) ¢ limitata e T ¢ un operatore compatto, esiste
una sottosuccessione di (T'(vg))y convergente. Senza perdita di generalita,
possiamo supporre che la successione (T'(vg))i stessa sia convergente, di-

ciamo a v’ € X. Per l'identita (2.18) ne segue che vy EAl =ve X

cosl che ||v|| = 1. Inoltre, per la continuitd di T' e l'unicitd del limite,
T (vg) LA T (v) = 0. Questo implica che v € N(T)) e quindi v = P(v) =
limg_,o0 P(vg) = 0. Abbiamo cosl ottenuto un assurdo dato che |[v|| = 1.

Pertanto la successione (yn), ¢ limitata. Ragionando come per la succes-
sione (vg )k, possiamo concludere che (eventualmente passando ad una sot-
tosuccessione) y, Xy € X. Per la continuity di Ty e 'unicita del limite,
Tx(yn) — Ta(y) = z. Quindi z € Ty (X).

In modo analogo si dimostra che T3 (X) ¢ un sottospazio chiuso di X se
n > 1. ]

COROLLARIO 2.10. Sia T € K(X). Allora, per ogni A € C\ {0} en € N,

codim Ty (X) < o0.

Dim. Sia n = 1. Poiché T\ = A —T" e T" € K(X’) per il Teorema 2.3,
possiamo applicare la Proposizione 2.8 per concludere che dim N(7%) < cc.
D’altra parte, per la Proposizione 2.9 il rango Th (X)) ¢ un sottospazio chiuso
di X e quindi lo spazio quoziente %, dotato della topologia indotta, &
uno spazio di Banach. In particolare, per la Proposizione 1.2, il suo duale

topologico ¢ isomorfo a N(T%). Ne segue che il duale di %, e quindi
% stesso, ¢ finito dimensionale, cioe codim Ty (X) < oo.

Se n > 1, si procede in maniera analoga. O
LEMMA 2.11 (LEMMA DI RIESZ). Siano (X,| -||) wno spazio di Banach ed

M un sottospazio chiuso di X. Allora, per ogni ¢ €]0, 1] esiste x € X tale
che ||z|| =1 e d(z, M) > §.dove

d(z, M) = inf{{lz =yl | ye M} <[]

DiM. Poiché M & un sottospazio chiuso di X, per il Teorema di Hahn-—
Banach esiste un iperpiano chiuso H tale che M C H. Supponiamo che
H={yeX | f(y) =0} per qualche f € X’ con ||f]|' = 1.
Fissato § €]0, 1], esiste x € X tale che ||z|| = 1 e |f(z)| > §. Di conseguenza,
per ogni y € H,

o< |f(@)=1[fx =yl <FI" lz =yl = = =yl
cosl che

d<|f(@)|<inf{||lz—y| | ye H} =d(z,H) < d(x,M). (2.19)
O
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OSSERVAZIONE 2.12. Sia H un iperpiano chiuso di X, cioe H ={ye€ X |
f(y) =0} = ker f per qualche f € X’ con || f||' = 1. Siaz € X con ||z| = 1.
Allora d(x, H) =1 se, e solo se, | f(z)| = 1. Infatti, se |f(x)| = 1, allora per
(2.19) otteniamo che
1<d(z,H)<|z|=1.

Viceversa, supponiamo che d(x, H) = 1. In tal caso, fissato z € X \ H con
|z]| = 1, poniamo y := = — ;Egz Allora, f(y) = f(x) — ;ng(z) =0, cioe
yeH, e

V= de 1) < oyl = | R

Ne segue che |f(z)| < |f(z)|. Per arbitrarieta di z, con ||z|| = 1, otteniamo
che 1= [If" < [f(@)| < I fI'll=]l = L.

Questo significa che, se il funzionale f non assume la norma sulla sfera
unitaria di X, allora d(x, H) # 1 per ogni z € X con ||z|| = 1. O
EseEmMPI 2.13. (1) Siano X =cg e f € £ = (co, || ||oo)’ definito da f(yy)n :=
> oo 127"y, per ogni (yn)n € co. Allora, per ogni y = (Y5 )n € o,

FOI<D 27 ynl <yl Y 27" = Ylloc -
n=1 n=1

Questo implica che ||f|’ < 1. D’altra parte, per ogni k € N la successione
Yk = (Ynk)n, cON Y = 1 se n < k e y, = 0 se n > k, appartiene a ¢y e

k

0<flyw) =D 27" < I llvellos = IFI

n=1

da cui, passando al limite per k — oo, si ottiene che

1= 27" <|f|.
n=1

Di conseguenza, ||f||' = 1.
Supponiamo ora che esista x = (2,), € ¢ con ||| =1 tale che |f(x)] = 1.
Poiché = € ¢y, esiste k € N tale che |z;| < 1/2. Ne segue che

S k—1
Z 27"z, | < Z 27" x| 4+ 27 @] + Z 27" x|
n=1 n=1

n>k
k—1
< Zz—’w% (2—k+22—"> <1,
n=1

n>k

1= [f()l =

e otteniamo una contraddizione.

(2) Siano X = C[0,1] e f € (C[0,1], ]| - o)’ definito da f(z) = fo/* x(t)dt -
f10/2 x(t)dt per ogni x € C[0,1]. Procedendo in modo analogo, si dimostra
che non esiste € C[0, 1] con ||z]|s =1 tale | f(z)] = 1.
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OSSERVAZIONE 2.14. Siano (X, ||-]|) uno spazio di Banach riflessivoe f € X’
con ||f| = 1. Allora esiste x € X con |z|| = 1 tale che |f(z)| = 1.
Infatti, dato che | f||" = supj, =1 |f(z)| = 1, possiamo determinare una
successione (2,,), C X tale che ||z,|| = 1 e f(z,) = 1. Poiché la sfera
unitaria di X ¢ debolmente compatta, z, — xy debolmente per qualche
xg € X (eventualmente passando ad una sottosuccessione), il che implica

che f(zn) 2 f(wo) = L.

In verita, la proprieta appena dimostrata caratterizza la riflessivita nell’am-
bito della classe degli spazi di Banach.

TEOREMA 2.15 (TEOREMA DI JAMES ). Sia (X, ||||) uno spazio di Banach.

Allora X ¢ riflessivo se, e solo se, per ogni f € X' con || f||' =1 esistex € X
tale che ||z|| =1 e |f(z)] = 1.

Per la dimostrazione del Teorema di James rinviamo a [8], p.84.

Siano (X, ]| - ||) uno spazio di Banach infinito dimensionale e S € L(X).
Allora ¢ facile verificare che

{0} =N(S°)C N(S)C N(SH)C...CN(SHC...,
dove SV = 1.
DEFINIZIONE 2.16. Se esiste k € NU {0} tale che N(S*) = N(S**1), allora
a(S) :=min{k e NU{0} | N(S*) = N(S*1)}

si dice indice di ascesa di S.

Analogamente, risulta
X=8%X)DS8(X)D8*X)D...08"(X)D....
DEFINIZIONE 2.17. Se esiste k € NU{0} tale che S*(X) = Sk¥T1(X), allora
d(S) := min{k € NU {0} | S*(X)=S*(Xx)}
si dice indice di discesa di S.

OSSERVAZIONE 2.18. (1) Se a(S) = ko, allora N(S¥) = N(S**!) per
ogni k > ko. Infatti, se k > kg e # € N(S*H1), allora 0 = Ski(x) =
Skot1(Gk=ko(2)) cosi che SF~ko(z) € N(Sko+1) = N(Sk0). Di conseguen-
za, SF(z) = Sko(Sk—Fo(x)) = 0, cioe z € N(S¥).

(2) Se d(S) = ko, allora S*¥(X) = S*1(X) per ogni k > ko. Infat-
ti, se k > ko e y € S¥(X), allora esiste z € X tale che y = S¥(z) =
Sk=ko(Sko (7)), dove S*o(x) € Sk (X) = Sko+1(X). Di conseguenza, per
qualche 2’ € X, risulta S*(x) = S*ko+1(2"), il che implica che y = S*(z) =
Sk_k0(5k0+1(x')) — Sk+1(1") c S’H'I(X).
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PROPOSIZIONE 2.19. Sia S € L(X) con S(X) sottospazio chiuso di X. Se
a:=a(S) < oo ed:=d(S) < oo, allora a = d.

DiM. Sia m := max{a,d} € N. Allora, per I’Osservazione 2.18 risulta
S™(X) = SUX) e N(S™) = N(S%),
SF(X) = S™(X) e N(S*) = N(s™)
per ogni k > m. Inoltre, N(S™) N S™(X) = {0}. Infatti, se x € N(S™) N
S™(X), allora S™(z) = 0 e z = S™(y) per qualche y € X. Ne segue che
SZm(y) = S™(S™(y)) = S™(x) = 0, cioe y € N(S?™). Poiché m > d, y &
un elemento di N(S™), cosi che z = S™(y) = 0.
Pertanto Sl’gm( X) ¢ una applicazione lineare, continua e iniettiva da S™(X)
su S™(X). Inoltre, ng(x) ¢ una applicazione aperta dato che S(X) ¢
un sottospazio chiuso di X e quindi S & una applicazione aperta. Questo
implica che S™(X) & un sottospazio chiuso di X.

Posto R := (Srgm(XO € L(S™(X)), applicazione composta RS™: X —
S™(X) soddisfa

(RS™)? = RS™RS™ = RS™,
cioe RS™ & una proiezione continua su S™(X). Allora lo spazio di Banach
X si rappresenta come segue

X = N(RS™) @ (RS™)(X) = N(S™) @ S™(X) = N(5*) @ S%(X), (2.20)

dove N(RS™) = N(S™) per l'iniettivita di R. Per (2.20) otteniamo che
SU(X) = 5H(X) = $U(X),

il che implica che a > d cosi che N(S%) C N(S9).
Dimostriamo ora I'inclusione inversa. Sia x € N(S%). Se S%(x) # 0, allora
r = (z — S%x)) + S%(z), dove x — S¢(x) € N(5%) e S%(z) € S4X) per
(2.20). Pertanto, 0 = S%(x — S4(x)) = S%(z) — S(S%(z)) = —S*(S4(x)),
cioe S4(x) € N(S%). Poiche S¢(x) € N(S%) N S4(X), risulta S%(x) = 0, e
otteniamo cosl una contraddizione.
Questo significa che a < d. Quindi, a = d. O

Come conseguenza di (2.20), otteniamo che se a(S) < oo e d(S) < o0, allora
a(S) = d(S) e lo spazio di Banach X si decompone come segue

X =N(S")®S™(X), (2.21)
dove m = a(S) = d(9).

PROPOSIZIONE 2.20. Sia T € K(X). Allora, per ogni A € C\ {0}, a(T)) =
d(T)\) < 0.

Dim. Fissato A € C\ {0}, per le Proposizioni 2.9 e 2.19 ¢ sufficiente provare
che a(Th) < 00 e d(Ty) < oo.
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Supponiamo che N (T} ~') sia un sottospazio proprio di N(TJ) per ogni
n € N (N(T?) = N(I) = {0}). Allora, applicando il Lemma di Riesz, per
ogni n € N esiste z,, € N(T{) tale che ||z, || = 1 e d(z, N(Ty™ ")) > 3.
Ora, per ogni n,m € N con n > m, risulta

NTHT (z) = T(xm)| = AT Az — Ta(zn) + Ta(@m) — Az
= oo — Ao (20) = A o (@) + 20|
5 1
- 2

poiché A\~'Th(z,) — A" Th(2m) + 2m € N(T{'). Questo implica che la
successione (T'(x,)), non ammette alcuna successione estratta convergente,
e otteneniamo cosi una contraddizione dato che T € K(X) e (x,)n € una
successione limitata. Possiamo allora concludere che a(Th) < oc.

In modo analogo, si prova che d(T}) < oo. |

PROPOSIZIONE 2.21. Sia T € K(X). Allora lo spettro o(T) = 0,(T) U {0},
¢ al piv, numerabile ed ha come punto limite al piu lo zero.

DiM. Sia A € C\ {0} tale che A & 0,(T). Allora N(T)) = {0} cosi che
N(T¥) = {0} per ogni k > 0, cioe a(Ty) = 0. D’altra parte, per la Propo-
sizione 2.20 si ha d(T)) < co. Possiamo pertanto applicare la Proposizione
2.19 per concludere che d(Ty) = a(Ty) = 0. Da cio segue che Ty (X) = X.
Di conseguenza, per il Teorema dell’applicazione aperta, T ¢ un isomorfi-
smo topologico da X su X, cioe A € p(T).

Adesso proveremo contemporaneamente che o,(T) € al pitt numerabile e
ha 0 come unico punto limite, dimostrando che per ogni § > 0 I'insieme
{A€0,(T) | |A >4} e dicardinalita finita.

Supponiamo per assurdo che l'insieme {\ € 0,(T) | |A| > ¢} sia di cardina-
lita infinita per qualche 6 > 0. Allora esiste (A,)n C op(T') tale che A, # A,
e |An| > 4 per ognin,m € N. Per ognin € Nsiax, € N(T),) con ||z,|| = 1.
Osserviamo che per ogni n € N gli elementi z1, ..., z, sono linearmente in-
dipendenti. Altrimenti, se @121 +...+a,2, = 0con (aq,...,a,) € R™\{0},
allora potremmo sempre supporre che x1 = fSoxo+. . .+ 0,2, (eventualmente
riordinando gli elementi e supponendo «; # 0) cosi che

>\15L'1 = T(xl) = T(62$2 + .. ﬂnxn) = 62)\21'2 +...+ ﬂn)\nxn .
Ne seguirebbe che
ﬁg()\g — 1)$2 + ...+ ﬁn(An — 1)$n =0.

Iterando questo procedimento ed eventualmente riordinando gli elementi,
dedurremmo che z,,_1 = yx, con vy # 0 cosi che

A—1Tp—1 = T(xn—l) = 'Y/\nxn = MTn_1 y

da cui A,_1 = A, poiché x,_1 # 0, e otterremmo una contraddizione.
Per ogni n € N, poniamo M, = span{zi,...,z,}. Allora M, & un
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sottospazio chiuso proprio di M, e quindi, per il Lemma di Riesz, esiste y,, €
M,, tale che ||y,| =1 e d(yn, Mn—1) > 3; di conseguenza, ||y, — yn_1]| > %
per ogni n. Ora osserviamo che, per ogni n,m € N con n > m, risulta

= IAyn — (T, (yn) + T(ym))|l - (2.22)
Poiché y, € My, y, = 22:1 apzy cosi che T(y,) = 22:1 apT(xg) =

ZZ:l R\ Ty € M,. Inoltre, T)\n (yn) = ZZ:l OékT)\n (.Z‘k) = ZZ:l Oék()\n —
Ak)xp € M,. Per 'uguaglianza (2.22) otteniamo che

N>

1T (yn) — T(ym)|l = I/\n|||yn - )‘gl(Tkn (Yn) + T (ym))l =

Abbiamo cosi provato che (T'(y,)), non ammette alcuna sottosuccessione
convergente. Questo & in contraddizione con T' € K(X). O

OSSERVAZIONE 2.22. Siano X e Y due spazi di Banach di dimensione finita,

rispettivamente m ed n. Supponiamo che {x1,...,2,,} sia una base di X,
con ||zg|lx = 1 per ogni k = 1,...,m, {f1,..., fm} sia la base duale di
{z1,...,&m}, eche{y1,...,yn} sia una base di Y. Consideriamo 'operatore

lineare L: X — Y cosi definito

L(z) = ka(m)yk, re X,

k=1

dove se m > n poniamo y; = 0 per ogni j = n+1,...,m. Allora, L €
L(X,Y) dato che

IZ@)lly < ll=llx - el lywlly

k=1
per ogni x € X. Inoltre, se m < n allora L e iniettivo, mentre se m > n
allora L e suriettivo.

PROPOSIZIONE 2.23. Sia T € K(X). Allora, per ogni A € C\ {0},
dim N(Ty) = codim T (X) < o0.

DiM. Per la Proposizione 2.8, dim N(T)) < oco. Questo assicura che esiste
una proiezione lineare continua P: X — X tale che P(X) = N(T)) cosi che
possiamo rappresentare X come segue

X=NT)aY, (2.23)

dove Y = ker P. D’altra parte, per le Proposizioni 2.9 e 2.10, T\(X) &
un sottospazio chiuso di X di codimensione finita. Pertanto esiste una
proiezione lineare continua @Q: X — X tale che Q(X) = T)(X) cosi che
possiamo rappresentare X anche come

X =ZoTh(X), (2.24)
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dove Z = ker @ ¢ un sottospazio chiuso di X con dim Z = codim T)(X).
Consideriamo ora un operatore L: N(Ty) — Z definito come nell’Osserva-
zione 2.22. Poiche lo spazio Z ¢& finito dimensionale, I'operatore L & com-
patto come pure S = LP.

Posto A:=T+S,siha Ae K(X)e Ay=A—(T+S)=Tx—S. In par-
ticolare, per la decomposizione (2.23) Ax(y) = Th(y) — S(y) = Th(y) —
L(P(y)) = Th(y) — L(0) = Tx(y) per ogni y € Y, il che implica che
(Ax)jy = (I))y: Y — T(X) ¢ un isomorfismo suriettivo. Inoltre, sempre
per la decomposizione (2.23) Ax(z) = Th(z) — S(z) = =S(P(z)) = —L(x)
per ogni x € N(T)) cosi che (Ax)nr,) = —L: N(I)) — Z. Osservia-
mo anche che N(Ayx) C N(L) N N(T)). Infatti, se x € N(A,) allora
Ta(z) = S(z) = L(P(z)) € ZNT\(X). Applicando la decomposizione
(2.24) otteniamo che Ty (z) = 0 = S(z), cioe x € N(T)) e P(z) € N(L).
Quindi, z = P(z) € N(L) N N(Ty).

Per 1'Osservazione 2.22 possiamo affermare che I'operatore L ¢ iniettivo o
suriettivo.

Supponiamo che L sia iniettivo. Allora, anche A, & iniettivo dato che
N(Ax) C N(L)NN(T)). Poiché A € K(X), ne segue che d(Ay) = a(Ax) =
0, pertanto Ay ¢ suriettivo. Questo implica che (Ax)n(r,) = —L ¢ un
isomorfismo da N (7)) su Z. Quindi, gli spazi N(Ty) e Z hanno la stessa
dimensione.

Supponiamo ora che L sia suriettivo. Allora, anche Ay & suriettivo dato
che A)\(X) =Ta(X) e Ax(N(T»)) = L(N(T»)) = Z. Poiché A € K(X), ne
segue che a(Ay) = N(A)) = {0}, pertanto A & iniettivo. Questo implica
che (Ax)|n(ry) = —L ¢ iniettivo e dunque un isomorfismo da N (7)) su Z.
Quindi, gli spazi N(Ty) e Z hanno la stessa dimensione. O

COROLLARIO 2.24. Sia T € K(X). Allora, per ogni A € C\ {0} en € N,
codim 7Y (X) = dim N((T™)}) = codim (T™)}(X) = dim N (1Y) .

DiM. Per n = 1, basta osservare che anche 'operatore duale 7”7 ¢ compatto
per il Teorema di Schauder e che

Poiche gli spazi coinvolti hanno dimensione finita, si deduce che:

!
codim T)(X) = dim ) = dim N(T%) .

X di ( X
_ 2 _dim [ -2
T\(X) T\(X)
Le altre uguaglianze seguono dalla Proposizione 2.23. Se n > 1, osserviamo
che T{ = A" — S con S € K(X). O

OSSERVAZIONE 2.25. La proposizione precedente dice che un operatore
compatto verifica il principio dell’alternativa di Fredholm, cioe per ogni
A € C\ {0}, l'equazione Au — T'u = 0 ha solo la soluzione banale e, in tal
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caso, per ogni f € X l'equazione A\u — Tu = f ha un’unica soluzione, op-
pure 'equazione Au — T'u = 0 ha un numero finito di soluzioni linearmente
indipendenti.

2.3. Teorema spettrale per operatori compatti autoaggiunti

Studieremo ora il comportamento degli operatori compatti autoaggiunti in
spazi di Hilbert. In questo paragrafo, sia (H, ||-||) uno spazio di Hilbert su C
esia (-, -) il prodotto scalare di H. Iniziamo con un’osservazione importante.

OSSERVAZIONE 2.26. Se T' € L(H) & un operatore autoaggiunto e compatto,
allora o(T) = 0,(T) U {0} C R in virth della Proposizione 2.21 e della
Proposizione 1.26. Poiche r(T) = max{ [A| | A€ o(T) } =||T]| e o(T) N
0B, (1y # 0, possiamo concludere che ||T|| € 0,(T) o —|T'|| € 0,(T).

TEOREMA 2.27 (TEOREMA DI RAPPRESENTAZIONE SPETTRALE 1). Sia
T € L(H) un operatore compatto autoaggiunto. Allora esistono un sotto-
spazio chiuso separabile Hy di H, un sistema ortonormale completo (),
in Hy e una successione reale infinitesima (A,)y tali che

Y Az, ), sex € Hy
= { 0 sex € Hy . (2.25)

DiM. Poiché T € K(H) ed & autoaggiunto, possiamo applicare la Proposi-
zione 2.21 e 'Osservazione 2.26 per concludere che o(T) = 0,(T)U{0} C R
e op(T) = (An)n con (Ay)n € co.

Posto H,, = N(T», ) per ogni n € N, osserviamo che, per x € H, ey € H,,
con n # m, (z,y) = 0 poiché

An(2,y) = (Tw,y) = (2, Ty) = Am(z, 1),

e Ay # Ay Inoltre, H,, # {0} e quindi possiamo scegliere z,, € H,, con
lzn|| = 1. Di conseguenza, la successione (z,), € un sistema ortonormale
completo di Hy := span(z,, ).

Ora, osserviamo che T(Hg") C Hg-. Infatti, se # € Hy, allora (x,,Tx) =
(Txp,z) = (A, x) = Ap{x,,x) = 0 per ogni n € N. Questo implica che
Tz € Hy-. Pertanto, T HE ¢ un operatore compatto autoaggiunto da Hg- in
Hy-. Invero, T‘HOL = 0. Infatti, se T‘Hoi = 0, per I'Osservazione 2.26 esiste
xo € Hy tale che Tz = Az con |\ = |7}z +]l. Otteniamo cosi un assurdo
perché tutti gli autovettori di T' appartengono a Hy.

Infine, se x € Hy, allora 2 = >, (%, Ty )@y, cosl che

Tr = Z<$>xn>T(xn) = Z A, T )T,
n=1 n=1
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Se H ¢ separabile, il Teorema di Rappresentazione Spettrale 2.27 puo essere
riformulato come segue.

TEOREMA 2.28. Siano H uno spazio di Hilbert separabile suC e T € L(H)
un operatore compatto autoaggiunto. Allora esistono un sistema ortonor-
male completo (x,)n in H e una successione reale infinitesima (Ay,)n tali
che

Ty = Z An (T, )T (2.26)
n=1
per ogni x € X.

OSSERVAZIONE 2.29. (1) Dall’identita (2.25) segue subito che 0,(T") = (An)n,
e che x,, € N(T), ) per ogni n € N.
(2) Nel caso in cui H sia separabile, l'operatore T ¢ equivalente ad un
operatore diagonale sullo spazio ¢2. Infatti, se indichiamo con U la seguente
applicazione

U:H— 2 20 ((2,2,))n,
allora T = U~'MU, dove M & l'operatore diagonale su ¢? cosi definito
M (&) = (Ann)n per ogni & = (&n)n € 2.

TEOREMA 2.30 (TEOREMA DI RAPPRESENTAZIONE SPETTRALE 2). Sia

T € L(H) un operatore compatto. Allora esistono un sottospazio chiuso

separabile Hy di H, un sistema ortonormale completo (xy,), in Hy, un si-

stema ortonormale (yn)n in H e una successione reale infinitesima (An)n
tali che s > -
_ \nlx,xn)yn,  sex € Hy

TI{Onl sex € Hy . (2.27)

Dim. Osserviamo che I'operatore T*T € compatto e autoaggiunto. Pertanto,
per il Teorema di Rappresentazione Spettrale 2.27 esistono un sottospazio
chiuso separabile Hy di H, un sistema ortonormale completo (x,,), in Hy e
una successione infinitesima (), € co tali che

w3 @, ), sex € Hy

TTa:_{O e HE. (2.28)

dove 0p(T*T) = (tn)n € Tp € N((T*T) ., )-
Ne segue che Tjy. = 0. Infatti, applicando I'identita (2.28), otteniamo che,
per ogni x € Hy, |Tz||?> = (Tz,Tz) = (T*Tx,x) = (0,x) = 0, ciod Tx = 0.
Osserviamo ora che, se x € N((T*T),,, ), allora

pallz|® = (ppz, x) = (T*Tz,z) = ||Tz|?,
da cui p,, > 0. Possiamo cosi definire A\, = \/ii,,. Ovviamente, (A,), € co.
Se z € Hy, allora x = Y~ | (z, ,)z, € quindi

o0

Tx = Z(x,xn>Txn = i AT, Tn)Yn
n=1

n=1
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avendo posto y, = A\, 1Tx, se A\, # 0 e y, = 0 se A\, = 0. Per concludere,
rimane da provare che (y,), ¢ un sistema ortonormale. Per questo basta
osservare che, per ogni n,m € N,

(Yn, Ym) = )\;1)\;”1<Txn,sz>:A;lijll(T*Txn,xm)

= pn/\;l)\fnl (T, Tom) = )\n)\:nl (Tny Ton) = Oy -



CAPITOLO 3

Teorema di rappresentazione spettrale per
operatori limitati

3.1. Teorema di rappresentazione spettrale per operatori limitati
e autoaggiunti

Per dimostrare il Teorema di Rappresentazione Spettrale nel caso degli ope-
ratori limitati e autoaggiunti ¢ necessario introdurre un opportuno calcolo
funzionale ai fini di definire cosa si debba intendere per f(T) se T € L ed f
€ una funzione.

Se f(z) = 22;0 anz™ & un polinomio a coefficienti complessi, allora &
naturale definire f(7T') := ZnN:() ayT™.

LEMMA 3.1 (TEOREMA DELL’APPLICAZIONE SPETTRALE). Siano (X, | -||)
uno spazio di Banach su C, T € L(X) e P(x) = Zﬁ;o anx” un polinomio
a coefficienti complessi. Allora

o(P(T))={P(\) | Aeo(T)} =P(c(T)). (3.29)

DiM. Sia A € o(T). Allora A & una radice del polinomio P(x)—P()) e quindi,
per il Teorema fondamentale dell’Algebra, P(z) — P(A) = (z — A\)Q(x) =
Q(z)(z— M) o, equivalentemente, P(\) — P(x) = (A—2)Q(x) = Q(z)(A—x),
con @ un opportuno polinomio. Passando agli operatori, otteniamo P(\) —
PT)=A-T)Q(T)=Q(T)(A—T). Siccome A — T non ¢ invertibile, non
puo esserlo neppure P(X) — P(T), cioe P(X\) € o(P(T)).

Viceversa, sia u € o(P(T)) e siano Ay, ..., A, le radici del polinomio P(x)—
w.  Allora possiamo scrivere P(z) — u = a(x — A\1)...(z — A,). Ora, se
Ay A € o(T), allora

(P(T) — )  =a N(T = M)t (T = )Y,

il che contraddice lipotesi che p € o(P(T)). Pertanto, A\; € o(T) per
qualche ¢ € {1,...,n}, cioe p = P(\;) e quindi p € P(o(T)). O

31
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Nel seguito, H indichera sempre uno spazio di Hilbert su C con prodotto
scalare (-,-) e norma || - ||.

LEMMA 3.2. Siano T € L(H) autoaggiunto e P(x) = Zﬁ;o anx™ un poli-
nomsio a coefficienti complessi. Allora

[P(T)|| = sup [P(N)].
Aeo(T)

DiM. Poiché T & autoaggiunto, 'operatore P(T) & normale. Pertanto, per
la Proposizione 1.24, ||P(T)|| = r(P(T)) e dal Lemma 3.1 segue che

IP(T) = r(P(T)) =sup{|A| | Aea(P(T))}
= sup{[P(A)| | Aeo(T)}
= sup |P(N)]|. O
A€o (T)

Il lemma appena provato consente di estendere il calcolo funzionale dai
polinomi allo spazio C(c(T"), C) delle funzioni continue sullo spettro di T a
valori complessi. Ricordiamo che un operatore 7' € L(H) si dice positivo se
(Tx,x) > 0 per ogni z € H.

TEOREMA 3.3. Sia T € L(H) un operatore autoaggiunto. Allora esiste una
e una sola applicazione lineare

®: C(o(T),C) — L(H)
con le sequenti proprieta: per ogni f, g € C(o(T),C) e X € C,

(1) 2(fg) = 2(f)2(g9), BAf) =A2(f),

(2) ®(1) =1, &(f) = (f)",

(3) (12Nl = [[flloo;

(4) se f =idy(r), allora ®(f) =T,

(5) o(®(f)) ={f(N); Aea(T)},

(6) se f >0, allora ®(T) > 0.

(7) se B € L(H) commuta con T, allora B commuta con ®(f).

DiM. Per ogni polinomio P, definiamo ®(P) := P(T). Per il Lemma 3.1
sappiamo che | P(T)|| = ||P|l¢c(o(1),c) € quindi ® ¢ una applicazione lineare
isometrica dallo spazio dei polinomi (Pj,(7), | - |loo) in (L(H), | - ||). Allora
® si estende in modo unico ad una applicazione lineare e continua @ dal
completamento di (P|(1), || - |oo) & valori in (L(H), || - ||). Per il teorema di
approssimazione di Weierstrass (vedi Teorema B.13, ricordando che o(T) C
R, il completamento di (P} (1), ||-||oc) € proprio lo spazio (C(o(T'), C), ||| )-
Se, per semplicita di notazione, indichiamo tale estensione ancora con ®,
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abbiamo cosi definito una applicazione lineare ®: C(o(T'),C) — L(H) tale
che, per ogni f € C(c(T),C),

IS = [1flloc -

Le proprieta (1), (2) e (3) sono chiaramente soddisfatte se f e g sono po-
linomi e quindi si estendono facilmente al caso in cui f e g sono funzioni
continue su C(o(T),C) con un argomento di densita.

Dimostriamo il punto (5) che generalizza il Lemma 3.2. Sia py € f(o(T)).
Allora p = f(\) per qualche A € o(T), e la seguente uguaglianza ¢ soddi-
sfatta

p—=2(f) = 2(f(N) = 2(f) = 2(f(N) = f) -
Fissato € > 0, scegliamo una funzione g. € C(o(T),C) tale che g.(\) = 1,
[gelloo =1 e

[F(n) = FN)]g=(n)| < &

I
per ogni n € o(T). Dato che ||®(g:)|| = ||gclloc = 1, esiste z. € H tale che
[®(ge)(ze)|| > 1/2. Posto y. = ®(g:)(z<), ne segue che lyll > 1/2 e

)
@A) = (NIl = [[(F(A) = NN P(ge) (e))]| < e

Questo significa che f(A\) — ®(f) non ¢ invertibile con continuita cosi che
f(A) € o(®(T)). Viceversa, sia u € f(o(T)). Allora la funzione h(z) :=
(u— f(x))~t & continua su o(T) e per le proprieta (1) e (2) risulta

(n = 2(f)2(h) O(p = f)(h) = @(h)®(p - f)

)=
®(h)(n — @(f))
O(h(p—f)) =2(1) =1,

cioe pu & o(®(T)).

Per provare la proprieta (6), osserviamo che se f > 0 su o(T), allora f = g2
per qualche funzione g € C(o ( ),C) a valori reali. Per le proprieta (1) e
(2), ne segue che ®(f) = ®(g?) = ®(g)? con ®(g) operatore autoaggiunto.
Pertanto, per ogni z € H,

(@(f)(2),2) = (B(9)*(x),z) = (D(g)(2), 2(g)(x)) = [|(g)(x)]* = 0,

cioe ®(f) > 0.

Infine, se B commuta con T, allora chiaramente B commuta con P(T) per
ogni polinomio P. Per densita segue che B commuta con ®(f).

Rimane da provare l'unicita di . Per questo basta osservare che se dovesse
esistere un’applicazione lineare U: C(o(T'),C) — L(H) con le proprieta (1),
(2), (3) e (4), allora ¥(f) = ®(f) per ogni polinomio f, e dunque ¥ = &
per densita. |

Nel seguito scriveremo f(7T) al posto di ®(f) per mettere in evidenza la
dipendenza da T e per semplicita di notazione.
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Ricordiamo ora I’enunciato del Teorema di rappresentazione di Riesz, che
sara ’altro ingrediente essenziale per la dimostrazione del teorema di rappre-
sentazione spettrale. Per maggiori dettagli e per la dimostrazione facciamo
riferimento al libro [14], cap.2.

TEOREMA 3.4 (TEOREMA DI RAPPRESENTAZIONE DI RIESZ). Sia K uno
spazio topologico compatto di Hausdorff e sia A un funzionale positivo lineare
su C(K,C). Allora esiste ed ¢ unica una misura di Borel regolare finita

positiva u tale che
Ar= [ san
K

PROPOSIZIONE 3.5. Sia T € L(H) un operatore autoaggiunto e sia 1 € H.
Allora esiste un’unica misura positiva p., sul compatto o(T') tale che, per

ogni f € C(o(T),C),

per ogni f € C(K,C).

(f(T) (), ¥) = fdpy -

o(T)

Tale misura 1,y € detta misura spettrale associata a 9.

Dim. Consideriamo il funzionale L su C(o(T),C) cosi definito

C(o(T),C) 3 f — L(f) == {(f(T)(¥), ¥) -

Tale funzionale ¢ lineare e continuo dato che, per ogni f € C(o(T),C),

ILH)| = HAD) @), ) < IFD) @) < I f oIl

Inoltre, L & anche un funzionale positivo. Infatti, se f € C(o(T),C) &
positiva, allora per il Teorema 3.3—(6) f(T) > 0, cioe (f(T)(z),z) > 0 per
ogni x € H e quindi anche per = = 1.

Per il teorema di rappresentazione di Riesz esiste un’unica misura positiva
fy sul compatto o(T') tale che, per ogni f € C(o(T),C),

fdpy . O
T)

OSSERVAZIONE 3.6. L’introduzione di questa misura permette di estendere
il calcolo funzionale anche alla classe delle funzioni boreliane e limitate su
o(T). Infatti, se g ¢ una funzione boreliana e limitata su o(T'), si pud
definire g(7') nel seguente modo. Per ogni ¢ € H, poniamo

(9(T) (), ) = / o

L’identita di polarizzazione (1.13) consente poi di definire (g(T)(¢),v) per
ogni ¢,9 € H. Infine, il teorema di Riesz—Fréchet permette di costruire
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g(T). Infatti, per un fissato ¢ € H, (g(T)(¢),-) & un funzionale antilineare
e continuo su H cosi che esiste ed € unico £ € H tale che, per ogni v € H,

(9(T) (), ¥) = (&) -
Questo implica che ¢g(T)(¢) = & 1 calcolo funzionale appena definito
continua a soddisfare le stesse proprieta enunciate nel Teorema 3.3.

DEFINIZIONE 3.7. Sia T € L(H). Un vettore ¢ € H ¢ detto vettore ciclico
per T se span{T™(¢); n € N} = H.

LEMMA 3.8. Sia T € L(H) un operatore autoaggiunto. Se esiste un vettore
ciclico ¢ per T, allora esiste un operatore unitario U: H — L*(o(T), jy)
tale che

(OTUH(HN) =AF(N) py — geo.
per ogni f € L*(o(T), py)-

DiM. Per ogni f € C(o(T),C) poniamo
UR(f)(¢) = f,

dove ® ¢ ’applicazione costruita nel Teorema 3.3. Allora U ¢ ben definito
sullo spazio {®(f)(v); f € C(o(T),C)}. Infatti, se f,g € C(c(T),C) sono
due funzioni per cui ®(f)(¢)) = ®(g)(¢), ne segue che
(T () = @(f)2(a")(¥) = (z")2(f) (V)
= O(a")2(9)(v) = 2(9)T"(¥),

cioe ®(f) = ®(g) su un sottospazio denso di H. Per la continuita di ®(f) e
di ®(g) deduciamo che ®(f) = ®(g) su tutto H. Di conseguenza, si ha

0=l2(f =gl =1f— 9l
cio¢ f = g. Inoltre, per ogni f € C(a(T),C),
[2(NHDIP = (b, @(f) ()(¥)) = (. (FF)(¥))
@)W = [

o

| fPdp -
T)

Questo significa che U & una isometria da ({®(f)(v); f € C(a(T),CO)}, |I-11)
in L2(o(T), ).

Dato che lo spazio {®(f)(v)); f € C(o(T),C)} & denso in H, possiamo
estendere U ad una isometria da H in L?(o(T), py). D’altro canto, il fatto
che C(co(T),C) & un sottospazio denso di L?(o(T), uy) assicura che U &
anche suriettivo. A questo punto, osserviamo che

UTUT)(H)A) = UT(f) (%)) (V) = (UL f)(@)(A) = Af(A)

per ogni f € C(o(T),C). Questa identitd continua a valere per ogni f €
L?(o(T), pyp) dato che C(a(T),C) & un sottospazio denso di L*(o(T), pip).
]
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Per estendere questo risultato ad un operatore limitato autoaggiunto qual-
siasi, € necessario il seguente lemma.

LEMMA 3.9. Siano H uno spazio di Hilbert separabile su C e T € L(H) un
operatore autoaggiunto. Allora esiste una famiglia di sottospazi {Hy,}nes,
con J C N finito o infinito, tali che

(1) H = ®nesHy,
(2) se € Hy, allora T(¢) € Hy,
(3) per ognin € J T|g, ammette un vettore ciclico ¢y, € H,,.

Dim. Sia {e,}, un sistema ortonormale completo di H. Poniamo ¢; := e;
e Hy :=span{¢1, T(¢1), T%(¢1),...,}. Allora H; & invariante rispetto a T
e ¢1 ¢ un vettore ciclico per Ty, .

Se e, € H per ogni n € N, allora H; = H. In tal caso, la dimostrazione e
conclusa. Altrimenti, sia n; il primo indice per cui e, ¢ H1; questo significa
che e, € Hy per ogni n < ni. Indichiamo con Py la proiezione ortogona-
le sul sottospazio chiuso Hi- e poniamo ¢y := PHIL(em). Osserviamo che
@2 # 0 dato che e,, € Hy. Inoltre, poiché T' & autoaggiunto e T' trasforma
Hj in sé, T trasforma anche Hi- in sé. Infatti, fissato h € Hi, risulta che
(T'(h),k) = (h,T(k)) = 0 per ogni k € Hy, e cid implica che T'(h) € Hi .
Posto Hy := span{¢a, T(¢p2), T?(42), ..., }, ne segue che Hy C Hi-. In par-
ticolare, Ha ¢ invariante rispetto a T' e ¢ ¢ un vettore ciclico di 7|y, .

Se H = Hy ® H,, allora la dimostrazione ¢ conclusa. Altrimenti, sia ng il
primo indice per cui e,,, ¢ H1®Hs. Indicato con Py, g p,)+ la proiezione or-
togonale sul sottospazio chiuso (H; @ H)*, poniamo ¢3 := Py oyt (eny)
e procediamo come prima.

Dopo un numero finito di N passi, potremmo ottenere che H = Hy @ Hy @
...Hy, dove per ogni ¢ = 1,...,N H; & invariante rispetto a T e Tjpy,
ammette un vettore ciclico. Altrimenti, avremo una famiglia di sottospa-
zi chiusi {H;};cn mutuamente ortogonali e T-invarianti tale che ogni 7},
ammette un vettore ciclico ¢;. In ogni caso, per costruzione, e, € Hy per
ogni n < ni, e, € Hy & Hs per ogni n < n < ny, e cosl via. Questo assicura
che {e,}n C ®ienH; da cui segue H = ®;enH;. O

Grazie ai lemmi precedenti, possiamo ora dimostrare il seguente risultato.

TEOREMA 3.10. Siano H uno spazio di Hilbert separabile su C e T € L(H)
un operatore autoaggiunto. Allora esistono una famiglia di misure {in fne s,
con J C N finito o infinito, su o(T) e un operatore unitario
U:H— @neJLZ(Rv d,un)
tale che
(UTU_l(w))n(/\) = /\wn(/\) Hn — 4-0.
per ogni Y = (Vn)nes € Bnes L2 (R, duy,) e per ognin € J.
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Dim. 1 risultato segue applicando prima il Lemma 3.9 per trovare la de-
composizione e poi il Lemma 3.8 su ogni componente. Si ottiene cosi che
I’'n—esima misura p,, non ¢ altro che la misura spettrale associata all’n—esimo
vettore ciclico. ]

A questo punto possiamo dimostrare il teorema spettrale nella sua formu-
lazione classica.

TEOREMA 3.11 (TEOREMA SPETTRALE PER OPERATORI LIMITATI E AU-
TOAGGIUNTI). Siano H uno spazio di Hilbert separabile suC e T € L(H) un
operatore autoaggiunto. Allora esistono una spazio di misura finita (M, u),
una funzione limitata e misurabile m: M — R e un operatore unitario
U: H— L*(M,du) tali che

UTUH()N) =mNfN) 1= qo.
per ogni f € L*(M,dp).

DiMm. Per il Lemma 3.9 possiamo scrivere H = @, ;H, con J C N finito o
infinito, dove { Hy, },cs € una famiglia di sottospazi chiusi di H mutuamente
ortogonali tali che H,, ¢ T-invariante e Ty, ammette un vettore ciclico ¢,
per ogni n € J. Possiamo sempre supporre che ||¢,|| = 27™. Indichiamo
ora con W, la misura spettrale su o(T') associata a ¢,,. In veritd, u, ¢ una
misura su o(7}g, ), ma possiamo estenderla su tutto ¢(7") ponendo p, = 0
su o(T)\ o(Tx, ). D’altro canto, per il Lemma 3.8, per ogni n € J, esiste
un operatore unitario U, : H,, — L?*(o(T), ) tale che

(UnTU (@) (N) = Mbn(A)  pin — g0

per ogni ¢y, € L*(0(T), ).
Posto M := J x o(T), diciamo che £ C M ¢ p-misurabile se, per ogni
n, B, = {\ € o(T); (n,\) € E} & pp,—misurabile. In tal caso, definia-

mo pu(E) = > ;pn(Ey). Osserviamo che u(M) = > _; pun(o(T)) =
Sonesllonll? = 3,27 < 00. Questo implica che la misura 1 appena
costruita ¢ finita. Inoltre, se f € L?(c(T), u) allora

2 _ n 2 )
RS /U(T) £ 0) P (V)

neJ
Ora, consideriamo 1’operatore
U: H=®nesH, — L*(M,du)

cosl definito

9= Zgn = U(g)(n, A) == Un(gn)(A) -
neJ
Allora U ¢ unitario e risulta

(UTU(f))(n, A) = Af(n, A)
per ogni f € L2(o(T),du), cioe m(n,\) = \. O
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EseEmMPIO 3.12. Sia H = ¢%(Z) lo spazio di Hilbert di tutte le successioni x =
(Zn)nez a valori complessi tali che [|z[|* = 7, . [z,]* < oo. Indichiamo con
L: H — H loperatore di traslazione a sinistra, definito da (L(x)), := @41
perognin € Z, e con R: H — H l'operatore di traslazione a destra, definito
da (R(x))n = xn—1 per ogni n € Z ('operatore R & stato considerato
nell’Esempio 1.29-(1)). E’ facile verificare che L* = R e R* = L cosi che
loperatore T := L + R & autoaggiunto.

Ora, definiamo un operatore U: H — L?[0, 1] ponendo

U(z) = Z T, 2T ENAVAR

neZ

La successione di funzioni {e2™"*}, .5 costituisce un sistema ortonormale
completo di L2[0,1]. Questo implica la suriettivita di U e il fatto che U
conserva la norma. Di conseguenza, U & un operatore unitario.

Infine, osserviamo che ULU ' e URU ! sono gli operatori di moltiplica-
zione per le funzioni e2™ e 2™ rispettivamente. Ne segue che UTU !
¢ Poperatore di moltiplicazione per la funzione 2 cos(27x). |

3.2. Teorema di rappresentazione spettrale per operatori limitati
normali

Per ottenere il teorema di rappresentazione spettrale per operatori normali,
& necessario definire il calcolo funzionale non solo per funzioni di variabile
reale, ma piu in generale di variabile complessa, poiché lo spettro di un
operatore normale non ¢ in generale costituito solo da numeri reali. Osser-
viamo che i polinomi non sono densi nello spazio delle funzioni complesse
continue, definite su un compatto di C. Quindi, per applicare il teorema di
Stone-Weierstrass nella formulazione complessa, si rende necessario consi-
derare non solo i polinomi ma anche i loro coniugati per ottenere un insieme
denso. Anche in questo paragrafo H sara uno spazio di Hilbert su C con
prodotto scalare (-,-) e norma , || - ||.

DEFINIZIONE 3.13. Sia T € L(H) e sia P(z,y) = Y nma™y™ un polinomio
in due variabili a coefficienti complessi. Allora

P(T,T%) =Y anmT"(T*)™

Per proseguire nella costruzione del calcolo funzionale, un passo fondamen-
tale e stabilire che se T' ¢ un operatore normale, allora

|1P(T,T7)[| = sup{|P(A\, M) | A € o(T)}-

A tal fine dimostriamo il seguente lemma.
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LEMMA 3.14. Sia T € L(H) un operatore normale tale che 0 € o(T). Per
ogni € > 0 esiste un sottospazio chiuso M # {0} di H con le seguenti
proprieta.

(1) Per ogni operatore B € L(H) che commuta con TT*, M ¢é invariante
per B e B*.
(2) Ti € £(M) e |[Tiadl| < =

Dim. Poniamo A := TT*. Poiché 0 € o(T), possiamo applicare la Pro-
posizione 1.17 per concludere che esiste una successione (z,), C H, con

||zn|] = 1 per ogni n € N, tale che Tx,, — 0. Questo implica che Az, — 0
e che 0 € o(A). Fissato € > 0, consideriamo ora la funzione
1 It < 5,
f)=9 20 —|t/el) 5<|t|<e,
0 [t] > e.

Tale funzione f € chiaramente continua su tutto R e sup,cp [tf(t)] < e.
Poiché A & autoaggiunto, possiamo cosi definire l'operatore f(A).

Sia M :={z | f(A)x = z}. Allora M ¢& chiaramente un sottospazio chiuso
di H. Inoltre, se B € L(H) ¢ un operatore che commuta con A, allora B
commuta anche con f(A) per il Teorema 3.3. Pertanto, per ogni z € M,

Bx = Bf(A)x = f(A)Buz,
cioe Bx € M. Questo significa che M é invariante per B. D’altro canto,
B*A=B*TT*=T(B*T)* =TT"B,

da cui segue che B* commuta con A e quindi M ¢ invariante anche per B*.
Abbiamo cosi provato la proprieta (1).
Osserviamo che, per ogni z € M con ||z|| = 1, si ha

|Az[| = |[Af(A)z]| < [AF(A)]| = sup{|Af(A)] | A€ o(A)} <e.
Da questo deduciamo che ||Tz||* = (Tx,Tz) = (Az,x) < € per ogni z € M
con |[z|| = 1. Pertanto, [|T}y|| < £2. Abbiamo cosi provato anche la
proprieta (2).
Rimane da provare che M # {0}. A tal fine, osserviamo che

(T = F(ANFRA)| = sup{|(1 = FSCN] | A € o(A)} =0,
perché se f(2)\) # 0, allora f()\) = 1. Quindi, Rgf(24) C M e Rgf(2A) #
{0} poiché

17 CA)| = sup{[f2N)] | A € o(A)} = |f(0)] = 1. 0

LEMMA 3.15 (TEOREMA DELL’APPLICAZIONE SPETTRALE PER OPERATORI
NORMALI). Sia T € L(H) un operatore normale e P(x,y) =Y an mz"y™
un polinomio in due variabili a coefficienti complessi. Allora

o(P(T, T*)) = {P(\,\) | A€ o(T)}. (3.30)
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DiM. Sia A € o(T). Allora, esiste una successione (z;); in H, con ||z,|| =1
per ogni j € N, tale che (A —T)x; — 0 (cfr. Proposizione 1.25). Dato
che T e normale, possiamo applicare il Lemma 1.24 per concludere che
I|(X=T*)z;|| = ||[(A—T)z;|| e quindi anche ||(A —T*)z,|| — 0. Poiché vale
la seguente uguaglianza

(P(T,T*) = PAN)z; = > anm (T = A"X" )5
= D @ (T(T" = X"z + X (T = A")xy)
= DT £ XTI - N

+XW(T7L—1 + I _|_ )\n—l)(T - )\)x]]’

concludiamo che (P(T,T*)—P (X, A))z; — 0. Quindi P(\,\) € o(P(T,T*)).
Sia ora pu € o(P(T,T*)). Allora 'operatore B := P(T,T*) — ul & normale
e 0 € o(B). Possiamo cosi applicare il Lemma 3.14 per concludere che,
per ogni n € N, esiste un sottospazio chiuso M, # {0} invariante per B
e B*, con ||Bjy,|| < 1/n e che M, ¢ invariante anche per T" e T* poiché
T commuta con BB*. Dunque 'operatore restrizione T}y, ¢ chiaramente
normale. In virtt della Proposizione 1.14, o(T}ys,) # 0.

Per ogni n € N, sia A\, € 0(T|py,). Allora esiste y,, € My, con |[y,|| =1 tale
che ||(An, — T)yn|| < 1/n per la Proposizione 1.25. La successione (Ap)n €
limitata da ||T'||. Pertanto, esiste una sua sottosuccessione, che per sempli-
cita indichiamo ancora con (A, )y, che converge a un certo A\. Ora A € o(7T)
poiché, per ogni n € N,

1
H()‘_T)ynH < |)‘_)‘n| + ||()‘n _T)ynH < ‘)‘_)‘nl + o

il che implica che (A —T)y, — 0. Procedendo come nella prima parte della
dimostrazione, si prova che (P(T,T*) — P(A\,A))y, — 0. D’altro canto,
Yn € M, per ogni n € N cosi che

1
Nynll < =
n

[(P(T,T*) — wynll = [1Byall < [|B),
Ne segue che (P(T,T*) — )y, — 0, per cui g = P()\,\). O

TEOREMA 3.16. Sia T € L(H) un operatore normale. Allora esiste una e
una sola applicazione lineare

®: C(o(T),C) — L(H)
con le sequenti proprieta: per ogni f, g € C(o(T),C) e X € C,

(1) (fg) = (f)®(g), ®(Af) =r2(f),

(2) ®(1) =1, &(f) = (f)",
@) 2O = NIflloo
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—~
=~
=

se [ =idg(r), allora ®(f) =T,

o(@(f)) = {f(N); Aea(T)},

se S € L(H) commuta con T e T*, allora S commuta con ®(f) per
ogni f € C(o(T),C).

DiM. Per ogni polinomio P(z,y) = 3, ,, @nmz"y"™, definiamo ®(P) =
P(T,T*). Per il Lemma 3.15, ||®(P)|| = sup{P(\,\) | A € o(T)}, quindi
® ¢ una applicazione lineare isometrica dallo spazio A delle funzioni del
tipo P(\,A), con A € o(T), in (L(H),| -||). Allora ® si estende in mo-
do unico ad una applicazione lineare e continua P dal completamento di
A in (C(o(T),C)|] - ||oo) a valori in (L(H),|| -||). D’altro canto, il com-
pletamento di A ¢ proprio lo spazio (C(o(T),C), || - |leo), per il teorema di
Stone-Weierstrass B.12,

Se, per semplicita di notazione, indichiamo 1’estensione ® ancora con P,
abbiamo cosi definito una applicazione lineare ®: C'(o(T'),C) — L(H) tale
che, per ogni f € C(o(T),C),

SN = 11flloc -

Le proprieta (1), (2) e (3) sono chiaramente soddisfatte se f e g sono fun-
zioni in A e quindi si estendono facilmente al caso in cui f e g sono funzioni
continue su C(o(T), C) con un argomento di densita. La proprieta (4) segue
dalla definizione.

Proviamo la proprieta (5). Sia g € o(T). Sia (p,), una successione di
polinomi in due variabili tali che p,(\,A) — f(\) uniformly on o (7). Al-
lora la successione (py,(p, @)1 — pn(T,T*))n converge a f(u)l — ®(f) in
(L(H), ||-|)- D’altro canto, per ogni n € N, p,, (11, #) € o(pn (T, T*)) cosi che
P (@) I —pn (T, T*) non & invertibile. Questo implica che f(ux)l— f(T") non
¢ invertibile (altrimenti in un suo intorno cadrebbero operatori invertibili) e
quindi f(p) € o(f(T)). Viceversa, sia A € C\ f(o(T)). Allora A — f(u) #0
per ogni p € o(T) cosi che la funzione g = 1/(A — f) € C(o(T),C). Dalle
proprieta (1) e (4) segue che

D(g) (M = @(f)) = (M = ©(f))®(9) = 1,

cioe AI — ®(f) ¢ invertibile e quindi A ¢ o(P(f)).

La proprieta (6) si prova immediatamente se f € A. Il risultato segue poi
per densita.

Per provare 'unicita di ® basta osservare che se dovesse esistere un’ap-
plicazione lineare ¥: C(o(T),C) — L(H) con le proprieta (1), (2), (3) e
(4), allora U(f) = ®(f) per ogni funzione f € A, e quindi ¥ = ® per
densita. |

Nel seguito scriveremo f(7T) al posto di ®(f) per mettere in evidenza la
dipendenza da T e per semplicita di notazione.
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OSSERVAZIONE 3.17. La proprieta (6) del Teorema 3.16 pud essere migliora-
ta grazie al Teorema di Fuglede che afferma che se un operatore S commuta
con T, allora S commuta anche con T*. Per la dimostrazione, facciamo
riferimento a [10].

Siano T' € L(H) un operatore normale e ¢ € H. Consideriamo il funzionale
L su C(o(T),C) cosi definito
C(a(T),C) 3 f = L(f) :== (F(T)(¥), ) -
Tale funzionale ¢ lineare e positivo per il Teorema 3.16-(7).
Allora, per il teorema di rappresentazione di Riesz esiste un’unica misura

di Borel positiva py definita sul compatto o(T) tale che, per ogni f €
C(o(T),C),

L(f) = (1) (), ¢) = fdpy -

a(T)
Tale misura p, € detta misura spettrale associata a 1.

LEMMA 3.18. Sia T € L(H) un operatore normale. Se esiste 1 € H tale

chespan{T™(T*)™(¢) | n,m € N} = H, allora esiste un operatore unitario
U: H— L*(o(T), py) tale che

UTT™H(HN) = AN by — go.
per ogni f € L*(o(T), py)-

DiM. Per ogni f € C(a(T),C), poniamo
Ue(f)(@) = f,

dove @ ¢ l'applicazione costruita nel Teorema 3.16. Allora U ¢ ben definito
sullo spazio {®(f)(¢) | f € C(a(T),C)}. Infatti, se f,g € C(o(T),C) sono
due funzioni per cui ®(f)(1p) = ®(g)(¥), ne segue che, per ogni n, m € N,
()T (T*)™ (¥) (f)2("2")(¥) = 2(2"2")2(f)(¥)
= O(z"2")P(9)(¥) = 2(9)T"(T7)™ (V)
cioe ®(f) = ®(g) su un sottospazio denso di H. Per la continuita di ®(f) e
di ®(g) deduciamo che ®(f) = ®(g) su tutto H cosi che

0=2(f =9l =IIf -9l

cioe f =g.
Inoltre, per ogni f € C(o(T),C),

2(N@IE = .8 @) = (b, 2F )W)
= (@) = /

o

|flPdpy -
T)

Questo significa che U & una isometria da ({@(f)(¢) | f € C(a(T),C)} |-
in L2(o(T), ).
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Dato che lo spazio {®(f)(¢)) | f € C(o(T),C)} ¢ denso in H, possiamo
estendere U ad una isometria da H in L?(o(T), py). D’altro canto, il fatto
che C(co(T),C) & un sottospazio denso di L?(o(T), uy) assicura che U &
anche suriettivo. A questo punto, osserviamo che

OTU™H(HN) = UT(f)(%))(N) = (UD(xf)()(N) = Af(N)
per ogni f € C(o(T),C). Questa identita continua a valere per ogni f €
L3(o(T), py) dato che C(o(T),C) & un sottospazio denso di L(o(T'), ).
O

Per estendere questo risultato ad un operatore limitato normale qualsiasi,
analogamente a quanto fatto per gli operatori autoaggiunti, dimostriamo il
seguente lemma.

LEMMA 3.19. Siano H uno spazio di Hilbert separabile suC e T € L(H) un
operatore normale. Allora esiste una famiglia di sottospazi {H,}ney, con
J C N finito o infinito, tali che

(1) H = ®ncsHnp,
(2) H, é invariante per T e T*,
(3) per ognin € J esiste un vettore ¢,, € Hy, tale che

SPRR{T" (1) (¢) | mym € N} = H,,.

DiM. Sia {e,}n un sistema ortonormale completo di H. Poniamo ¢; := e;
e Hy :=span{T"(T*)™(¢1) | n,m € N}. Allora H; ¢ invariante rispetto a
T e T* e quindi la proprieta (3) & verificata per definizione.

Se e, € Hy per ogni n € N, allora H; = H. In tal caso, la dimostrazione
¢ conclusa. Altrimenti, sia n; il primo indice per cui e,, ¢ Hi; questo
significa che e, € Hy per ogni n < ny. Indichiamo con Ppy la proiezione

ortogonale sul sottospazio chiuso Hi- e poniamo ¢y := PHlL(em). Osser-
viamo che ¢o # 0 dato che e,, ¢ H;. Inoltre, poiché T ¢ normale e T
e T* trasformano H; in sé, T e T* trasformano anche Hi  in sé. Infatti,
fissato h € Hi-, risulta che (T'(h), k) = (h,T*(k)) = 0 per ogni k € Hy,
implicando che T'(h) € Hi-. Analogamente si prova che T*(h) € Hi-. Posto
Hy :=span{T™(T*)™(¢2) | n,m € N}, ne segue che Hy C Hi-. In partico-
lare, Hy ¢ invariante rispetto a T' e T e la proprieta (3) & cosl verificata.
Se H = Hy & H,, allora la dimostrazione & conclusa. Altrimenti, sia no il
primo indice per cui e, ¢ H1® Hs. Indicato con Py, g p,)+ la proiezione or-
togonale sul sottospazio chiuso (H; @ Hy)*, poniamo ¢3 := P, gm,)t (€n,)
e procediamo come prima.

Dopo un numero finito di N passi, potremmo ottenere che H = Hy ® Hy P
...Hy, dove per ogni ¢ = 1,..., N H; & invariante rispetto a T e T* e va-
le la proprieta (3). Altrimenti, potremmo avere una famiglia di sottospazi
chiusi {H;};eny mutuamente ortogonali, invarianti rispetto a T' e T*, tale
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che valga la proprieta (3). In ogni caso, per costruzione, e, € Hy per ogni
n <ni, e, € Hy & Hy per ogni n < n < ng, e cosl via. Questo assicura che
{en}n C BienH; da cui segue H = @;enH;. O

TEOREMA 3.20. Siano H uno spazio di Hilbert separabile su C e T € L(H)
un operatore normale. Allora esistono una famiglia di misure di Borel
positive {in}nes, con J C N finito o infinito, su o(T) e un operatore
unitario
U: H— @, L (o(T), dpn)
tale che
(UTUT ($))a(N) = Wu(X) - i — g.0-
per ogni ¥ = (Yn)nes € ®N_1L*(a(T),du,) e per ognin € J.

DiM. 1II risultato segue applicando prima il Lemma 3.9 per trovare la de-
composizione e poi il Lemma 3.8 su ogni componente, osservando che T,
€ un operatore normale, poiché H,, ¢ invariante rispetto a 1" e T*. Si ottiene
cosl che I'n—esima misura p,, non ¢ altro che la misura spettrale associata
all'n—esimo vettore ¢,,, definita su o(7}y, ). Estendendo tale misura a o(7")
ponendo g, = 0 su o(T) \ o(T|g, ), si ottiene la tesi . O

Imitando la stessa dimostrazione del Teorema 3.11 possiamo dimostrare il
teorema spettrale per operatori normali nella sua formulazione classica.

TEOREMA 3.21 (TEOREMA SPETTRALE PER OPERATORI NORMALI). Siano
H uno spazio di Hilbert separabile su C e T € L(H) un operatore normale.
Allora esistono una spazio di misura finita (M, p), una funzione limitata e
misurabile m: M — C e un operatore unitario U: H — L*(M,du) tali che

OTUTHF)N) =mNFA) p— go.
per ogni f € L*(M,du).



CAPITOLO 4

Teorema di rappresentazione spettrale per
operatori illimitati

Nel seguito, (H,|| - ||) indichera sempre uno spazio di Hilbert su C con
prodotto scalare (-, -).

4.1. Operatori simmetrici, autoaggiunti, dissipativi

DEFINIZIONE 4.1. Dato T : D(T) C H — H un operatore lineare densa-
mente definito su H, si pone

D(T*):={ye H | " €H tale che Ve € D(T) (Tz,y) = (x,y*) }.
(4.31)

Osserviamo che, fissato y € D(T*), 'elemento y* che compare in (4.31) &
unico. Infatti, se esistessero yi € H e y5 € H tali che

Vo € D(T) (z,y1) = (Tx,y) = (z,y3) ,
allora, per la densita di D(T') in H, seguirebbe che
Ve e H (z,y1) = (z,13),
da cui y7 = y5. Pertanto, ¢ ben posta la seguente definizione.

DEFINIZIONE 4.2. DatoT : D(T) C H — H un operatore lineare densamen-
te definito su H, si definisce Uoperatore aggiunto (T*, D(T*)) di (T, D(T))
ponendo, per ogniy € D(T*), T*y := y* dove y* & l'unico elemento di H
tale che (T'z,y) = (x,y*) per ogni x € D(T).

Si verifica facilmente che T* : D(T*) — H ¢& ancora un operatore lineare.

PROPOSIZIONE 4.3. Se T : D(T) C H — H ¢é un operatore lineare densa-
mente definito su H, allora

ye D(T*) & Jc>0Vzr e D(T) (Tz,y)| < c||z||.

45
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DiMm. =: Se y € D(T*), allora per la definizione (4.31) esiste y* € H tale
che

Ve e D(T) [(Tz,y)l = [(z,y")] < [ly"[] ||=[]-
«: Per densita di D(T') in H, si ha che
Ve e H |[(Tx,y)| < cflxl],

il che assicura che il funzionale lineare + € H — (Tz,y) & continuo.
Pertanto, per il teorema di Riesz-Fréchet, esiste y* € H tale che

Ve e H (Tx,y) = (z,y*). O

ESEMPIO 4.4. Siano (£2,X, 1) uno spazio misurabile con misura p o-finita
e H = L*(Q, 1). Consideriamo I'operatore di moltiplicazione M,, associato
ad una funzione misurabile m : Q@ — C, il cui dominio & dato da D(M,,) =
{feL?(Qu) | mfeL?(Qu}. Allora M}, = M.

Infatti, se f € D(Mz), allora

Vh € D(M,,) (mh, f) :/thfdu:/ﬂh@du:(h,mﬁ.

Abbiamo cosl provato che D(Mz) € D(M})) e che M}, f = Mmf per ogni
f € D(Mzm).
Viceversa, se f € D(M}), allora esiste g € H tale che

Vh € D(M,,) {(mh,f)=(h,g),

da cui
Vh € D(My,) (h,mf)=(h,g).
Questo significa che f € D(Mzm).

In generale, T* non & densamente definito, come dimostra il prossimo esem-
pio.
ESEMPIO 4.5. Sia H = L2(R). Siano fo € L3(R) con fo # 0 ed f € L>=(R)

tale che f ¢ L?(R). Consideriamo 'operatore lineare (T, D(T)) su L?*(R)
cosl definito

D(T):={geL*R) | fgc L'(R)},  Tg:={g,f) fo.

D(T) & un sottospazio denso di L?(IR), perché contiene lo spazio C..(R) delle
funzioni continue a supporto compatto. Invece D(T™*) non ¢ un sottospazio
denso di H. Infatti, se h € D(T*), allora per ogni g € L*(R)

(9, T°h)y = (Tg,h) =g, f) fo,h) =g, f) - (fo, D)

= (g, (fo,h) - ) = (g, (h: fo) - ),

da cui T*h = (fo,h) - f. Ora, dato che f ¢ L?(R), (fo,h) deve essere
necessariamente uguale a 0 per ogni h € D(T*). Pertanto, D(T*) non pud
essere denso, perché cio implicherebbe fy = 0, contro I'ipotesi.
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PROPOSIZIONE 4.6. Siano S : D(S) C H - HeT : D(T)C H — H
due operatori lineari densamente definiti su H. Allora valgono le sequenti
proprieta.

(1) Se ST, alloraT* C S*.
(2) SeT* é densamente definito, allora T C T** = (T*)*.

DiM. (1) Sia y € D(T™*). Allora per ogni x € D(S) C D(T)
(Sz,y)y = (Tx,y) = (x, T"y) .
Ne segue che y € D(S*) e S*y = T*y.
(2) Sia « € D(T'). Allora, per ogni y € D(T*),
(T"y,x) = (&, T*y) = (Tz,y) = (y, T).
Ne segue che x € D(T**) e T**x = T'x. O

PROPOSIZIONE 4.7. Sia T : D(T) C H — H un operatore lineare su H
densamente definito, iniettivo e con Rg(T) = H. Allora valgono le sequenti
proprieta.

(1) T* ¢ iniettivo.
(2) (T*) P =(T"h"

DiM. (1) Sia y € D(T™) tale che T*y = 0. Allora per ogni € D(T)
(T,y) = (2, T"y) = 0,
Questo implica che per ogni z € Rg(T)
{z,4)=0.
Per la densita di Rg( ) in H, segue che y = 0. Dunque, T ¢ iniettivo.
(2) Poiche D(T~1) = Rg(T), D(T') ¢ un sottospazio denso di H, dunque
I'operatore aggiunto ((7-1)*, D((T~1)*)) & ben definito. Proviamo ora che
(T*)~t c (T~H* e che (T71)x C (T*)~!
Sia y* € D((T*)~!) = Rg(T*). Allora esiste y € D(T*) tale che T*y = y*.
Se z € D(T™1), allora T~'z € D(T) e, quindi
(T712,y") = (T7 %, Ty) = (TT ' 2,y) = (2,9) = (=, (T")71y).

Pertanto, y* € D((T1)*) e (T Y)*y* = (T*) " 1y*.
Sia ora y* € D((T~1)*). Allora per ogni x € D(T~!) = Rg(T)

(T, y") = (2, (T7)"y").
Da questo segue che, per ogni z € D(T)

<Z y*) =(T7'Tz,y") = (Tz,(T7)"y").

Dunque, (T~Y)*y* € D(T*) e T*((T~')*y*) = y*. Di conseguenza, y* €
Rg(T") = D((T ) Doe (T ™y = (T 1)y 0
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DEFINIZIONE 4.8. Dato T : D(T) C H — H operatore lineare densamente
definito su H, si dice che T é simmetrico se T C T™*, cioé se
Ve,y € D(T) (Tz,y) = (z,Ty) .
Inoltre, si dice che T ¢ autoaggiunto se T = T*.
EsEMPIO 4.9. Consideriamo l'operatore di moltiplicazione M, (cfr. Esem-

pio 4.4). Si verifica facilmente che M, € simmetrico se e solo se Imm = 0. In
tal caso, D(M,,) = D(M};,) cosi che 'operatore M,, ¢ anche autoaggiunto.

OSSERVAZIONE 4.10. Ogni operatore autoaggiunto € chiaramente simmetri-

co. Il viceversa non & vero in generale. Infatti, ¢ sufficiente considerare il

seguente esempio. Per le definizioni e le proprieta degli spazi di Sobolev

Wh2([0,1]) e W,7%(]0,1]), faremo riferimento al capitolo VIIT del libro [4].

Siano H = L2([0,1]) e T': W;"*([0,1]) € H — H l'operatore cosi definito
Ve Wy A([0,1) Tf =if.

Allora D(T) = W, %([0,1]) & un sottospazio denso di L?([0,1]). Inoltre, per
ogni f € W2([0,1]) e g € W12(]0,1]), si ha

1 1 1
ws.9) = [ ifgie =~ [ ifgis = [ flgias
0 0 0
Ne segue che T & simmetrico (considerando g anche in Wy*([0,1])), che

W12([0,1]) € D(T*) e che T*g = ig’ per ogni g € WH2([0,1]).
D’altro canto, se g € D(T™), allora per ogni f € D(T) = W, *([0,1]) si ha

(Tf,g)=(f,T"g),

1 1
/if’ydx:/ fT*gdx .
0

Pertanto, per ogni f € C°([0,1]), si ha

/f iq da:—/ fTgdz.

Ricordando la definizione di W12([0, 1]), ne deduciamo che ig € W12([0, 1]).
Dunque D(T*) € Wh2(]0,1]). Avendo provato che D(T*) = W2([0,1]), T
non puo essere autoaggiunto. Osserviamo anche che T* non € simmetrico.

cioe

TEOREMA 4.11 (TEOREMA DI HELLINGER-TOEPLITZ). Se T : H — H ¢
un operatore lineare simmetrico, allora T € L(H). In particolare, T ¢ anche
autoaggiunto.

Dim. Per il Teorema 1.4, ¢ sufficiente provare che il grafico di T' & chiuso. Sia
allora (x,), C H una successione tale che esistono lim,, z,, = z e lim,, T'z,, =
y. Adesso, osserviamo che, per ogni z € H, si ha

(z,y) = liTan<z,Txn> = 1i7an<Tz,xn> =(Tz,z) = (2,Tx).
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Di conseguenza, Tz = y. |

PROPOSIZIONE 4.12. Sia T : D(T) C H — H wun operatore lineare densa-
mente definito su H. Allora valgono le sequenti proprieta.

(1) T* é chiuso.
(2) T ¢ chiudibile se e solo se D(T*) & denso in H. In tal caso, T = T**.
(3) Se T ¢ chiudibile, allora (T)* = T*.

DiM. Prima di procedere nella dimostrazione delle suddette proprieta, os-
serviamo che sullo spazio prodotto H x H si definisce in maniera naturale
un prodotto scalare ponendo, per ogni (x1,y1), (x2,y2) € H X H,

((z1,91)s (T2, y2)) HxH = (1, 22) 5 + (Y1, Y2) B -

Ora, ¢ facile verificare che lo spazio H x H, dotato del prodotto scalare sopra
definito, & uno spazio di Hilbert. Inoltre, 'operatore lineare V : H x H —
H x H cosi definito

V(x,y) €HxH V(x,y) = (_yax)a

preserva il prodotto scalare (i.e., & unitario), & suriettivo e V2 = —I. In
particolare, per ogni sottospazio ' C H x H vale la seguente identita
V(EY) =V (E)*. (4.32)

Se S: D(S) C H — H & un operatore lineare densamente definito su H,
allora per ogni z,y € H si ha

(z,y) € VG & Y(z,m) €G(S) ((.y),V(zL,9))mxm =0
Vz € D(S) ((z,9),(=52,2))uxn =0
Vze D(S) —{(x,92) + (y,2) =0

Vz € D(S) (z,Sz) = (y,z)

x€D(S*) e S*x=y

(z,y) € G(57).

to ot

Abbiamo cosi provato che

G(S*) = [V(G()) (4.33)

(1) Poiché l'ortogonale di un sottospazio di uno spazio di Hilbert & sempre
un sottospazio chiuso, l'identita (4.33) implica che G(T™) ¢ un sottospazio
chiuso di H x H e, quindi (7%, D(T*)) ¢ un operatore lineare chiuso.

(2) Per le ben note proprieta della operazione di ortogonalizzazione in spazi
di Hilbert, si ha
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Ricordando che 'operatore V' sopra definito soddisfa le proprieta (4.32) e
(4.33) e che V2 = —I, ne segue

(M) =v2 9D 1] = [VIVGO)]

Possiamo ora dimostrare la proprieta (2). Supponiamo che D(T*) = H.
Allora, applicando prima l'uguaglianza (4.34) e poi l'uguaglianza (4.33),
otteniamo che

To VeIt (4.34)

G(T) = V(G(T*)]" = G(T™).
Questo assicura che (T**, D(T**)) & un operatore lineare chiuso e dunque
(T, D(T)) & un operatore lineare chiudibile tale che T = T**.
Viceversa, supponiamo che (T, D(T)) sia un operatore lineare chiudibile,
ma che il dominio D(T™*) di T* non sia un sottospazio denso di H. Allora
D(T*)* & un sottospazio proprio di H e, quindi esiste x € D(T*)* tale che
x # 0. Di conseguenza, per ogni y € D(T*) si ha

<(Z‘,O), (yaT*y)>H><H = <$,y> + <O’T*y> =0,

ciod (z,0) € [G(T*)]*. Pertanto, (0,2) € VIG(T*)'] = [V(G(T*))]" =
G(T). Ora, dato che z # 0 e (0,2) € G(T'), lo spazio G(T') non puo essere il
grafico di un operatore lineare e quindi 7" non & chiudibile.

(3) Per la proprieta (1) Poperatore lineare (T, D(T*)) & chiuso. Questo ci
consente di applicare la proprieta (2) a T™ per concludere che

COROLLARIO 4.13. Se T : D(T) C H — H ¢é un operatore lineare densa-
mente definito simmetrico, allora T e chiudibile.

DiM. Basta osservare che T C T™.

OSSERVAZIONE 4.14. Se T' ¢ un operatore simmetrico densamente definito
su H, alloraT C T* e dunque T7* =T C T*. Se T & anche chiuso, allora

T=T=T"CT* (4.35)
Di conseguenza, se T' € un operatore chiuso e simmetrico, allora T' € autoag-

giunto se e solo se T & simmetrico.

PROPOSIZIONE 4.15. Sia T : D(T) C H — H wun operatore lineare densa-

mente definito su H. Allora T ¢ simmetrico se e solo se (T'z,z) € R per
ogni © € D(T).

DiM. Supponiamo che T sia simmetrico. Allora per ogni « € D(T)

(Tz,x) = (x,T"z) = (x,Tz) = (Tz,x),
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da cui segue che (T'z,z) € R.
Viceversa, supponiamo che (T'z, z) € R per ogni z € D(T). Allora, per ogni
z,y € D(T),

(Ty,z) + (Tx,y) = —(T(x —y),x —y)) + (Tz,z) + (Ty,y) € R.

Di conseguenza, Im(Tz,y) = —Im(Ty, x) = Im(z, Ty). Analogamente, per
ogni z,y € D(T), risulta

Pertanto, Re(Tz,y) = Imi(Tz,y) = Imi(Ty,z) = Re(Ty, x) = Re(z, Ty).

Abbiamo cosi dimostrato che (T'z,y) = (x,Ty) per ogni z, y € D(T), cio¢
che T e simmetrico. ]

TEOREMA 4.16. Sia T : D(T) C H — H un operatore lineare densa-
mente definito su H. Se T ¢ simmetrico, allora le sequenti proprieta sono
equivalenti.

(i) T ¢é autoaggiunto.
(ii) T é chiuso e ker(T* £14) = {0}.
(ifi) Rg(T +14) = H.

DimM. (i) = (ii): Poiché T = T*, per la Proposizione 4.12(i) possiamo
concludere che T & chiuso. Ora, sia x € D(T*) = D(T) tale che T*z =
Tx = ix. Allora, ricordando che T' ¢ simmetrico, risulta

i{x,z) = (iz,z) = (Tx,z) = (x,Tx) = (x,ix) = —i{x,x),
da cui = 0. In modo analogo si dimostra che ker(T™* + i) = {0}.
(ii) = (iii): Proviamo prima che Rg(T — i) & un sottospazio denso di H.
Sia y € H tale che (Tz —iz,y) = 0 per ogni z € D(T'). Allora, per ogni
z € D(T),

<TZ,y> = <Z7 _iy> :

Quindi, y € D(T*) e T*y = —iy. Per ipotesi, si ha che y = 0. Abbiamo cosi
provato che [Rg(T —i)]* = {0}, il che implica che Rg(T —i) & un sottospazio
denso di H.
Proviamo ora che Rg(T — i) & un sottospazio chiuso di H. Per questo
osserviamo che, grazie alla Proposizione 4.15, per ogni « € D(T),

(T = 2)x|[? | T|[* + [|z]|* + 2Re(Tz, —ix)
| T||* + ||z]|* + 2Re[i(Tz, )]
[T |” + |2 (4.36)
Se (xn)n € D(T) ¢ una successione tale che lim, (Tx, — iz,) = yo € H,

allora (Tx,, — ix,), ¢ una successione di Cauchy in H. D’altro canto, per
luguaglianza (4.36) appena dimostrata, si ha per ogni n,m € N

||z, — acm||2 + || Tz, — TacmH2 = ||Tz, — iz, — Tay + iacm||2 .
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Di conseguenza, anche (x,,), e (T, ), sono successioni di Cauchy in H, e
pertanto successioni convergenti di H. Siano x¢ = lim, z, e 2o = lim,, Tz,,.
T ¢ chiuso, quindi zg € D(T) e zo = Tz, cioe yo = (T —i)xo € Rg(T — i).
La dimostrazione ¢ analoga per Rg(T + ).
(iii) = (i): Osserviamo che ker(T* — i) = {0}. Infatti, se T*z = iz per
qualche z € D(T™*), allora

Ve e D(T) (Tx+ix,z) = (z,T "z —iz) =0.
Dato che Rg(T + i) = H per ipotesi, ne segue che z = 0.
Siaoray € D(T™). Per ipotesi, esiste x € D(T) tale che (T'—i)z = (T*—i)y.
Poiché D(T) C D(T*) essendo T simmetrico, ne segue che y —x € D(T™*)
e che (T* —4)(y — ) = 0. Quindi, y — 2 = 0 cosi che y € D(T). Abbiamo
cosi provato che D(T') = D(T*), cioe¢ che T & autoaggiunto. O

OSSERVAZIONE 4.17. L’ipotesi che ker(T +4) = {0} non pud essere rimossa
in (ii). Infatti, se consideriamo l’operatore lineare
TWEA(01) € LA(0,1)) — L3(0,1),  Tf =if',

allora T & simmetrico e D(T*) = W12([0,1]) (cfr. Osservazione 4.10). Inol-
tre, (T, D(T)) & anche un operatore chiuso. Infatti, sia (¢,,), € W, >([0,1])
tale che lim, 1, = ¥ e lim, T4, = ¢ in L?([0,1]). Allora, per ogni
€ € C([0,1]) risulta

/01 yede = lim /01 Yn€'dr = —lim /0 e =i /0 ' ogda.

Cio assicura che esiste 1’ € L%([0,1]) tale che ¢’ = i¢. Quindi, possia-
mo concludere che 4, — 1 in WH2([0,1]). Poiché (¢,), < Wy2([0,1])
e Wg2([0,1]) & un sottospazio chiuso di W12([0,1]), deduciamo anche che
(NS VVO1 ’2([07 1]). Questo completa la dimostrazione del fatto che T' & chiuso.
D’altro canto, le funzioni fi € D(T*) cosi definite fi(x) := e** sono tali
che T* fy = +ify. Dunque, ker(T* + i) # {0}.

DEFINIZIONE 4.18. Un operatore lineare T : D(T) C H — H si dice
dissipativo se
Ve € D(T) Re(Tz,z) <O0.

EsempIO 4.19. Consideriamo 'operatore lineare T su L%([0, 1], C) definito
ponendo

D(T):={f € C'([0,1],C) | f(0)=f(1)=0}, Tf:=f".
Se f € D(T), allora

1 f) —/01 e = /01 Fde.

Cio implica che

Re(Tf. ) = = [ [(Ref)(Ref)+(tmnf) (Imf) Yo =~/ P=I£O)] = 0.
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Per D'arbitrarieta di f € D(T), possiamo concludere che T & dissipativo.

TEOREMA 4.20. Sia T : D(T) C H — H un operatore lineare densamente
definito su H. Allora le sequenti proprieta sono equivalenti.

(i) T é simmetrico.
(if) +4T é dissipativo.

Dmm. (i) = (ii): Per ogni € D(T) si ha
Re(tiTx,x) = £Re(i(Tx,x) = 0.

Cio implica che T e dissipativo.
(ii) = (i): Per ogni z € D(T) si ha

Im(Tx,x) = —Re(iTx,x) = Re(—iTx,x).

Per la dissipativita di i7", ne segue che Im(T'z,x) = 0 per ogni = € D(T).
Quindi, (Tz,z) = Re(T'z,z) € R per ogni x € D(T). O

OSSERVAZIONE 4.21. Dal teorema precedente segue che se T & dissipativo,
allora ¢T" e simmetrico e dunque chiudibile per il Corollario 4.13. Pertanto
anche T' e chiudibile.

PROPOSIZIONE 4.22. Un operatore densamente definito T : D(T) C H — H
é dissipativo se e solo se ||z — sTx|| > ||z|| per ogni x € D(T) e s > 0.

Dim. Se T ¢ dissipativo, allora per ogni € D(T') e s > 0 si ha

o —sTal| - ||z|]| > [(z—sTz, )]
> Re(zr —sTz,x)
= ||fz:||2 — sRe(Tx, x)
>l

Viceversa, se © € D(T), allora per ogni s > 0,

llz||* < llo = sTa[]* = |lo]]* + 8?||Tw||* — 2Re(Tz, z).
Cid implica che s||Tx||>—2Re(Tz, ) > 0 per ogni s > 0 cosi che Re(T'z, x) <
0. (]

COROLLARIO 4.23. Se T : D(T) C H — H ¢ un operatore dissipativo,
allora A =T é iniettivo per ogni A > 0. Inoltre, se T é anche chiuso, allora
Rg(A—T) & un sottospazio chiuso di H per ogni A > 0.

Dim. Fissato A > 0, liniettivita di A — T segue immediatamente dalla
Proposizione 4.22.
Assumiamo ora che T sia chiuso e che (z,,), C D(T) sia una successione
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tale che esiste lim,, (Ax,, —Tx,) =y € H. Dato che per la Proposizione 4.22
si ha

1 1

Vn,meN ||z, —zp|| < ||z, — XTxn — Ty + 3

ne segue che (z,), € una successione di Cauchy in H e pertanto converge

a qualche x € H. Di conseguenza, lim,, Tz, = Az — y. Poiché T' & chiuso,

possiamo cosi concludere che x € D(T) e y = Ax — Tx. Questo dimostra

che Rg(A — T) & un sottospazio chiuso di H. O

Tzml|-

TEOREMA 4.24. Sia T : D(T) C H — H un operatore dissipativo su H. Se
esiste A € C con Re(A) > 0 tale che A=T)(D(T)) = H, allora X € p(T). In
particolare, C; = {u € C | Re(u) > 0} C p(T) e la sequente diseguaglianza
e soddisfatta

VpeCp IR, T < (4.37)

Re(u)

Dim. Occorre provare solo che l'operatore A — T & iniettivo dato che (A —
T)(D(T)) = H per ipotesi. Per questo osserviamo che per ogni « € D(T) e
y:=Ax —Tx si ha

Re [|[[?

Rel (x,z) = Re(Az, )
Re(y + Tz, z) = Rely, z) + Re(Tx, x)
Re(y, ) < [[z]] - [[yl[- (4.38)

Se y = 0, allora da (4.38) segue che anche = 0. Quindi, Poperatore A — T
& iniettivo. Inoltre, la diseguaglianza (4.38) implica anche che

A

1
A=T)"Yy|| = < —||yll-
10 =) 911 = llall < ol

Abbiamo cosi provato che A € p(T) e che [|[R(A,T)|| < a5

Se € CLNp(T) con pu # A, allora ||R(p, T)|| < #(u) come segue ripetendo
I’argomentazione precedente.

Per completare la dimostrazione, ¢ sufficiente quindi provare che CNp(T) =
C,. Per fare questo usiamo un argomento di connessione. Osserviamo che
C4+Np(T) & un sottoinsieme aperto e non vuoto di C4. Dimostriamo che ¢
anche un sottoinsieme chiuso di Cy. Sia (p,)n C p(T)NC4 una successione
convergente a qualche p € C,. Possiamo allora supporre che per ogni
n € N, Rep,, > ¢ > 0 e quindi [|R(p,, T)|| < 2, in virta di (4.37). Per la
convergenza di (u,)n a p, esiste @ tale che

1
b=l S S R T
Pertanto p € p(T) per la Proposizione 1.12(1). Dunque C; N p(T') & anche
un sottoinsieme chiuso in Cy. Poiché C; N p(T') & un sottoinsieme non
vuoto sia aperto sia chiuso di C; e C, € un insieme connesso, possiamo
concludere che Cy Np(T) = C;.. O
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PROPOSIZIONE 4.25. Sia T : D(T) € H — H wun operatore lineare den-
samente definito su H. Se T é simmetrico, allora valgono le sequenti
proprieta.

(1) Se esiste A € C con ImX\ > 0 tale che (A — T)(D(T)) = H, allora
{peC | Imu >0} C p(T).

(2) Se esiste A € C con ImA < 0 tale che (A —T)(D(T)) = H, allora
{4 €C | Tmp < 0} C p(T).

Dim. Osserviamo prima che, in virtu del Teorema 4.20, 'operatore +i7 &
dissipativo poiché T & simmetrico.

(1) Posto p := —i\, osserviamo ora che Rey =ImA > 0 e che I'operatore
u~+iT & suriettivo per ipotesi. Possiamo cosi applicare il teorema precedente
a —iT per concludere che C; C p(—iT), o equivalentemente che iC; C
p(T). Tenuto conto che iC = {z € C | Imz > 0}, la tesi segue.

(2) Si argomenta analogamente al caso (1) considerando perd l'operatore
iT. |

OSSERVAZIONE 4.26. Dalla Proposizione 4.25 si puo dedurre che se 7' ¢ un
operatore simmetrico, allora per lo spettro o(7T') si pud presentare solo una
delle seguenti possibilita.

e o(T) C{peC | Imp =0}

e o(T) C {ueC | Impu <0}

e o(T)=C.

o o(T) C R (se esistono Ar, A2 € p(T') con ImA; > 0 e ImAy < 0).

COROLLARIO 4.27. Sia T : D(T) C H — H wun operatore lineare densa-
mente definito. Se T ¢ autoaggiunto, allora o(T) C R.

Dim. Poiché T & autoaggiunto, si ha che Rg(T+i) = H in virtu del Teorema
4.16. Quindi, per la Proposizione 4.25, {z € C | Imz # 0} C p(T) cosi che
o(T) CR. O

PROPOSIZIONE 4.28. Sia T : D(T) C H — H un operatore lineare den-
samente definito simmetrico e dissipativo. Le sequenti affermazioni sono
equivalents.

(i) T ¢ autoaggiunto
(i) o(T) ] - o0,0].
(ii) (I-T)(D(T))=H.

DiM. (i)= (ii): Per il Corollario 4.27 ¢ sufficiente provare che se A > 0,
allora A € p(T).
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Se A > 0, allora 'operatore A — T & iniettivo ed ha rango chiuso in virtu del
Corollario 4.23 e del Teorema 4.16. D’altro canto, poiché T' ¢ autoaggiunto,

{0} =ker(A = T) = [Rg(A - 1)~

cosi che (A=T)(D(T)) & un sottospazio denso di H. Pertanto (A-T)(D(T)) =
H, cioe A — T & anche un operatore suriettivo. Abbiamo cosi provato che

A€ p(T).

(ii) = (i): Per (ii), £i € p(T') e dunque T & autoaggiunto per il Teorema

4.16.

(if) = (iii): Per (ii), 1 € p(T).

(iii) = (ii): Per il Teorema 4.24, si ha che C; C p(T'), dunque esistono

A1, A2 € p(T) con ImA; > 0 e ImAy < 0. Pertanto, per la Proposizione 4.25,

+i € p(T) e dunque T & autoaggiunto per il Teorema 4.16. (Il

EsemPIO 4.29. Consideriamo l'operatore (A, D(A)) su L%([0, 1]) definito da
D(A) = Wy (0, 1) nW22([0,1]),  Af=f".

L’operatore (A, D(A)) & noto come Laplaciano con condizioni al bordo di
Dirichlet. Proviamo che A & un operatore dissipativo autoaggiunto.
Siano f,g € D(A). Ricordando che f(0) = f(1) = g(0) = g(1), si ha

1 1 1
gy = [ rae=rai- [ rga=- [ raa
0
— 7+ / £ dx = (£, Ag)u2(o.-
Dunque A & simmetrico e poiche

(Af, f) /|f|dm<0

possiamo concludere che A ¢ dissipativo. Dimostriamo ora che A ¢ au-
toaggiunto provando che (I — A)(D(A)) = L*([0,1]). Data f € L*([0,1]),
consideriamo la forma lineare continua su W, *([0, 1])

b
B(g) = / ofdz, g€ Wr(0,1).

Per il teorema di rappresentazione di Riesz-Fréchet esiste ed € unica h €
Wol’z([(), 1]) tale che ®(g) = (h, g)w1.2(j0,1)) Per ogni g € 1/1/01"2([07 1]), cioe

1 1 1
/ ghdz + / gk dx = / gfde.
0 0 0

Considerando g invece di g, si ottiene

1 1 1
/ ghdx + / Gh dr = / Gfda,
0 0 0
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e passando ai coniugati

1 1 1
/ghdw+/ g/h'd:c:/ gfdz,
0 0 0
1 1
—/ g’h’dx:/ g(h — f)dz
0 0

per ogni g € WOLZ([O, 1]). Cio significa che h — f & la derivata debole di h’.
Dunque h € W22([0,1]) e " = h — f. Pertanto h € D(A) e h — Ah = f.

cioe

4.2. Teorema di rappresentazione spettrale per operatori
illimitati

TEOREMA 4.30. Sia T : D(T) C H — H un operatore autoaggiunto su uno
spazio di Hilbert separabile H. Allora esistono uno spazio dotato di misura
finita (Y, 1), un operatore unitario U : H — L*(Y,u) ed una funzione
q:Y — R p—misurabile tale che

(1) ze D(T) & Uz € D(M,),
(2) Te =U"*M,Uz per ogni z € D(T).

DiM. In virttu del Teorema 4.16, gli operatori (T + i) e (T' — ¢) con dominio
D(T) sono iniettivi e chiusi. Inoltre, Rg(T + i) = H. Pertanto esistono
gli operatori (T'+ i)~ e (T —i)~! e, in particolare, questi sono definiti e
limitati su H e commutano per l'identita del risolvente.

Ora osserviamo che, per ogni z, y € D(T), si ha

(T =)z, (T+) " (T+i)y) = (T—iay)
= (e (T+iw)
= (T —i) YT — i)z, (T +1)y).
Poiché Rg(T +14) = H, per ogni 21,29 € H, si ha
<Zl7 (T + i)_122> = <(T — i)_lzl, 2’2> .

Questo assicura che ((T +4)~1)* = (T —14)~!, ovvero che T + i & un opera-
tore normale. Allora per il Teorema 3.21 esiste un spazio dotato di misura
finita (Y, ), un operatore unitario U : H — L2(Y, ) ed una funzione p—
misurabile limitata m : ¥ — C tale che U(T +4)~'U~! = M,,. Poiche
ker(T +4)~! = {0}, necessariamente m # 0 p-q.o0. cosi che possiamo defini-
re la funzione ¢ := m™! — 4. Chiaramente, ¢ & una funzione pmisurabile.
Proviamo ora che le proprieta (1) e (2) sono soddisfatte.

Fissato © € D(T) e posto y := (T + i)x, si ha che z = (T +i)"ly =
U~'M,,Uy. Ne segue che Uz = M,,Uy cosi che (U’lM%U) =y =



58 A. A. Albanese, E. M. Mangino, V. B. Moscatelli

Tz + iz. Di conseguenza, Te = (U 'M1U)z — iU '\Uzx = U M,Uz. Cid
implica che Uz € D(M,) e che la proprieta (2) ¢ soddisfatta.
Viceversa, se z € U~ (D(M,)), allora Uz € D(M,) e

U MUz = (U 'M.LU)z —iz.

Posto z := U’IM%, si dimostra facilmente che z = (T + i)~z cosi che
r€D(T)eU MUz =Tx +ix — iz = Tx.

Infine, ricordando che T & autoaggiunto, possiamo applicare il Corollario
4.27 per affermare o(T) C R. Ora, tenuto conto che o(T") = gess(Y), ne
segue che ¢ deve essere a valori reali. O

DEFINIZIONE 4.31. Si dice che un operatore T: D(T) C H — H ha risol-
vente compatto se p(T) # O e R(\,T) & un operatore compatto per ogni

Aep(T).

La seguente proposizione fornisce un’utile caratterizzazione degli operatori
con risolvente compatto.

PROPOSIZIONE 4.32. Sia T : D(T) C H — H un operatore lineare con
p(T) # 0. Allora T ha risolvente compatto se e solo se l'immersione cano-

nica ¢ : (D(T),|| - |l7) — H ¢é compatta, dove || - ||r indica la norma del
grafico.
DiM. Poniamo Hy = (D(T),|| - ||r). Se T ha risolvente compatto, allora

t = (A= A)R(\ A) & un operatore compatto, poiche A — A : Hy — H
¢ un operatore continuo e R(\, A) : H — H; & un operatore compatto.
Viceversa, sia ¢ un operatore compatto. Osserviamo che R(\, A) : H — H;
¢ un operatore continuo. Dunque R(\, A), come operatore da H in D(A),
& compatto perché composizione di un operatore continuo con 'immersione
compatta ¢. O

PROPOSIZIONE 4.33 (TEOREMA DELL’APPLICAZIONE SPETTRALE PER I RI-
SOLVENTI). Sia T : D(T) C X — X un operatore lineare su X e sia
A€ p(T). Allora valgono le sequenti proprieta.

(1) o(RAT)\A{0} = {52 | ne (D)}
(2) op(ROATH\A0} = {52, | e ap(T)}.

DiM. Fissato u € p(T) \ {\}, osserviamo che I'operatore S cosi definito
S = (A= W\~ T)R(w,T)
soddisfa
S = (A= m)(A — R, T) + (A — )1 € £(X).
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Inoltre
(52, - FOT))S = A=TIRGLT) = (= WAGT)
— (- TRGT) =T,
$(325 - RAD) = 0= DRGT) ~ (= ARG T)
= (u-T)R(pT)=

Abbiamo cosi dimostrato che esiste
-1
1
(52, - ROD) =S = (=W - TIRGT) € £X), (139
dunque H € p(R(\,T)).
Possiamo ora dimostrare la proprieta (1). Sia v € o(R(X,T)) \ {0}. Nel
caso in cui v # ﬁ per ogni p € o(T), il numero complesso A — % non puo
appartenere allo o(T). Pertanto A — L € p(T). Dato che A — % # X, per

quanto dimostrato sopra possiamo concludere che v € p(R(A,T)) e che, per
I'identita (4.39),

(v—R\T)) ' = %(/\ ~T)R ()\ - 11/T> :

Questo ¢ un assurdo.

Viceversa, sia v = /\flu con p € o(T). Supponiamo che v € p(R(X,T)) e

consideriamo I'operatore S; cosi definito S; := vR(\,T)(v — R(\,T))~!
Allora
(u=T)81 = (u=T)wR\T)(v—R(\T))™"
= (L=A+AX-T)WRW\T)(v—R\T))™*
= (“RAT)+v)(v—RAT)) " =1
Siu—T) = vROT)(w— ROT) (u—T) =1,
dove nell’ultima uguaglianza si ¢ utilizzato il fatto che R(A\,T) e (v —
R(\,T))~! commutano. Questo significa che u € p(T'), ottenendo cosi un
assurdo.

Per la dimostrazione della proprieta (2) si procede in modo analogo utiliz-
zando la definizione di spettro puntuale. O

OSSERVAZIONE 4.34. Se D(T') ¢ denso in X, ma D(T) # X, allora
1
o(R(N,T)) ={0}U {m | wea(T)}.

Infatti, poiché Rg(R(A,T)) = D(T) e D(T) # X, R(\,T) non pud essere
invertibile e dunque 0 € o(R(\, T)).

TEOREMA 4.35. Sia T : D(T) C H — H un operatore lineare su H con
risolvente compatto. Allora valgono le sequenti proprieta.
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( ) o(T) = 0y(T).
2) o(T) é finito oppure o(T) ={\, | n € N} CC con |A,| — +o0.
(3) dimker(A —T') = oo per ogni A € o(T).

DiM. Basta applicare la Proposizione 4.33. (Il

TEOREMA 4.36. Sia T : D(T) C H — H wun operatore autoaggiunto con
risolvente compatto su uno spazio di Hilbert separabile H. Allora esistono
una successsione (A,) C R ed un sistema ortonormale completo {e,}, di
H, con e, € D(T) per ognin € N, tali che

(1) Te, = Apen per ognin € N,
(2) D(T) ={z € H | (Au(z,eq)) € I’}
(3) Tw =37 Mz, en)e, per ogni z € D(T).

DiM. Per il Teorema 4.35 esiste certamente p € R con p > 0 tale che
u € p(T). Loperatore R(u,T) & compatto, in quanto T' & un operatore con
risolvente compatto. Inoltre, R(u,T) & un operatore autoaggiunto perché lo
¢ T. Infatti, per ogni y1,y2 € H, dato che per ogni i = 1,2 esiste x; € D(T)
tale che y; = (u — Tz, si ha

(R(p, T)y1,y2) = (1, (0 — T)w2) = ((p — T)z1, 22) = (y1, R(p, T)y2) -

Allora per il Teorema 2.28 esistono un sistema ortonormale completo {ey },,
di H ed una successione (ay,), di numeri reali tali che R(u,T)e, = aney,
per ogni n € N, per cui

oo
Vee H R(u,T)x = Z an{x,en)en .
n=1
Siccome R(u,T') & iniettivo, ogni autovalore «, ¢ diverso da 0. Di conse-
guenza, e, € D(T) e Te, = (n — a; e, con \, := u— ;! € R, per ogni
n € N. Abbiamo cosi provato la proprieta (1).
Ora, se x € D(T), per ortonormalita di {e, }n,

(M@, en))n = (2, Ten))n = (T, en))n € 1?

Tr = Z Anlz, en)en
n=1

Da questo seguono la proprieta (3) e un’inclusione della proprieta (2). Per
dimostrare I’inclusione inversa procediamo come segue.
Preso x € H tale che (A, {,e,))n € [2, per ogni k € N poniamo

k

k
Ty 1= Z(m,en>en e yp = Z)\n<x,en>en

n=1 n=1
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Chiaramente, xy € D(T) e Tz = yi per ogni k € N. Inoltre, xx —
z e Tap — Y00 Az, en)e, in H. Poiché T & chiuso, deduciamo che
necessariamente z € D(T) e Tx = >~ | Ay (@, en)e,. Questo conclude la
dimostrazione. O

EseEmPIO 4.37. L’operatore di Laplace con condizioni di Dirichlet conside-
rato nell’Esempio 4.29 ha risolvente compatto. Per dimostrarlo, osserviamo
innanzitutto che I'immersione (D(A),|| - [|4) — W'2([0,1]) & continua. In-
fatti, se (fn)n € D(A) converge a f rispetto a || - ||a e lim, f,, = ¢ in
Wh2([0,1]), allora lim,, f, = f e lim,, f, = g in L?([0,1]). Pertanto f = g.
Ricordando che (D(A),||-]|4) € uno spazio di Banach, poiche A & chiuso, per
il teorema del grafico chiuso si ottiene che I'immersione & continua. Inoltre
I'immersione du W12([0,1]) — L2([0,1]) & compatta, pertanto anche 1'im-
mersione (D(A),|| - ||a) — L*([0,1]) & compatta. Per la Proposizione 4.32,
(A, D(A)) ha risolvente compatto. Si dimostra poi facilmente che, per ogni

fe L*([o.1]), N 1
Af = ;n27r2 (/0 f(x)en(x)dx> en

dove e, (z) = v/2sin(nrz).

4.3. Operatori positivi e teoremi di minimax per autovalori

DEFINIZIONE 4.38. Sia T : D(T') C H — H un operatore simmetrico. T si
dice positivo se
Ve e D(T) (Tz,z) > 0.

Se S e T sono operatori simmetrici su H e D(S) = D(T), allora si dice che
S<TseT—-S5>0.
OSSERVAZIONE 4.39. Se ¢ € R, allora

T>cl & Voe D(T) (Tx,z) > c|jz|]*.

In particolare, se T' ¢ un operatore simmetrico e positivo, allora —7T' ¢ un
operatore dissipativo.

Grazie al Teorema di rappresentazione spettrale 4.30 possiamo dimostrare
la seguente caratterizzazione.

TEOREMA 4.40. Siano T : D(T) C H — H un operatore autoaggiunto
su uno spazio di Hilbert separabile H e ¢ € R. Allora sono equivalenti le
sequenti proprieta.

(i) (Tz,z) > c||z||? per ogni x € D(T).
(i) o(T) C [e, +oo].
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In particolare, T > 0 se e solo se o(T) C [0, 4+o00].

Dim. Per il Teorema 4.30 esistono uno spazio di misura finita (Y, ), una
funzione limitata py—misurabile ¢ : Y — R e un operatore unitario U : H —
L3(Y, p) tali che T = U~ M,U. Allora possiamo scrivere che

Vo € D(T) (Tz,z) >cl|z|]|? & VoeD(T) (U MUz, x) > c||z|
& Ve D(M,) (UM LU >
= U P
vf € D(Mg) (Myf, f) = cllfII?

vf e D(M )/qlf\ du>0/ Py

q>c p—q.0. S Gess(Q) C e, +00[
o(T) C [¢, +oo[. O

te v 3

TEOREMA 4.41 (FORMULA VARIAZIONALE DI RAYLEIGH-RITZ). Sia T :
D(T) C H — H un operatore autoaggiunto, positivo con risolvente compatto
su uno spazio di Hilbert separabile H. Sia {\,}, la successione degli auto-
valori di T ordinati in modo crescente e ripetuti secondo la loro molteplicita.
Allora, per ognin € N,

An = inf{\ZL) | L c D(T), dimL = n} (4.40)

dove

ML) :==sup{(Tz,z) | z€ Lellz|]|=1}. (4.41)

DiM. Osserviamo prima che se L & un sottospazio finito dimensionale di
H con L C D(T), allora T}, ¢ chiaramente un operatore limitato cosi che
esiste ¢ > 0 tale che 0 < (T'z,x) < c||x||? per ogni z € L. Di conseguenza,
0<AL) < +o0.

Per ogni n € N poniamo p, = inf{A\(L) | L € D(T), dimL = n} e
dimostriamo che p,, = A,.

Per il Teorema 4.36 esiste un sistema ortonormale completo {¢,}, C D(T)
di H tale che T, = M\, per ognin € N, e Tw = 5 00 | A\ (2, o) pn per
ogni x € D(T). Posto L := span{¢1,...,pn}, se f € L con ||f]| =1, allora

f= Z.ﬂ(o@z vi, Tf= Z)‘ f,QOz Pis
i=1

i=1
cosl che

(Tf, f) Z)‘|f,501 <A Z faSDz =An-

Ne segue che A(L) < )\n. CIO implica che pu,, g An, ricordando la definizione
di piy,.



Analisi spettrale per operatori in spazi di Banach 63

Viceversa, fissiamo un sottospazio L di D(T) con dimensione n e consi-
deriamo la proiezione ortogonale P su G = span{yi,...,p,—1} definita
da

n—1
VfeH Pf=)Y (foi)p:.
i=1
Allora esiste f € L con ||f|| = 1 tale che Pf = 0 poiché dimG = n —
1 <dim L. Di conseguenza,

f:Z<fa§0i>§0i> Tf:ZAKfMPMPr

Da cio segue che

(TF 1) = D20l 2 An 3 KF @)l = An.

Pertanto A(L) > A,. Per Parbitrarieta di L, concludiamo che p, > A,. O

COROLLARIO 4.42. Siano Ty: D(Ty): H — H e Ty: D(T3): H — H due
operatori positivi e autoaggiunti su uno spazio di Hilbert separabile H tali
che Ty < Ty. Siano {)\511)}” e {)\gf)}n le successioni degli autovalori di Ty
e Ty rispettivamente, ordinati in modo crescente e ripetuti secondo la loro
molteplicita. Allora, per ogni n € N,

AMD < 2\2) (4.42)

DiM. Poiché Ty < Ty, D := D(Ty) = D(T3) e (T1f, f) < {(Taf, f) per ogni
f € D. Allora

A(l)(L)

sup{(Thz,z) | x € Le||z|| =1}
ML) = sup{(Tha,z) | z € Le|z||=1}

per ogni sottospazio L C D con dim L = n e per ogni n € N. Passando agli
estremi inferiori la tesi segue in virth dell’'uguaglianza (4.40). |

A






APPENDICE A

Funzioni olomorfe a valori vettoriali

In questa appendice richiameremo e dimostreremo alcuni risultati di base
sulle funzioni olomorfe a valori vettoriali. A tal fine ricordiamo in pri-
mis la definizione di integrale per una funzione continua a valori vettoriali,
rinviando a [6, Ch.3], per ulteriori approfondimenti.

DEFINIZIONE A.1. Siano (X, |-]|) uno spazio di Banach e sia f : [a,b] — X
una funzione limitata. Diciamo che f ¢é integrabile su [a,b] se esiste x € X
tale che per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che per ogni partizione {a =ty <
ty <...<tn =0} dila,b] consup;_y ,(ti —ti—1) <0 e per ogni scelta di
punti & € [ti—1,t;] risulta

o= 3 et -t <=
i=1

/a " foyt =

Si dimostra che ogni funzione continua f : [a,b] — R ¢ integrabile.

In tal caso, si pone

PROPOSIZIONE A.2. Siano (X, || - ||) uno spazio di Banach, o, € C, f,g
[a,b] — X integrabili. Allora valgono le sequenti proprieta.

(a) [L(af(t)+ Bg(t))dt = a [} f(t)dt+ B [} g(t)dt

() |1 f2 F(8)dt]] < maxyeran |IF O —a).

() [1f2 fe)at]] < [211f(t)]|de.
)
)

(d) ( :f(t)dt x') = fb(f(t),ac’)dt per ogni ¥’ € X'.
(e) Se (fn)n € una successione di funzioni continue da [ b] in X tali che

limy, maxsejap) || fa(t) = FON = 0, then limy, [} fu(t)dt = [} £(1)

Nella Proposizione A.2, e anche in seguito, (x,z’) sta a indicare z'(x) se
reXea e X

65
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Se 2 & un sottoinsieme aperto di C, f : 2 — X e una funzione continua e
v : [a,b] — Q una curva regolare a tratti, allora Uintegrale di f lungo v &
definito come

Lf(z)dz = /ab F(y()Y (t)dt.

Nel seguito, siano X uno spazio di Banach su C e 2 un sottoinsieme aperto
di C.

DEFINIZIONE A.3. f : Q — X é detta olomorfa in Q se per ogni zy € )
esiste in X il limite

lim M = f(20).

zZ— 20 zZ— 20
f e detta debolmente olomorfa in Q se e continua in Q e la funzione com-
plessa z — (f(z),x') é olomorfa in Q per ogni 2’ € X'.

Ogni funzione olomorfa & chiaramente debolmente olomorfa. In realta vale
il viceversa.

TEOREMA A.4. Se f: Q — X é debolmente olomorfa in 2, allora é olomorfa
in Q.

Dmm. Dato B(zp,r) disco chiuso contenuto in €2, proviamo che per ogni
z € B(zp,r) vale la seguente formula integrale di Cauchy:

fo) = L 1©)

B 2mi 9B(z0,r) 6 -z

de. (A1)

Osserviamo che Pespressione a destra di (A.1) € ben definita perche f & con-
tinua. D’altro canto, f & debolmente olomorfa in €2, quindi per la funzione
olomorfa z — (f(z),2'), con 2’ € X', vale la formula integrale ordinaria di
Cauchy in B(z, ), ciog,

n_ 1 (f&, /1 S
<f(z)7x > B % /BB(ZO,T’) 5 -z dg B <27TZ /(93(zo,r) 57 < d§7$ >

Per larbitrarieta di 2’ si ottiene (A.1). Differenziando rispetto a z sotto il
segno d’integrale, otteniamo che f & olomorfa e

2w 9B(z,r) (§ —2)" T

per ogni z € B(zp,7) e n € N. O

dg

DEFINIZIONE A.5. Si dice che f : Q — C ¢ rappresentabile in serie di
potenze nel punto zg € §) se esistono una successione (ay), a valori in X e
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r > 0 tali che B(zp,7) CQ e

o0
f(z)= Z an(z — 29)" in B(zg,r).
n=0
TEOREMA A.6. Sia f: Q — X una funzione continua. Allora f é olomorfa
se e solo se f & rappresentabile in serie di potenze in ogni punto di Q.

D1iM. Supponiamo che f sia olomorfa in Q. Allora se zg € Q e B(zp,7) C £,
la formula integrale di Cauchy (A.1) vale per ogni z € B(zp,7). Se z €

B(zp,r) la serie

Z (Z — Zo)n _ 1
= (E—z2) "t -z
converge uniformemente rispetto a & in B(zo, r), poiche |(z—20) /(£ —20)| =
=Yz — 29|. Allora per (A.1) e la Proposizione A.2(e), si ottiene

— 1 o0 (Z _ Zo)n

flz) = o OB o) f);mdf
g1 £6) )
R 7;)[27” /83(20,7‘) (€ = z)nt1t dg} (2 — 20)",

dove la serie converge in X.
Viceversa, supponiamo che

flz)= Z an(z — 20)", 2z € B(zo,r),
n=0

dove (a,) & una successione in X. Allora f & continua, e per ogni 2’ € X,

o0

(f(z),2') =D {an,2")(z = 20)", =z € Blzo,7).

n=0
Dungque la funzione z — (f(z2),z’) & olomorfa in B(zg,r) per ogni 2’ € X' e
quindi f € olomorfa per il Teorema A.4. a

TEOREMA A.7 (TEOREMA DI CAUCHY). Sia f : Q — X olomorfa in Q e
sia D C Q un dominio regolare. Allora

f(z)dz =0.

oD

DiM. Basta osservare che per ogni 2’ € X’ la funzione z — (f(z),2') &
olomorfa in 2 e quindi

O/8D<f(z),x'>dz< . (z)dz,x'>.
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TEOREMA A.8 (SVILUPPO DI LAURENT). Sia f : D = {z € C:r <
|z — 20| < R} — X olomorfa. Allora, per ogni z € D,

+oo
F&) = 3 anz—20)",
dove )
n:7/ 7‘]‘-(2) 1dZ, n €7,
270 J9B(20,0) (2 — zo)™t
er<o<R.

Dim. Per ogni 2’ € X', la funzione z — (f(2),2') & olomorfa in D, quindi
+o00o

(fG)a)y = Y an(@')(z = 20)"

Y g

o 27 B(20,0) (Z — Zo)nJrl ’

Per la Proposizione A.2(d), si ha che

dove

an(2') = (an, 2"y, neZ,

dove a,, ha l'espressione indicata nell’enunciato. O



APPENDICE B

Il teorema di Stone Weierstrass

DEFINIZIONE B.1. Siano X un insieme non vuoto e A un sottospazio vetto-
riale dello spazio delle funzioni a valori reali (risp. complessi) su X . Si dice
che A ¢ un algebra funzionale reale (risp. complessa) se per ogni f,g € A
si ha che fg € A. Un sottospazio B C A ¢é detto una sottoalgebra di A se
B ¢ un algebra.

EsEmMPIO B.2. Sia X uno spazio topologico e sia C'(X,R) lo spazio delle
funzioni reali e continue su X. C(X,R) & un’algebra reale funzionale. Il
sottospazio BC(X,R) delle funzioni reali limitate e continue su X ¢ una
sottoalgebra di C(X,R).

E noto che lo spazio BC(X,R) dotato della norma

[flloo := Sup [f(@)]  (f € BC(X,R))

¢ uno spazio di Banach.

DEFINIZIONE B.3. Date le funzioni f,g : X — R, si indicano con fV g e
f A g le funzioni cosi definite

(fvg)(@) == max{f(x), g(x)},  (fAg)(®):=min{f(x),g(x)}  (z€X).
OSSERVAZIONE B.4. Si prova facilmente che

fyg=ttotlf-o . _Fro—|f-dl

2 2

Quindi, se f e g sono funzioni reali continue su uno spazio topologico X,
allora anche fV g e f A g sono funzioni reali continue su X.

Per quello che segue ¢ bene ricordare che

a) _a(a—l)...|(a—n—|—1)

VaeR,neN (

e che

69
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LEMMA B.5. Se a > 0, allora per ogni x € [—1,1],

i <Z)x" =(1+a)°

n=0

e la convergenza della serie ¢ totale in [—1,1].

DiM. Il comportamento della serie binomiale in | — 1, 1] & un fatto ben noto
La convergenza assoluta della serie binomiale in —1 e 1 segue dal criterio di
Raabe osservando che

HTCTREN DU

(2]

TEOREMA B.6. Sia X wuno spazio topologico e sia A una sottoalgebra di
BC(X,R). Allora la chiusura A di A rispetto alla norma || - || € una
sottoalgebra di BC(X,R). Inoltre, se f,g € A, allora |f|, fVge fAge A.

lim n
n—-+oo

DiM. Siano f,g € A. Allora esistono delle successioni (f,)n, (gn)n C A tali
che

[ frn = fllooc — 0 € gn — gllc — 0.
Poiché A ¢ un’algebra, (f, + gn)n, (@fn)n, (fngn)n C A per ogni o € R.
Dalle seguenti diseguaglianze

Ifn+9n—f—gllc < |fa— flloo + llgn — 9llso

lafn—afle = lalllfn = fllo (e € R)
angn_ngoo = ||f(g_gn)+gn(f_fn)||00
< |flllg = gnll + llgnllll.f = full

segue che f, + 9o — f+ g, afn — af e fagn — fgin (BC(X7R)7 || ’ HOO)
quando n — co. Di conseguenza, anche f + g, af, fg € A. Abbiamo cosi
provato che A & una sottoalgebra di BC(X,R).

Sia ora f € A con ||f|| # 0. Per provare che |f| € A, procediamo come
segue.

Osserviamo che, per il Lemma B.5,

Ve [0,1] Vi=[1+(t—1)7 = i(i)t—l

k=0
e che la convergenza della serie ¢ uniforme su [0,1].
Posto py(t) == Y1, (%)(t — 1)*, allora p,, & un polinomio di grado n e
lim,, 100 Pn(0) = 0. Di conseguenza, il polinomio ¢, := p, — pn(0) &
omogeneo e lim,, oo gn(t) = lim, oo pp(t) — p,(0) = v/t uniformemente su
[0, 1]. In particolare,

t] = V2 = lim g, (t%)
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uniformemente su [—1,1].

Poiché ’W‘ < 1, possiamo scrivere che

AL _ i g, (f> in (BOX.R), |- |).  (B.)
[flloo  m=oe ™" \ I f 113
2 c A cost P2 ez f2 1
Dato che f* € A cosi che = € A, anche g, (WHQ ) € A. Per (B.1) ne
segue che % € A e quindi che |f| € A. O

DEFINIZIONE B.7. Sia X wun insieme non vuoto e sia A un insieme di
funzioni reali definite su X. Si dice che A separa i punti di X se

Ve,ye X, x#y, 3f€A f(z)# f(y)

LEMMA B.8. Sia X un insieme non vuoto e sia A uno spazio vettoriale
di funzioni reali su X che separa i punti di X e che contiene le funzioni
costanti. Allora

Ve,ye X, x#y, Va,beR If €A f(z)=a e f(y)=b.

Dim. Siano z,y € X tali che x # y. Per ipotesi esiste g € A tale che
g(z) # g(y). Posto f:=a+ m(g — g(x)), la funzione f € A poiché &
una combinazione lineare della funzione g e di funzioni costanti. Inoltre, la
funzione f chiaramente verifica f(x) =a e f(y) = 0. O

TEOREMA B.9 (TEOREMA DI STONE-WEIERSTRASS - REALE). Siano X
uno spazio topologico compatto e A una sottoalgebra di C(X,R) che separa
i punti di X e che contiene le funzioni costanti. Allora A é una sottoalgebra

densa di C(X,R).

Dmv. Fissati f € C(X,R) e € > 0, per provare che esiste g € A tale che
lf — gllo < & procediamo come segue.

Per ogni z,y € X tali che = # y scegliamo h,, € A tale che h, ,(z) = f(x)
e hyy(y) = f(y). Nel caso in cui = y, poniamo h, , = f. Consideriamo
ora 'insieme cosi definito

Vey ={t € X | hay(t) < f(t)+¢}.
Allora z, y € V,,, e V4 € un sottoinsieme aperto di X. Infatti, la funzione
¢ := hy,— f & continua in X cosi che V,, , = ¢~ !(]—oc, £[) & un sottoinsieme
aperto di X.

Dato che per ogni z € X la famiglia {V,, | ¥ € X} ¢ un ricoprimento
aperto di X, esistono y1,...,y, € X tali che

X =Vigy U...UViy, .
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A questo punto, per ogni & € X consideriamo la funzione cosi definita
Gz =Ry Ao Nhgy,, .

Allora g, € A e g,(x) = f(x). Inoltre, se t € X, esiste i € {1,...,n} tale
che t € V, . Di conseguenza, g,(t) < hy,, < f(t) +e.
Per ogni z € X poniamo

Wo={t € X: g.(t) > f(t) —€}.

Procedendo come prima, si dimostra che z € W, e che W, & un sottoinsieme
aperto di X. Allora {W, | = € X} & anche un ricoprimento aperto di X.
Pertanto, esistono x1,...,x,, € X tali che

X=W, U--—-UW,,.

Consideriamo ora la funzione cosi definita
9:=9z; V-V Ga,, -
Allora g € A. Inoltre, per ogni t € X esistono i,j € {1,...,m} tali che
0u(t) = g0 () < f(O) +2 ¢ teW,

il che implica che
Gz(t) > go, (t) > f(t) —e.

Pertanto, ||f — gllec < €. O

TEOREMA B.10 (TEOREMA DI APPROSSIMAZIONE DI WEIERSTRASS). Sia-
no K un sottoinsieme compatto di R e f : K — R una funzione continua.
Allora esiste un polinomio P tale che ||f — Pl < €.

DiMm. Sia A l'insieme di tutti i polinomi del tipo
P(z) = Z apz® (ax € R)
k=0

con dominio ristretto a K. Allora A ¢ una sottoalgebra di C'(K) che contiene
le funzioni costanti e che separa i punti di K (basta prendere P(z) = x).
Per il teorema precedente segue quindi la tesi. ([l

Concludiamo con alcune considerazioni sulla validita del teorema di Stone-
Weierstrass nel caso complesso.

EseEmpIO B.11. Consideriamo un compatto K C C con parte interna int(K)
non vuota e I'insieme cosi definito

A:={feC(X,C): f analitica in int(K)}.

Allora A & una sottoalgebra di C'(X, C), contiene le funzioni costanti e separa
i punti di K (basta considerare f(z) = z). Inoltre A & una sottoalgebra
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chiusa di C'(X,C) poiché limiti uniformi di funzioni analitiche sono ancora
funzioni analitiche. D’altro canto A # C(X,C) poiche ad esempio g(z) =
|z| ¢ A. Quindi il teorema di Stone-Weierstrass non vale nel caso complesso
nella formulazione appena vista.

Con un esempio piu articolato si puo provare anche che lo spazio dei polinomi
complessi non e denso nello spazio delle funzioni continue complesse su un
compatto di C (vedi [15]).

TEOREMA B.12 (TEOREMA DI STONE-WEIERSTRASS-COMPLESSO). Siano
X wuno spazio topologico compatto e A una sottoalgebra di C(X,C) che sepa-
ra i punti di X, contiene le costanti ed é chiusa rispetto alla coniugazione,

i.e., f € A per ogni f € A. Allora A é una sottoalgebra densa di C(X,C).

DiM. Sia Ag := {Ref | f € A}. Allora Ay ¢ un sottospazio vettoriale di
C(X,R). In particolare, se f € A, allora Im f = —Reif € Ag e, per ogni
fr9 €A,

1
Ref'Rengei(fg'i‘fﬁ) € Ap.

Pertanto, Ag & una sottoalgebra di C(X, R) che contiene le funzioni costanti.
Inoltre, se z,y € X, con x # y, esiste h € A tale che h(x) # h(y). Questo
implica che Re h(x) #Re h(y) oppure Im h(z) #Im h(y). Quindi Ay separa i
punti di X. Allora, per il teorema di Stone—Weierstass, possiamo concludere
che Ay ¢ una sottoalgebra densa di C'(X,R).

Sia ora f € C(X,C). Per quanto appena provato, per ogni £ > 0 esistono
hi, hy € Ap tali che

9 3

IRe f—Tullo <5, Imf—hefeo <3,

da cui segue che || f —h1+ihz||ec < €. Questo completa la dimostrazione. [

COROLLARIO B.13. Siano K un sottoinsieme compatto di R e f : K — C
una funzione continua. Allora esiste un polinomio P a coefficienti complessi
tale che ||f — Plleo < €.

DiM. Sia A Pinsieme di tutti i polinomi del tipo
P(z) = Z apa® (ar € R)
k=0

con dominio ristretto a K. Allora A ¢ una sottoalgebra di C(K,C) che
contiene le funzioni costanti, separa i punti di K (basta prendere P(z) = x)
ed e chiusa rispetto alla coniugazione. Per il teorema precedente segue
quindi la tesi. O



74 A. A. Albanese, E. M. Mangino, V. B. Moscatelli

COROLLARIO B.14. Sia X = {z € C | |z| = 1}. Allora lo spazio delle
funzioni del tipo

P(z) = z”: a2t (ap € C)

k=—n

¢ denso in C(X,C).

DiM. Basta osservare che Z = 27! in X. O

COROLLARIO B.15. Siano K un sottoinsieme compatto di C e f : K — C
una funzione continua. Per ogni e > 0 esiste un polinomio P(z,y) in due
variabili a coefficienti complessi tale che supy |f(z) — P(2,Z)| < e.

Dim. Basta osservare che 'insieme delle funzioni del tipo P(z,%), con P
polinomio in due variabili a coefficienti complessi, € una sottoalgebra di
C(K,C) che verifica tutte le ipotesi del Teorema B.12. O
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