CAPITOLO 6

Alcuni richiami della teoria dei perimetri e il
Teorema di Simons

1. Perimetri degli insiemi misurabili

La definizione di perimetro di un insieme di R™ misurabile secondo Lebesgue
fu data da De Giorgi nel 1954 [8] e [9] e da lui utilizzata per lo studio di
alcuni problemi variazionali classici, come la proprieta isoperimetrica della
sfera e il Problema di Antoine Ferdinand Plateau (1801-1883) .

Se E C R™ & misurabile secondo Lebesgue e se {2 C R™ & un insieme aperto,
indicheremo con P(F, ) la seguente espressione

P(E,Q) i=sup § [ divo(a)de s € [eH", fota)| < 1
E
Nel caso di = R" si scrive P(E) per P(E,R"™) e si parla di perimetro di
E.

Fu lo stesso De Giorgi a dimostrare la disuguaglianza isoperimetrica

Vn > 1,VE C R" (40)

n

min{|E[, [R"\ E[} < o(n)P(E)"T,

dove o(n) = wy, (nwn)%, con w, eguale alla misura della palla unitaria.

La (40) diventa una eguaglianza solo nel caso di E o R" \ F eguale ad una
palla. Quindi De Giorgi dimostro la proprieta isoperimetrica delle sfere in
ogni dimensione n > 2.

2. Frontiere minime

Diremo che E ha frontiera minima in Q se il P(E, ) ¢ minimo, cioé se
valgono le diseguaglianze
P(E,Q) < 400,
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P(E,Q) <P(F,Q) VFAECC.
Ricordiamo che FAE sta per (F\ E)U (E \ F). Diremo infine che E
ha localmente frontiera minima se E ha frontiera minima in ogni aperto

Acc .

Per le frontiere minime De Giorgi dimostro il seguente Teorema di regolarita.

TEOREMA 6.1 (De Giorgi[7, 25]). Se E ha perimetro localmente minimo in
Q, allora esiste un aperto A C §) con le sequenti proprieta:

(1) la misura (n — 1)—dimensionale di Q\ A é nulla;

(2) ogni punto x € OE N A & un punto regolare, cioé esiste un intorno
di esso nel quale la frontiera di E ¢é il grafico di una funzione reale
analitica di n — 1 variabili.

3. Singolarita delle frontiere minime

De Giorgi lavoro per anni alla dimostrazione della non esistenza di singo-
larita sulle frontiere minime, cioe alla dimostrazione della identita

A=Q, (41)

dove A ed 2 hanno il significato dato loro nel Teorema 6.1.

De Giorgi [36, 38, 37] riusci a ridurre il problema (41) al caso in cui 2 = R”
ed E cono di vertice 0, cioé funzione caratteristica di £ omogenea di grado
zero, e

A=R"\{0}.
Se alle ipotesi ora scritte si aggiunge n = 2, si ottiene facilmente la regolarita
in 0, cioe A = R?, da cui risulta

FE = semipiano.

Il caso n = 3 fu risolto nel modo previsto da De Giorgi, per mano di Wendell
Helmes Fleming (1928-) nel 1962 [16].

Un ulteriore piccolo passo fu dato da Frederick Justin Almgren jr. (1928-
1997) nel 1966 [1], provando la non esistenza di coni minimi singolari in
R4,

Poco piu tardi, nel 1968, James Simons (1928-) [34] arrivo fino ai coni in
R7, con un brillante calcolo di geometria differenziale classica che utilizzava,
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per il cono 7-dimensionale con frontiera analitica 6—dimensionale nei punti
diversi dal vertice, semplicemente la nullita della variazione prima della
misura della frontiera, e la positivita della variazione seconda negli stessi
punti.

Tutte queste condizioni erano soddisfatte dal cono, visto da Simons come
limite per la validita del suo teorema,

{(z,y) 2,y €RY, |22 — [y|* > 0}

la cui frontiera
{(z,y) : z,y € R, |z|* = [y|*} (42)

& singolare nel vertice (0,0).

Simons considero il suo risultato come il massimo nella strada della rego-
larita dei coni minimi, affermando di essere convinto della minimalita della
frontiera conica (42).

Il calcolo di Simons ¢ stato presentato nel Corso e in questo Capitolo sara
riportato con tutti i dettagli.

La congettura di Simons riguardante il cono (42) & stata dimostrata vera
dallo stesso De Giorgi, con la collaborazione di Bombieri e Enrico Giusti
(1940-), nel 1969 [4]. Una sua dimostrazione trovata da Massari (1947-) e
me stesso € stata presentata nel Corso e verra riportata nel Capitolo 7.

Ma I’avventura del cono di Simons non finisce qui. Ancora De Giorgi, ancora
con la collaborazione di Bombieri e Giusti, fu capace di provare ’esistenza
di una soluzione intera dell’equazione delle superficie minime, in 8 variabili,
avente come zeri i punti della frontiera del cono di Simons. Quindi una
soluzione intera non banale!

Quest’ultimo risultato, frutto anche di un fantastico calcolo, & stato presen-
tato nel Corso in maniera resa meno faticosa dall’uso di MATHEMATICATM,

Quindi il Teorema di Bernstein non puo essere esteso a funzioni di 8 o piu
variabili.

E cio diventa ancora piu importante, se si considera 1'osservazione fatta da
Fleming [16] e ritoccata da De Giorgi [12], per la quale la non esistenza di
coni minimi singolari in R” implica la validita del Teorema di Bernstein per
funzioni di 7 variabili.
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4. 11 calcolo di Simons

Questo paragrafo & preso dalla monografia di Massari e me stesso [26].

1l calcolo di Simons inizia con I’esprimere la variazione prima e seconda della
misura di una frontiera regolare in uno spazio euclideo di (n+1) dimensioni.
Le due espressioni sono date in forma integrale e in esse la variabile & una
funzione a supporto compatto, che puo essere tanto piccolo quanto occorre.

Possiamo quindi muoverci su un pezzo di superficie grafico di una funzione
reale u € C?(A) con A aperto di R™. La superficie 8§ sulla quale faremo i
nostri calcoli ¢ il grafico della u e il versore normale sulla superficie § ¢ dato

da
S Du(y) 1 N
) ( vq+ﬁDqu|“¢1+lDquL)’ ve

Per i nostri calcoli avremo bisogno di muoverci nel cilindro A x R e indiche-

remo con z i punti di esso; avremo anche bisogno di estendere la definizione
di v a tutto il cilindro, cio che faremo ponendo

v(z) = v(y)
se © = (y,xpy1). Per le notazioni che useremo in questo paragrafo ci
riferiremo a quanto introdotto nel capitolo 5, sezione 4.

5. Variazione prima di H"(8)

Per ogni funzione g € C3(12), e per ogni t € (—¢,¢), dove ¢ & scelto in modo
che per ogni z € 8 sia

Gi(x) :=x + tg(x)v(x) € Q.

La G8 risultera essere una deformazione della 8§ e ha misura finita se ha
misura finita la 8. Potremo allora calcolare la derivata
d
—H"GS‘
S0 (GiS)
Il risultato di tale calcolo ¢ la variazione prima che ci interessa e per essa

dimostreremo 1’eguaglianza

%J—Cn(GtS)LZO Z/;((Shl/h)df}(", (43)
8

Nel seguito scriveremo
n+1

e

h=1
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e manterremo inalterata la sommatoria

n

h=1

Per la dimostrazione di (43) si introduce la rappresentazione parametrica
per la superficie G+8 data da ¢(A) dove ¢ & definita da

Sy) = > enyn + uy)ens + tay, uy)v(y) = (v, w(y)) + tg(y, u(y)v(v),
h=1

dove con eq, ..., e,41 si € indicata la base canonica di R7+L, Valgono allora
le

8¢j ou
=i+t Dig+ Dpsrges ) v; +t
ayi E'L_] + ( g + n+198y1> V_] + g

é?yj
y;

dove €;; ¢ il simbolo di Kronecker, e

OPrn+1 ou ou OVp 41
=—+t|D; D — t
By By + ig + n-‘rlgayi Vn41 +tg By;
e, per quanto riguarda il tensore metrico
Opn, Op,
(Xij)ij=12,m = ( -
zf; i 0Yj /)i j=12,..m
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ZZ: ((Em +t( 19+Dn+1g§z)vh +tyaayh)

o +t( Jg+Dn+1g§ )Vh +tggyh))

vy
y; )

ou 8
(— +t(ng + Dn+1ga )Vn+1 +tg
Yi

{
(

o
ou 8l/n+1
a Dn a n
+t( g+ +198yj)1/ +1+1g Dy, )
- é?u ou
8?]1 8?]]
dv;  Ov; ou Ovy 41 ou Ovp 41
* g(ayj o oy oy oy, am )
ou ovy, Ov,
+2((Dig + Duiag o) (Dig + Dn+1g D> 5 )
7 T J
1
?—H (V72L+1E'L'jl/il/j
8Z/J 81/1' 8l/n+1 8l/n+1
+tg(v "+1(a +8yj)—un+1( G Vi )

+? ((Vn-i-lDig — ViDpt19)(Vn1Dj9 = v; Dt g)

+n Y Gor ge))

Possiamo allora scrivere per la misura di G;8

S) :/\/det()\ij)dy,
A

la cui derivata ¢ data da

if]-(" (G+S)

£\
dt /Jdet ) dt de

§)dy.

Ricordando la formula per la derivata di un determinante

d
Edet()\ = det(\; Z )‘w o Aijs

4,j=1
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dove (A};) € la matrice inversa della matrice simmetrica ();;), otteniamo

d n /
Ej{ (GtS)‘tzo = / det ij Z )‘z]dt ij

4,j=1

1
= = %
2/yn+1 Z_: “dt “t =0

1,7

t=0

dy,

avendo usato l'identita

det <g-» + @8—“>
Y By; Oy

det(eij + vivv, )

-2
= Vn—i—l'
Per concludere osserviamo che
A o €ij — Vilj
e
d ov ov. _ ov. 1 ov. 1
_)\ij =g j 4 gl/n—‘,l-l ; n+ ; n+ ,
dt 7 lt=0 Oy; Oy, 0y; y;

che porta a

ov; _ vy,
S, - Y (2t

4,j=1 i=1

Otteniamo in definitiva

d.. 5 n
G| - | > a6t = / IICEIES
A 8
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6. Variazione seconda di H"(S)

Derivando rispetto a t I'identita

d. o 1 =
%}c (G48) 2/,/det i ;)\Udt i

A k)
otteniamo
2

d—QJ-C"(GS) = 1/ det (A Z)\
a2 o) T g et(%g) i dt

A =1

n . d2

+ Z )\’L] dtQ )‘U
ij=1
d ..

Per i tre addendi nell’integrale abbiamo

2 2
|l

4,j=1

n
Z 2(e45 — ViVj)V;f1 ((Vn+15z'9 — Vibnt19) -
ij=1

vy, %)

. §:0—v:b 2,2 —_n
(Vn-i-l g —Vj n19) + 9 Vn-',-l; s 8?}]‘

n
= .3 (V72L+1 Z(5i9)2 + 2071 (Ons19)?
i=1

+(1 = v 11)(6nt19)

+g (ZZ (8l/h)2 n+1 n+11/h)2))

i=1 h

n 2
= 2|5g|2 + 292(22 (51'Vh — l/il/;_il_15n+1l/h)
] h

i=1

? —( n+19)2

v Y (Guvn)?)
h

= 2001 +24* > (6in)?
ih
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Abbiamo usato qui le identita D,,1v, = 0 e le conseguenti

5n+1Vh = —Vn+1 Z vsDsvp,

S

n n ’
ey yz y n o \i=1 s

= > (Vatdngavn — (1= 2 )V 16navn)’
h

= V;-E1 (On+10m)*.
h

AT dN; s
Infine per calcolare Y7, | —7+ =5

ricordiamo che
=0

n
E AipAnj = €ij,
h=1

che implica

da cui, moltiplicando per )\; , € sommando su j,

=

Otteniamo quindi
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Per t = 0 abbiamo

Z d
bij =0 };AZ}LE)\ML:O
o (5 82;;:1))
= oG+ ) ek (s )
—gvi hzz (Vh% + th—Z)
+gV;i1 é v, (l/il/j 8;;:1 + vy, angl )

ov; 81/1-) 1 Ovnyr
= Tl S 10
(G * By;) Vi TV Oy

—2
—gviVj n+15n+11/n+1

( ov; = Oy

+
0y; 0y i

1 1
) = GV 1Vi0iVnt1 + VigVp 1 On g1V

= 2g(5i1/j + vy i v, g:;/;)

n n

i = 2(51/]_1_1/12% )(5VJ+VJZyk8;/]:)

i,j=1 i,j=

= 492( Z (6 Z/J Z Vn+15n+1VzZth;/;

4,j=1 4,j=1 h=1

" ov;
_ Z Vn+15n+11/] Z Vi —~—

b1 Oy

ov; 81/J
+ Z ViV Vp Vg )
i et OYn Oy
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= 492( D @) Y (Gnr1vy) + Y (Ong1v;)’
ij=1 i=1 j=1
+(5n+1l/n+1)2)

_ 2 EYAY
= dg g (0iv)°.
0]
Possiamo quindi concludere che per la variazione seconda vale la formula

j—;ﬂ"(GtS)LZO = / (92 (02 - 2(%%)2) + ;(51-9)2)&]—(". (44)

s h,
7. Il Teorema di Simons

Considereremo ora il caso speciale di campi di vettori v unitari omogenei in
R\ {0}, cioe v : R**1\ {0} — S, con

v(z) =v (%) .V,

perpendicolare alle semirette dall’origine, i.e.
(x,v(x)) =0, V.

Se tali campi sono integrabili, le loro superficie normali sono superficie
coniche con 0 per vertice.

LEMMA 6.2 (Simons [34]). Se v : R\ {0} — S™ ¢ omogeneo e integrabile,
se (x,v(x)) =0 e, divi(r) =0 Ve, allora
2

1 2
—De? + ¢t — |5cf* > i, Vr t.c. (x) > 0.
2 |z[?

Al solito ¢® = Zi,j((siVj)Q; c=VeZeD=Y, 0.

DiM. Dalla definizione di ¢? e D, abbiamo

1 1
5@62 = 5 Z 6h6h(5i1/j)2
h,i,j
= > n(div;ondiv;)
h,i,j

= Z(5h5iVj)2 + Z 0;V;0p0n0;V;.

hsi.j hsi.j
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Sostituendo d50; con 6;0, + Y, (Vhoivk — Vi0nvk )0k, otteniamo

Z 51'Vj5h5h5il/j = Z 51'Vj5h <5i5hl/j + Z(Vh5il/k — l/i5hl/k)5kl/j>

hi,j hyi,j k
= E 51'Vj5h5i5hl/j + E 5hVi5th5iVj5ij;
hyi,j hk,i,5

dove abbiamo usato le identita >, dpvp = 0 e >, v4d, = 0. Scrivendo
ancora ;0 + . (Vhoivk — Vi1 )0k al posto di 05,0;, otteniamo

Z 51'Vj5h5i5hl/j = Z 51'Vj5i5h5hl/j
h,i,j h,i,j
+ Y S (vnbivk — vidhvk)OkOn;
h,k,i,j

= - Z 51'1/]’51' (CQZ/J*)
,J

+ E l/h(sil/j(sil/k(sh(skl/j
h,k,i,j

+ Z nuh(sil/j(l/k(shl/s - Vh(skl/s)(ssl/j
h.k,i.j
= —C4 — Z 5iVj5in5sz5st;
kyij,s

per la quale abbiamo usato l'identita Dv; = —c?v;, data della Sezione 4.
Abbiamo quindi

Z 51'Vj5h5h5il/j = —C4 -2 Z 5iVj5in5sz5st;

hyi,j kyij,s

che puo anche essere scritta, usando le identita
Z&wkékys = _ZVk5i5sz; e Zéiyj(sjys = —Zujéiéjys,
k k J J

come
Z 51'Vj5h5h5il/j = —C4 -2 Z Vij5i5széi5jVs-
hi,j kyij,s
Abbiamo quindi
1
5D+t = D (6:0nv)? =2 Y vvkbidkvadid;vs.
hyi,j kyij,s

Osserviamo ora che

02|5c|2=iz D 6i0nw)? | =D D owvdionr;
h,j

i i h,j
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da cui, per ¢ > 0,

2
1
|5c|2 = c_2 ; ; 5th5i5th
e
1
5@02 +ct —oc)? = Z(éhéiyj)Q -2 Z ViVg0;0kVs0;0,Vs

hsi.j ki.g,s

2 D nvdiony;
i h,j

Per poter dare una stima dal basso per il termine di destra in un dato punto
x # 0, scegliamo e, 1 = v(x).

2

Con questa ipotesi, per tutte le funzioni o abbiamo 6,11 (z) = 0e §;a(z) =
D;a(zx) per i <mn.

In piu, per ogni 4;

(0i0n+1vnt1)(x) = (On410iVn41)()

+ Z(Vi5n+ll/h — Un410iVh)OnVny1 ()
h
= 0.

Per queste ragioni, nel punto 2 abbiamo

Z(5h5iyj)2—2 Z Vij5i5sz5i5jVs = iZ(éhéiVj)Q

h,i,j k,i,j,s h=1 1i,j

-2 Z (51'5”_;,_11/5)2

1,5=1
n
= ) (Gndivy)*.
i,5,h=1

Se scegliamo e,, = z|z|~! e ricordiamo I'identita (x, v(z)) = 0, che vale per
tutte le x, abbiamo, nel punto z,

0=20i{z,v(z)) = Z ((0izp)vn + xpdivy) = §iZni1 + |2|0ivn,
h

cosi per i < n,

0 = |x|d;vn(x), che implica §;v,(z) = 0.
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Quindi
2

c*|oc)?

S nvidiony;

B h,j

n

Z 5th5i5th

i=1 \h,j=1

A I
RN
) 3

M
i L

—

>

(=9

>

X

Che implica, per ¢ > 0,

n n

|6c|? < Z z_: (8:0nv4)?

Possiamo quindi concludere, nel dato punto z,

n n—1 n
—:Dc et =0 > 23 N (6:0n1)? + 2 (8i0nvm)*.
i=1 j=1 i=1

Per quanto riguarda 6;0,v;, nel punto x abbiamo

51'5an = 5n5il/j = Dn&il/J Z Dh 5 Z/J = —|x|_15i1/j,

dove abbiamo usato i fatti: =, = |z|, xp = 0 Vh # n e il fatto che §;v; &
omogeneo di grado —1.

Possiamo dire che

n—1 n—1
D (G0awy)? = |22 (6y)? = |22,
ij=1 ig=1
che implica: £Dc? + ¢* — |6¢c|? > 2c2|z| 2. O

Chiamiamo stazionaria una superficie § se la variazione prima della sua
misura si annulla e la variazione seconda € non negativa. Per i coni stazionari
abbiamo il seguente risultato, provato per primo da Simons [34].

TEOREMA 6.3 (Simons [34]). I coni stazionari di dimensione sei sono piatti.
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DiM. Sfruttando il fatto che la variazione seconda (44) di 8 & positiva, si

ottiene
/g%%m" §/|5g|2df]{"
8

8

per ogni g con supporto compatto in R"*1\ {0}. Quindi scrivendo la
diseguaglianza per gc al posto di g, otteniamo

/gQC4df}C" S/|g§c+c§g|2df}6".
s s
Ma si ha

/ lgdc+ coglPdH™ = [ (P|6g]* + g*|6c|® + 2gc(de, 6g)) dH™
S

1
<02|5g|2 + 92|50|2 + §<592, 502>> dFH"™

I
o — o

1
<02|5g|2 + g2 <|50|2 - §®CQ>> dF".
Dal Lemma 6.2 ricaviamo

/gQC4df}C" < / (c®69> + ¢° (¢* — 2¢%|z|72)) dH™,
s s
e quindi
0 < / (P6g]* — 2¢*|z|2g?) dH".
s

Questa disuguaglianza vale per tutte le g tali che [ g%c?|z|"2dH" < 4o0.
s

Scegliamo ora
g(x) = |2|* (max(1, |2]))",
i.e. g(x) = |z|* per |z| < 1 e g(x) = |z|*T8 per |z| > 1.

Per soddisfare [ g?c?|z|72dH™ < +o0, & sufficiente scegliere a e 3 tali che
s

4—n 4—n
o> , a+p8< )
S 2

Per una tale scelta di g, «, § la disuguaglianza diventa

(a*—2) / |z>* 22 dH" "+ ((a + B)* - 2) / |z 2@ =2c2qHm > 0.

SNB;1(0) 8\B1(0)



60 Mario Miranda

Se scegliamo a? < 2 e (a+(3)? < 2, la disuguaglianza scritta implica ¢? = 0.
Tutte le richieste per a e 3 possono essere soddisfatte se

4—n\?
< 2,
(")

cioe n =2,3,4,5,6. O




