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SOMMARIO. Questo testo presenta, in modo autosufficiente con espo-
sizione dettagliata, un’introduzione alla teoria dei gruppi finiti ed alle
applicazioni combinatorie, sottolineando I'importanza dell’utilizzo di
azioni di gruppi su insiemi con particolare riferimento agli aspetti
quantitativi dell’algebra moderna.



Prefazione

Questo quaderno ¢ maturato dall’esperienza didattica sulle lezioni tenute
dall’autore nel corso di Algebra Superiore per gli studenti del corso di laurea
triennale in matematica dell’Universita di Lecce, negli ultimi dieci anni.

L’obiettivo e di fornire, in modo autosufficiente con esposizione dettagliata,
un’introduzione alla teoria dei gruppi finiti ed alle applicazioni combinatorie,
sottolineando 'importanza dell’utilizzo di azioni di gruppi su insiemi con
particolare riferimento agli aspetti quantitativi dell’algebra moderna.

Il testo e diviso in sette capitoli. Il capitolo A costituisce una breve intro-
duzione ai concetti fondamentali dei gruppi e ai teoremi di omomorfismo
ed isomorfismo, necessari per lo sviluppo successivo. Il capitolo B studia le
strutture dei gruppi abeliani finitamente generati. In particolare, si eviden-
zia la funzione generatrice delle partizioni dei numeri naturali nel conteggio
dei gruppi abeliani finiti e nella trattazione del teorema di Hall riguardante
gli automorfisimi del p-gruppi finiti. Partendo dall’azione di gruppo su un
insieme, il capitolo C approfondisce ampiamente le orbite e gli stabilizza-
tori, ’equazione delle classi, transitivita e normalita. 1 teoremi di Sylow
e loro applicazioni per la determinazione delle strutture dei gruppi finiti si
trovano nel capitolo D. 1l capitolo E tratta concisamente 1 gruppi risolu-
bili e nilpotenti in relazione alle serie normali, centrali e al sottogruppo di
Frattini.

Gli ultimi due capitoli sono dedicati alle applicazioni combinatorie. Esami-
nando 1’azione di gruppo sulle applicazioni fra due insiemi, il capitolo F
presenta la teoria enumerativa di Pdolya-Redfield e 'applicazione nel con-
teggio combinatorio, che viene facilitato inoltre dalle formule dimostrate
per gli indici di gruppi finiti. Infine, il capitolo G espone la teoria del-
Uinversione di Mobius-Rota sugli insiemi parzialmente ordinati, che viene
applicata sistematicamente alle funzioni aritmetiche, al principio di inclu-
sione ed esclusione, agli spazi vettoriali di dimensione finita sui campi finiti
e ai coefficienti binomiali gaussiani, alla funzione di Mobius del reticolo delle
partizioni e infine alla formula di Ryser per calcolare il permanente della
maftrice rettangolare.

Lecce, 7 luglio 2007 CHU Wenchang






CAPITOLO A

Teoria Introduttiva dei Gruppi

Un gruppo € un insieme di elementi munito di una operazione binaria che
verifica la proprieta associativa, nel quale esiste un elemento particolare,
detto elemento neutro, e in cui ogni elemento ammette il suo inverso.

Quando l'operazione del gruppo verifica anche la proprieta commutativa
1l gruppo viene chiamato abeliano; se inoltre il gruppo e generato da un
numero finito di suoi elementi si dice gruppo abeliano finitamente generato.

In questo capitolo introdurremo nozioni della teoria dei gruppi, che saran-
no la base per i capitoli successivi. Indispensabili saranno il teorema di
Lagrange, i teoremi di 1somorfismo ed il prodotto diretto con la sua carat-
terizzazione. Infine, alcuni teoremi della teoria dei numeri sono dimostrati
come applicazioni esemplari.

Al. Gruppi e sottogruppi

Definizione Al.1. Sia G un insieme non vuoto munito di un’operazione
binaria “”. La struttura algebrica (G,-) viene chiamata gruppo se gode
delle sequenti proprieta:

(a) Proprieta associativa: (z-y)-2 = z-(y-2) perz, y, 2 € G.
(b) Elemento neutro: Esiste e € G tale che x-e = e-x = =z per ogni

r € (.
(¢) Inverso: Vx € G, esiste un y € G tale che x - y

I

y-r = e,

Definizione Al.2. Sia (G,-) un gruppo. Si dice (G,-) gruppo finito se
l'insieme G e finito; altriment: (G, ) viene detto gruppo infinito.

Definizione A1.3. Sia (G,-) un gruppo. Si dice (G,-) gruppo abeliano
se Vx,y € G wale la proprieta agguntive r -y = vy - x, detta proprieta
commutativa.

Definizione Al.4. Siano G un gruppo e g un elemento di G. Il piu piccolo
intero positivo n tale che g" = e € detto ordine di g o anche periodo di g,
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che viene indicato con o(g) = n. Se tale ordine non esiste, si dice g di
periodo infinito.

Definizione A1.5. Un gruppo (G, -) e detto gruppo ciclico se esiste g € &7
tale che G = (g) := {g" | k € Z}, cioé se G ¢ generato da un suo elemento.
In tal caso, la cardinalita di G coincide con ['ordine o(g) del generatore g.

Indichiamo con N e Ny rispettivamente ’insieme dei numeri naturali e quello
dei numeri interi non negativi. Allora si verifica facilmente che nessuna delle
quattro strutture (N, +), (N, x), (Np, +) e (Np, x) forma un gruppo. Invece,
abbiamo i seguenti gruppi sulla base dei sistemi dei numeri:

e 7 - numeri interi: (Z, +) € un gruppo ciclico infinito.

Q - numeri razionali: (Q, 4+) e (Q\{0}, x) sono gruppi abeliani infiniti.

R - numeri reali: (R, +) e (R\{0}, x) sono gruppi abeliani infiniti.

C - numeri complessi: (C, +) e (C\{0}, x) sono gruppi abeliani infiniti.

Z. - Uinsieme completo delle classi residue modulo m: (Z,,,+) € un

gruppo ciclico finito.

e ZX - I'insieme ridotto delle classi residue modulo m (le classi rap-
presentate dai primi relativi a m): (Z), X) ¢ un gruppo abeliano
finito.

e © & @

Definizione A1.6. Sia (G, ) un gruppo. Un sottoinsieme stabile H di G
st dice un sottogruppo di G se la sottostruttura (H,-) é un gruppo.

NoTAzZIONE: Con H < G e H < (G indichiamo H sottogruppo e sottogruppo
proprio di (G, rispettivamente.

Per verificare che (H,-) € un gruppo dovremmo prima di tutto controllare
che Vz,y € H, vale x - y € H dopo di che dimostrare le tre proprieta che
caratterizzano la struttura algebrica di gruppo; alternativamente potremmo
usare la seguente equivalenza: Se H e un sottoinsieme non vuoto del gruppo
G, allora H & un sottogruppo se e solo se per ogni coppia (z,y) di elementi
di H anche il prodotto x - y~! appartiene ad H.

Siano G un gruppo, H un sottogruppo di G e z un elemento di G. Definiamo
laterale sinistro e laterale destro di H in G determinati da z rispettivamente
come segue:

oH
Hzx

(zh|Vh € H),
{hz|Yh € H}.

I

Ovviamente, laterali destri (sinistri) distinti di H in G sono anche disgiunti
e H coincide con il laterale sinistro hH e destro Hh per qualunque h € H.
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L’insieme dei laterali sinistri (destri) & una partizione di G. Inoltre, tutti i
laterali (sinistri e destri) di H in G sono equipotenti ad H.

Teorema A1.7 (Teorema di Lagrange). Siano G un gruppo finito e H un
suo sottogruppo, allora Uordine di H divide quello di .

DIMOSTRAZIONE. Denotiamo con n il numero dei laterali destri di H in
G. Allora Vg € G, |Hg| = |H|, cioe ogni laterale destro ¢ formato da |H|
elementi. I laterali destri non sono altro che le classi di equivalenza di G
rispetto alla relazione “~” tale che Vz,y € (G, si ha che

r~y <= z-y 'e€H

quindi per le proprieta delle relazioni d’equivalenza sappiamo che i laterali
sono a due a due disgiunti ed esauriscono . Allora |G| = n - |H|, percio
|H| divide |G].

Proposizione A1.8 (Gruppo di ordine p). Sia G un gruppo finito di ordine
p, con p primo. Allora G ¢ ciclico.

DIMOSTRAZIONE. Dato che |G| = p > 1, esiste un elemento g € G tale che
o(g) > 1. Allora consideriamo il sottogruppo ciclico H = (g) generato da g.
Secondo il teorema di Lagrange, si ha 1 < |H| = o(g)|p = |G|, che implica
|H| =o0(g) =pe H=G_G. Quindi G & un gruppo ciclico.

A2, Sottogruppi normali e gruppi quozienti

Definizione A2.1. Siano G un gruppo ¢ H un suo sottogruppo. SeVr € G,
risulta Hr = xH, allora si dice H sottogruppo normale di G e s7 usa la
notazione H 4 G.

OSSERVAZIONE: Per x € (G, definiamo il coniugato di H sotto x con
H* .= 7 'Hzx. Allora per ogni ¢ € G, tH = Hzx equivale a H* = H.
Percio H e sottogruppo normale di GG se solo se H* = H per ogni x € G.

Analogamente, per due elementi x e y in un gruppo G, si dice che y e
coniugato a z se esiste un ¢ € G tale che y = z9 := g lzg. Per un
fissato * € G, si definisce classe di coniugio di = in G come l'insieme di
tutti gli elementi coniugati a 2 in GG e si denota con Cl(z). Allora, H € un
sottogruppo normale di un gruppo G se e solo se H contiene tutti i coniugati
di tutti suoi elementi.
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Per un gruppo G e un suo sottogruppo normale H, possiamo definire
'operazione indotta “o” per due laterali Hx e Hy come segue:

Hro Hy = HoxzHzx'(zy) = H(zy).
Allora per l'insieme dei laterali destri di H in G
G/H = {Hg|lgeG}
abbiamo 'operazione binaria indotta da quella su G:
“o”: G/HxG/H — G/H,;
Hx oHy = H(zy).
Non ¢ difficile vedere che (G/H, o) € un gruppo.

Definizione A2.2. Se G e gruppo e H un sottogruppo normale di G, allora
G /H st dice gruppo quoziente.

A3. Omomorfismo ed isomorfismo

Definizione A83.1. Siano (G,) e (H,©) due gruppi. Un’applicazione f da
G in H si dice un omomorfismo se f(z -y) = f(z) ¢ f(y) per ogni coppia
z,y € G. Quando Uapplicazione f é iniettiva, suriettiva e bizettiva, I'omo-
morfismo f viene denominato rispettivamente monomorfismo, epimorfismo
e isomorfismo. Nell'ultimo caso, i due gruppi G ¢ H si dicono isomorfi € si
denotano con G = H.

Sia f : G — H un omomorfismo. Si dice nucleo di f e si indica con il sim-
bolo ker f, I'insieme degli elementi di G la cui immagine risulta 1’elemento
neutro di H. Non e difficile verificare che il nucleo ker f € un sottogruppo
normale di G.

Teorema A 3.2 (Primo teorema di omomorfismo). Siano G e H due grupp?
e f un epimorfismo da G ad H. Allora G/ ker f ¢ isomorfo ad H.

DIMOSTRAZIONE. Per semplicita, denotiamo con K = ker f. Dato che K e
un sottogruppo normale di G, allora il gruppo quoziente G/ K e ben definito.
Consideriamo 1’applicazione canonica ¢ indotta da f:

G’/KLH . ¢(Kz)= f(z) per Kxe G/K:;

o(Kz - Ky) ¢(Kz)odp(Ky) = f(z)o f(y)
d(K(z-y)) = flz-y) = f(z) o fy).

Ricordando che f e epimorfismo da G ad H, si ha che ¢ € suriettivo da
G/K ad H. Per ogni due laterali Kz e Ky in G/K, se ¢(Kz) = ¢(Ky),
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allora f(z) = f(y). Quest’ultima equivale a f(zy™!) = f(z)f ' (y) = ex,
dove ey & I’elemento neutro di H. Dunque abbiamo zy~! € K = ker f, che
implica Kz = Ky. Allora ¢ ¢ anche iniettivo, percio biiettivo. Quindi ¢ &
un isomorfismo da G/K ad H.

Teorema A3.3 (Secondo teorema di isomorfismo). Sia G un gruppo e siano
H e N due sottogruppi normali di G tali che H < N. Allora il gruppo E§£

é isomorfo a G/N.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo due epimorfismi canonici:
GLGXH . ¢(z) =xzH per ze€G,

v G/H

" N/H

G/H Y(cH)=xzH(N/H) per zH € G/H.

Allora I’'applicazione composta
yop G/H

" NH
¢ ancora un epimorfismo. Secondo il teorema d’omomorfismo, abbiamo
subito che G/ ker(y ¢ ¢) € isomorfo a %fLﬂ' Rimane da confermare il fatto
che N = ker(¢ o ¢). Infatti, x € G appartiene a ker( ¢ ¢) se e solo se
zH(N/H)= N/H, cioé se e solo se ztH € N/H. Quest’ultima & equivalente
ax € N. Dunque N = ker(v ¢ ¢) e G/N ¢ isomorfo a %%

G

v(é(z)) = zH(N/H) per z€G

Teorema A3.4 (Terzo teorema di isomorfismo). Sia G un gruppo e siano
H ed N rispettivamente un sottogruppo ed un sottogruppo normale di G.
Valgono:

(a) HN é un sottogruppo di G.
(b) N é sottogruppo normale di HN.
(¢) HN/N = H/(HNN).

DIMOSTRAZIONE. Verifichiamo separatamente ognuna di queste tesi.

[a] Osserviamo che HN & sottoinsieme di G perché lo sono sia N che H,
inoltre si tratta di un insieme chiuso rispetto a “.”. Infatti, per due elementi
hiai e hoas di HN, si nota

(h1a1) - (h2az) = (hihs) - {(hy'a1h2) - a2}

a,ppa.rtlene ad HN, perché N é sottogruppo normale di G, quindi si ha

- ho - ay '€ N. Restano da provare le proprietd del gruppo. E ovvio
che vale la proprieta associativa perché HN C G. Esiste 1’elemento neutro
e € HN, lo stesso e € G . Per ogni ha € HN, esiste il suo inverso a~'h~!
perché (ha)~! =a 'h=!' = h Y (ha"'h~!) € HN.
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[b] Osserviamo che N ¢ sottoinsieme di HN perché N = e, inoltre N e
sottogruppo normale di G quindi N e sottogruppo normale di HNN.

[c] Non é difficile vedere che H N N & un sottogruppo normale di H. Con-
sideriamo ¢ la funzione da HN/N in H/(H N N) che trasforma, per ogni
ha € HN, il generico laterale haN = hN di HN/N in h(HNN) € H/HNN.

Per ogni h € H e a € N, scriviamo esplicitamente:

O : HN/,N — H/(HNN);
$(hN) = p(haN) = h(H N N).

Dimostriamo che ¢ € un isomorfismo.
e ¢ ¢ un omomorfismo. Siano hyai1 N e hoas N due laterali di HN/N vale
che
d((h1a1N) - (heaaN)) = ¢((hi1a1) + (heaz)N)
= ¢((h1h2)(a?a2)N) = ¢((h1h2)N) = (h1h2)(H N N)
=hi(HNN) -hay(HNN) =¢(h1a1N) - ¢p(haaaN).

e ¢ & iniettiva. Siano hiai N e hoasN due laterali di HN/N dobbiamo
verificare

qb(hlﬂ]N) — qﬁ(hgagN) —— hlﬂlN = hzazﬁr.
Infatti
d(h1a1N) = ¢(hoaaN) = hi(HNN) = hy(HNN)

che implica hlhgl € N, percio hiN = haN e hjaiN = hsasN.
e La suriettivita e ovvia.

Dunque HN/N ¢ isomorfo a H/(HN N). (]

A4. Prodotto diretto

Definizione A4.1. Sia (G, ) un gruppo e siano Hy, Hs, - - , H,, sottogrupp:
di G. Si dice che G é prodotto diretto degli { Hi}}_, se risulta

(a) per ogni elemento g € G, si esprime in modo unico come prodotto
g=hyho---hy, dove hy € Hy, per k=1,2,--- n.

(b) ogni elemento di H; € permutabile con tutti gli elementi di H; per
1,7 =1,2,---,n cont#Fj.

I gruppt Hi con k = 1,2,---,n st chiamano fattori diretti di G. Useremo
il sequente simbolo per indicare che G ¢é prodotto diretto degli {Hy}}_;:
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G=QQHi=H @H®---®H,.
k=1

OSSERVAZIONE: E utile chiarire la precedente definizione:

e La prima proprieta del prodotto diretto dice che ogni elemento g di G si
scrive in modo unico come g = hihg - - - by, il che significa HiHq - -+ Hy,
& sottoinsieme di G. Precisa inoltre che G = H Hy - - - H,.

e Se G ¢ prodotto diretto dei sottogruppi Hi, Hs,---, Hy, non conta
’ordine in cui vengono scritti gli H; nel prodotto, I'importante e che
ognuno di questi compaia una sola volta.

e Se tutti gli H; sono gruppi abeliani anche G e abeliano.

Teorema A4.2 (Teorema di caratterizzazione). Siano G un gruppo e { Hi}7_,
sottogruppi di G, allora G é prodotto diretto degli Hy con k =1,2,--- ,n se
e solo se

(a) tutti gli {Hy}7_, sono normali.
(b) G = (HI'PH?! e 3Hﬂ,>-
(c) {e} =HHili#k conl<i<n).

Il sottogruppo (Hi, Ha,---, H,) & generato da Hy, Ha, -+, Hy, cioe il piu
piccolo sottogruppo che contiene Hy, Ha, -+ , H,. Con (H; | i # k) si indica
il sottogruppo generato da tutti gli H; con ¢ = 1,2, -+, n tranne Hy.

DIMOSTRAZIONE. Supponendo che G sia prodotto diretto degli {Hy}p_,
vogliamo verificare le condizioni necessarie [a], [b] e [c].

[a] Dobbiamo dimostrare che, dato k = 1,2,---,n, Hy e sottogruppo
normale cioé che

Vg€ G == HJ = g~'Hxg = Hj.

Se g € @, sapplamo che esistono h; € H; con ¢ = 1,2,---,n tali che
g=hy-hg---hy,, dove {h;}™_; sono due a due permutabili. Osservando che

H; ¢ permutabile con ogni h; si ha che H ;: = Hj con i # k. Dunque

[b] Dalla definizione di prodotto diretto deriva che G = (Hy, Ha,- -+, Hy).
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[c] Dimostriamo che V z € Hi()(H;|i # k)) risulta * = e. Dato che
r € Hy[WH;]¢ # k), esistono h; € Hj con j =1,2,---,n tali che

— hk — N hkﬂ " €
:th :hl'“hzk—le hk'i'l"'h’ﬂ*
otk

Per la prima proprieta del prodotto diretto, z ha un’unica fattorizzazione,
percio

Ora dimostriamo le condizioni sufficienti.
Perogniz€e Hiey€ Hijconi# j,valex-y=y-x.

Siano x € H; e y € H; generici con ¢ # j. Osserviamo che:

:r:_l-y_l-:r-y = (m*l*yhl*m)-y

= (y') -y € H;
dato che y € H; e (y~')* € H; perché H; & un sottogruppo normale.

Analogamente, si ha che

ehyhrey = 2T (o y)
— I'_l':I?yEHi

dato che z¥ € H; e x~' € H; perché H; & normale.

Quindi
:I:_l-y_l-ilf'y = HiﬂHj gHiﬁ(Hka;éi):{e}

percio ¢ -y = y - T, che conferma la proprieta [b].

Dimostriamo che Vg € G, esistono unici h; € H; con i = 1,2, ,n tali che
g=hihy: - hy.

Dall’ipotesi [b], si ha che G = (Hy,H,,---,H,). Conseguentemente
abbiamo G = H; - Hy--- H, perché {Hy}}_, sono a due a due permutabili
elemento per elemento.

Resta da provare 'unicita. Sia g un generico elemento di G. Supponiamo
che

g = hihg---hy = hihy---h,
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per hi, h}, € Hi con k =1,2,---  n. Allora si ottiene che
hihy -+ hy = Bihy-- by, => hghi" = [[ k7'M
ik

che e giustificato dalla permutabilita dimostrata nella prima parte.

Alloraper k=1,2,---,n vale
hihi, ™t € He(V({H; |j# kconl<j<n}) = {e}.

Quindi hkh’;:_l = e che equivale a hy = h) per ogni k con 1 <k < n.

Corollario A4.3. Siano {Hi}p_, sottogruppi finiti di un gruppo G a due
a due permutabili elemento per elemento. Il loro prodotto ¢ un sottogruppo
di GG, ed e un prodotto diretto se e solo se ha per ordine il prodotto deglt
ordini deglt Hy, con k=1,2,--+ ,n.

Notiamo che se per ogni ¢« = 1,2,.--,n si ha H; finito, allora anche il
prodotto HyHy - - - H, € un insieme finito. Se invece gli H; sono solamente
sottogruppi di &, non si puo dire che H Hs .- H, e sottogruppo di G.
Pero, se {H;} sono sottogruppi finiti del gruppo G a due a due permutabili
elemento per elemento, si verifica che HHs--- H, € un sottogruppo di G.
Infatti:

o HiH, --H, ¢ diverso dal vuoto perché e € H; perognii=1,2,---,n
quindi e € H{Hy - H,,.

e HiH,--- H, ¢ sottoinsieme di G {banale).

e Sianoa,b€ H{H,- - H, dimostriamo che ab~! appartienea H,Hsy - - - Hy,.
Per ogni ¢ = 1,2, .-, n esistono due elementi x; e y; appartenenti ad
H;talichea = zyz0--rxzped = y1yz2 <+ - yn. Allora:

ab™! = (ziwz - xa) (Y7 ye o oyn ) = (Y (2w ) - (@ayy ).

DIMOSTRAZIONE. Verifichiamo la condizione necessaria della tesi del corol-
lario. Per ipotesi H e prodotto diretto degli { Hx}7_,, quindi per ogni h € H
esistono h; € H, cont=1,2,---,n tali che h = hihy - - h,,. Mostriamo che
si deve necessariamente verificare

[H| < |Hy|-|Ha|---|Hn|  oppure  |H|=|H:|:|Hp| - |Haq.

Infatti, variando nel suddetto prodotto hihs:--h, un generico hx con un
altro elemento di Hj, si ottiene un altro elemento di H. Ovviamente hj
puo variare in | Hy| modi diversi, quindi, variando tutti gli Ak in tutti i modi
possibili, otteniamo |Hy| - |Hg|--|Hy| elementi di H, quindi il numero di
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elementi che formano H non puo essere inferiore al prodotto delle cardinalita
deil vart Hy con k=1,2,--- ,n.

Passiamo ora a dimostrare la condizione sufficiente. Per ipotesi
H=HHy---H, e |H|=|Hy| |Hq|---|Hy|

dimostriamo che per ogni h € H esistono hy € Hp con k= 1,2, ,n tali
che h = hihg - - - hy, dove questi hi sono unici. L’esistenza degli hx € ovvia in
quanto H = H{H, - -+ H,,; resta da provare la loro unicita. Supponiamo per
assurdo che esista un elemento g € H tale che g = hyho---h,, = hihs-- - h),
con almeno un indice k tra questi n tale che hy # h). Allora g scritto
in due modi diversi contribuisce una volta in [H1H,---H,| e due volte
in |Hy|«|Hal - |Hy,| per cui |H1Hy---H,| < |Hy|-|Ha| - +|Hy| il che ¢
assurdo!

Ab5. Applicazione alla teoria del numeri

A5.1. Il piccolo teorema di Fermat. Sia p un primo. Denotiamo con
Z, l'insieme dei residui modulo p diversi da zero. Dimostrare:

(a) Z) & un gruppo con la moltiplicazione modulare.
(b) per ogni numero intero n, vale n? = n (mod p).

DIMOSTRAZIONE. Prima di tutto, e facile vedere che 1 € Z;‘ e l'elemento

neutro di Z;‘ Per due elementi m, n € Z;, 1l loro prodotto modulo p e

diverso da zero, quindi appartiene ancora a Z;. Percio Z;‘f ¢ chiuso rispet-

to alla moltiplicazione modulare. Per ogni intero m € Z;, consideriamo
M = {m, m?, ... ,mP}, p-interi generati dalle potenze di m. Dato che la

cardinalita di Z € uguale a p—1, allora esistono due numeri mtem? in M
con 1 <4< j < ptali che m* =m/ (mod p). Notando che med(m,p) = 1
e med(m’, p) = 1, possiamo subito dedurre che

—i

m P =mxm?™ =1 (mod p).

Questa congruenza significa che m? ! & inverso di m in Z, . E ovvio che

Z;f e commutativo e anche associativo. Dunque Z; ¢ un gruppo abeliano
di ordine p — 1.

Per qualunque numero intero n, se p|n, abbiamo

n’ =n=0 (mod p).



Teoria dei Gruppi Finiti ed Applicazioni Combinatorie 11

Altrimenti, consideriamo il sottogruppo (n) di Z) generato da n. Secondo
il teorema di Lagrange, 'ordine d di (n) € un divisore dell’ordine di Z;, che
implica,

— —-1)/d
nP~! = (nd){p e = (mod p).
Moltiplicado con n, otteniamo in questo caso la stessa congruenza
n” =n (mod p).

Cosl abbiamo dimostrato il piccolo teorema di Fermat tramite la teoria dei
gruppi finiti.

A5.2. Funzione Eulero. Per un numero naturale m, sia ®(m) I'insieme
degli interi da 1 a m, primi relativi a m.

(a) Dimostrare che ®(m) & un gruppo con la moltiplicazione modulare
rispetto a m.

(b) Teorema Eulero: Per ogni intero k con mcd(k,m) = 1, dimostrare la
congruenza k¥ =1 (mod m) dove ©(m) & la funzione di Eulero.

(¢c) Pern > 1 un altro numero naturale, dimostrare che m divide o(n™—1).

DIMOSTRAZIONE. Seguendo la stessa procedura della dimostrazione del pic-
colo teorema di Fermat, possiamo confermare che ®(m) & veramente un
gruppo con la moltiplicazione modulare rispetto a m ed il teorema Eulero

2™ =1 (mod m) se med(k,m)=1.

Per I’affermazione (c), consideriamo il sottogruppo (n) di &(n™ —1) generato
da n. Non ¢ difficile verificare (n) = {1,n,n* n™ 1}, che implica |(n)| = m.
Allora m|p(n™ — 1}, in virtu del teorema di Lagrange.

A5.3. Funzione Eulero ancora. Sia G un gruppo ciclico. Dimostrare le
seguenti affermazioni:

(a) Ogni sottogruppo H di G ¢ ciclico. Determinare il numero dei genera-
tori di H.

(b) Se G & finito con |G| = m < oo, allora per ogni n|m, esiste un solo
sottogruppo di ordine n in G.

(¢) La formula della somma finita m = . ¢(n), dove ¢ ¢ la funzione

di Eulero.

DIMOSTRAZIONE. Se G = (g) € infinito, allora G & isomorfo a (Z,+) e
quindi ha solo due generatori g e g~!. Se G = (g) invece & finito con

l'ordine |G| = m, allora il numero dei generatori & uguale a ¢(m). Infatti,
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se ¢g¥ & un qualunque generatore di G, allora med(k,m) = 1. Altrimenti,
mcd(k, m) > 1 ci porterebbe alla seguente espressione:

m <
mcd(k, m)

m == G(gk) — ‘{gk,g%, o ,gk}{“mdﬁhm] }| < .

Quindi ogni generatore ¢* di G corrisponde a un numero naturale k& con
1 < k < m tale che med(k,m) = 1. Percio il numero dei generatori del
gruppo G & proprio uguale alla funzione Eulero ¢(m).

[a] Sia G = (g) un gruppo ciclico generato da g. Per un sottogruppo
H < G, consideriamo ’elemento ¢"™ di H come minima potenza positiva di
g. Allora H = (g"). Altrimenti, esiste un numero intero positivo k¥ con nfk,
tale che g* € H. Secondo l'algoritmo di Euclide, esistono due interi g e r
con 0 < r < n tali che k = ng + r. Allora troviamo un elemento

gr‘ _ gk _ (g-n,)_'fj’ c H
che contraddice il fatto che g™ sia l’elemento di H con minima potenza
positiva di g. Quindi H ¢ ciclico.

Quando G é infinito, generato da g, € facile vedere che ogni sottogruppo
H = (g") ¢ infinito ed ha solo due generatori g™ e g~ ". Invece, se G & finito
con |G| = m, allora H pure ¢ finito. Supponendo che |H| = n, si ha che il
numero dei generatori di H € uguale a ¢(n).

[b] Per ogni divisore n|m, & evidente che il sottogruppo ciclico

m m 2m (n—1)m
H = (gn) = {9“,9*”- g ,9"’”:6}
ha ordine n. Vogliamo verificare che, fissando ’ordine n, questo € 'unico
sottogruppo di G.

Ricordando che per G = (g}, ogni sottogruppo ciclico di ordine n & generato
da qualche ¢* con o(g*) = n, se proviamo che ¢* € H, allora H & 'unico
sottogruppo di ordine n in G.

Dato che o(g*) = n, si ha che ¢*™ = e. Allora esiste un numero naturale d
tale che kn = md perché o(g) = m. Da questo possiamo dedurre:

TrL

md/n _ (g?)d c H.

=g

Dunque, per ogni n|m = |G|, esiste un solo sottogruppo ciclico di ordine n.

[c] Ora, ogni elemento di G & generatore di qualche sottogruppo di G e vice
versa, ogni sottogruppo H ha i generatori in numero ¢(|H|). Classificando
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i generatori (tutti gli elementi di ') secondo 'ordine dei sottogruppi di G,
otteniamo la seguente formula:

m=1G=3 ¢(H) =Y ¢n).

H<G n|m

Cosi abbiamo completato la soluzione del problema.

A5.4. Teorema di Wilson. Se (' ¢ un gruppo abeliano finito con

G = {gx}?_,, dimostrare che [[;_, gx € un elemento di G il cui quadrato &

I’elemento neutro.

(a) Seil gruppo G non ha elementi di ordine 2, dimostrare che [[,_, g = €
(I’elemento neutro).

(b) Se il gruppo G ha un solo elemento z di ordine 2, dimostrare che

Tl
(¢) (Teorema di Wilson) Per un numero primo p, dimostrare la congruenza

(p—1)'=-1 (mod p).

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo un automorfismo su G definito da
v: G— G con vz)=zxz"' per z€G.
Allora si ha che

T Tt
g=[Jox=]]o'=9"
k=1 k=1
che implica g° = e, I’elemento neutro di G.

Se G = {gx}7_, ha un solo elemento di ordine 2, allora {gi,g2, -, gn}
possono essere raggruppati in coppie di elementi reciproci piu l'elemento
neutro e ed un elemento z di ordine 2. Allora si ha che

T
g=[]ar=cz=2
k=1

Ricordiamo che Z7, l'insieme ridotto dei residui modulo p, € un gruppo
abeliano di ordine p—1 (in pit, Z; & ciclico) co la moltiplicazione modulare
rispetto a p. Evidentemente p — 1 & un elemento di ordine 2 in Z;. Non
ci sono altri elementi di ordine 2 in Z;‘ Infatti, supponiamo che esista un
k € ZX tale che k* = 1 (mod p). Allora k = +1 (mod p), in cui il segno
“+” corrisponde all’elemento neutro mentre quello “~” a p — 1. Dunque

(p—1)!=p—-1=-1 (mod p)

che e 1] teorema di Wilson.




14 CHU Wenchang

A5.5. Numeri armonici: Teorema di Wolstenholme. Per un primo
dispari p, si definisce la somma parziale

l+=+ =+ =

1 1 1 m
2 3 p—1 n

dove m e n sono numeri naturali. Dimostrare che p|m. Inoltre se p > 3, si
ha che p?|m.

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo di nuovo il gruppo Z;, l'insieme ridotto
dei residui modulo p co la moltiplicazione modulare rispetto a p. Definiamo
un automorfismo su Z;; come segue:

_ _ -1
Vi Zy — Ly con P(k)=Fk per k€E€Z;.

Scriviamo la somma armonica come segue:

I

=1 p—1
m _ 1 Sp) . (p — 1)
— = 3:1 E - oo 1 dove S(p): .

Per dimostrare p|m, e sufficiente verificare che p divide S(p).

Secondo il teorema di Wilson, si ha che

p—1

—~ 1!
S(p) = Z P kl)* =p = Z k™!
k=1 kEZ)
=, mZkEp —(g) =, 0
keZ,

che significa p|S(p), da cui si deduce p|m.

Per p > 3, possiamo riformulare la somma S(p) come segue:

- "EPre-1 (-1
Sw) = 2 T = Z{ ; ~p__k}

k=1

p(p—zliﬂ (p—1)
&~ k(p—k)

Per dimostrare p?|m, dobbiamo verificare che p divide la somma destra.
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Per il sottogruppo Z;f? composto dai quadrati degli elementi di Z°, ¢ induce
pure un automorfismo. Allora possiamo procedere come segue:

(p— l}z’2 __1),

Y ks Tite Tk
k E){? ‘:-E’ZKE
(p—1)/2

1l

, Z 12 = P24— 1)'

Notando che p = +1 (mod 6), si ha che 24|(p? — 1). Conseguentemente, la
frazione destra & un intero che & multiplo di p. Dunque p?|m per p > 3.




CAPITOLO B

Gruppi Abeliani Finitamente Generati

Data la notevole importanza dei gruppi abeliani finitamente generati nel-
lo studio delle matematica astratta e delia fisica teorica, questo capitolo
trattera la struttura dei:

e gruppi abeliani finiti;

e gruppi abeliani liberi finitamente generati;

e gruppi abeliani misti finitamente generati.

Questa suddivisione ci permette di analizzare i gruppi abeliani finitamente
generati in base all’ordine (finito o infinito) dei propri elementi.

Per quanto riguarda i gruppi abeliani finiti, si presentano tre metodi per
decomporre un gruppo abeliano finito. Si stabiliscono per tale obbiettivo
il teorema fondamentale dei gruppi abeliani finiti, il teorema di decompo-
sizione primaria ciclica ed il suo corollario, la decomposizione in p-gruppi
finiti. Con questi teoremi, inoltre, saremo in grado di ottenere il numero di
gruppi abeliani tra loro non isomorfi di ordine n, numero naturale fissato,
ma c1 sara utile un breve studio sulle partizioni e sulla funzione generatrice
che ci permettera di semplificare notevolmente i vari calcoli.

Proseguiremo lo studio dei gruppi abeliani liberi finitamente generati e di-
mostreremo che sono il prodotto diretto di un certo numero di gruppi ciclici
isomorfi a (Z,+); mentre per i gruppi abeliani misti finitamente generati
dimostreremo che sono isomorfi al prodotto diretto di gruppi ciclici che pos-
sono essere p-gruppi (come nel caso dei gruppi abeliani finiti) o sottogrup-
pi isomorfi a (Z,+) (come nel caso dei gruppi abeliani liberi finitamente
generati). Infine, vengono approfonditi le partizioni e teorema di Hall sugli
automorfismi dei p-gruppi abeliani finiti.

B1l. Teorema fondamentale dei gruppi abeliani finiti

Siano G un gruppo e g un elemento di G. Ricordiamo che ordine di g & stato
definito come il pilt piccolo intero positivo n tale che g = e ed indicato con
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o(g) = n. Allora per ogni numero naturale m, vale che g"" = e. Viceversa,
abbiamo il seguente:

Lemma B1l.1. Siano G un gruppo e¢ g € G un elemento di ordine finito
o(g) = n < co. Allora per un intero m, valgono:

(a) g™ e l'elemento neutro di G se e solo se n|m.
(b) 0o(¢g™) = n/med(m,n) per qualunque numero intero m diverso da zero.

DIMOSTRAZIONE. Se m|m, esiste un intero ¢ tale che m = nf. Allora ab-
biamo che ¢™ = (¢")" = ¢ = e. Ora, supponiamo per assurdo che n}m,

allora esistono g, r interi tali che m = ng+r con 0 < r < n, quindi
gMm = g™t = ¢" . (¢g")9 = ¢g". Da qui si evince che se g"* = e vale anche
g" = e con 0 <r < n =o0(g), che contraddice il fatto che 'ordine di g ¢

uguale ad n.

Sia d := mecd(m,n), allora esistono m’ e n' interi coprimi tali che m = m'd
e n = n'd. Osserviamo che

(gm)ﬂ" — (gm;-ri)n’ _ (gn)m’ = e

m\k — ¢ vale che n'|k.

inoltre per ogni k tale che (g

™Yk = ¢ si ha ¢"* = e, quindi per 'osservazione precedente
!

Infatti, se (g
o(g) = n e n|(mk) per cui (n'd)|(m'dk) cioe n’'|(m’k); essendo n’ e m
coprimi, alloran’|k. Abbiamo cosi ottenuto o(g™) = n’ = n/mcd(n, m).

Lemma B1.2. Siano G un gruppo abeliano e x,y € G due element:t di
ordine m e n rispettivamente. Allora

(a) Uordine di xy divide mcm(m,n).
(b) in particolare, si ha che o(xy) = mn se med(m,n) = 1.
(c) esiste un elemento in G il cut ordine é mem(m,n).

DIMOSTRAZIONE. Ricordando che esistono due interi my,n; € N tali che
mem(m,n) = mym = nin, quindi

mem(rn,n), mem(rn,n)

T y — pfin

nn

Y = e.

(:ITT;) mem(m,n) _

Per Lemma B1.1, mcm(m, n) ¢ multiplo di o(zy), cioé o(zy)/mem(m,n).

Vogliamo ora dimostrare che se med(m,n) = 1 vale o(zy) = mn. E evidente
che (zy)™" = e, inoltre mn & il minimo numero verificante la proprieta
(zy)™" = e. Infatti, se k un generico intero tale che (zy)* = e, dato che

G ¢ abeliano vale che z* y~%. Non sara difficile verificare che k& ¢ un
multiplo di mn.

I
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Elevando ambo i membri a m si ottiene z™* = y~ ™k = ¢ dato che o(z) = m,
cioe o(y) = n|(mk) per Lemma B1.1. Secondo il teorema di Euclide, si ha

che n|k dato che mcd(m,n) = 1.

Analogamente, elevando ambo i membri della stessa a n si ha che z"* =

y~"* = e, quindi o(z) = m|(nk). A questo punto otteniamo che mlk.

Richiamando mcd(m,n) = 1, possiamo concludere che (nm)|k, cioe ogni
intero k tale che (zy)* = e & multiplo di mn.

Secondo il teorema fondamentale dell’aritmetica, possiamo scrivere
m:Hpi‘“ e nszi:’“'
k k

dove {px} sono un numero finito di primi distinti e { g, gx} numeri interi
non negativi.

Allora valgono le seguenti relazioni:

mine (N g, 2k )

med(m,n) = P, |
k
mcm(m, ﬂ) = pztax(}”ﬂﬂ”k)'

Per un sottoinsieme dei numeri naturali definito da
o= {k|X 2 pxf
introduciamo due divisori di m e n rispettivamente con
w=Tl o w=TIn
k€o k&o

Si vede subito che m'n’ = mem(m, n) con med(m’,n’) = 1.

L r I 'l L1 L1 - - )
Per due elementi ' = z™/™ e Yy = y”f " possiamo stabilire 1 loro ordini
come segue:

N m/m’y__ m ot
) = olx = =m/,
o(z) = of ) med(m, m/m') "
’ T
G(y!) — G(yﬂ;’n ) — __HI-

med(n, n/n’)

uindi il punto [b] appena dimostrato conferma che 'y’ ha ordine m'n’ =
P Y
mem(rm, ).

Il precedente lemma vale anche indebolendo le sue ipotesi. Infatti la sua
tesi € vera anche se G non € abeliano quando z e y sono permutabili.
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Lemma B1.3. Siano G un gruppo abeliano finito e x un elemento di G
di ordine massimo. Se y € un qualunque elemento di G, allora l"ordine di y
divide Uordine di a.

La finitezza di G garantisce 'esistenza di un elemento di ordine massimo;
ovviamente possono esistere anche piu elementi che hanno lo stesso ordine,
anche se 'ordine ¢ massimo.

DIMOSTRAZIONE. Denotiamo con n e mn rispettivamente ’ordine di x e y.
Supponiamo per assurdo che mj}fn. Sotto queste ipotesi esistera p primo,
tale che
m=m'p=: med(m’, p) = 1,
n=n-p": med(n’, p) = 1:
con o > . Intmdumaum ora un terzo elemento: z : "' ed osserviamo

= xP 9"
che o(z?") = n’ e oy m) = p® con med(n,p®) = 1. Allora da a > 7,
deduciamo

o(z) = o(zP") o(y™) = n'p® > n'p? =n = o(x).

Questo & assurdo perché x e elemento di ordine massimo.

Lemma B1.4. Siano G un gruppo abeliano finito e H = (x), con x ele-
mento di G di ordine massimo. Sia Hy un laterale di G/H di ordine m.
Allora nel laterale Hy esiste un elemento di ordine m.

DIMOSTRAZIONE. H & il sottogruppo generato da x che ¢ P'elemento di
ordine massimo, H = (z) = {z¥ |k =1,2,--- .o(z)}, quindi |H| = o(z).

Prima di tutto, H & un sottogruppo normale di G perché G & abeliano,

quindi (Hy)™ = Hy™. Peripotesi m ¢ l'ordine di Hy, allora (Hy)™ =

Hy" = H cioe y™ € H, per cui esiste k € N tale che y"" = k.

Posto z := z~%/™y, dimostriamo che z € Hy e che o(z) =

Infatti denotando con n e £ rispettivamente 'ordine di = e di y, vale

4 my AN
med (£, m) o(y™) = o(z”) =

n
med(n, k)

Osserviamo che (Hy)? = Hy* = H perché o(y) = ¢, quindi m|f e
mecd(¢, m) = m. Allora abbiamo la seguente implicazione:

k k med(n, k) k med(n, k) k

——

—
—

n
m  med(n, k) m "~ mcd(n, k) med(4,m)  med(n, k) 2
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; k 7
Notiamo che ncdnE) € 7

ma B1.3 perché n e ordine massimo degli elementi di G ed ¢ & 'ordine di

.. . . . _k
y € G. Concludendo ~£ e un intero e, per come ¢ definito H, 7= & un

suo elemento, quindi z € Hy.

sono due interi dove 'ultimo lo ¢ per il Lem-

Rimane da provare che 'ordine di z € m. Osserviamo che 2’ = (m‘??'?fy)"'” =
z7Fy™, ricordando che y™ = z*, allora 2™ = z~*z% = ¢ da cui o(z)|m.
Sappiamo che T~ appartiene ad H, per ci Hz = H :::*ﬁy = Hy; con-
seguentemente o(Hz) = o(Hy) = m. Notando che

(Hz)°?) = Hz°G) = H

allora mjo(z), per cui o(z) = m.

Teorema B1.5 (Teorema fondamentale dei gruppi abeliani finiti). Sia G
un gruppo abeliano finito di ordine n. Allora G ¢ isomorfo al prodotto diretto

G2GEIRG Q-G (:Hr]

ar gruppe ciclict Gy di ordini ey, con k= 1,2,--- €. Gli interi {e,} godono
delle sequenti proprieta:

(a) ex divide ex—1 perk =2,3,--,¢.

(b) i prodotto degli {e;} uguaglia l'ordine di G: n = ejes-- - ey,

(c) gli {ex} sono univocamente determinati dalle proprieta [a] e [b]. essi
sono denominati tattori invarianti del gruppo G.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo [a] e [b] per induzione su n.

Se n = 1, cioe |G| = 1 & banale. Supponiamo vera la tesi per i gruppi di
ordine minore di n > 1 e dimostriamo la sua veridicitd anche per i gruppi
di ordine n.

Sia GG un gruppo abeliano finito con |G| = n, sappiamo che esiste g; elemento
di massimo ordine in G con o(g;) = e; > 1. Definiamo G; = (g;) dato
che G & abeliano allora G; & sottogruppo normale di G. Possiamo allora
formare il gruppo quoziente G/G, per il Teorema A1.7 di Lagrange si ha
che |G/G1| =n/e; < n. Applicando ora I'ipotesi induttiva al gruppo G/Gh:

G/Gi=2H,®@H3®---® Hy

dove Hj € un gruppo ciclico per ogni k = 2,3.--. ¢, cioe esiste un hy € G
tale che Hy = (hyG:) con |Hg| = ex. Inoltre, si ha ovviamente |G/G,| =
er---eg=nje; e erlex—1 perk=3,4,--- ¢

Per il Lemma B1.4 in ogni laterale hyG; esiste un elemento g avente
ordine ex. Denotiamo con Gy il gruppo ciclico generato da g, allora per
ogni k = 2,3,---,¢ si ha che Gy = Hy con |Gx| = ex e exr41]ex. Ponendo
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H = Gq-G3-- -Gy, vogliamo dimostrare H = Go®G3® - - -® Gy verificando
che |H| = ey - e3 - - - €¢ per la caratterizzazione del prodotto diretto.

Consideriamo la restrizione ad H dell’epimorfismo canonico
¢:G— G/G; taleche o(g)=gG:.
72 Y3

Osserviamo che ogni elemento di H puo essere scritto come h = g52g3° -+ - g)°
perché H = Gy - Gs---Gg = (g2) - (g3) - - - {gs), per cui la sua immagine ¢
da(h) = (95°G1)(93°G1) -+ (g}°G1). Perognik = 2,3, -, £, 'elemento g
¢ nel laterale hyG; con o(gk) = ey, allora grG; = .Gy e ¢/*G) C (hiGy),
quindi

1 (h) € (haGh) - (h3G) - (heGr) = Ha Q@ H3 @ - @ Hyg = G /G

Si osserva che |¢p(H)| = |G /G| perché

S(H) = ¢((g2)) - #((93)) -~ o({9¢))
= (92G1) - (93G1) - - - (9eG1)
= (haGy) - (h3Gy) - -+ (heGy)
- H,@H;®---@ Hy = G/G,.

Quindi la funzione e suriettiva, da cui si ottiene |H| > [¢(H)| = ezes - - - ey,
dato che € assurdo che un insieme abbia meno elementi della sua immagine.
Ricordando come & definita H, si ha che [H| < eses - - - € per cui si conferma
Puguaglianza |H| = ezez - - - €¢. Secondo il Corollario A4.3 H ¢ il prodotto
diretto degli {G;}:

H=G068G3® - ®Gy.

Ora verifichiamo che G = HG,. Infatti HG, C G perché H < G e G1 < G.
Inoltre si ha che HG, O G visto che se ¢ € G esiste h € H tale che
hGy = ¢(g) = gG, allora esiste ¢’ € G tale che g = hg' per cui g € HG,.

Secondo l'isomorfismo H = G/G,, sappiamo ora che |H| = |G/Gy| =
\HG /G|, inoltre G e sottogruppo normale di G e H < G, allora per il
Teorema A 3.4 di isomorfismo HG1/G1 = H/(HNGq), quindi |[HNG,| =1
cioe H NGy = {e}.

Per la caratterizzazione del prodotto diretto, abbiamo G = H ® ;. Dato
che H=Z Go® - QGralloraG = G10G2®---®Gy con |G| = e per ogni
k=1,2,---,¢. Si verificano anche ex|ex_1 per k = 2,3, .-, £ utilizzando il
fatto che e; € ordine massimo quindi es|e; e 'ipotesi induttiva applicata a
G/Gi=2Hy® H3®---® Hp.

Abbiamo cosi dimostrato le prime due tesi. Rimane solo da verificare
'ultima; ovvero 'unicita.
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Supponiamo che G 2 G1®Ga® - -@Gped anche G EZ G ®G; ® -Gy,
con |G¢| > 1 e |G)| > 1 tali che valgano [a] e [b] per entrambe. Senza
perdere di generalita, si assume che ¢ < ¢'. Allora

G, = (g1) con g¢; elemento di ordine massimo in G => €] |e;,

G) = (g}) con g elemento di ordine massimo in G = ej|e;
quindi e; = €4, allora G; &£ G| e G/G; = G/G ovvero
Go®G3® QG =2GHQ - QGY.
Ripetiamo il procedimento
Go — (g2) con g elemento di ordine massimo in Go @G53 @ - -+ & Gy,
/= (gh) con gh elemento di ordine massimo in G, ® G5 ® - - - ® G;
quindi e; = €5, ed analogamente
G1® G2 =G ®G,

il che implica

G3®G1® -G 2GyR--Gy.

Continuando a ripetere il procedimento per G3,G4,Gs,--- fino a Gy,
otteniamo Gy = G, ® - -+ ® G,. Analogamente e; = €, e Gy = G, per cui
risulta

Ge/Ge = {e} = Gy®---® Gy/Cl
cid significa ¢ = #'. Ricapitolando possiamo concludere che |G| = |G| per
ognik=1,2,--+,0=1¢.

B2. p-gruppi e decomposizione primaria ciclica

Denotiamo con P l'insieme dei numeri primi. Fissato un numero primo
p € P, un p-elemento di un gruppo G e un elemento il cui ordine e una
potenza di p. Se tutti gli elementi di G tranne l'elemento neutro sono
p-elementi allora G si dice p-gruppo.

L’esempio pilu semplice ¢ il gruppo di Klein che e un p-gruppo con p = 2.
Infatti, fissate nel piano due rette perpendicolari a e b, e detto ¢ il loro punto
d’intersezione, le riflessioni o,, o3, 0. rispetto ad a, b, ¢ formano un gruppo
abeliano di ordine 4 assieme alla funzione identica I. Si osserva che ogni
riflessione & 'inversa di se stessa, perché o,0, = 0,0, = I quindi o(c,) = 2
ed analogamente per o(c.) = 2 con o, = 0,4 - 0p. Conseguentemente questo
gruppo ¢ formato esclusivamente da p-elementi con p = 2.

Denotiamo con (U,,-) il gruppo delle n-sime radici dell’'unita. Quando
n = 9, si ha che (Uy, ') & un p-gruppo con p = 3, che e isomorfo al gruppo
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k

(Zg, +). In generale, per ogni n = p®, con p primo i gruppi (Uy, ) e (Zip,, +)

sono deil p-gruppl.

Teorema B2.1 (Cauchy). Sep é un primo che divide l'ordine di un gruppo
finito G, allora esiste in G un sottogruppo di ordine p.

DIMOSTRAZIONE. Sia G un gruppo, |G| =n < oo e sia p € P tale che p|n.
Dimostrando che G contiene un elemento x di ordine p, si ottiene 1'esistenza
in G di un sottogruppo di ordine p, il sottogruppo generato dall’elemento
2. Costruiamo un insieme di p-uple di elementi di G:

.= {(&Tl,.‘fﬂg,*“ ,$p) = Gp1;131:132---$p — E}.

Essendo G finito possiamo contare le p-uple che formano §2. Variando un so-
lo elemento nella p-upla, ad esempio z;, otteniamo n p-uple distinte, perche
£1 puo variare in G in n modi. Variando due elementi si hanno n? p-uple
distinte. Procedendo in questo modo arriveremo a variare i primi p — 1 ele-
menti ottenendo n?~! p-uple distinte. L’ultimo elemento della p-upla invece
non pud variare perché deve essere x, = (z1Z2-- &p—1)" " in modo che la
p-upla stia in . Dunque © = nP~!, Definiamo ora una permutazione 7 su
(1 tale che:

ﬂ-(ml‘! L2y - &'Tp) L= (3:21-1:31' ' 'I:paml)'

Osserviamo che il gruppo ciclico generato da m ha ordine p. Infatti, per
k=1,2,---,p si vede facilmente che

ﬂ'k(;II]_,.’IIQ, e :':I:;U) — (a:k—}—lka-!-ﬂa s Lpy L1, L2y ?:Ek)

e 7P & evidentemente la permutazione identica.

chiamiamo C l'insieme delle sue permu-

Fissata la p-upla (zy,z2, -+, z,)
con k = 1,2,---,p. Per ogni ¥k = 1,2,---,p si ha

tazioni tramite w~
che

Ty =Tz =" '"=1Ip = ﬂk(iﬂhxzj"'3-'1:3}):(:1:133:21'”?3:?))

cioe tutte le le permutazioni sono uguali: |C| = 1.

Se invece in (x1, x2, -+, Tp) esistono due componenti distinte, dette z; e x;
con ¢ < j si ha che |C| = p. Infatti, se per assurdo fosse |C| < p allora
esisterebbero 1 e 7 con 2 < 7 tali che

. ,
m (mlszt e -.m‘_u) — ﬂ-'j(mla i P wmp)
che equivale alla seguente

(1:11 L2y &:E;u) — ﬂ"?d—z(ml-ym% " '.r'rp)'
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Allora m77* genera un sottogruppo invariante di (m) di ordine p. Ricordiamo
che (m77*) # {id = 7P} in quanto 2 # 7. Dunque (797*) = {7} che implica

i—1 i —1
T (3:1:3:21”' :mp) = 7/ (1?1,3:2,"' 13:11)'
Secondo la definizione di 7

Winl(zlr:ﬂ?: "t 1IP) - (miﬁmt'}*] CU imp?m]-?:ﬂz? S 52:!1'_1)’
?'T:"-l(i?l,mz,'“ , Tp) = (Zjy Zj+1° 7 Tp, 1, T2, "+, Tj=1);

si stabilisce x; = x;, che € assurdo.

Concludendo possiamo dividere €2 in due classi distinte: §2; formata dalle
p-uple tali che |C| = 1 e 2, formata dalle p-uple tali che |C| = p. Siano
T ed s rispettivamente le cardinalita di tali classi, allora (2] = r + s, cioé
nP~! = r + 5. Per ipotesi p|n per cui p|nP~! = r + s, s & multiplo di p
perché ogni membro di {23 genera una classe di p membri, quindi p|r dove
r # 0 perché (e,e,--- ,e) € ;. Allora esistono altri membri con componenti
identici, ma. diversi dall’elemento neutro in €2;.

Sia (z,z,---,x) un membro di £2; con x # e, sappiamo che z? = e per
cui o(z)|p ed essendo p € P e o(xz) # 1 si ha o(z) = p. Dunque {z) & un
sottogruppo di ordine p in G.

Corollario B2.2. Sia G un p-gruppo finito, allora l'ordine di G' é una
potenza di p.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo |G| = n. Sia ¢ € P tale che g|n. Per il
teorema di Cauchy esiste in G un sottogruppo di ordine g, e, come abbiamo
visto, esso e il sottogruppo ciclico (z) dove z & un g-elemento. Osserviamo
che z deve essere un p-elemento perché G € un p-gruppo, ovvero p = q.
Riassumendo, per ogni g € P tale che ¢q|n, si ha che p = ¢q. Ne segue che n
contiene nella sua fattorizzazione in numeri primi solo p ripetuto un certo
numero di volte, ovvero n € una potenza di p.

OSSERVAZIONE: Siano ¢1,¥%s,: - ,¥, coprimi, cioé mcd(¢;, ¥4, -+ ,4,) = 1,
allora esistono n interi Aj, A, -+, A, non tutti nulli tali che > ;_; {xAx = 1.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo la tesi per induzione su m.

Per n = 2, la tesi e un fatto gia conosciuto. Ora supponiamo vera la tesi
per n numeri interi e dimostriamo che vale per n+ 1. Siano 4y, ¢, %2, --- , £,
interi coprimi e sia d := mcd (43,43, -+, ¢,), si ha che med(€y,d) = 1 per cui
esistono Ag, 0 interi tali che {pAg + d3 = 1. Applichiamo P'ipotesi induttiva
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a {{1/d,l3/d,--- ,€,/d}, che sono banalmente coprimi ed otteniamo che

esistono f1, Mo, - - - , iy interl non tutti nulli tali che
L4 Tt Ti
"
; g HE = 1 = ;fwk =d == {yAo +5,¢Z+1£Wk =1

definendo Ax := Bux per ogni k =1,2,--- ,nsi ha ZEZ{} £ e = 1.

Lemma B2.3. Siano G un gruppo ¢ g un elemento di ordine finito. Allora

(a) se o(g) = mn, con m e n primi tra loro, allora g si scrive in modo
unico come prodotto di due elementi r e y di potenze di g, 1 qualt sono
permutabili e di ordine m e n rispettiwamente.

(b) se o(g) = pyt py'2---p"n ¢ la scomposizione di o(g) in fattori primi
con pi1,P2.- -, Pn distinti, g st scrive in modo unico come prodotto di
n elementi x{,To, - ,T, di potenze di g, i quali sono a due a due

permutabili e di ordini p{™*, py 2, -, pp* rispettivamente.

DIMOSTRAZIONE. Verifichiamo separatamente le due tesi.

[a] Da (m,n) = 1 segue l'esistenza di «,y interi tali che ma +ny = 1.
Definendo z := ¢"7 e y := ¢g™?, possiamo allora verificare che xy = yr =
gMm> Ty = g percido g si scrivere come prodotto di xzy o di yr, dove z e y
sono potenze di g.

Resta da dimostrare che o(z) = m e o(y) = n e che z ed y sono gli unici
elementi di questo tipo. Vale che
oL (gn:-;f)m — (gnm)*}- = ¢ : {J(E)‘TH;

T

y' =(g
Per il Lemma B1.2, segue

M = ("M = = oy)In.

mn = o(g) = o(xy) | mem{o(x), o(y)} | mn.

Allora o(zy) = o(z)o(y) = mn quindi o(z) =m e o(y) = n.

Infine, dobbiamo provare ’unicita; supponiamo che g = zy ed anche g
x1y; tali che o(x) = o(xz1) = m e o(y) = o(y1) = n. Allora d?, TY = g =
r1y1 ofteniamo :rl_]‘:r = 1y~ ! moltiplicando a sinistra per z{" e a destra
per y~!. Posto z = x7'z = y1y~' vale che o(z)|m e o(z)|n, in quanto
ST — (:El_l:ﬂ)m _ I:I—“rnmm = e, ed inoltre 2" = (yly—l)ﬂ, — y?y_,n = g,
quindi o(z) & comune divisore di m ed n, ma mecd(m, n) = 1 quindi o(z) =1
che equivale adire x =11 e y = 1.

[b] Definendo
_ o(9)

T

Py

b - per k=1,2,---,n
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osserviamo che
TL

o(g .

le = ».(»nf =l = »ta
Pk i=1

i#k

per cul non esiste nessun pj divisore comune per {¢}}_, e dunque si ha che
med(€y, 4o, - -, ) = 1. Per 'osservazione precedente esistono Ay, Ag, -+, Ay
. " . T » Y

interi tali che Y, _, fxAx = 1. Ponendo z} = gtk per ognik=1,2,--+,n,
sl ha che

E1 M1 €0 Ao £, A

g=Z1X2 Ty =¢qg "¢ gt

Verifichiamo ora che o(zy) = p,* per ognik =1,2,--+,n

£i:1k _ (yfk-}ik)i’:k _ (gu(g})kk — e

quindi o(zy)|p, * per ogni k =1,2,---,n. Per il Lemma B1.2

o{g) = o(z1x2+ - Tp) | mem{o(x,), {}(m?) oo 0(Ty)}

o(zy)o(x2) - olx.m) | o(g) Hprm

I

ne segue
L — T H’Lg Tin
o(xi)o(xs) - - -o(xn) = o(g) = ) "Dy
Quindi o(zx) = p.* per ogni k = 1,2, -
Resta ora da provare l'unicita. Sia ¢ = x125- -2, ed anche che g =

TrL e

Y1Y2 -+ - Yn con o(zy) = o(yx) = Py

LiX2 Ty = Y1Y2 " UYn

perognik=1,2,---,n. Da

si ha che
—1 — . i
TrY, =Hmi Yi per ogni =1,2,--+,n
i=1
17k

Posto

[

2 = Tpyy | = Ha:;lyz- si osserva che o(z )\p“’” e o(zk)| k.

=7
Notando o(zy) = o(yx) = p,*, si ha che
m n
Ek = (zry; )P = .1{*“ y;p‘“ T=e o 2 = (e y)™ = e
iZh

dove I'ultimo passaggio si giustifica col fatto che ¢, ¢ un multiplo di p™
per ¢ # k. Ricordando che med({,p,"*) = 1 si ha o(zx) = 1 che equivale a
Tk =y per k=12,




28 CHU Wenchang

Teorema B2.4 (Decomposizione primaria ciclica). Un gruppo abeliano
finito G ¢ isomorfo al prodotto diretto di p-grupps ciclici, gli ordini det quals
sono univocamente determinati. Tali ordini dei p-grupp: ciclict st chiamano
divisori elementari di G.

DIMOSTRAZIONE. Sia |G| = [[x-, 2% *, dove {pk}r_,; sono i numeri primi

distinti e {mg}7_, sono i numeri naturali. Per il Teorema fondamentale
B1.5 dei gruppi abeliani finiti, vale che G =2 G; @ G2 ® --- ® Gy dove
G € un gruppo ciclico con |Gi| = ex per k = 1,2,---, ¢ che soddisfano
IG|=ejez---e; € erlex—1 per k=2,3,--+,%L.

Dato che |G| = ejeq - - - €4, € evidente che e; & prodotto di alcuni primi nella

decomposizione di |G|, cosi e; = [[r_, pr* per i = 1,2,---,{ (banalmente
me; <mgperk=12,---,ne t=12,---,%).

Consideriamo ciascuno di tali gruppi ciclici G; = {g;) con g; € G ed
o(g;) = e;, per il Lemma B2.3 esistono n elementi g;1, g2, ,9in € G
tali che o(gix) = py ** e gi = gi19i2 - * * gin. Per il Corollario A4.3, G; = (gi)
¢ isomorfo al prodotto dei pg-gruppi ciclici (gix) con k = 1,2,-..,n.

Applicando il teorema fondamentale dei gruppi abeliani finiti, otteniamo la
decomposizione primaria ciclica come segue:

£ £ )
G = Q) Gi = Q) Q) gir)
i=1 i=1 k=1

L’unicita dei divisori elementari discende banalmente dall’unicita dei fattori
invarianti e; e dall’unicita della loro decomposizione in fattori primi.

Corollario B2.5 (Decomposizione in p-gruppi). Un gruppo abeliano finito
e isomorfo al prodotto diretto di p-sottogruppi, gli ordini dei quali sono
univocamente determinats.

DIMOSTRAZIONE. Raggruppando i componenti del doppio prodotto diretto
nel teorema della primaria ciclica, si ha che

(gik) = é { f (ka)}
I

k=1 i=1

b~

£
G =
i=1 k

fl

dove il prodotto interno nelle parentesi graffe € un pi-gruppo finito.
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B3. Fattori invarianti e divisori elementari

Per decomporre un generico gruppo abeliano finito di ordine n e per trovare
quindi, quanti sono i gruppi abeliani di ordine n a meno di isomorfismi, si
hanno a disposizione tre metodi dati dai seguenti teoremi:

¢ Il teorema fondamentale dei gruppi abeliani finiti: B1.5.
e Il teorema di decomposizione primaria ciclica: B2.4.
¢ Il corollario di decomposizione in p-gruppi: B2.5.

Esempio B3.1 (p-gruppo abeliano finito). Sia m = p" con p primo.
Secondo il Teorema B1.5, i fattori invarianti di un gruppo abeliano di ordine
p" hanno le forme:

M2 > >0
s 1 2 A2 2 2 A >0,
k=P oon {A1+Az+---+)~f=n;

esst sono anche 1 divisor: elementari. Dunque, esiste una corrispondenza

fra i gruppi abeliani non isomorfi di ordine p™ e linsieme delle successioni
MZ2A2 20, >0cmA+A+-+ )\, =n.

Esempio B3.2. Sia m = 36 = 22 .3%. La sequente tabella illustra la

struttura dei gruppi abeliani di ordine 36, dove si denota con C, un gruppo
ciclico di ordine n:

No Fattori Invarianti Divisori Elementari
Cﬁ 2 xX3 2j 3

Cs 2 X3 2, 3

Glg 2 X 32 2, 32

Cs 2 2

012 2_2_)( 3 22, 3

Cs 3 3

Cse 2% x 32 24, 32

Dunque esistono 4 gruppi abeliani non isomorfi di ordine 36:

Gy = (Cs® Cs,
Gz =2 Cizs®Cy,
Gz = C(C12®0Cs,
Gy = Css.
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Analogamente i gruppi abeliani non isomorfi di ordine 36 hanno decompo-
sizione primaria ciclica come segue:

Gy = (ChC®C;U0s,
G, =2 (Ch®C,®Cy,

Gz = C3Q®0C;QCy,

Gy = (C4® Cy.

Esempio B3.3. Sia m = p?¢® con p e q primi distinti. Esistono 6 gruppi
abeliani non isomorfi di ordine p*q°>. Vengono tabulati i fattori invarianti e
i divisori elementart rispettivemente come segue:

No Fattori Invarianti Divisori Elementari
Cpg Pq D, q
Chq pq P, q
Cq g q
Cpq2 pq2 D, qz
Cpg Pq P, q
qua pqﬂ P, q3
Cp P P
Cp2 p*q p*, g
p-gq
C_g q q
- g q
C;nﬂq? png 521 qz
Cq q q
CP_E_QE pﬂqﬁ_ pE’ q?

Secondo il teorema dei gruppi abeliani, abbiamo le seguenti decomposizioni:

Hy = Cpg®Cp®Cy,
Hy = Cpez @ Cpyg

Hy = Cpp ®@Cp,

Hy = Cp,®C,®C,,
Hs = Chg ®Cy,

Heg = Cpegs.
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Resta da provare
HyN(H;|i#kconl<i<n)= {e}

con “e” elemento neutro di G. Supponiamo per assurdo che esista un ele-
mento y # e appartenente all’intersezione, allora esistono gli interi {me}r_,
non tutti nulli tali che

—m g — m
e SR i e AR

per cui valgono le ipotesi del teorema precedente:

my Mk41 My

M2, LRl e =
L1 Ty Te—1 "Trp " Tpy In™ =€

1l quale garantisce 'esistenza di un elemento di periodo finito, diverso dal-
Pelemento neutro in G. Questo & assurdo perché G & privo di torsione.

Corollario B4.4. Sia G un gruppo abeliano libero (privo di torsione) e
finitamente generato. Se valgono

G H1®H2®"‘®Hma
G K1®K2®”'®Kni

dove H; e K; sono gruppi ciclici infiniti, allora m = n.

12

[l

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che m # n e 1potizziamo
m > n senza perdere di generalita. Sia z; il generatore di H; e y; quel-
lo di Kj, allora {z;}72, e {y;}7_, sono due sistemi di generatori per G;
conseguentemente ogni generatore dei due sistemi si pud esprimere in fun-
zione degli elementi dell’altro sistema, in particolare per ogni z; esistono
si; interi tali che z; = []7_, y;*. Consideriamo la matrice di elementi s;;,
questa & una matrice di ordine m x n. Il numero delle righe ¢ maggiore di
quello delle colonne, per cui le m righe sono linearmente dipendenti, cioé
esistono m numeri interi {r;}™, non tutti nulli tali che

™m

ZT;“S—jj =0 per 7=12,---,n.

=1

Si osserva che

m n - m n
Ty T T — 3ij ' — Tidi;
Ty L™ " Ty = ll{llyj} —llllyj ’
j=1

i=1 4 i=1j=1
mn mi mn o
— Ti%ij _ =1 Ti8ij
= 111y = [Ty
J=11i=1 71=1

per cul si ottiene
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Ora, supponendo r; # 0, possiamo riformulare
e
it =[]zi" = Hi[JH:]i=23,--,m)= (") # {e}.
i=2

Quest’ultimo ¢ in contraddizione con il fatto che G & prodotto diretto di H;
coni=1,2,---,m. In conclusione, abblamo dimostrato m = n. U

Teorema B4.5. Sia G un gruppo abeliano finitamente generato. Allora G
¢ isomorfo al prodotto diretto di gruppi ciclici, nel quale ciascun fattore € o
un p-gruppo ciclico oppure e isomorfo al gruppo Z.

DIMOSTRAZIONE. Sia T l'insieme di tutti gli elementi di G di periodo finito.
Si dimostra banalmente che 7' & gruppo abeliano:

o T # () perché e € T,

e Per ogni z € T, vale anche z~! € T

e Vz,y € T, il loro prodotto € permutabile: -y = y-z;

e Vz,y € T, si ha che ¢ -y € T (infatti il prodotto di due elementi di
periodo finito ha periodo finito).

T viene detto sottogruppo di torsione di G. Si osserva che T' C G e G
finitamente generato, allora anche 7' sara finitamente generato, inoltre
ogni generatore di T e di periodo finito, quindi genera un numero finito di
elementi, in conclusione T ¢ finito.

Dato che T & sottogruppo normale (in quanto & abeliano) possiamo con-
siderare il gruppo quoziente G/T. Si dimostra che G/T ¢ un gruppo fini-
tamente generato ed & privo di torsione. L’unico elemento di periodo finito
di G/T ¢ il suo elemento neutro, 7. Infatti, sia Tr un generico elemento
di G/T, se questo & di ordine finito, esiste un numero naturale ¢ tale che
(Tz)! = T, ma cid significa che Tzf = T, il che avviene se z¢ € T. Per
definizione di T si ha che z* & di periodo finito quindi anche z ¢ di periodo
finito. Allora z € T e Tx = T, cioe ’elemento neutro del gruppo quoziente.
G /T e gruppo abeliano libero finitamente generato per cui valgono le 1ipotesi
del Teorema B4.3 e del Corollario B4.4 pertanto esiste un unico numero
naturale n minimo tale che G/T & isomorfo al prodotto diretto di n gruppi
ciclici, quindi
G/T == (TI]_} & (TI2> XX <T;’En>.

Ora definiamo un sottogruppo di GG con
H = (1) - (x2) -+ - (2n).
E facile verificare che questo & un prodotto diretto

H = (z1) ® (22) @ @ (zn).
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Infatti, tutti i gruppi ciclici {(z;)}, sono normali, inoltre, 'intersezione
tra {:1:3) ed il sottogruppo generato dagh (z;) con t # 7 € composta dal solo
elemento neutro. Altrimenti avremo un elemento in comune della forma

—-TH.J' . T
z; " =]

1#]
dove mi, ma, - -+, m, sono numeri interi non tutti nulli; il che equivale alla
relazione
ritxyteexyr = = Tzt Txy?. T =

Questo € assurdo perché G /T & prodotto diretto dei gruppi ciclici (T'z;) con
1=1,2,---,n

Analogamente si verifica che H & privo di torsione, percio TN H = {e}. Per
confermare che G e prodotto diretto di T e H, dobbiamo provare prima di
tutto che G =TH.

Per ogni g € (G, abbiamo che g € T'g € G/T'. Allora esistono n numeri interi
{£;}7_, tali che

Tg=Tz% Tz ... Tz = Th con h=zl'22 . .zt e H.

Questa relazione significa che esiste t € T tale che g = th. Cosi abbiamo
dimostrato che G = TH.

Dato che T & un gruppo abeliano finito, allora T & prodotto diretto di p-
gruppl ciclici secondo la decomposizione primaria ciclica. Inoltre, H € un
gruppo abeliano finitamente generato privo di torsione, quindi H & prodotto
diretto di gruppi ciclici isomorfi a (Z, +).

In conclusione, G ¢ isomorfo al prodotto diretto di gruppi ciclici, nel quale
ciascun fattore e o un p-gruppo ciclico oppure & isomorfo al gruppo Z.

B5. Partizioni e numero dei gruppi abeliani finiti

Definizione B5.1. Un p-gruppo abeliano finito di divisor: elementari (fat-
tori invarianti) {p"‘k}f;_,_,l con Ay 2 Ay > -+ 2> Ag > 0 81 dice p-gruppo di
tipo (A1, A2, -+, Ag).

Sia G' un p-gruppo abeliano finito, allora esiste n € N tale che |G| = p™. Per
il Teorema B1.5 si hache G 2 G ® G2 ® -+ ® Gy, dove Gk € un gruppo
ciclicodiordinee;y con k = 1,2, -+ , £ che soddisfano p" = |G| =ejeq---€; €
exlex—1 per k = 2 3 .¢. Allora ogni e, & una potenza di p con ex = p’*,
per cui p" = p cepM e Ny > g > oo > A > 0. Perciod i fattori
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: ) . A 1€ . . e e ye s . .
invarianti sono {p o SO si ha che i gruppi ciclici Gy sono p-gruppi. Per il
Teorema B2.4 di decomposizione primaria ciclica, questi fattori invarianti
coincidono con 1 divisori elementari di G ordinati in modo decrescente.

(OSSERVAZIONE: Siano G e G’ due p-gruppi abeliani finiti, rispettivamente
di tipo (A1, A2, -, Ae) e (AL, AL, -+, Ay} aventi medesimo ordine |G| =
|G'| = p™, allora

GG — (Al,ﬁg,-'-,.}lf)=( ;, 5,”-,/\_’%;).

Infatti, se G = G’ consideriamo le decomposizioni in p-gruppi ciclici
GG ®Ge =2 GI@G,®---® Gy

dove G; e G‘} sono ciclici con

AV

Gil=p" per 1<i<é: nm=) N A2k 2X>0

|G;-|=p}“; per 1<j</{: H=Z}C’- A2 A 222 >0,

Questo significa che tali p-gruppi Gy e G|, sono corrispondentemente iso-
morfi, per cul hanno stesso ordine e allora i fattori invarianti di G e G’ sono
gli stessi.

Viceversa, siano G e G5 1 pr-gruppi ciclici avente ordine p** con Ay = A}
per k=1,2,--,£=4¢. Allora G e & sono isomorfi.

Definizione B5.2. Sia n un numero intero positivo. Si dice che A é una
partizione di n, indicata con A F n, se A é una sequenza (A1, Az, -, Ag)
tale che Ay 2 Ag 2> - Z Ag >0 en = |A] = Ei:l Ak. Ogni Ag viene detto
parte della partizione ed £ := £(A) é la lunghezza della partizione.

Lemma B5.3. Il numero dei p-gruppi abeliani {non isomorfi} di ordine p®
é dato da p(n), i numero delle partizioni di n.

DIMOSTRAZIONE. Per |'osservazione precedente due p-gruppi abeliani finiti
dello stesso ordine p™ sono non isomorfi se e solo se sono di tipo diverso. Al-
lora I'insieme dei p-gruppi abeliani (non isomorfi} di ordine p™ & formato da
tutti i tipi differenti di p-gruppo abelianc di ordine p". Quindi la cardinalita
di questo insieme é data dal numero di sequenze distinte (Ay, Az, -, Ap)
che si possono formare con n = E‘i:l A oed Ay 2 A 2 -0 2 X =0
Qlueste infatti definiscono i differenti tipi (A1, Ao, -+, M) di pgruppo. Per
definizione di partizione si ha poi la tesi.

Lemma B5.4. Il numero dei grupp: abeliani (non isomorfi) di ordine n,
dove n = py py?---ppt con {p;}i_, primi distinti & dato dal prodotto dei
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DIMOSTRAZIONE. Sia G un gruppo abeliano finito. Per il Corollario B2.5,
esistono pi-gruppi Hj tali che |Hi| = p.* con k = 1,2,---,£ ed il loro
prodotto diretto:

G==H,QH,®---Q Hy.

Dato che per ogni Hy con k= 1,2,---,4, il numero dei pi-gruppi di ordine
pe* tra loro non isomorfi € uguale a p(ng). Ogni componente nel prodotto
diretto ha una struttura algebrica indipendente dagli altri. Allora i gruppi
abeliani di ordine n (non isomorfi) sono in numero H£=1 p(nk).

Ricordando I’Esempio B3.3. Avevamo trovato 6 gruppi abeliani di ordine
m = p®q>: infatti per il Lemma B5.4, p(2)p(3) = 2-3 = 6 come si puo
facilmente vedere:

2:2=22=14+1 e 3:3=33=2+1,3=1+1+1.

Per m = 36 ne avevamo trovati 4 precedentemente, infatti 36 = 22 .32 e
4 = p(2)p(2) = 2 - 2. E evidente che trovare il numero delle partizioni di
ni, N2, -+, Ny, DONn € sempre facile e immediato come negli esempi appena
visti, per questo € indispensabile uno studio a parte delle partizioni. Se, ad
esempio, n = 5 si hanno 7 partizioni distinte:

5=5 5 (5)
5=4+1 4> 1 (4,1)
5=3+2 3> 2 (3,2)
5=3+1+1 3>1>1 (3,1,1)
5=2+2+1 2>2>1 (2,2,1)
5=2+141+1 2>1>12>1 (2,1,1,1)

| 5=14+1+1+4+1+11>1>12>12>1] (1,1,1,1,1)

E possibile rappresentare le partizioni di un numero naturale tramite il cosi
detto diagramma di Ferrers cioe tramite caselle o scatole. Per esempio, una
partizione A di 99 con

A=(20,19,18,13,9,8,5,4,2,1)
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viene illustrata come segue:

Quando il diagramma di Ferrers viene letto secondo le colonne (invece delle
righe), la partizione corrispondente si chiama la partizione coniugata. Per
esempio, la partizione coniugata alla A di 99 risulta come segue:

N =(10,9,8,8,7,6,6,6,5,4,4,4,4,3,3,3,3,3,2, 1).

Inoltre ogni partizione di n puod essere scritta come (11,22, ... n™n) con
n =Y ,_, kmi. Dunque possiamo anche scrivere le due partizioni A e \’:
A= (11,2148, 51 81 ot 131 181 191 20,

Noo= (11,21,3° 4%, 51,67, 71, 82,91, 101).

Analogamente, le sette partizioni di 5 vengono tabulate come segue:

(10,20,30 40 51y [ 5=5 (5)
(11,20,30 41 5% |5 =1x 1+ 1 x4 | (4,1)
(19,21,34,4959) | 5=1x2+1x3|(3,2)
(12,20,3149 59) [5=2x 1+ 1x 3| (3,1,1)
(

(

(

11,2230,495%) [5=1x1+2x2](221)
19,21,394°5%) | 5=3x1+1x2|(2,1,1,1)
1°,20,3° 49 59 I 5 =5 x 1 (1,1,1,1,1)

Quindi possiamo dire che (1™1,2™2 ... n'™n) & una rappresentazione della
partizione del numero naturale n = E’=I kmpg, dove per 1 < k < n si
indica con my € Ny il numero delle copie di parte k. Da ciod otteniamo che
1l numero delle partizioni di n e dato dal numero delle successioni {mg}_,
taliche n =3 ,_, km

k=1 k-
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Sfruttando delle nozioni analitiche si riesce a trovare un metodo pratico per
il calcolo di p(n). Definiamo funzione generatrice della successione esplicita
{ck}32., tramite la serie formale di potenze f(z) = > p, ckz”. Il coefficiente
cr di z¥ in f(z) viene indicato con [z*]f(z). Siano N l'insieme dei numeri
naturali ¢ S un sottoinsieme di N. Denotiamo con p(n|S) il numero delle
partizioni di n con le parti in S. Ovviamente si ha che p(n) = p(n|N). Prima
di tutto, vogliamo dimostrare che la funzione generatrice per p(n|S) risulta
il seguente prodotto:

OO o 1
G(glS) =) _p(niS)¢" = |] -—
n=0 kES 9

Volendo trovare il coefficiente di ¢™, e inutile considerare nella somma e/o
nel prodotto gli indici superiori ad n, quindi

p(niS) = [¢"|G(qlS) = [¢"] [

kES
k<n

1
l—gq

%

Sostituendo y con ¢* nella serie

1/(1 - y)

I
NE
S

otteniamo
1/(1—¢) = > ¢

da cul risulta

Allora. il coefficiente di ¢" & proprio il numero delle successioni {my} con
k€Sek <ntaleche Y | _,kmi = n, cioeé il numero p(n|S) delle partizioni
di n con le parti in S.

Esempio B5.5. Calcoliamo il numero dei gruppi abeliani non isomorfi di
ordine n = 10.668.672.

{ Scomponiamo in fattori primi il numero n:

10.668.672 = 27 .3° . 75,

{ Calcoliamo il numero delle partizioni di 7, 3, 3:
p(7) =15, p(5) =7, p@3) =3
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{ Moltiplichiamoli per ottenere il numero dei gruppi abeliani non isomorfi
di ordine 10.668.672:

p(7)p(5)p(3) = 315.

Ci limitiamo a prendere p(5) come un esempio per mostrare come si calcola
p(n) per un fissato n:

5

1 1 1 1 1 1
p(5) = [¢° —qﬁ{ - - - - }

dalle nozioni di analisi appena viste abbiamo:

1 oo
1—-q Z ™

ny =0

1 0
- 2
1 — ¢ =2, a™

o =0

|

l+q+¢°+a°+¢" +¢° + (" + ),

L+¢*+q¢" +(¢"+),

1 OO0
=) ™ =1+¢3+ (% +--),

ma=0

1 o0
—— =Y @™ =14t (),
q m.;:[}

1 = m

Tﬂ.&:ﬂ

ovviamente ci0 che € in parentesi non viene preso in considerazione, in quan-
to gli esponenti sono maggiori di 5; successivamente dovremo fare i prodot-
ti ed anche in quel caso ci dovremo ricordare di eliminare i termini con
esponente maggiore di 5, ottenendo cosi

p(5) = [¢°{1 + g+ 2¢* + 3¢° +5¢* + 7¢°} = 7.

Denotiamo inoltre con pp, (n|S) il numero delle partizioni di n con m parti in
S. Possiamo analogamente dimostrare che la funzione generatrice bivariata
e uguale al prodotto:

OO o0 1
> PulnlS)g"a™ = [] —
m,n=0 kES 1-¢%z

In particolare, la funzione generatrice delle partizioni con i diagrammi di
Ferrers contenuti nel rettangolo m x n risulta il seguente coefficiente bino-

miale gaussiano:
T M= [m + ﬂ] _ (& Q)m+n
AC[mxmn] m (q; Q)m(q; Q)ﬂ
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DIMOSTRAZIONE. Secondo la funzione generatrice bivariata, si vede facil-
mente che la funzione generatrice delle partizioni con i diagrammi di Ferrers
contenuti nel rettangolo m X n & uguale al coefficiente [z

1?&]
(3?';‘:"]?1+1 )

Consideriamo le serie di Maclaurin

Anx™ e A {gz)™.
=Y A [qm 3 = > A

m=I() m=0

(-T q)n+1

ni+1.

Moltiplicando le due equazioni con 1 — x e 1 — ¢""*x rispettivamente,

otteniamo la relazione:

1 2 =
=(1—-2z) Z Amz™ = (1 - G‘HH*T) Z Am(qz)™
(Q:E', Q)-n, m=D0 m =0
Estraendo il coefficiente di ™, abbiamo la relazione ricorrente:
1 . q?n-@-n
A-rn — Am——l — qm-Am o qm+n"41’”"1 NS Am - Am_l 1 — Q?n,

Iterando quest’ultima relazione per m-volte, si deduce che

m -+ n
o

A = Ay [ ] con Ap =1

dove Ag = 1 viene confermato ponendo z = 0 nelle serie di Maclaurin.

B6. Automorfismi dei p-gruppi e teorema di Hall

Siano p un primo e n un numero naturale. Allora il numero dei gruppi
abeliani (non isomorfi) di ordine p™ & uguale a p(n), il numero delle partizioni
di n. Indichiamo con ¢ il reciproco di p, cioe pg = 1. Allora il fattoriale
crescente di ordine n in base g viene definito come segue:

(:900=1 e (g@n=0-q)(1—¢°)---(1-¢") per neN.

Lemma B6.1 (Hall, 1938). Sia G un p-gruppo abeliano di ordine p™ con il
tipo (17M12™M2...¢™me) dove n =S, _ kmy. Allora l'ordine del gruppo degli
automorfismi di G é dato dal sequente prodotto:

14
2
[Allt G‘ = H _’P;‘k (q; Q)mk

dove A := (A1, Ag, -+, A¢) € la partizione coniugata alla (11272 ... ¢M¢),

DIMOSTRAZIONE. Determiniamo l'ordine degli automofismi del gruppo
abeliano G di ordine p™ secondo il tipo di G, cioe, le partizioni di n.
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[A] Sia G ciclico di tipo (n). Allora ogni automorfismo di G & identificabile
con un generatore di G. Dunque 'ordine di Aut G risulta come segue:

[Aut G} = (p") = p"(1 —q) =p"(¢; ¢)1-

[B] Sia G un gruppo elementare di tipo (1™). Allora G ¢ prodotto diretto

G = ®H;C dove Hjy = (xx) con of{zxk) =Dp.

k=1

E facile vedere che tutti gli elementi diversi dal’elemento neutro hanno
Pordine p. Ogni automorfismo ¥ di G e determinato dalle immaginl del
generatori {xx}?_; come segue:

Y(xy) € G\{e}
(z2) € G\(Y(x1))
U(z3) € G\(Y(x1, x2))

Y(xy)| =p" — 1;
Y(x2)| = p" — p;
Y(x3)] = p" — p*;

I

W) € O\l Sk <nh) = [plan)] =5~

Allora 'ordine di Aut G uguaglia il prodotto:

AuwtGl = [[G" - ") =p" (g:0)n.

[C] Sia G di tipo (£™) con n = mé. Allora G & prodotto diretto

T
G = ® H, dove Hi = (zy) con o(zy)=7p".
k=1

Definiamo il sottoinsieme di G con €, := {z € G | o(z) < p*}. Allora ogni
automorfismo ¥ di G e determinato dalle immagini dei generatori {xx}7-;

con o(Y(zx)) = p;
P(z1) € G\
U(z2) € G\(Qe, ¥(x1))
Y(z3) € G\, ¥(x1,T2))

TL =TI,

‘¢’($1) =p" —p :

. n—rm+1.
T p _p 3

'?,b(.i"-';}) — p’ﬁ. _ pn—rn+2;

I

V(em) € G\(Qp, v({zk|l <k <m})) = [Ylan)l=p" -p" "
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Allora 'ordine di Aut G uguaglia il prodotto:

Tr
Aut G| = [[@" - ") = p™™(¢; @)m-

In generale, sia G di tipo (1™12™2...¢™¢) con n = Zizl kmy. Allora G e
prodotto diretto

Mg

¢
®® dove Hy; = {zr;) con o(zk) = p".
k=1 i=1

iIE

Indichiamo con

A= (A2 A2 > Np)

la partizione coniugata alla

(11"?11 21’”;& .. E‘Tﬂ.g)-

Allora non e difficile stabilire
le relazioni:

Ak=2§=kmj per 1 < k </.

Indichiamo inoltre per sem-
plicita con X e X} dei sot-
toinsiemi dei generatori nel
modo seguente:

Xi =A{zki|ll <1< my};

:{.’I‘fki'l ':_: ) ilﬂ"}‘

Allora ogni automorfismo
di G ¢ determinato dalle im-
magini dei generatori {x;}
con o(¢(zki)) = p* per ogni
k e i soggetti alle condizioni
1 <:<my, e 1<k<V¥.
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Prima vediamo le immagini dei generatori dell’ordine massimo p*:

(xer) € G\ — _
(ze2) € G\ (e, P(Xy)) = |P(zp2)| = p" —p
W(zes) € G\(Qe, Y(X7)) =

d)(mfﬂu) € G\<Qf: w(XE’”']D = W”(Ifmf)l =p" — pﬂ_l—

Allora la cardinalita degli automorfismi determinati dai generatori di ordine
p® risulta il seguente prodotto:

Ty

w(Xe)| = " — "% = "™ (¢ Om.-

i=1

Per i generatori di ordine p*~!, si ha che

(ze—1,1) € Qe \(Qe—1, ¥(Xe))

= |[Y(Te—11)| =p T —p" TR
W(Te—1,2) € Qe \ (-1, ¥(Xe, X;_1))

= [Y(ze-12)] =p" TN - p" T
(ze—1,3) € U\ (Qu—1,¥(Xe, X7 1))

= |(@e=13)| = p" TN = pt TN

d’(mﬁul,i’ﬂ{_l) = QE\(-QE-I: dJ(XE’a X;'Tfl‘l)>

— J1£1($f~l,mg_,ljl = p”"ﬂ‘kf — p“_}iﬁ“l'

Allora la cardinalita degli automorfismi determinati dai generatori di ordine

pf~1 risulta il seguente prodotto:

L —1

'1,/)(Xg+1)‘ = H (p" 7 — pt i) = plnAemes (@ @Dme_s-
=1
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2 gi ha che

U(Tp-2.1) € Q£—1\<Q£—21¢(X£= Xo-1))

S |¢(LBP—2,1)‘ — pn‘_')"-t?_AE—I . pﬂ-}tg-'-kf_u]—ﬂu_g;
W(xe—22) € Qo1 \{Qe—2, ¥(Xe, Xo—1, Xi_2))

—— l%{}(xf—ﬂ 2)’ — pﬂ—)lf—'-)'ig_l . pﬂ-—)&f"“}lf_.l —mg_;;—kl;
Y(zr-2,3) € Qo1 \(Qe—2, ¥( X, Xi_1, Xi—2))

— 1"’5)(3'1’?—1,3)' —_ pﬂ,—nhf-—}-.g__l ____pﬂ—:\g-"-}-.f_l-—ﬂlp_zﬁ-g;

Per i generatori di ordine p*~

(@o—2me_s) € Lot \(Qe—z, ¥(Xe, Xemr1, X257 71))

—n }I';D(:EE—-Z,TILE_E)I — pn—}kﬂ_}kf’—] — PTL_-AH—AE_LFI-

Allora la cardinalita degli automorfismi determinati dai generatori di ordine

p*~? risulta il seguente prodotto:
Mg -2

|'¢’(-XE—2)| — H (pn—l.e_hf-l_ﬁpn—i—}«f—}ne‘—-tl) — p{ﬂ-—kf—)ﬁ;f#]}mg_g(q; Q)m.q_g-
1=1

Dopo aver calcolato le cardinalita degli automorfismi determinati dai gene-
ratori {Xp, X¢_1, -+, Xk+1}, possiamo proseguire a valutare quella degli
automorfismi determinati dai generatori di ordine p:

P(zp1) € Vg1 \ (e, P( Xk < j < 1))

= [Plaka)| = pEoss - prase NI
Pk 2) € Qe \ (e, VXL, X1k < 7 <0))

= |Y(are)| = pickd — ploisk ARt
V(K 3) € Qpgr \{ e, W(XE, X1k < 5 <))

s [(ang)] = pTr s - pTask bt

?

¢($k,mk) S Q’k+1\<Qk1 ?r/)(X;g”k_ls-Xj k < .? < £)>

= lw(mk,rnk)] — PEJ"—““' Ai EJEE '}"j_l_

Allora la cardinalita degli automorfismi determinati dai generatori di ordine

p* risulta il seguente prodotto:

e

B(X)| = [[pRosk X — prisk M) = p™e i<k X (g q)m,
i=1
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Infine, la cardinalita degli automorfismi determinati dai generatori di ordine
p risulta 1l seguente prodotto:

T

p(X0)] = 1]e™ - M) =M™ (g5 @),

1=1

Ricapitolando quanto fatto, per un gruppo abcliano GG di ordine p™ con il
tipo (1722 ...¢™) 1'ordine del gruppo degli automorfismi di G & dato
dal seguente prodotto:

¢

re 2

[Aut G| = H " 2k X (g @), = [ ] P (a5 @)
k=1 =

dove abbiamo applicato la seguente identita:

k 4

4 ¢
ZTH&ZAJ z/\jz )\k-——f\k_;.ﬂ:Z)\?.

k=1 =1 j=1  k=j j=1

r"'-'l.:l; ' K

fp
S1 osserva che la frazione Ef’— e la funzione generatrice delle partizioni

71

con la parte massimale uguale a n. Classifichiamo le partizioni secondo i
quadrati di Durfee, 1 cui lati formano una partizione A di n. Nella figura

viene illustrata n = 20 e A = (6,4,3,3,2,1,1). La funzione generatrice
A'?

: . . 9 SR . . ]
per il primo quadrato di Durfee A{ e le partizioni sotto esso risulta G‘fm.

La funzione generatrice per il secondo quadrato di Durfee A3 e le partizioni

. A1 )2 . . . .
sotto esso risulta [ \ g*2. In generale, la funzione generatrice per il k-esimo
2

. . : Ak ' .
quadrato di Durfee )ﬁf_ e le partizioni sotto esso risulta [ ; 1] qlfc‘ Quindi
k
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la funzione generatrice delle partizioni con i quadrati di Durfee determinati
dalla partizione A - n € data dal seguente prodotto:

e

- ﬁ [M:_l} M =T] g
(2;9)x, A -2 (g;

e q):%k_}"k-i'-l

Sommando su tutte le partizioni A F n, otteniamo l’'identita:
£(A)
AFn k=1

Combinando quest’identit& con il Lemma B6.1, abbiamo subito il seguente
importante risultato.

q Q)AL—?\L F1 |

ﬂ-

Teorema B6.2 (Hall, 1938). Sia A, linsieme dei gruppi abeliani (non
isomorfl) di ordine p". Allora vale la sequente identita:

qt 1
(q; 9)n 2 |Aut G|

GEhn

Classificando le partizioni secondo la parte massimale, si deduce conseguente-
mente un ulteriore risultato tramite la formula di Eulero.

Corollario B6.3 (Funzi(me generatrice).

QI‘ n
(q:r ) Z (@:9)n L 2-' utGi

=y n=1GEeE iu







CAPITOLO C

Azione di Gruppo su un Insieme

La nozione di gruppo che agisce su un insieme generalizza quella di permu-
tazioni di un insieme. La fondamentale rilevanza di questo argomento risiede
nel fatto che trova notevoli applicazioni nel calcolo algebrico combinatorio
e nello studio delle strutture dei gruppi finiti.

Questo capitolo € interamente dedicato allo studio di questo argomento,
dopo aver introdotto le definizioni di orbita e stabilizzatore ed illustrato le
relative proprieta, vengono approfondite I’equazione delle classi, transitivita
e normalita.

C1l. Azione di gruppo su un insieme

Definizione C1.1. Dati un insieme Q = {a, 3,7, -} ed un gruppo G, st
dice che G agisce su §} quando é assegnata una funzione

AxG—
che denoteremo cost
(a,g)——a? perogni a€f)l e geG

tale che valgono le proprieta:

(a) (a9)* = a9 perognia e QN e g,h €q.
(b) of = « per ogni a € 2, dove e ¢é l’elemento neutro di G.

La funzione assegnata si chiama azione di G su §2. Denoteremo con (G, Q)
un gruppo G che agisce su un insieme (2.

Se H & un sottogruppo di G e GG agisce su §? allora anche H agisce su §2. Se
(2 ¢ un gruppo e G = Aut(f2) allora G agisce su 2.

Se ! € un insieme qualsiasi, il gruppo simmetrico Sq agisce su €2 e cosi ogni
Suo sottogruppo.



50 CHU Wenchang

La nozione di gruppo che agisce su un insieme generalizza quella di gruppo
di permutazioni di un insieme.

Lemma C1.2. Se un gruppo G agisce su un insieme §1, ogni elemento di
G da luogo ad una permutazione di ). Piu precisamente, la corrispondenza

¢:ar— o

e, per ogni fissato g € G, una permutazione di 2.

DIMOSTRAZIONE. Ricordiamo che una permutazione su un generico insieme
(2 ¢ una biiezione da ) su {2, cioe un’applicazione iniettiva e suriettiva,
quindi dobbiamo provare che per ogni g € G:

Pg S — ) con o,(a) =’

é una funzione iniettiva e suriettiva. Se dimostriamo questo per un arbitrario
g € (G, essa sara valida per ogni elemento di G.

Siano g € G e a,F € 2 tali che a9 = 39. Poiché G € un gruppo, ogni suo
elemento & invertibile, quindi se g € G anche g~! € G, pertanto, applicando
la definizione di gruppo che agisce su un insieme, possiamo scrivere:

= (8 =69 ) =5 =5

1 1

a=a=al9) = (a9)9"

Dunque se due membri hanno la stessa immagine questi risultano coinci-
denti, cioe ¢, € iniettiva.

1

Sia 3 € e poniamo v = 39 . Poiché G agisce su 2sihay e Qe
1 -1
v = (89 )9 =809 =pg°=43

(Quindi, preso un arbitrario membro del codominio, questo risulta sempre
essere I'immagine di un membro del dominio, ne segue che ¢, e suriettiva.
Dunque ¢, e biiettiva da 2 a ().

Nota C1.3. Sia Sq il gruppo simmetrico su 2, cioé il gruppo che ha come
element: ['insieme delle permutaziont su ) e, come operazione, l'usuale
composizione di funzioni.

Se un gruppo G agisce su {2, la corrispondenza

o, B, 7, )

g : G—~—>S|ﬂ| con gh—-r(aﬂ? B9 9,



Teoria dei Gruppi Finiti ed Applicazioni Combinatorie 51

associa ad ogni elemento g € (G, una permutazione di {2. Tale corrispon-
denza, che prende il nome di rappresentazione di G come gruppo di permu-
tazioni di {2, € un omomorfismo. Infatti, premesso che

VgeG: Q={a.8,v, - }={a?,3%4%, -}

allora se ¢, f € G, vale

g g g
0(9)205) = (25 55 % ) e (Camyr. omyr oyr )
~(r o i ) = o).

I1 suo nucleo (si chiama nucleo dell’azione) e dato da
K={geG|ad=a, Vacl}

il quale, per il teorema d’omomorfismo per i gruppi, risulta essere un sot-
togruppo normale di G. Se K = {e}, si dice che ’azione & fedele, ovvero
che G agisce fedelmente su €. In tal caso, &G é isomorfo ad un sottogruppo
del gruppo simmetrico Sq; sempre per il teorema citato precedentemente; si
dira allora che G € un gruppo di permutazioni di 2.

Esempio C1.4. Fissiamo () uguale all’insieme degli elementi del gruppo G
e defintamo un’azione di G su §) in questo modo

Va,ge G: af=ag.

Vediamo se 'azione di G su §2 cosi definita, verifica le proprieta della
definizione, sfruttando la proprieta associativa dei gruppi come segue:

e Perognia € Qeg, he G, vale (09)" = (ag)® = (ag)h = a(gh) = a9".
e Per ogni a € {1 e 'elemento neutro e di G, si ha che a®* = o e = a.

Il nucleo dell’azione & I'identita di G (I’elemento neutro di GG), quindi essa
e un’azione fedele di G su 2 e 'omomorfismo G — Sq € un isomorfismo
tra G e un sottogruppo del suo gruppo simmetrico S|g|. Tale omomorfismo
prende il nome di rappresentazione regolare destra di GG, dal momento che
esso si ottiene moltiplicando a destra gli elementi di G per un elemento
fissato.

La moltiplicazione a sinistra non definisce un’azione (a meno che G non sia
abeliano) perché viene meno la condizione [a] della definizione dell’azione
di un gruppo su un insieme. Sostituendo la suddetta definizione con a9 =
g~ 'a, si ha una teoria perfettamente analoga a quella esposta.
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Teorema C1.5 (Cayley). Ogni gruppo G é isomorfo ad un sottogruppo di
Sig|, # gruppo simmetrico sugli elementi di G. In particolare, un gruppo
finito di ordine n € isomorfo ad un sottogruppo di S,,, il gruppo simmetrico
di n lettere.

C2. Orbita e stabilizzatore

Definizione C2.1. Se G agisce su ) e a € Q, si chiama orbita di o sotto
Vazione di G, e si indica con o, il sottoinsieme di Q cost definito:

a® = {a? | g € G}

cio€ ['insieme det membri di () in cut o € portato dai vari elementi di G.
Allora si deduce che
(1 = U aC.

[47=1Y

Nota C2.2. Sia G un gruppo che agisce su un insieme 0 e definiamo su
QA la sequente relazione “~7:

Vo,3€: a~ B39 G tale che o = (.

Tule relazione € una equivalenza su §) e le classt da essa indotte altro non
sono che le orbite degli elementi di ). Pertanto due orbite o coincidono o
sono disgiunte.

L’azione di un gruppo G su un insieme 1 induce, quindi, una partizione su
2 e allora

Q = l-I:J aC
aeC

dove C € un sistema di rappresentanti delle orbite di ). In particolare se 2
e finito, st ottiene ['identita

o = ) [a“].
ac(C

Definizione C2.3. Se G agisce su §) e a € (1, si chiama stabilizzatore di
a, e st indica con G, il sottoinsieme di G cosi definito:

Ga=1{9€ G| a? =qa}

cio€ linsieme degli elementi di G che fissano a.

Esso rappresenta l'insieme degli elementi di G che fissano a. Osserviamo
che se un elemento di G appartiene ad ogni stabilizzatore, allora appartiene
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al nucleo dell’azione; viceversa, il nucleo K dell’azione di G su £} si pud
ottenere come intersezione degli stabilizzatori degli elementi di 2

K = ()G
ac

Le relazioni tra orbite e stabilizzatori sono messe in evidenza dal teorema
seguente.

Teorema C2.4. Sia G un gruppo che agisce su un insieme §). Allora

(a) due orbite o coincidono o sono disgiunte.

(b) lo stabilizzatore G, di un membro « € 2, é un sottogruppo di G.

(c) se B appartiene all’orbita di «, allora Gz € coniugato di G,; piu
precisamente, se 3 = a9, si ha che Gg = Goe = GY,.

(d) !’indice in G dello stabilizzatore di un membro € uguale alla cardinalita
dell’orbita del membro

(G G4 = |a®].

DIMOSTRAZIONE. Procediamo per ordine, partendo dal primo punto.

[a] Siano a, G € ) e supponiamo che le rispettive orbite abbiano intersezione
non vuota, cioe a® N B¢ # 0.

Dimostriamo che a® = 3% tramite la doppia inclusione, osservando che &

sufficiente far vedere che
B e a’ o o € 3°.

Supponendo o® N 3% # @, ne segue che esiste v € §) tale che
vea®Ngt = 3g,heG: =09 =p"

da cui segue

1 1

(@) =B e ()" ="
quindi

a=p8M") = aep® = afcgC
mentre

B=a9"") —= Bea® = p%cCaC
Pertanto dalla doppia inclusione, si ha o = €.

[b] Per la caratterizzazione dei sottogruppi basta dimostrare che

e (G, € chiuso rispetto alla moltiplicazione.

e Per ogni g € G, esiste g~ € G, tale che gg~! = g~}

=g 'g=e
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" = . Poiché G agisce su €2, possiamo

Siano g, h € Gy, alloraa? =a e «
scrivere

o = (e =a"=a = gheG,
pertanto G, € chiuso. Se g € G, allora a% = «a, quindi

9 = (099 =at =a

ne segue che ¢~ € G,,.

Ora, poiché abbiamo anche dimostrato che ogni elemento di G, & invertibile,
possiamo concludere che G, € un sottogruppo di G.

[c] Sia 8 € a©, allora esiste g € G tale che 3 = o. Dobbiamo provare che
Gg = GY, dove con GY indichiamo il coniugato di G, sotto conmiugio di g.
Proviamola con la doppia inclusione.

“C” Slaye Gy = (Y =06 Ma 3=qa% pertanto

. -1
(V=0 = a¥=a! = o9 =u«

quindi gyg~! appartiene allo stabilizzatore di « per cui vale anche

y=g '(gyg g = yeGi.

Poiché y € un elemento arbitrario di Gg, otteniamo Gg C G4,

1

“D” Sia x € Gg = dy€Gy: = gﬁlyg = Y = gxg ~ ora, poiché

y appartiene allo stabilizzatore di «, si ha

.
% =a = a"=a! = () =af

ma of = 3, quindi 8% = 3, cice z € G3. In questo caso abbiamo dimostrato
che G¥ C G4 e quindi possiamo concludere che Gz = GY.

[d] Poiché G, < G, possiamo considerare 'insieme dei laterali destri di G,
in &, che indichiamo con L:

L={Gag| g€ G}
Definendo I'applicazione
v: L —a® con V(Gag) = o?
e ricordando che |£| = [G : G,], per ottenere la tesi & sufficiente provare che

Y e biiettiva.

Prima di tutto, dobbiamo verificare che %) & ben posta. Infatti, per un
laterale destro di G, con due rapprasentanti diversi g,h € G, si ha che
Gog = Gah. Allora esiste un x € G, tale che h = zg. Ne segue

Y(Goh) = a" = a® = (a®)? = o
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Siano g, h € G tali che a9 = a”. Poiché valgono le seguenti implicazioni

o —a = gh“l EGo => Gag=Gyh

Yy € una applicazione iniettiva. La funzione 7 € ovviamente suriettiva.

Corollario C2.5. Se G agisce su §2, si ha:
(a) Q & unione disgiunta delle orbite {a®} dei suoi membri
(= H—J o’
aeC
e quindy, se 1 e finito, vale
Q=3 [a®
e
dove C € un sistema di rappresentanti per le orbite di Q.
(b) Se G ¢ finito, allora

G| = 1a%| |Ga| per ogni a € Q.

DIMOSTRAZIONE. Procediamo per ordine iniziando dal primo punto.
[a] Segue banalmente dal punto [a] del Teorema C2.4.

[b] Per il teorema di Lagrange
|G| =G : Ga - |Ga
e per il punto [d] del Teorema C2.4
[G:Go] =1 = |G|=]Ga|- Y. ]

Proposizione C2.6. Siano G un p-gruppo finito (cioé ogni elemento di G
ha come ordine una potenza di p) che agisce su un insieme € finito e

p ={aeQ]|ay=a VgeG}.

Allora
Qf = 2| (mod p).

DIMOSTRAZIONE. Se C € un sistema di rappresentanti per le orbite dei
membri di 2, per il punto [a] del Corollario C2.5 si ha

Q=) e

aeC
inoltre possiamo scrivere che

Q[]={{IEC|{}:G:{{}:}}

quindi posto
D=C\Q={aecC||a" >1}
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risulta che D & un sistema di rappresentanti per le orbite di {2 che hanno
cardinalita maggiore di 1, dunque

Q] = Q0] + Y 1a°].

aeD

Per ipotesi G € un p-gruppo finito, quindi la sua cardinalita & una potenza
di p in base al Corollario B2.2, cioe

dn €N taleche |G|=p".

Osserviamo che per ogni a € ), si ha che
Ga={9geG|a?=a}=G
mentre, se consideriamo « € D, si ha G, # G. Infatti
a€D = [G:G=a%>1 = G.#G

quindi |G4| < p™. Anche G4 € un p-gruppo finito, allora |G| risulta una
potenza di p. Ora, essendo |@“| = |G|/|Gal, anche l'ordine di a® & una

potenza di p e pertanto
> ot

ac D
¢ un multiplo di p. Dalla relazione

Q] = 1]+ 3 8

acD

si ha che |Q] — |Qp| &€ un multiplo di p, cice || = |l (mod p).

Applicando il Teorema C2.4 ed il Corollario C2.5, possiamo dimostrare al-
cune proprieta dei gruppi finiti, introducendo opportune azioni su particolari
insiemi. Vediamo un esempio.

Esempio C2.7. Siano G un gruppo finito e A, B due sottogruppi di G.
Allora

Al - |B|
AN B

A B| = dove A-B={ab|aeA1bEB}.

DIMOSTRAZIONE. Sia ) I'insieme dei sottoinsiemi non vuoti di G:
Q:={SCG|S#0}.

Facciamo agire G su €2 definendo S9 := S¢ per ogni g € G, dove con Sg
indichiamo il prodotto del sottoinsieme S con g. Questa & effettivamente
un’azione e la verifica € immediata.
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Ora, il sottogruppo A € un membro di {2 e B agisce su 2. Sotto I’azione di
B lo stabilizzatore di A é:

da cui B4 = AN B, mentre 'orbita di A & data da:
AP ={Ag|ge€ B}.

Per 1l Corollario €C2.5, si ha subito che

| B|
AB| = [B: Ba| = .
Ma |Ag| = |A| e quindi |AB| = I‘?fl, il numero dei laterali & uguale alla
cardinalita di A- B diviso il numero degli elementi di ogni laterale. Ne segue
Bl _ |A-B
|AN B |A]

L]

da cui la tesi.

C3. Equazione delle classi

Per due elementi a,b € G, si dice che b e coniugato ad a in & se esiste un
elemento g € G tale che b = g~ 'ag. Chiameremo coniugio questa relazione,
la quale, essendo una relazione di equivalenza, induce una partizione di G
in classi di equivalenza disgiunte (le classi di coniugio). Per ogni o € G,
indichiamo con Cl(a) la classe di contugio a cui o appartiene.

Definizione C3.1. Se a € (G, si definisce centralizzante di a in G, e st
indica con Cg(a), 'insieme:
Cgl(a) ={zx € G| xa = ax}.

Cala) é linsieme degli elementi di G che permutano con a. Inolire, si
definisce centro di un gruppo G, l'insieme

Z(G)={zeG|zg=gx V ge G}.
FEvidentemente si ha che

Z(G) = () Cela).

z€G

Esempio C3.2. Sia G un gruppo finito, Q@ = G e consideriamo (G,§2)
tramite coniugio nel sequente modo:

1

a? =g 'ag perogni a€fl e g€QG.
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Verifichiamo che si tratta effettivamente di un’azione di G su §). Per ogni
a € §) e per ogni g, h € G st vede facilmente che

a=elae=a e (a9)"=h"g tag)h = (gh) talgh) = a9".

Determiniamo ora, orbite e stabilizzatore sotto ['azione di G.
VaeQ: o a9 geGt={9""ag | g€ G} =Clla)
Go = {9geGla?=a}={geG|g " 'ag=aqa)
{g € G| ag=ga}=Cqla).

I

I

Quindt per il punto [d] del Teorema C2.4 seque che
'Cl(ﬂf)’ = [G . O{;({Jﬂ)].

Dall’ultimo esempio, si evince che il nucleo dell’azione ¢ il centro Z(G) in
(. Ne consegue ’equazione delle classi.

Proposizione C3.3 (Equazione delle classi). Sia G un gruppo finito. Vale
la segquente

Gl =12(@)|+ 3 |Clx)| = 12(G)] + 3 [G : Calx)
k=1 k=1

dove {xx}y, € un sistema di rappresentanti delle classi di coniugio di

; ; . ' . e
G ciascuna *delle 'quqh h::_z pu di un elemento, mentre con {Cqlxk)}iv,
abbiamo indicato i rispettivi centralizzants.

DIMOSTRAZIONE. Poiché €2 = G, ne segue che il centro di G coincide con
I'insieme

Qo ={ae]a!=a VgeG}=2Z(G).

Quindi dalla relazione

Q] = Q] + ) _ o

& D
si ha che
T
Gl =1Z(G)| + ) |Cl{zx)]
k=1
dove D = {x,,x9, -, 2., } costituisce un sistema di rappresentanti delle

classi di coniugio ciascuna delle quali contiene pit di un elemento.

Teorema C3.4. Un p-gruppo finito ha il centro non banale.



Teoria dei Gruppi Finiti ed Applicazioni Combinatorie 59

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che per un qualsiasi gruppo G, |Z(G)| # 0.
In quanto Z{G) contiene almeno ['elemento neutro. Sia G un p-gruppo
finito, dimostriamo che |Z(G)| > 1. Per la Proposizione C2.8, considerando
I'azione di G tramite coniugio su 2 = G con Qy = Z(G), si ha che |G| =
|Z(G)| (mod p). Inoltre, essendo G un p-gruppo abbiamo

p|IGl = »p||Z(G).
Z(G)| # 0, ne segue |Z(G)| > p. (]

Poiché

Corollario C3.5. Sia G un gruppo finito di ordine p* con p primo. Allora
GG e abeliano.

DIMOSTRAZIONE. Se G ha ordine p?, allora G & un p-gruppo. quindi per il
Teorema C3.4, il centro Z(G) & non banale, pertanto

Z(G) <G = |Z(G)| | |G| =p° = [Z(G)| € {p.p*}.

Se |Z(G)| = p?, allora G = Z(G) & abeliano. Altrimenti per |Z(G)| = p,
dato che il centro Z(G) € un sottogruppo normale di G, possiamo considerare
il gruppo quoziente G/Z(G) il cui ordine & dato da:

G| p*

IO = @y = 77

quindi Z(G) e G/Z(G) sono dei gruppi ciclici, in quanto il loro ordine € un
numero primo. Allora

JaeG: Z(G) = (a),
IbeG\Z(G): G/Z(G) = (bZ(Q)):

da cui segue che G = {(a, b); inoltre
a € Z(G) = ab=ba

percio &G e abeliano. L]

C4. Transitivita

In questa sezione sara illustrata una particolare tipologia di azione di un
gruppo su un insieme, 1’azione transitiva.

Definizione C4.1. Se G agisce su un insieme (1, si dice che G é transitivo
su () se esiste una sola orbita

a® =Q perogni o€
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In altre parole, se dati comunque due elementi «, 8 € €2 esiste g € G tale
che a9 = 3, allora ’azione & transitiva.

Poiché 2 e costituito dall’unione disgiunta di orbite, G & transitivo su 2 se
a = Q per almeno un o € Q. Inoltre & ovvio che se H & un sottogruppo
di G e H & transitivo su {2, allora G & transitivo su {2.

Lemma C4.2. Un gruppo finito G non puo essere unione insiemistica di
sottogruppt (propri) coniugats.

DIMOSTRAZIONE. Sia G un gruppo finito. Indicato con H un suo sottogrup-
po proprio, proviamo che

G# ] HY.
geG
La tesi e ovviamente vera se H € normalein G. Dunque dobbiamo sostanzial-
mente provarla quando H € un sottogruppo proprio, ma non normale.

Richiamiamo la nozione di normalizzante di un sottogruppo: Se H € un
sottogruppo di G, si definisce normalizzante di H in G ’'insieme

Neg(H)={9€ G | HY = H).

N¢(H) e un sottogruppo di G; inoltre H <« Ng(H ), in quanto se g € H ne
segue che H9 = H, quindi possiamo scrivere

H a Ng(H) < G.

Introduciamo ora 'insieme L dei laterali destri di Ng(H) in G:
L={Ng(H)g | g€ G}
€ ponlamo
|Gl=m, |H|=h e |[Ng(H)| =n.
Ne segue che
G| m

£ =[G No(H)| = rgrm =

Consideriamo inoltre ’insieme 7 dei sottogruppi di G coniugati ad H:
T={HY| geG}
e proviamo che ’applicazione
¢: L—T con Ng(H)g— H?

é biiettiva. Ovviamente ¢ ¢ ben posta e suriettiva.
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Siano Ng(H)g1, Ng(H)ge € L due laterali tali che H9* = H9. Allora
g1 'Hgi =g, ' Hgy <= (919;") 'Hgug;' = H
quindi il coniugato di H rispetto g1g5 * coincide con H, pertanto
9195 € Ng(H) = Ng(H)g1 = Ng(H)gs.
Dunque ¢ € anche iniettiva. Ne segue

m
Tl =[£]= —.
n

Osservando che ogni membro di 7 contiene I’elemento neutro ed ha cardi-
nalita uguale ad h < n, risulta

U

qgeG

T m ™
E(h_']-) ,_'_]_E(n*._]) il—m—~w+1<~im
('t T TL

perché m > n in quanto H non & normale in G. Pertanto in ogni caso G
non puo essere unione insiemistica di sottogruppi propri coniugati. [

Teorema C4.3. Sia G un gruppo finito transitivo su un insieme Q. Allora

(a) Q é finito e |Q| divide |G|.

(b) esiste g € G tale che a9 # o per ogni o € Q, cioé esiste un elemento
di G che muove tutti gli elementi di §2.

DIMOSTRAZIONE. Procediamo per ordine partendo dal primo punto.

[a] Poiché G ¢ transitivo su 2 si ha
Vaec: oa=90
quindi
Q) = [QG[ =[G : Gy <
in quanto G € un gruppo finito; inoltre per ogni a € {1, si ha che
G|
Gal

=L — 9|6l

[b] Per il Teorema C2.4 si ha che
Vael: Gy <G

Inoltre, essendo G transitivo, esiste una sola orbita, quindi per ogni 3 € Q,
(G € un sottogruppo coniugato di G, cioe tutti gli stabilizzatori di G
risultano tra loro coniugati. Per ogni a € (2, lo stabilizzatore GG, € un
sottogruppo proprio di G, altrimmenti esisterebbe un a € Q1 tale che

C=Ga={g€G| o =a} = of={a}#N
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Poiché G ¢ finito, per il Lemma C4.2

Jg€ G g€ UGﬁ
e

ne segue che 39 # 3 per ogni 3 € ().

C5. Normalita

Esaminiamo ora un esempio particolare di azione transitiva.

Esempio C5.1. Siano G un gruppo e¢ H un sottogruppo di G. Poniamo
Q={Hx |z € G}

l'insieme dei laterali destri di H in G.

Possiamo ora definire un’azione di G su {2 nel sequente modo:

Y OxG —
(Hx,g) +— (Hx)? = Hzxg.

Verifichiamo che si tratta effettivamente di un’azione di G su §l.
() VHxeQ: (Hr)" = Hre= Huz.
(b)) Vg, heG: ((H:I:)”)h = (Hzg)" = Hxgh = (Hz)(gh) = (Hzx)9".

Ora, presi due membri qualunque Ha e Hy di 1, é sempre possibile trovare
un g € G tale che Hx = (Hy)Y (basta porre g = y~lz). Pertanto G risulta
essere transitivo su (), cioe

(Hz)C = Q.

Lo stabilizzatore di Hx é Gy, = {g € G | (Hz)Y = Hz}, quindi, se g € un
elemento dello stabilizzatore di Hx, deve valere

(Hz)? = Hr <= Hzg=Hz <= Hzrgz ! = H.
Dunque zgx~—' € H e g € H*. Ne seque che
Gy = H".
Per il risultato ottenuto, il nucleo di tale azione é
K= () Guo= | H
Hzex) T€G

che risulta anche un sottogruppo normale di GG.
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Banalmente K e un sottogruppo normale di G contenuto in H. Sia ora T
un arbitrario sottogruppo normale di G tale che T < H < G. Proviamo che
T é un sottogruppo di K. Notiamo che vale

TaG = VzelG: T"=T.

Essendo T C H, si ha che T* C H* per ogni x € G e dunque
T=(T°c () H =K.
re’G reG

Ne seque che K e il piu grande sottogruppo normale di G contenuto 1 H.

Teorema C5.2 (Poincare). Se un gruppo ha un sottogruppo di indice finito,
allora necessariamente ha un sottogruppo normale di indice finito.

DIMOSTRAZIONE. Siano G un gruppo, H < G tale che [G : H| = n. Preso
(0 = {Hz|zx € G}, consideriamo 'azione di G su 1 definita nell’Esem-
pio C5.1:

(Hz,g) — (Hz)” = Hzg

K:ﬂH*‘

rels

avente nucleo

che come abbiamo visto, ¢ il piu grande sottogruppo normale di GG contenuto
in H; quindi per avere la tesi, basta provare che [G : K| < oc.

Se G é finito, evidentemente la tesi € banale in quanto

KgH<G = [G:K]zll—?‘-c:m.

Supponendo G infinito, proviamo che |W] & finito, dove W = {Kg | g € G}.

Nella dimostrazione del Lemma C4.2, abbiamo visto che esiste una biiezione
tra ’insieme dei laterali destri di Ng(H) in G e I'insieme dei sottogruppi di
(G coniugati ad H, quindi

{H” |z € G} =[G : Ng(H)j=m <n

in quanto H < Ng(H) < G e |G : Ng(H)) < |G : H} = n. Dunque esistono
m elementi x1, 2, - . T;m € G tali che

K = ﬂ HE>,
A=1
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Ora, ogni laterale di K in G & Kg = ([),-, H**)g, quindi

:{Kg|g€G { ﬂHI*‘g|geG’}

ma
m Tr
()= [l
A=1
pertanto ogni laterale di K in G € una mtersezmne dei laterali
HIlgj HIEQJ Tt Hmmg'

={ﬂH$*gh\gzeG}

A=1
si ha che W C 20, inoltre poiché due sottogruppi coniugati hanno lo stesso
indice, risulta

Posto

G: H*| =[G : H =n.
Siccome per ogni H®* vi sono n laterali, si ha che la cardinalita di 20 e
minore o uguale a n™. Pertanto |[W|{<n™ = [G: K] <n™

Proposizione C5.3. Siano G un gruppo finito e p il piu piccolo divisore
primo dell’ordine di G. Sia H un sottogruppo di G di indice p. Allora H €
un sottogruppo normale di G. In particolare

(a) un sottogruppo di indice 2 in un gruppo finito € normale.
(b) un sottogruppo di indice p in un p-gruppo finito € normale.

DIMOSTRAZIONE. E facile vedere che 1’enunciato principale implica imme-
diatamente i due punti [a] e
textbf(b].

Siano G un gruppo finito, H un sottogruppo di G tale che [G : H| = p, dove
p ¢ il piu piccolo divisore primo dell’ordine di G.

Poniamo 2 := {Hx | z € G} e consideriamo 1’azione di G su {2 cosi definita
(Hz,g) = (Hz)? = Hzg.

Tale azione corrisponde ad un omomorfismo ¥ tra G' ed Sq, il gruppo sim-
metrico di ordine p! (perché Sq € il gruppo delle permutazioni di 2). Il
nucleo dell’omomorfismo ¥ (anche il nucleo dell’azione di GG su {2) dato da

K = ﬂHE’

risulta un sottogruppo normale di G, per cui G/K é isomorfo ad un sot-
togruppo di Sq. Per il teorema di Lagrange, si ha che

IG/K| | |Sal = pl.
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Inoltre G/ K & certamente non banale, in quanto
K<H: |G/K|>|G:H|=p.

Sia ora g un arbitrario numero primo che divide |G/K]|, allora risulta che
q|pt = q[l-2--(p-1):p = ¢q<p

Inoltre vale

q|IG/K] = q|IG] = q>p
perché p e il piu piccolo divisore primo di |G|. Allora p = q. Ne segue che
G/K ¢ un p-gruppo finito, in quanto p é 'unico divisore primo di |G/K]| e
il suo ordine € una potenza di p.

Supponendo che |G/K| = p™ risulta
p" ‘ pl = n=1
perché G/K & non banale. Allora |G/K|=p =[G : H].

Ricordando K < H < (G si ha che
p=|G:K|=[G:H|-[H:K|=pH:K|] = [H:K]=1

pertanto
H:K|=1 ¢ K<H — H=K.
Dunque H ¢ un sottogruppo normale di G.







CAPITOLO D

Teoremi di Sylow ed Applicazione

Il teorema di Lagrange asserisce che ’ordine di un sottogruppo di un gruppo
finito € un divisore dell’ordine del gruppo. Il viceversa & perd falso. Non vi
sono molti teoremi che garantiscono I'esistenza di un sottogruppo di ordine
assegnato 1n un gruppo finito arbitrario. Il piu significativo & un lavoro
dovuto al matematico norvegese Sylow.

In questo capitolo tratteremo i teoremi di Sylow che descrivono i sottogruppi
di un gruppo finito arbitrario, aventi come ordine una potenza di un numero
primo. I primo teorema garantisce |'esistenza di tali sottogruppi, il secondo
mette In evidenza la relazione di coniugio tra i p-sottogruppi di Sylow dello
stesso ordine, mentre il terzo mostra le proprieta di divisibilita e congruenza
del numero dei p-sottogruppi di Sylow, che in alcuni casi ci consentono di de-
terminare con precisione il loro numero, come del resto avremo occasione di
vedere in qualche applicazione. Infine concludiamo con un approfondimento
della conoscenza di questi sottogruppi, studiando il loro comportamento in
strutture quoziente e prodotti diretti.

D1. Teoremi di Sylow

Definizione D1.1. Se G é un gruppo finito, p un numero primo e
T n+1
p"||G| e p"*'{|G| con mn €N

un sottogruppo di G di ordine p™ si chiama p-sottogruppo di Sylow. St tratta
quindi di un sottogruppo il cui ordine € la massirma potenza di p che divide
l'ordine dv GG.

Lemma D1.2. Siano p un numero primo e m un numero intero positivo.
Allora vale la sequente congruenza

mpﬂ
( o ) =m (mod p).
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DiMOSTRAZIONE. Per definizione di coefficiente binomiale si ha

N P plp—1p—=2)--p—k+1) _ J1. k=10p
k ip— k) 1-2:3..-k 7 0, 0<k<p;

dove con =, i indica la congruenza modulo p. Ora introdotte due variabili
x,y consideriamo lo sviluppo binomiale |

P
(x +7)P = Z (i) Pk

k=l

che ¢ conduce alle congruenze

4
(z +y)¥ = Z (i) PP =, 2P + P,
& =(]
2 , 2 2
(x + )7 =, (¥ + ") =, 2F + .

Continuando cosi abbiamo
(z+ ) =, 2 +,
@+ )™ =, (@ )"

iciente del ter-

Snlla base di quest’ultima congruenza, considerando 1l coe

mine 2 4™~ 1P" g ha
mpty _ {mY _
p” =p 1 =p TI,

Teorema D1.3 (Primo Teorema di Sylow). Siono G un gruppo finito e p
un primo che divide Uordine di G. Allora G ha un p-sottegruppo di Sylow.

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi p‘ |G|, allora possiamo serivere
&
Dimostriamo che esiste un sottogruppo di ordine p*. Dehniamo l'insieme §2
nel seguente modo

=mp" dove pim e n>1

Q={TCG|{T| =p"}

e determiniamone la cardinalita.

Poiché il numero di modi di scegliere un sottoinsieme di p™ elementi da un
insieme di mp™ e dato dal coefhciente binomiale, si ha

mp"
= pn '

Considerando ora ’azione di (& su £2 cosi definita

(g T)—T9=Tg perogni TEN e geG

(2
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si ha che

() = UTG

TeC
dove C e un sistema di rappresentanti per le orbite dei membri di 2, quindi

Q)= > |T¢].
TeC
Per il Lemma D1.2, vale la seguente congruenza
mp"
( pi ) =m (modp) == | =m (modp).

Dato che p t ||, esiste un’orbita T°C tale che p { |T¢|. Ora, considerando
lo stabilizzatore di T', per il Teorema C2.4 si ha |T%| = [G: Gr|. Gr & un
sottogruppo di G, se proviamo che |G| = p™ abbiamo la tesi.

Dalla relazione |G| = [G : G| - |G| si ha che
G]
G : Gr]

G| =

pertanto

p”“G| e pt|G:Gr] = p”’| Gr| = |G| >p".

Inoltre dalla definizione di stabilizzatore si ha
VgeGr: T9=T¢g=T =— ViteT: tGrCT

quindi

Gr| = [tGr| < |T|=p" = |G| <p".
Dalla doppia disuguaglianza si ha |Gr| = p', pertanto Gt & proprio un
p-sottogruppo di Sylow.

Proposizione D1.4. Sia G un gruppo finito tale che |G| = mp™, dove p é
un primo con med(p, m) = 1. Allora nel gruppo GG esistono p-sottogruppi di
ordine p,p%,- - ,p".

DIMOSTRAZIONE. Procediamo per induzione su |G|.

Quando |G| = p, la tesi € ovviamente vera. Supponiamo la tesi vera per tutti
1 gruppi di ordine minore di mp”™ e dimostriamo che vale per |G| = mp™.

Ricordiamo 'equazione delle classi
¢
G| =12(G)| + )_ |Cl(zx)]
k=1

dove {zx};_, & un sistema di rappresentanti delle classi di coniugio che con-
tengono piu di un elemento. Supponiamo che p‘ |Z(G)], allora per il teorema
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di Cauchy, esiste un sottogruppo in Z(G) di ordine p. Ora, indicando con
Py tale sottogruppo, non e difficile vedere che P; risulta un sottogruppo
normale di G. Consideriamo il gruppo quoziente G/P; il cui ordine ¢ dato

da:

TE

=mp"~! < mp"

quindi, per l'ipotesi induttiva in G/ P; esistono i sottogruppi
P?/Plu B’i;/Pl:r Ty P}'J./P].

di ordine rispettivamente p, p*, --- , p"~!. Ne segue che P, P, --- , P,, sono
p-sottogruppi di G di ordine rispettivamente p, p?, - -- , p".

Se pt|Z(G)| per 'equazione delle classi esiste una classe di coniugio Cl(z;)
tale che p 1 |Cl(xzx)|; ma
G

Cllan) =[G Colan) = gy = 1Cate0] = iy

pertanto
p'[|IGl e pt|Cllzk)| = p"||Calxi)l

Inoltre possiamo dire che
Col(zr)| < |G| =mp™ perché =z ¢ Z(G).

Quindi applicando l'ipotesi induttiva si ha che in Cg(zr) esistono i sot-
togruppi Py, Py, - - - , P, di ordine rispettivamente p, p?, - - - . p™. Questi sono
anche sottogruppi di G perché Cg(ax) < G. [

Teorema D1.5 (Secondo Teorema di Sylow). Siano G un gruppo finito e
p un primo che divide l'ordine di G. Se P ¢ un p-sottogruppo di G ed S un
p-sottogruppo di Sylow di G, esiste g € G tale che P C 89, In particolare:

e due p-sottogruppi di Sylow sono coniugati.
® ogni p-sottogruppo € un sottogruppo di qualche p-sottogruppo di Sylow.
e ogni p-elemento appartiene a qualche p-sottogruppo di Sylow.

DIMOSTRAZIONE. Poniamo () = {S5¢| g € G}. Se |G| = mp™ con med(m, p) =
1, poiché S & un p-Sylow si ha |S| = p™ e inoltre

G
S|
Definiamo ora un’azione di P su {) come segue

(P,QY): (x,Sg9) (Sg)" = Sqx

Q=[G : 8] = =m = p1|Q]

per la Proposizione C2.6 abbiamo che

Q2] = |Qo| (mod p)
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dove

QU —

P

Sg Q| Sgr = Sg wep}

= { Sgel(S9” = {sg} }.
Poiché p 1 |Q| si ha che p{ |Qp|; quindi Q ¢ non vuoto cioe
185g€fly: Sgr=859g VxeP

pertanto
grgteS = ze8 = PCSY
Nel caso in cui P € un p-sottogruppo di Sylow
IPl=p" e PCSY9 — P=459

perché [SY9| = |S] = p" e quindi P ed S risultano coniugati. Come con-
seguenza immediata, seguono le altre due affermazioni.

Teorema D1.6 (Terzo Teorema di Sylow). Siano G un gruppo finito e p
un primo che dwide U'ordine di G. Se ny, € il numero dei p-sottogruppt di
Sylow di G ed S é un tale sottogruppo, allora

n, | [G: 9] e ny, =1 (mod p).

DIMOSTRAZIONE. Ponendo {2 come 'insieme dei p-sottogruppi di Sylow di
G, consideriamo la seguente azione di G su ()

(G,Q): (¢,T) — TI9=g'Tg

quindi I'orbita di un membro 7', € la classe dei sottogruppi coniugati a cui
T appartiene. Ma per il Teorema D1.5 tutti i p-sottogruppi di Sylow sono
coniugati, ne segue che 1’azione considerata e transitiva. Pertanto

Q=S¢ = n,=[G:Gs]=[G: Ng(S).
Poiché np = [G : .Nr(;(S)] ed S < N{;(S) < G, sl ha
(@S
[Nc(S) - S
Consideriamo un’altra azione
(8,Q): (5, T) — T* =5 'Ts.
Ricordando la congruenza nella Proposizione C2.6
Q] = [Q| (mod p)

== n,|[G: 5]

My

dove ‘
Q[]={T€Q‘T5:{T}}

se proviamo che |{3] = 1 abbiamo subito la tesi dato che |£}| = n,,.

Osserviamo che

VzesS: =8 = Sy = Q[]?é@.
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Verifichiamo che S & 'unico membro di €. Infatti supponendo che esista
T € Q tale che T° = T, si ha che

VeeS: T°=T = §< Ng(T)

quindi S e T sono entrambi p-sottogruppi di Sylow contenuti in Ng (T). No-
tiamo che T & 'unico p-sottogruppo di Sylow del suo normalizzante Ng(T').
Inoltre S e T sono coniugati in Ng(T') per il secondo teorema di Sylow.

Allora S =T e || = 1.

Corollario D1.7. Sia G un gruppo abeliano finito. Allora

(a) G ha uno ed un solo p-sottogruppo di Sylow per ogni primo p che divide
Uordine di GG.

(b) G é ciclico se e solo se i suoi sottogruppi di Sylow sono ciclici.

DIMOSTRAZIONE. Procediamo per ordine, partendo dal primo punto.

[a] L’esistenza & garantita dal primo teorema di Sylow. L’unicita deriva dal
fatto che due qualsiasi p-sottogruppi di Sylow sono coniugati.

Infatti, se S & un p-sottogruppo di Sylow, poiché G € abeliano, ogni suo
sottogruppo & normale. Ne segue che l'insieme dei sottogruppi coniugati ad
S in G coincide con S, quindi per ogni primo p che divide l'ordine di G
esiste un unico p-sottogruppo di Sylow.

[b] La condizione necessaria segue dal fatto che ogni sottogruppo di un
gruppo ciclico & ciclico. Ora dimostriamo la condizione sufficiente. Sia G
un gruppo abeliano finito, allora possiamo scomporre l'ordine di G come
segue:

Tl
Gl =[] pi*
k=1

dove {px} sono primi distinti e {ms} numeri naturali. Poiché G e abeliano,
per ogni k esiste un unico pg-sottogruppo di Sylow che indichiamo con S.
Ora poiché ogni Si ¢ ciclico, se denotiamo con gi il suo generatore si ha:

‘Skl=|<gk>|:p?k per k':l,z,"'.,ﬂ,.

Possiamo dunque definire un elemento g = g1 - g2 --gn che ovviamente
appartiene a G, inoltre gli ordini dei generatori g1, g2, -+ , gn SONO coprimi,
pertanto

o(g) = o(g1) - o(g2) -+ 0(gn) = | | Pi**.
k=1

Ne segue che G € un gruppo ciclico generato da g.
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D2. Applicazione e gruppi ciclici

Proposizione D2.1. Dimostrare che per un primo p il numero dei p-sotto-
gruppt di Sylow di Sy, gruppo simmetrico, € uguale a (p—2)!, da cui si deduce
il teorema di Wilson

(p—1)= -1 {(mod p).

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con n, il numero dei p-sottogruppi di Sylow

del gruppo simmetrico S,. Se n, = (p — 2)!, allora per il terzo teorema di
Svlow, si ha che

np=1 (modp) == (p—-2)!'=1 (modp).

struttando la proprieta moltiplicativa delle congruenze, possiamo scrivere

p-1'=(-D)p-2 = p-1=, -1

A questo punto dimostriamo che il numero dei p-sottogruppi di Sylow di 5,
é effettivamente (p — 2)!. Poiché

Spl=p':  plpt e p*ip

I'ordine di un p-sottogruppo di Sylow non pud che essere p. Adesso, essendo
P prima, ogni p-sottogruppo di Sylow & ciclico con p — 1 generatori aventi
tutti lo stesso ordine p. Quindi il numero totale dei generatori dei gruppi
ciclici di ordine p & uguale a (p — 1)n,. Ogni elemento di ordine p in 5,
risulta un p-ciclo. Dunque, se calcoliamo il numero dei p-cicli, questo deve
cowncidere con 1l numero totale dei generatori dei p-sottogruppi di Sylow.
Considerando 'applicazione ¢ : 5, — &, con

(1 2 .- p) (:rl Ty - :rp)
—
£y X2 -+ dp Ly g -+ I
per £k =1.2,---,p, le permutazioni
1 2 oo p—k pok+1 .- p)
Lkl Th+2 -0 Lp, T o Tk

hanno la stessa immagine. Dunque ¢ induce una corrispondenza p a 1,
pertanto il numero dei p-cicli &

_ (o)
p:(p—l)!=ﬂp(P—l) — Tp p—1

che & la formula che volevamo dimostrare.

= (p — 2!

Esempio D2.2. Un gruppo di ordine 15 =3 % 5 e cuclico.
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DIMOSTRAZIONE. Sia G un gruppo di ordine 15, indichiamo con ng il nu-
mero dei sottogruppi di Sylow di ordine 3 e con 75 il numero dei sottogruppl
di Sylow di ordine 5. Per il terzo teorema di Sylow si deve avere:

ng=1 (mod3) e n3|[[15:3]=5 = mn3=1,

ns =1 (modb) e ns|[15:5]=3 = ns=1.

Quindi questi sottogruppi risultano essere normali in quanto essendo unici
sottogruppi di Sylow di ordini 3 e 5 rispettivamente. Inoltre, poiché ogni
gruppo finito il cui ordine € un numero primo e ciclico, possiamo scrivere

X = {(z): sottogruppo normale di ordine 3;
Y = (y): sottogruppo normale di ordine 5.

Ora poiché X e Y hanno in comune solo I’elemento neutro, risultano per-
mutabili, infatti

-1 —1 :I:_lify EX,
TTYTIY = mlyey e Y

pertanto
m_ly_lzry ceXNY = .I_lyhlmy = € == IY = Y.
Allora si ha che

o(xy) = mem(o(z),0(y)) = 15 = |G|.

Possiamo cosi concludere che &G e ciclico.

Questo esempio si generalizza con il seguente risultato.

Proposizione D2.3. Siano p e q due primi conp < q ep1t(q—1). Allora
ogni gruppo G di ordine pq e ciclico.

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con n, ed n, i numeri dei p e g sottogruppi
di Sylow. Per il terzo teorema di Sylow

ny,lqg e np,=1 (modp) = n,=1,
ng|lp e ng=1 (modgqg) = n,=1;
dove si escludono 1 casi :

¢ n, = q perché per ipotesi pt (¢ —1) = g # 1 (mod p);
e n, =p perché per ipotesip< g == p#1 (mod q).

Ovviamente questi sottogruppi sono ciclici, quindi possiamo scrivere

A = (a): sottogruppo normale di ordine p;
B = (b): sottogruppo normale di ordine g.
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Inoltre si ha che AN B = {e} perché per qualunque x € AN B, risulta che

r€ A = o(x)lp=|A]
IEBi}’U(I)‘q=IB|} olg)=1 e z=e

Dato che A ¢ normale in &G, consideriamo il gruppo quoziente G/A. Allora
G = (A, B) se possiamo dimostrare che

G/A={AV* |k=1,2,---,q}.

Infatti, basta verificare che questi g-laterali sono distinti. Supponiamo che
esistono i e jcon 1 <7< j <gq, tali che Ab® = AV, allora A = AV~ che

e equivalente alla relazione & ~* € A. Dunque o(¥ %) = ¢|p = |A|, che &
impaossibile.

Secondo i1l Teorema A4.2, si ha che G e prodotto diretto di A e B, cioé
G = A® B. Quindi a e b sono permutabili e o(a - b) = o(a) - o(b) = pq, che
significa |G| = pg = o(a - b) e G = (ab) & ciclico. ]

Esempio D2.4. Un gruppo di ordine 455 é ciclico.

DIMOSTRAZIONE. Se G & un gruppo di ordine 455, si ha che
|Gl =455 =5-7-13.

usando la notazione dell’esempio precedente, denotiamo con

[ N5 | 5 )
{ Nz } numero dei sottogruppi di Sylow di ordini ¢ 7 .
. 13 A, ]_3 /

Per il terzo teorema di Sylow si deve avere:
niz=1 (mod13) e nij3|[455:13] =356 = ny3=1;
ny =1 (mod7) e ny |[455:7] =65 = n; =1;
ny =1 (modb) e ng |[[465:5] =91 = nyz =1, 91.

[ sottogruppi di Sylow di ordine 5, 7, 13 ovviamente sono ciclici ed hanno
in comune solo 'elemento neutro. Se proviamo che ns # 91 allora risultano

anche tutti normali. Ne segue che G e uguale al prodotto diretto di tali
sottogruppi per il Corollario A4.3. Dunque G e ciclico in quanto gli ordini

dei suddetti sottogruppi sono numeri primi.

Supponiamo per assurdo ns = 91. Ogni sottogruppo di Sylow di ordine 5 ha
4 generatori di ordine 5, pertanto il numero totale degli elementi di ordine
5¢e 91 -4 = 364. Siano S7 'unico sottogruppo di Sylow di ordine 7 e S;3
[’unico sottogruppo di Sylow di ordine 13. Allora

57,813 < G e S? M 513 = {E} — 57313 = 57 @}313.
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Tutti gli elementi di S7 ® S13 hanno ordine coprimo con 5, inoltre
|S7 & S13| =T7-13 = 91.

Ora, sommando questi elementi con quelli di ordine 5 si ha 91 4+ 364 = 455.
Se troviamo un altro elemento il cui ordine non appartiene all’insieme

{5,7,13,91} si ha |G| > 455

e necessariamente ns = 1 e (G e ciclico.

Sia Ps un qualunque sottogruppo di G di ordine 5. Posto P = PsP;,
dimostriamo che P & un gruppo ciclico.

Siano zy, r1y1 € Pconz,z, € P5 e y,yn € Py
Ty=T1y1 = T, x=y1y ' € PsNP; = {e}
~1
— { x _$1=e — { T = I
ny - =¢€ Y=
ne segue che la rappresentazione di P € unica e |P| = 35.

Per ogni z € Ps e y € Py, verifichiamo che zy € P = yx € P. Poiché
yr = (22~ )yx = z(x ™ 'yr) = oy
st ha yr € P in quanto P < G e y* € P;. Quindi
(zy) ' =y 'z lep

conferma che ogni elemento ha il suo inverso in P.

Analogamente per ogni x,x, € Ps e y,y1 € P; possiamo affermare che
zy,t1y1 € P = (zy)(zay1) € P
Infatti, si vede facilmente che

(zy)(z1y1) = z(z127 Dy(eiy) = zz1(2] 'ye1)y = (z21)(y™ 1) € P
grazie di nuovo alla normalita di P;. Pertanto P & chiuso.

Allora P € un gruppo di ordine 35. Inoltre dalla Proposizione D2.3 segue
che P e ciclico, quindi sicuramente contiene un elemento di ordine 35.

Proposizione D2.5. Stano p,q due primi distinti. Allora un gruppo di
ordine pg® non & semplice (cioé contiene un sottogruppo normale non ba-
nale).

DIMOSTRAZIONE. Sia G' un gruppo finito con |G| = pg?. Denotiamo con
np il numero dei p-sottogruppi di Sylow di ordine p e n, il numero dei
g-sottogruppi di Sylow di ordine ¢°.
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Per confermare la tesi occorre dimostrare che n, =1 0 ng = 1.

Per il terzo teorema di Sylow valgono le seguenti relazioni:

2
Tp I_E__:qz e np=1 (mod p);
P
pg*
*n.q Eﬁ“ =P e Hq =1 (Iﬂﬂd Q)

Supponendo n, > 1 ed n, > 1 si ha
ng=p = p=1 (modg) = gql|(p-1) = p>q.

Poiché n, = ¢ implica p|(¢ — 1) e p < g, che e incompatibile con p > ¢, ne
segue Ny =p € N, = g°.

Ora per ogni p-sottogruppo di Sylow, abbiamo p — 1 elementi di ordine p e
due qualsiasi p-sottogruppi di Sylow distinti hanno in comune solo I’elemento
neutro, quindi il numero totale dei p-elementi ¢ uguale a

np(p — 1) = ¢*(p — 1),
Mentre, se Q; e Q4 sono due g-sottogruppi di Sylow con Q1 # @2, si ha:
@1NQ2l | ¢ = [iNQ2f < g
Pertanto il numero dei g-elementi & certamente maggiore o uguale a
ng(q* — @) +a=p(¢" —9) +q¢

Poiché G deve contenere tutti i p-elementi e tutti 1 g-elementi possiamo
scrivere

G| >¢*(p—1)+p(¢* —q) +q=pg* + (p — 1)g(g — 1) > pg*.

Ma questo & impossibile, quindi necessariamente n, =1 o n, =1, cioe G
deve contenere un sottogruppo normale non banale.

D3. Sottogruppo e gruppo quoziente

Lemma D3.1. Siano G un gruppo finito e H un sottogruppo proprio di
G. Se Py e P, sono due p-sottogruppi di Sylow di H, allora i p-sottogrupp:
di Sylow di G che li contengono sono distinti. Ne segue che il numero de:
p-sottogruppi di Sylow di H non supera il numero dei p-sottogruppi di Sylow
di 5.

DIMOSTRAZIONE. Sia H un sottogruppo di G con |G| < oc. Supponiamo
che P, e P, siano due p-sottogruppi di Sylow distinti di H. Per il secondo
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teorema di Sylow, esistono in G due p-sottogruppi di Sylow S; e S, che con-
tengono rispettivamente P; e P, come sottogruppi. Dobbiamo dimostrare

che S; # Ss.

Supponendo per assurdo che S = Ss si ha che:

PPCH e PCJS5 — PI:HﬂSu

PPCH e P,CS = Py=HnNSJ.s;

perché P, e P sono p-sottogruppi massimali in H. Allora
Pr=HNS  =HNS S, = Ps.

Questo e assurdo perché P, e P, per ipotesi sono due p-sottogruppi di
Sylow distinti di H, pertanto si ha la tesi.

Proposizione D3.2. Sia H un sottogruppo normale di un gruppo finito G.
Allora valgono le sequenti affermazioni:

(a) Se S e un qualsiasi sottogruppo di Sylow di G, allora HNS ¢é un
p-sottogruppo di Sylow di H.
(b) Se p1|G: H]|, allora H contiene tutti i p-sottogruppi di Sylow di G.

DIMOSTRAZIONE. Sia G un gruppo finito con H <4 G.

[a] Se T' & un p-sottogruppo di Sylow di H, allora per il secondo teorema di
Sylow esiste g € G tale che T' C §9 dove S € un p-sottogruppo di Sylow di
G. Inoltre T'= H N SY ed essendo H normale in G si ha

HNSY=HINSY = (HNS).

Quindi T = (H N S)Y e, ricordando che due sottogruppi coniugati hanno lo
stesso ordine, ne segue

T|=|(HNS)| = |HN S|
Dunque H N § risulta un p-sottogruppo di Sylow di H.

[b] Sia p” la massima potenza di p tale che p™||G|. Poiché per ipotesi
p{ |G : H] si ha che p™| |H]|, allora, per il primo teorema di Sylow, esiste
un p-sottogruppo di Sylow S contenuto in H con |S| = p". Ovviamente
qualunque p-sottogruppo di Sylow T di G ha ordine p” e, per il secondo
teorema di Sylow, esiste g € G tale che T' = S9. Ora, essendo H < G, esso
contiene tutti i suol coniugati quindi

T'=§5CH=H = TCH.

Pertanto H contiene tutti i p-sottogruppi di Sylow di G.
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Teorema D3.3. Siano G un gruppo finito e H un sottogruppo normale di
G. Allora tutti e soli i p-sottogruppi di Sylow di G/H si ottengono come
immagine dell’omomorfismo canonico dei p-sottogruppi di Sylow di G. Ne

segue che il numero det p-sottogruppr di Sylow di G/H non supera il numero
dei p-sottogruppi di Sylow di G.

DIMOSTRAZIONE. Poiché H e normale in GG, possiamo considerare il gruppo
quoziente G/H e 'omomorfismo canonico

p: G— G/H,
g— Hg.

Se .S e un p-sottogruppo di Sylow di G, allora ¢(S) = HS/H. Dobbiamo
dimostrare che:

(a) HS/H & un p-sottogruppo di Sylow di G/H.

(b) tutti i p-sottogruppi di Sylow di G/H sono immagini di questo tipo,
cioe se T/H e un p-sottogruppo di Sylow di G/H, allora esiste un
p-sottogruppo di Sylow S di G tale che p(5) = HS/H =T/H.

Queste due affermazioni vengono provate come segue.

[a] Per il teorema d'omomorfismo vale
p(S)={Hz|z € S}=HS/H<G/H.

Non e difficile verificare che HS/H e un p-gruppo con 'ordine uguale a una
potenza di p. Calcolando l'indice

| _ Gl H o
[G/H'HS/H]_\H| S| G : HS]
risulta che G 8]
pt|G/H: HS/H| =[G : HS| = [HSE: 5

perché S < HS < Gept|[G:S]. Pertanto HS/H & un p-sottogruppo di
G/H con ’ordine di massima potenza di p, cioé un p-sottogruppo di Sylow
nel gruppo quoziente G/ H.

[b] Se T'/H & un p-sottogruppo di Sylow di G/H allorap{[G/H : T/H]| e

G| |H
G/H:T/H| == -—=[G:T] = pt|[G:T]
G/H :T/H| H| [T
Allora, per il primo teorema di Sylow, esiste un p-sottogruppo di Sylow di
T, denotato con S, che ovviamente & anche un p-sottogruppo di Sylow di

(. Pertanto
S<T = 8 <pT) = HS/HLT/H.
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Ma HS/H e T/ H sono entrambi p-sottogruppi di Sylow di G/H quindi han-
no lo stesso ordine, pertanto T/H = HS/H, cioé¢ T/ H risulta I'immagine di
un p-sottogruppo di Sylow S di G mediante 'omomorfismo canonico.

D4. Normalizzanti e sottogruppi di Sylow

Lemma D4.1. Siano G un gruppo finito e S un p-sottogruppo di Sylow.
Allora per un sottogruppo H con § < Ng(S) < H < G st ha che H =
Ng(H). In particolare

H=Ng(5) = Ng(S)= Ng(Na(5)).

DIMOSTRAZIONE. Secondo la definizione, vogliamo dimostrare che
Ng(H)={9geG |H=H} = H

cioe, che per ogni g € G vale I'implicazione: H9 =H =— g€ H.

Sia g € G tale che HY = H. Per ipotesi § < H, quindi S & un p-Sylow di H
e S9 < H9 = H. Per il secondo teorema di Sylow S§9 & ancora un p-Sylow
di H, allora

JheH: S9=8" — s =g

Ne segue che

gh e Ng(S)XH = g€Hh=H.

Proposizione D4.2. Siano G un gruppo finito e P un p-sottogruppo ma
non di Sylow. Allora P e un sottogruppo proprio del suo normalizzante in

G, cioe P < Ng(P).

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi P ¢ un p-sottogruppo non di Sylow, quindi
p | [G : P]. Distinguiamo ora due casi: p{[G : Ng(P)] e p | [G : Ng(P)].
Nel primo caso, abbiamo subito che p|[Ng(P) : P] e P < Ng(P) perché
[Ng(P): P]=|[G: P]/[G: Ng(P)].

Per il secondo caso, definiamo 2 := {P9|g € G}. Allora seguendo la di-
mostrazione del Lemma C4.2, si ha che p| 1] = [G: Ng(P)|. Consideriamo
ora la seguente azione

(P,Q): PxQ —
(ng) — Qg:g_lQQ'

Secondo la Proposizione C2.6, vale la congruenza || = [2g] (mod p) dove
(2o e I'insieme delle orbite aventi un solo membro. Osservando che Qg # 0,
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perché P € Qg e p||Q| = 9] (mod p), abbiamo [y| > 1. Pertanto
3Q e con Q=PI#P taleche Q¥ =Q = P < Ng(Q).
Dimostriamo che @ # Ng(Q). Infatti, supponendo il contrario
Q=Nc(Q) e P<NQ) = P=Q

si giunge all’assurdo, pertanto QQ < Ng(Q). Allora possiamo concludere che

1

P=Q? <N{ (Q)=Ng(Q )= Ng(P)
grazie alle seguenti implicazioni bidirezionali:
-1
T E Ng, (@) < g"}‘:rg € No(Q);
QU T — 0 e (Qg")my — Q:
(qul).’ﬂ _ Qgh—l 1

&= z € Ng(QY ).
Corollario D4.3. Sia P un p-gruppo finito. Allora ogni sottogruppo proprio
non € uguale al suo normalizzante in P, cioé

H<P = H+#Np(H).

DIMOSTRAZIONE. Poiché P & un p-gruppo finito, ogni suo sottogruppo
proprio non e di Sylow, quindi per la Proposizione D4.2 segue la tesi.

Questo corollario pud essere dimostrato direttamente per induzione su | P|.

Per |P| = p, non c¢’e¢ nulla da dimostrare. Supponiamo la tesi vera per
|P| < p™, cioe ogni sottogruppo proprio di P & strettamente contenuto nel
suo normalizzante. Sia |P| = p™*! e indichiamo con Z il centro di P. Dal
Teorema C3.4, sappiamo che un p-gruppo finito ha il centro non banale,
pertanto [Z| > 1 e p “Z|

Sia H un qualunque sottogruppo proprio di P. Se Z € H, allora abbiamo
subito che H # Np(H) perché Z C Np(H).

Invece nel caso Z C H, considerando i due gruppi quozienti H/Z e P/Z, si
ha che

H<P = H/Z<P/Z
Poiché Z & non banale si ha |P/Z| < p™. Per 'ipotesi induttiva H/Z #
Np,z(H/Z) dove
Np/z(H/Z) = Np(H)/Z ()
pertanto
H/Z # Np(H)/Z = H # Np(H).
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La dimostrazione viene completata dalla conferma dell’equazione (x):
Np,z(H/Z) = {xZ € P|Z | (H/Z)*? = H/Z}
= {.’IIZ c P/Z | H*]Z=H|Z}
= {zZ € P/Z |z € Ng(H)} = Ng(H)/Z.

D5. Prodotto diretto

Teorema D5.1. Un gruppo finito G € prodotto diretto dei suoi sottogrupp?
di Sylow se e solo se ogni sottogruppo di Sylow é normale.

DIMOSTRAZIONE. Secondo il teorema fondamentale dell’aritmetica vale la
seguente scomposizione

£
G =[] »"
k=1

dove py,po,--- ,pe sono primi distinti e m,,ma, -+, my numeri naturali.
Allora per ogni k con 1 < k < ¢, esiste un pp-sottogruppo Si di Sylow in G.

=" Se G =5105%Q -+ ®85, doven > {e gli {Sk}}_, sono
tutti i suoi sottogruppi di Sylow, allora per definizione di prodotto diretto,
risultano n = £ ed ogni S, compare una sola volta nel prodotto diretto.
Quindi per ogni k con k£ =1,2,---, ¥, esiste un unico pg-sottogruppo Si di
Sylow in (G, che & anche un sottogruppo normale.

=" Se 5 < Gconi=1,2,---,¢ allora per ogni ¢ esiste un unico
pi-sottogruppo di Sylow. Possiamo quindi considerare il prodotto degli S;
peri=1,2,-.-,¢e dimostrare che G =5, 05 & --- ® 5.

Banalmente |G| = Hle |Sil. Ora, consideriamo S; e Sjcon 1 <i<j <4
VeeS, VyeS;: ay=yr <= z 'y lzy=e.

Osserviamo che

{ rTy T ey = aTial €5
vy ray = (y~')Ty € 5;.

Inoltre, 1l teorema di Lagrange asserisce che
SiN Sl |8
SiN S; Sj|

} ==  |S5;NnS;| = 1.

Abbiamo quindi
'y lzye SinS; ={e} = azy=uyz
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Secondo il Corollario A4.3, la tesi segue dal fatto che i sottogruppi {S;}4_;
permutano elemento per elemento.

Corollario D5.2. Un gruppo finito GG e prodotto diretto der suoi sottogrupps
di Sylow se solo se non esiste un sottogruppo proprio in G che e uguale al
suo normalizzante.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo come prima che G sia un gruppo finito con
G| =[], p™ dove p; sono primi distinti e 7n; numeri naturali.

¥

“«=" Sia §5; un p;-sottogruppo di Sylow, allora per il Lemma D4.1

NG(S?;) = Ng (NG (Sz))

Ma. per ipotesi, non esiste un sottogruppo proprio in GG che e uguale al suo
normalizzante, per cui Ng(S;) = G. Allora S; € normale, quindi per ogni
indice 7 esiste un unico p;-sottogruppo di Sylow S; e per il Teorema D5.1
risulta che GG e uguale al prodotto diretto dei suoi p-sottogruppi di Sylow.

“ =" Siano {S;}¢_, sottogruppi di Sylow con |S;| = p["* tali che
G=Sl®82®“‘®sf-

Per ogni sottogruppo proprio H di G, dobbiamo provare che H # Ng(H).
Affermiamo prima che vale il seguente prodotto diretto:

H = ®(Hﬁ5k). (*)
k=1

Per ogni h € H, si ha che o(h) \ |G|. Allora esistono £-numeri naturali {n;}

tali che o(h) = HLl p;* con 0 < n; < m;. Secondo il Lemma B2.3, h si
scrive in modo unico come prodotto h = hihg - hyg, dove h; risulta una
potenza di h con o(hx) = p,*. Ricordando che S; & ]'unico pi-sottogruppo
di Sylow di G, allora hy € Sk. Inoltre, hy € H perché h; € una potenza
di h. Dunque hpy € HN Sy e h € ®£:1(H N Si). Notando il fatto ovvio

®i=1(H N Sk) € H, otteniamo che H = ®i:1(H N Sk).

Ma H e un sottogruppo proprio di G, percio esiste k con 1 < k < m tale
che H NS, < Si. Grazie al Corollario D4.3 si ha che

HN Sk < Ng (HNSk).
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Dal prodotto diretto risulta che

4
H=HnS) K (HNS)

i=1, i#k

¢
< Ns,(HnSy) Q) (HNS))
i=1, i%k
¢
< *Nsk (H M S-‘G) @ NS;‘ (H M St)
ik
Il risultato finale H # Ng(H) viene conseguito se proviamo la seguente
equazione:

£
Ne(H) = X) Ns, (H N S). (3e)
k=1

Ricordando (x). si ha

-

X ~

Ng(H) = {S;.: ﬁNG(H)}

o
H

1

che implica (%) se possiamo provare che per ogni 1 < k < ¢, vale
Ng (HNSk) = Sy N Ng(H).

Questa equazione si verifica tramite doppia inclusione. Infatti, per ogni
x € S N Ng(H), abbiamo

(HNS.)® = H*NSE = HN S

che equivale a © € Ng, (H N Sk). Viceversa per ogni y € Ng, (H N Sk), si ha
ovviamente y € S;. Richiamando il prodotto diretto, deduciamo che

)
HY = RHNS:) = (HNS) QHNS) = (HNSk) QHNS;) = H
=1 i#k i#k

perché y commuta con tutti gli elementi di H N S; con ¢ # k. Dunque
y € No(H) e conseguentemente y € Sy N N (H ).

Possiamo anche dimostrare () direttamente tramite doppia inclusione.

Per ogni x € Ng(H), esistono xzx € Sk e 2x € (x) con 1 < k < £ tali che

£
=X 1Ty Ty € ®NSE(HHS;;)

k=1

grazie al Lemnma B2.3 ed al prodotto diretto G = ®i=1 Sk-
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Invece per ogni y € @izl Ns, (H 11 Sk) esistono yi € Ng, (H N Sy) tali che
Y = yi1y2 - -yr. Allora per ogni k con 1 < k < ¢, si verifica che

HY = {é(ffﬂ&;)}yk _ éwm&)yk

1=1
(H 0 Sk)¥ QQ(H N S;)¥
ik
(HNSk) QRHNS;) = H.
itk
Quindi HY = HY'Y2"¥¢ = H che implica y € Ng(H).

Teorema D5.3. Siano G un gruppo finito e N un sottogruppo normale.
Se P e un p-sottogruppo di Sylow di N, allora

G = Ng(P)N.

DIMOSTRAZIONE. L’inclusione “ D" & ovvia. Per ogni g € G, si vede facil-

mente che P < N implica P9 < N9 = N; pertanto P e PY risultano

p-sottogruppi di Sylow di N. Per il secondo teorema di Sylow, esiste z € N
1

tale che P9 = P*. Quest’ultimo equivale a P9* =~ = P, cioé gz~ ! € Ng(P)
e quindi g € Ng(P)z, che implica g € Ng(P)N.







CAPITOLO E

Gruppil Risolubili e Nilpotenti

Il presente capitolo intende fornire una trattazione, non certo esaustiva, di
due importanti argomenti riguardanti i gruppi: la risolubilita e la nilpotenza.

Gli argomenti sono divisi in sei sezioni: le prime tre, sui gruppi risolubili,
presentano dapprima un’introduzione riguardante i concetti di commutatori,
serie di composizione € derivato di un gruppo, essenziali per giungere alla
definizione di risolubilita, poi analizzano le conseguenze di tali proprieta
e, infine, ampliano la prospettiva intrecciando la questione con un altro
argomento fondamentale della teoria dei gruppi, 1 sottogruppi di Sylow.

Le ultime tre sezioni, introducendo i concetti di serie centrale inferiore e
superiore, preparano allo studio della nilpotenza dei gruppi finiti. Inol-
tre, sottolineano l'importanza dei sottogruppi di Frattini nel determinare la
nilpotenza del gruppo che li contiene.

El. Serie normale e di composizione

Definizione E1.1 (Serie subnormale e normale). Consideriamo una succes-
sione di sottogruppt di un gruppo G, in cui ogni sottogruppo ¢ un sottogruppo
normale del gruppo che lo precede:

G=Gy2G12G22---2Gy.

Tale successione € detta serie subnormale e la indicheremo con 2. Se ogni
(G; e anche un sottogruppo normaeale di G, chiameremo la successione serie

normale.

I gruppi quozienti {Gi-1/Gk}i_, vengono chiamati fattori della serie ¥ ed
1l numero dei fattori £ viene denominato la lunghezza di %.

Esempio E1.2. Swano G un gruppo e H un sottogruppo normale di G.
Allora G > H > {e} risulta sempre una serie normale.
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Esempio E1.3 (gruppo simmetrico). Sia Sy un gruppo simmetrico di or-
dine 24. Defintamo due sottogruppi come segue:

Hy: = {e,(12)(34), (13)(24), (14)(23)};
Hy: = {e/(12)(34)}.

Allora S4 &> Hy & Hy B {e} € una serie subnormale di S4 ma non normale.

Per indagare meglio la struttura di un gruppo G, si aspetta normalmente
che 1 fattori delle serie subnormali siano i piu semplici possibili. Dal punto
di vista dei sottogruppi normali, preferiamo che questi fattori siano semplici.
I1 seguente risultato dice quando G/H e semplice se H < G.

Proposizione E1.4. Siano G un gruppo e H un sottogruppo normale di G.
Allora il gruppo quoziente G/H é semplice se e solo se H € un sottogruppo
normale massimale di G

DIMOSTRAZIONE. Suppponiamo che G/H sia semplice. Se H non ¢ un
sottogruppo normale massimale di G, allora esiste un sottogruppo normale
N di G taleche GB> N> H. Quindi N/H € un sottogruppo normale non
banale di G/H, contrario alla semplicita di G/H.

Viceversa, se G/ H non & semplice, esiste un sottogruppo normale non banale
N/H di G/H e risulta G> N > H. Quest’ultima implica che H non e un
sottogruppo normale massimale di G.

Definizione E1.5 (Serie di composizione). Sia ¥ una serie subnormale di
un gruppo G senza ripetizione:

G=Gy2G12G22---20Gy

in cut ciascun Gy risulta un sottogruppo normale massimale del suo pre-
decessore G_1. Allora ¥ st dice serie di composizione. [ fattor: di 2 st
chiamano fattori di composizione.

Esempio E1.6 (gruppo quadrinomio di Klein). Sia V3 = {e,a,b,ab} il
gruppo quadrinomio di Klein (gruppo abeliano non ciclico di ordine 4).
Allora ci sono, in tutto, tre serie di composizione:

Vo & (a) B {e},
Vo & (b)) & e},
Vo B (ab) > {e}.
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Esempio E1.7 (gruppo dei quaternioni). Sia Qg = {%1, +¢, +j, £k} il
gruppo det quaternioni. Allora ci sono, in tutto, tre serie di composizione:

Qs = () B {+1} > {1},
Qx gy = {£1l} & {1},
oF (k) & {1} & {1}

Definizione E1.8 (Serie di raffinamento). Siano ¥ e = due serie subnor-
mali di un gruppo G rispettiwamente date da

G = GoGiIBGB B Gy
G = HH\BHB---B Hy.
St dice che = é un raffinamento di ¥ se ogni termine di ¥ compare nella

serie =. Se poi = contiene strettamente X, allora si parla di rafinamento
proprio.

vV IV

Si evince che una serie subnormale ¥ di G risulta serie di composizione se
non amimette alcun raffinamento proprio.

—

Definizione E1.9 (Isomorfismo fra due serie subnormali). Siano ¥ e E
due serie subnormali di un gruppo G. Si dice che ¥ e = sono isomorfe se
hanno la stessa lunghezza e i rispettivi fattor: isomorfi a meno dell’ordine.

Per la serie di composizione, vale il seguente importante teorema.

Teorema E1.10 (Jordan-Holder). Sia G un gruppo finito. Allora due
qualunque serie di composizione di G sono isomorfe.

DIMOSTRAZIONE. Sia G un gruppo finito. Proviamo la tesi per induzione
su l'ordine di G.

e Per |G| =1, la tesi & ovvia.

e Come ipotesi induttiva assumiamo che la tesi sia vera per tutti 1 gruppi

H con |H| < |G].

e Per il gruppo finito & consideriamo ora due serie di composizioni:
S: G=Gy>G1> -G, ={e},
T: G=Hy>H;>--->H, ={e}.
Se G; = H,, allora abbiamo due serie di composizioni
S": GGG = {e},
T: Hi>Hyr> > H, = {e}.
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che sono 1somorfe per I'ipotesi del passo induttivo perché |G,| = |H,| < |G].

Se Gy # Hy, Gy e Hy sono due sottogruppi normali massimali di G, quindi
G = G1H;. Consideriamo allora una qualunque serie di composizione

GiNHi=Fi> > > F,= {E}
e costruiamo due serie subnormali di G:

§": GpGi>Fi>F>- > Fy = {e},
T GoHi>Fi>Fy>-- 1> Fy = {e).

Per il terzo teorema di isomorfismo abbiamo

G/G]Z(Glﬂl)/gl EHI/(GlﬁHl) =H1/Fl,
G/le(GlHl)/Hl o 11/(G10H1) ZGI/FI,

dove Hy/F e G1/F; sono gruppi semplici, perché G e H; sono sottogruppi
normali massimali di G. Allora la [S”] e la [T”] sono due serie di compo-
sizionl di & isomorfe. Ora, ricordando che |G| < |G| e |H;| < |G|, abbiamo
che, per l'ipotesi del passo induttivo, la serie di composizione [S'] & isomorfa
alla Gy > F1 > Fo > - - > Fi, = {e} e la serie di composizione [T’] & isomorfa
alla Hy > Fy > Fo > - > F = {e}. Dunque la [S] & isomorfa alla [S”] e 1a
[T] & isomorfa alla [T"]. Per la transitivitd dell’isomorfismo, la [S] e la [T
sono 1somorfe. O

Da questo teorema, possiamo ricavare subito il seguente risultato.

Corollario E1.11 (Schreier). Due serie subnormali di un gruppo G am-
mettono sempre raffinamenti isomorf.

E2. Commutatori e derivati

Sia G' un gruppo e siano r,y elementi di G. Si dice commutatore della

coppia (z.,y) e si denota col simbolo [z, y], 'elemento z~ 1y~ zy.

Ovviamente possiamo definire commutatori di ordine superiore, tramite la
formula ricorsiva [x1,20, « ,Tp_1,Ln] = [[:1:1,:1:2, e ,;rﬂ_l],:ﬂﬂ]_ Questi
sono detti commutator: semplici.

Piu in generale, tutti gli elementi che si possono ottenere tramite commu-
tazionl successive sono detti commutator: complessi. (Per esempio, con
a, b, a, 8,7y elementl di un gruppo G, [[a,b],[r:r, 3, 7]] e un commutatore
complesso).
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Notiamo ora che,

yr(z,yl = yrr ty oy = 2.

Da questa uguaglianza segue che due elementi z e y del gruppo G sono
permutabili se e solo se [z,y] = e.

In particolare, poi, Vz € G : [z,z| = e , quindi 'unitd di G ¢ un com-
mutatore. Inoltre, I'inverso di un commutatore € ancora un comimutatore,
infatti, se xz,y € G, vale

1

[y =@y )T =y e T e = [y ).

Tuttavia non & assolutamente detto che il prodotto di due commutatori

sia un commutatore, sicché l'insieme dei commutatori di un gruppo G, in
generale, non € un sottogruppo di G.

Sia G un gruppo e siano H e K sottogruppi di G. Si dice interderivato di
H e K e sidenota con [H, K|, il sottogruppo di G generato dall’insieme
{[h,k] | h € H,k € K}. Poiché, come abbiamo gia osservato, Vh € H e
Vk e K : |h,k]™! = [k, h], si ba che [H, K| = K, H].

Consideriamo ora il caso in cui H e K siano normali in &G e proviamo che
[H, K] & un sottogruppo normale di G. Ricordiamo intanto che se G € un
gruppo e g € G, 'applicazione

bg G — G,
r+— 29 =g 'xg;

& un isomorfismo. In generale, supponiamo che ¢ sia un omomorfismo fra
due gruppi G e G3. Allora per due generici elementi z,y € G, vale I'iden-
titd: ¢([z,y]) = [¢(x), ¢(y)]. Infatti, I'affermazione segue immediatamente
dalla seguente relazione:

o([z,y]) = sz y ay) = o Ha)d T (y)d(x)d(y) = [o(x), D(v)]-

Pertanto, se H e K sono due sottogruppi normali in (G, allora per ognig € G
vale [H, K1Y = [HY, K9] = [H, K], cioé [H, K| &€ normale in G.

Sia G un gruppo. Si dice derivato (o sottogruppo commutatore) di G e si
indica col simbolo G’ 'interderivato |G, G|, cioe il sottogruppo generato
da tutti i commutatori di elementi di G.

Per quanto detto circa l'interderivato, segue immediatamente che il derivato
(' & un sottogruppo caratteristico di G, cioe invariante sotto qualunque
automorfismo di G; esso & evidentemente un sottogruppo normale di G.
Inoltre, poiché due elementi z,y € G sono permutabili se e solo se [z,y] = e,
si ha che G & abeliano se e solo se G' = {e}.
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Diamo ora una caratterizzazione del derivato di un gruppo. Il derivato G’
di un gruppo G ¢ il minimo sottogruppo normale N di G (rispetto alla
relazione di inclusione) tale che il quoziente G/N sia abeliano. Questa &
una conseguenza del seguente teorema.

Teorema E2.1. Siano G un gruppo e¢ G’ il derivato di G. Allora
(a) il quoziente G/G' é un gruppo abeliano.

(b) se NG e G/N é abeliano, allora G’ C N,
() se H< G eG CH, allora HG.

DIMOSTRAZIONE. Procediamo per ordine, partendo dal primo punto.

[a] Siano x.y € G. Per due laterali zG’,yG’ € G/G’, abbiamo che
G yG'| = [z,y|G" = G’; infatti, qualunque siano gli elementi r e y di
G, il commutatore [z, y| appartiene a G’. Pertanto i laterali zG’ e yG' sono
permmutabili, cioe G/G’ & abeliano.

[b] Sia N <G tale che G/N sia abeliano. Vz,y € G : N e yN sono
permutabili e quindi N = [N, yN| = |z, y| N, per cui [z,y] € N. Pertanto
G’, essendo generato dai commutatori di elementi di G, ¢ contenuto in N.

lc] Basta dimostrare che se g € G ¢ h € H allora h? = g~ 'hg € H. Dato
che G/G' & un gruppo abeliano che contiene H/G’ come un sottogruppo,
allora per ogni g € G e h € H, vale la seguente relazione

WG = (hG)9° = (g6~ Y(hG )G = hG'.

Allora esiste ¢ € G’ tale che hY = hg' € H, da cui segue che H ¢ un
sottogruppo normale di G.

Teorema E2.2 (Schur). In un gruppo G, se il centro ha indice finito, allora
il derivato di G ¢ finito.

DIMOSTRAZIONE. Denotiamo con Z il centro del gruppo G e consideriamo
I’applicazione:

6.G/ZxG/Z — G,
NxZ,yZ) = [z,y| per =,y € G.
E facile verificare che @ & suriettiva. Quindi
G’ < |G/ZxG)Z| =[G : Z)

che significa che G’ & finito.

Per mezzo del teorema appena provato saremo in grado di dare, in seguito,
una caratterizzazione dei gruppi risolubili di ordine finito.
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Definizione E2.3. Sia G un gruppo e si ponga GV = G. Per un nu-
mero naturale k, definiamo G*) per induzione con G*) = (GR=1Y. 1l
sottogruppo G*) si dice k-esimo derivato di G.

In particolare si ha G{!) = G’. Possiamo osservare che
G'=[(G.Gl, G¢"=[G¢¢" = [[G.G,1G.G]l,
Dunque G” ¢ normale in G perché per ogni g € G vale la seguente
6" = [G,aG],[6.6))°
[G.G), (G, G)Y]
::Gy! Gﬂ]ﬁ [G”, GHH
= :iG, G, |G, G” =G,

{

Secondo il principio di induzione, possiamo concludere che 'insieme {G*) |
k € Ny} risulta essere una serie normale di G; tale serie & chiamata serie
derivata di G.

E3. Gruppi risolubili

Definizione E3.1. Un gruppo G st dice risolubile se la sequenza
GOG'D2G"D.---2GW D ...

in cui ogni gruppo G¥) & il derivato del precedente, termina nell’elemento
neutro in un numero finito di passi, cioe esiste un intero nonnegativo £ tale

che G = {e}.

OsSERVAZIONE: Dal Teorema E2.1 segue che ogni fattore G(¥) /G*+1) & un
gruppo quoziente abeliano.

Diamo ora la caratterizzazione dei gruppi risolubili di ordine finito della cui
esistenza avevamo accennato nel paragrafo precedente.

Teorema E3.2. Un gruppo di ordine finito ¢ risolubile se e solo se ogni
fattore, in una serie di composizione da G ad {e}, € ciclico di ordine primo.

Questo teorema ¢ stato, storicamente, la prima definizione di risolubilita,
ma aveva il grosso limite di non essere applicabile ai gruppi infiniti.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo separatamente la condizione sufficiente e la
condizione necessaria per la validita del teorema.
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“=" Supponiamo G = A9 D A} D --- D A, = {e}, dove 4,1 /A;, i=
1,2,---,n e ciclico di ordine primo. Dal Teorema E2.1, poiché G/A, ¢
abeliano, segue che A; O G’. Analogamente, A3 O A] O G” e, in ultimo
A, D G, quindi G™™ = {e} e G & risolubile.

“—" Supponiamo che G sia risolubile e finito. Poiché G/G’ & abeliano,
nella serie

GOG >G> ->G™ = {e}

esistera un sottogruppo normale massimale 4; 2 G’. Dal fatto che G/A;
sia abeliano e semplice (cioé non contiene sottogruppi normali propri), segue
che G/A; e ciclico di ordine primo. Analogamente, poiché A; e risolubile,
esistera As, sottogruppo normale massimale contenuto in A; con A; D
As D A D G”, tale che A; /A3 e ciclico di ordine primo. Continuando cosi,
avremo

G=AyD> A DO DA, ={e}

con A;_1/A; gruppo ciclico di ordine primo Vi = 1,2, - - - . m. Inoltre, secon-
do il teorema di Jordan-Holder, date due qualunque serie di composizione
di un gruppo finito G, queste sono isomorfe; pertanto vale la tesi.

Corollario E3.3. Un gruppo semplice risolubile ha ordine primo.

DIMOSTRAZIONE. Sia G un gruppo risolubile. Allora G # G'. Inoltre,
dalla semplicita, risulta che G’ = {e} ¢ G = G/G’ & abeliano. Dunque G
e un gruppo abeliano semplice, che deve essere un gruppo ciclico di ordine
Primo.

Esempio E3.4 (gruppo abeliano). Ogni gruppo abeliano ¢ risolubile.
Esempio E3.5. Il gruppo Qg dei quaternioni é risolubile.

Diamo ora un importante risultato sui p-gruppi finiti.

Teorema E3.6. Ogni p-gruppo finito é risolubile.

DIMOSTRAZIONE. Siano p un primo e G un p-gruppo finito di ordine p” con
n € N. Secondo la Proposizione D1.4, possiamo costruire una successione

G:GHQGH—I;GH—E;}"'QGl:_)G(}:{E}

dove Vk =0,1,--- ,n—1: G & un sottogruppo di G di ordine p*, pertanto
massimale e quindi normale in G4 grazie alla Proposizione C5.3. Allora
ogni fattore Gx41/Gx € un gruppo ciclico di ordine p e quindi abeliano.
Cosl la successione & una serie di composizione del gruppo G. Quindi G &
risolubile grazie al Teorema E3.2.
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Diamo un’ultima caratterizzazione del gruppi risolubili:

Teorema E3.7. Sia G un gruppo. Sono equivalenti le seguenti affer-
Mazioni:

(a) G é risolubile.
(b) G ha una serie normale finita

G=A9y2A DA DDA, ={¢}

in cut ogni A;—1/A;, 1 =1,2,---,m ¢ abeliano.
(¢) G ha una serie finita

G=By2B12By2 -2 B, = {¢}

in cut ogni B; /B, j=1,2,---,n é abeliano.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo le tre affermazioni ciclicamente.

[a]=>[b] Se G é risolubile, allora la sua serie derivata
GOG HDG"> - >G™ = {e}

& una serie normale finita in cui GO~V /G & abeliano per i = 1,2,--- ,m,
quindi vale il punto [b].

[b]=>[c] Banale (una serie normale & una serie).

[c]==[a] SeG =By, 2B, 2B D:--2 B, = {e} & una serie con B;_1/B;
abeliano per 7 = 1,2,.-.,n, allora, poiché G/B; = IBy/B; & abeliano,
B; O G'. Analogamente, se B; 2 G allora By 2 B; D GUHD | Quindi,

in ultimo, G™) C B, = {e} e percid G™ = {e}. Pertanto G & risolubile.

Corollario E3.8. Un gruppo G e risolubile se ha un sottogruppo normale
H tale che sia H che G/H siano risolubils.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo le due serie

HDB;2---2 B, 2{e}

rispettivamente per G/H e H, che soddisfano la proprieta [c] del teorema
precedente. Allora

G;}AIQ;)ATH;)HQBIQQBHQ{E}

& una serie che soddisfa la stessa suddetta proprieta [c] per G; percido G &
risolubile.
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Teorema E3.9. Tutt: 1 sottogruppi e tutti i gruppi quoziente di un gruppo
risolubile sono risolubili.

DIMOSTRAZIONE. Sia G risolubile e H < (. Allora dalla definizione di
derivato di un gruppo segue che H' C G’, poiché H' e generato da tutti
i commutatori di elementi di H e G’ e generato da tutti i commutatori di
elementi di G. Analogamente, H' C G”, ecc. Se G™ = {e} per una
certa m € N, allora H"™ = {e}. Pertanto H & risolubile. Ovviamente puo
accadere che H*) = {e} gia per qualche k < m.

Sia ora W = G/K un certo gruppo quoziente di G e consideriamo 'omo-
morfismo canonico ¢ : G — W. Ogni commutatore in W € 'iinmagine
di un commutatore in G, quindi G’ — W’. Continuando, G™ — W),
percid, se G™) = {e}, allora W™ = {e}, ciot W & risolubile. Anche in
questo caso, naturalmente, pud accadere che W¥) = [¢} gia prima per
qualche k < n.

Dal confrontando con i teoremi di Sylow possiamo affermare che valgono
i seguenti risultati sui gruppi risolubili la cui dimostrazione viene lasciata
come esercizio al lettore (si pud usare il principio di induzione e I’azione di
un gruppo su un insieme).

Teorema E3.10. Sia G un gruppo risolubile di ordine mn, dove m e n
sono numeri naturali coprimi. Allora:

(a) G possiede almeno un sottogruppo di ordine m.
(b) Due qualunque sottogruppi di ordine m sono coniugats.
(¢) Un sottogruppo il cui ordine m' divide m é contenuto in un sottogruppo
di ordine m.
(d) Il numero det sottogruppi di ordine m puo essere espresso come un
prodotto in cui ogni fattore
e ¢ congruente a 1 modulo un certo fatiore di m;
e ¢ una potenza di un primo.

Di seguito enunciamo altri tre risultati molto significativi le cui dimostrazioni,
tuttavia, sono decisamente complesse e pertanto non possono essere qui
riportate.

e Il gruppo simmetrico S,, non é risolubile per n > 4.

e Un gruppo di ordine p™q", dove p e ¢ sono primi ed m, n interi non
negativi, & risolubile (Burnside).

e Ogni gruppo di ordine dispari ¢ risolubile (Feit-Thompson).
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E4. Serie centrale inferiore e superiore

Definiamo una serie di sottogruppi di un gruppo G tramite le seguenti regole:
N'(G)=G e Tw(G)={l|ry.x0, -, 2k | V21,22, - .71 € G).
Per la proprieta dei commutatori semplici vale che
vz, k] = v, w2, wkls Yk -
Possiamo notare che per ogni & : I'y+1(G) € I'p(G). La serie
G =TI'1(G) 2T2(G) 2T3(G) 2 -
¢ detta serie centrale inferiore di G.

Teorema E4.1 (Interderivato ricorsivo). ['p41(G) = [['k(G), G].

DIMOSTRAZIONE. Da [y1,y2, -+ s Yk, Yk+1] = |[Y1, Y2, s Yk, Yk+1], ab-
biamo banalmente la prima inclusione “C”. Per provare ’altra inclusione

abbiamo bisogno della seguente identita di facilissima verifica:
(xy, 2] = [, 2|¥ [y, 2] = [z, 2] [z, 2, 9] [y, 2]

Ora poniamo

£r = [ﬂflwa?!”' gﬂk]g
y = [ﬂ'ltﬂ'ga'*'uﬂk]_lt
2 = Q4.

Allora
e = le,apt1] = [a1. a2, -, ak, ak+1]? [[a1, a2, -+, ak] 7!, aks1].-

Cosi abbiamo 'appartenenza di [[al,ag, ce ,ﬂr,[;]_l.,ﬂ,!.:_|_1] a I'ry1(G), con-
seguenza dell’appartenenza degli altri termini a I'y 41 (G). Notiamo che P'in-
terderivato [['x(G), G| & generato dagli elementi [ujug - uy, g], dove u; =
lay,aq,--- ,ax] oppure [aj,ag,--- ax]”!. Abbiamo provato che [u;,g] €
['41(G). Proviamo per induzione su n che [ujug - Un,g9] € Tit1(G).
Questo si pud fare, ponendo nell’identita precedentemente enunciata

T = ULUY U1, Y =Up, 2 =g
cosi abbiamo
Uy
[UIHE vt Up —1Un Q] = [“1“2 " 'uﬂ—l'.rg] 1[{“*?“9]'

Per 1'ipotesi induttiva le due espressioni a destra sono in I'x41(G). Quindi
abbiamo provato 1’altra inclusione e, di conseguenza, il teorema. ]

Da questo teorema segue un importante corollario.

Corollario E4.2. Tx(G)/Tk+1(G) & nel centro di G/T41(G).
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Infatti, presi v € T'x(G) e g € G, abbiamo [v, g] € ['k+1(G). Ne segue

Tr41(G), gTk41(G)] = Tk 41(G).

Quindi effettivamente e valido il corollario.

Possiamo anche definire una serie centrale superiore per un gruppo G.
Zo={e} CZ1(G) € Z2(G) S -+ C Zi(G) C Zi1(G) C -+

dove definiamo Z;,; tramite la seguente regola: Z;;+1(G)/Z;(G) & il centro
di G/Z,(G). Tra poco spiegheremo il motivo della dicitura superiore e
inferiore applicata alle serie centrali.

nel centro di G/A;;; e chiamata serie centrale.

Teorema E4.3. Sia G = Ay D Ay D A3 2 -+ 2 Apmy1 = {e} una serie
centrale per G. Allora A; DT(G) peri=1,--- m+1e Ai4m—; € Z;(G)
per 3 =0,1,2,---,m,

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo A; = G = I['1(G). Supponiamo che A;
[;(G). Dal fatto che A;/A;11 € nel centro di G/A;; segue che [A;, G]
A;+1. Ma allora, ricordando anche il Teorema E4.1, si ha che I';11(G)
Ti(G),G] C [Ai,G] € A;4+1. Per induzione, questo prova che 4; 2 TI';(G)
per:=20,1,2,---,m.

Ho1miu

Evidentemente si ha che A,,4+1 C Zp(G) e A,, C Z1(G). Supponiamo ora
che per una certa j valga che A;41,,—; C Z,(G). AlloraU = G/Z;(G) & im-
magine tramite un omomorfismodi V = G/A14m—; con KerZ;(G)/A1+m—;-
Ora A,,—;j/A14+m—; € nel centro di V, quindi la sua immagine omomorfa in
U deve essere nel centro di U. Ma questa immagine & (A,,~;Z;)/Z;, mentre
ilcentrodi U e Z;4+1/Z;. Quindi A,,—; € Apm—;Z; C Zj41, provando la tesi
per induzione.

E5. Gruppi nilpotenti

Nelle sezioni precedenti, abbiamo parlato di gruppi risolubili. Ci sono pero
proprietd piu forti della risolubilita; una di queste ¢ la nilpotenza.

Definizione E5.1. Un gruppo G ¢é nilpotente se possiede una serie normale
finita G = Ag 2 A1 D Ay 2 --- D Ay = {e}, in cui ognt gruppo quoziente
Ai_1/A; é nel centro di G/A; cont=1,2,--- L.
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Ricordando 1l Teorema E3.7, possiamo subito affermare che un gruppo
nilpotente e risolubile. Un’altra immediata conseguenza si pu® evidenziare
dal Teorema E4.3 con il seguente corollario.

Corollario E5.2. In un gruppo nilpotente G, le serie centrali inferiore ¢
superiore hanno entrambe la medesima lunghezza finita 4.

Infatti, se c’@ una serie centrale finita di lunghezza m, il Teorema E4.3
mostra che le serie centrali inferiore e superiore hanno al piu lunghezza m.
Inoltre, comparando le due serie, possiamo dedurre che non possono essere
di lunghezze differenti, quindi esse hanno la stessa lunghezza ¢ e questo
numero £ e detto la classe del gruppo nilpotente. Un gruppo nilpotente di
classe uno ¢ semplicemente un gruppo abeliano.

Possiamo notare che se un gruppo G € nilpotente di classe ¢, allora ogni com-

mutatore [a;, az, - -+, ag+1] € U'identita, e viceversa, se [ay, az, -, ae+1] = €,
allora (G e nilpotente al piu di classe ¢. Indicheremo la proprieta che
(a1, a2, ,a¢+1] = € per ogni a; € G, dicendo che G & £-nilpotente.

Teorema Eb5.3. Se G ¢é £-nilpotente, allora ogni sottogruppo e ogni gruppo
quoziente di G e £-nilpotente.

DIMOSTRAZIONE. Se (G & ¢-nilpotente, allora necessariamente, per un sot-
togruppo H, tutti i commutatori [a;, ag, - - ,ar+1] cona; € H, devono essere
I’identita. Quindi H ¢ {-nilpotente. Anche se 7' ¢ un’immagine omomorfa
di G, allora ogni commutatore [by, bo,--- ,bs41] con b; € T & immagine di
un certo commutatore [a, az, - ,a¢+1] in G e quindi e I'identita. Percio T
& {-nilpotente.

Teorema E5.4. Siano G un gruppo £-nilpotente e H = Hg un sottogruppo.

Perk =1,2,---, st denota con Hy = Ng(Hy-1), il normalizzante di Hx_1
in G, allora Hy = (.

DIMOSTRAZIONE. Hy D Zy = {e} banalmente. Proviamo ora per induzione
che H,, 2 Z,, per ogni m. Assumiamo vera l'ipotesi del passo induttivo
che H; O Z,;. Allora, dalla definizione di Z,;41, presi z;41 € Zi+1 € g € G,
Ei1119_13i+lg = 2, € Z;, quindi se g~ = h; € H;, abbiamo che z;_llh,,;ziﬂ =
2:h; € H;, e cosi Z;;1 normalizza H;, da cui H;y; 2 Z;4,. Pertanto e
provato I’asserto per induzione. Da Z, = G, ricaviamo infine Hy = G.

Corollario E5.5. Ogni sottogruppo proprio di un gruppo nilpotente € un
sottogruppo proprio del suo normalizzante.

Altrimenti avremmo H = Hy=H; = Hy = --- = Hy con H; C G.



100) CHU Wenchang

Corollario E5.6. Ogn: sottogruppo massimale di un gruppo nilpotente é
normale di indice primo e contiene il gruppo derivato.

Infatti, sia M un sottogruppo massimale del gruppo nilpotente G. Ng (M)
contiene propriamente M, percio abbiamo necessariamente che Ng(M) =
G, oppure M < G. Allora, per la massimalita di M, G/M non contiene
sottogruppl propri, quindi deve essere un gruppo ciclico di ordine primo.
Cosi M e di indice primo e G/M e abeliano, percido M contiene il gruppo
derivato G’ grazie al Teorema E2.1.

Corollario E5.7. Se G ¢ nilpotente e H ¢ un sottogruppo tale che G = HG',
allora H = G.

In questa situazione, infatti, se per assurdo H # (G, allora, per il teorema
precedente, esiste una serie

H:H{;.«ﬁ:]H;p::]---ﬂHg_l-:]Hf:G con ZL(G)_(;Hk

Per la definizione di serie centrale superiore, si ha che G/Hy_, ¢ abeliano;
quindi Hy—; O G’ per il Teorema E2.1. Ma allora HG' C Hy_1G' = Hy_1 #
(G, contrariamente alla nostra ipotesi. Quindi dobbiamo avere H = G.
Notiamo che non abbiamo supposto che G possedesse sottogruppi massimall.

Torniamo ora a parlare di sottogruppi di Sylow con il prossimo teorema che
ci fornisce una caratterizzazione dei gruppi nilpotenti finiti:

Teorema E5.8. Tutti 1 p-gruppi finiti sono nilpotenti. Un gruppo finito e
nilpotente se e solo se é prodotto diretto dei suot sottogruppi di Sylow.

DIMOSTRAZIONE. Ogni p-gruppo finito P ha il centro non banale (differente
dall’identita). Quindi la serie centrale superiore per P termina con l'intero
gruppo, quindi P & nilpotente. Lo stesso vale per il prodotto diretto di p-
gruppi finiti. Supponiamo ora che G sia un gruppo finito nilpotente e sia P
un p-sottogruppo di Sylow di G. Allora Ng(P) ¢ il suo stesso normalizzante
(vedi il Lemma D4.1) e, per il Corollario E5.5, Ng(F) non puo essere un
sottogruppo proprio di G. Quindi P < G. Essendo ogni sottogruppo di
Sylow di G normale, G risultera essere prodotto diretto dei suol sottogruppi
di Sylow. Questo e giustificato dal Teorema D35.1.

Corollario E5.9 (Wielandt). Un gruppo finito € nilpotente se e solo se 1
suot sottogruppt massimali sono normali.

DIMOSTRAZIONE. La condizione necessaria segue immediatamente dal Corol-
lario E5.6 che afferma che 1 sottogruppi massimali di un gruppo nilpotente
sono normali. Per dimostrare che la condizione e sufficiente, consideriamo
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un qualunque p-sottogruppo di Sylow P di . Vogliamo dimostrare che P e
normale in G, cioe il suo normalizzante Ng(P) coincide con G. Se cosi non
fosse, essendo Ng(P) un sottogruppo proprio di G, esisterebbe in G un sot-
togruppo massimale M contenente N (P) come sottogruppo. Dato che M &
normale in G, allora Ng(M) = G. D’altra parte, risulta M = Ng(M) < G
per il Lemma D4.1. Questa ¢ una contraddizione. Pertanto Ng(P) = G
e P e normale in G. Secondo il Teorema 5.1, GG & prodotto diretto dei
sottogruppi di Sylow e quindi nilpotente.

E6. Sottogruppo di Frattini

Tratteremo in questo paragrafo di un particolare sottogruppo di un gruppo
G, il sottogruppo di Frattini che, nel caso di gruppi finiti, risultera essere
nilpotente e che, sotto altre condizioni che vedremo in seguito, ci garantira
la nilpotenza dello stesso gruppo G.

Per ora diamo una definizione del sottogruppo di Frattini:

Definizione E6.1. Sia G un gruppo. Definiamo il sottogruppo di Frattin
F di G nel sequente modo: F = G N M, dove M varia sui sottogruppt
M

massimali di G se G ha sottogruppi massimali. Mentre F' = (G se e solo se
G non ha sottogruppi massimali.

Molto interessante & la relazione del sottogruppo di Frattini / con 1 gene-
ratori di G, infatti F contiene gli elementi di G che non generano G.

Formalizziamo meglio questo concetto:

Definizione E6.2. Un elemento x di un gruppo G e detto un non-generatore
di G se, per ogni sottoinsieme T di G tale che G = (T, z), risulta G = (T).

Notiamo che se G # {e}, sicuramente e € un non-generatore.

Teorema E6.3. Se un gruppo G é diverso dall’elemento neutro, allora il
suo sottogruppo di Frattini F ¢ l'insieme dei non-generatori di G.

DIMOSTRAZIONE. Sia z un elemento di G. Se ¢’¢ un sottogruppo massimale
M che non contiene z, allora il gruppo (M, z) contiene propriamente M, ed
essendo M massimale, deve risultare che (M,z) = G. Ma qui (M) = M #
G:. Cosi z & un generatore essenziale in (M, z) = G. Allora i non-generatorl
di G appartengono ai sottogruppi massimali e cosi ognl non-generatore &
un elemento di F = G Q M. Viceversa, dobbiamo provare che se y € F,

allora ¥ & un non-generatore di G. Per ipotesi G # {e}, quindi “e” e
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sicuramente un non-generatore. Ora supponiamo che G = (T,y) per un
certo sottoinsieme T" di G. Proviamo che se (T') = H # G, arriviamo ad
un assurdo. Osserviamo intanto che y non puo appartenere a H se H # G.
Infatti, se cosl fosse, avremmo H = (H,y) 2 (T,y) = G, contrariamente
alla nostra ipotesi. Quindi y ¢ H. Allora, per il Lemma di Zorn, c’¢ un
sottogruppo K 2 H massimale e tale che y ¢ K. Ora (K,y) 2 (T, y) = G,
quindi (K,y) = G. Ma, per come abbiamo scelto K, qualunque gruppo
che contenga propriamente K deve contenere y. Quindi K = M & un
sottogruppo massimale che non contiene y, in contrasto con il fatto che
ye F=G er M. Quindi dobbiamo avere (T') = G e cosi ogni y € F risulta

essere un non-generatore di G.

OsSERVAZIONE: Nella dimostrazione abbiamo citato il Lemma di Zorn,
il cui enunciato e il seguente: “Sia S un insieme parzialmente ordinato.
Supponiamo che ogni sottoinsieme ordinato di S abbia estremo superiore in
S. Allora S ha massimo” .

Teorema E6.4. Il sottogruppo di Frattini di un gruppo finito é nilpotente.

DIMOSTRAZIONE. Sia G un gruppo finito e F il suo sottogruppo di Frattini
che, come sottogruppo caratteristico di G, & un sottogruppo normale. Sia
P un p-sottogruppo di Sylow di F. Dunque ogni coniugato di P in G sta
in £ e cosi ¢ coniugato a P in F. Quindi P ha tanti coniugati in F' quanti
in G e cosl [G: Ng;(P)| =[F: Np(P)]. Ma

|G : Np(P)] =[G : F][F: Np(P)] = [G: Ng(P)][N¢(P) : Np(P)]
quindi [ : F] = [Ng(P) : Np(P)]. Notando che Ng(P) = F N Ng(P) ed
applicando la equazione dell’Esempio C2.7, troviamo che
|G : F] = [Ng(P): FN Ng(P)| = [F o Ng(P) : FJ.

Da questo concludiamo che F o Ng(P) = G. Poiché G = (F, N (P)),
abbiamo anche che, togliendo uno alla volta gli elementi di F, essendo F
finito, G = (Ng(P)) = Ng(P). Cosi P <1 G e chiaramente P < F. Poiché
ognl sottogruppo di Sylow di F' & normale, F' deve essere prodotto diretto
dei suoi sottogruppi di Sylow e quindi ¢ un gruppo nilpotente.

Teorema E6.5. Il sottogruppo di Frattini di un gruppo nilpotente contiene
il gruppo derivato.

DIMOSTRAZIONE. Dal Corollario E5.7 se G & nilpotente e G = HG’, allora
G = H. Questo significa che G’ pud essere omesso da un qualunque insieme
di generatori di G; segue quindi che F O G’. Inoltre, si nota che il viceversa
vale per i gruppi finiti. ]
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Teorema E6.6 (Wielandt). Se il sottogruppo di Frattini di un gruppo finito
G contiene il gruppo derivato G', allora G € nilpotente.

DIMOSTRAZIONE. Sia P un sottogruppo di Sylow di G. Se Ng(P) = H #
G, allora H & contenuto in un sottogruppo massimale M di . Ricordiamo
che F' D G’ per ipotesi e M O F perché F' ¢ contenuto in ogni sottogruppo
massimale di G. Poiché G/G’ & abeliano, M ¢ un sottogruppo normale di
G (vedi il Teorema E2.1). D’altra parte, essendo M D Ng(P), M e il suo
stesso normalizzante grazie al Lemma D4.1. Questo e assurdo e possiamo
concludere che dobbiamo avere Ng(P) = G. Essendo i sottogruppi di Sylow
di G normali, possiamo dedurre che G € il loro prodotto diretto e quindi e

nilpotente.







CAPITOLO F

Teoria Enumerativa di Pélya-Redfield

La Teoria di Pdélya-Redfield & stata elaborata nel 1937. Essa, attraverso lo
studio del concetto algebrico di azione di un gruppo su un insieme, per-
viene a notevoli risultati nel campo del calcolo combinatorio. La teoria di
Pdlya-Redfield € nata da un problema inerente la chimica, ma di natura
combinatoria, quale quello di conoscere quanti tipi di molecole (0 isomeri
di posizione) vi siano aventi una data configurazione degli atomi. Questo
problema fa parte di una classe molto pit vasta , comprendente 1 proble-
mi riguardanti il numero di modelli distinti di una collezione di oggetti o
il numero del grafi non etichettati. Rielaborando alcune intuizioni di Red-
field, Polya riusci a costruire una teoria capace di risolvere i problemi sopra
espostl.

Questo capitolo é organizzato come segue:

La prima sezione & dedicata al lemma di Cauchy-Frobenius (Burnside).
Questo € un importante strumento per la conoscenza del numero delle or-
bite di un insieme su cui agisce un gruppo finito. E data anche una versione
del teorema per gruppi finiti di tipo ciclico. Infine, si dimostra 1'utilita del
lemma tramite due esempi: problema di codici e permutazioni circolari.

Nella seconda sezione, viene introdotta 1’azione di gruppo di permutazioni
sulle applicazioni fra due insiemi finiti. Come preparazione per 1l teorema di
Pélya vengono presentati la funzione peso e l'enumaratore di applicazioni.

La terza sezione tratta il risultato centrale della teoria di Pdlya-Redfield.
Esso ci consente di conoscere il numero di modelli di collezioni di oggetti, di
possibili strutture chimiche, di grafi, ecc.. Per fare questo si introduce il con-
cetto di modello. Si identificano gli oggetti da enumerare con oggetti astratti
(ad esempio poligoni). Sull’insieme di questi ultimi agisce un gruppo finito
(usualmente di simmetrie). Si considera modello una classe di equivalenza
degli oggetti astratti sotto 1’azione del gruppo. Infine, si espone il teorema
di Pélya, che permette di conoscere il numero dei modelli ciascuno con il
suo peso, ossia con il numero di oggetti astratti che costituiscono la classe

di equivalenza.
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Nella quarta sezione viene esaminato I'indice ciclico di un gruppo finito di
permutazioni. Questo ci consente di dare un’espressione piu semplice alla
formula di Pdlya. Sono forniti gli indici ciclici dei pit importanti gruppi di
permutazioni: gruppo simmetrico, gruppo alterno, gruppo ciclico e gruppo

diedrale.

La quinta sezione mostra alcune significative applicazioni della teoria di
Poélya-Redfield. Vengono enumerati i modelli di cubi colorati, di scacchiere
colorate e di molecole organiche aventi una data configurazione atomica
ma differenti per il posizionamento degli atomi nello spazio (isomeri di
posizione). Infine, partizioni e composizioni deli numeri naturali vengono
studiate tramite la teoria di Pélya-Redfield.

F1. Lemma di Cauchy-Frobenius e classi di coniugio

Definizione F1.1. Sia G un gruppo finito che agisce su un insieme finito
2. Definitamo una funzione da G ad Ng come seque:

x(g) = ‘{CE € (1 ‘ af = n:}‘
croe x associa ad ogni g € G il numero det membri di Q2 fissati da g.

Lemma F1.2 (Cauchy-Frobenius). Sia G un gruppo finito che agisce su S,
un insieme anch’esso finito. Indichiamo con O l'insieme di tutte le orbite
di ). Allora il numero delle orbite é dato da

DIMOSTRAZIONE. Per ogni g € G, definiamo il sottoinsieme di 2 come
segue

Q ={a €|’ =a}.

Allora per le funzioni y e A cosi definite:

x: G —Np con gr— |Q,

0, se a¥ # q;

A: Gx§Q — {0,1} con (g,a)l—*{ 1, sea? = a;

manipolando la doppia somma

|

A

>, Age)

(g,a)E€G x82
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s1 ha che
A= 3 Mg.a)=) |Gl
axef) gels €2
= > D Mga) =) xl9).
geG e geG
Quindi
> x(9) =) |Gl
geCG €l
Ora

O=|Ha"=|H T

acC TeQO
dove C e un sistema di rappresentanti delle orbite. Allora

S0 = L lGal= X T (Gal= X T

|

gel acll TeQ xeT TeO aeT
G Gl
— 2SS g0
Yoyl
TeO aecT TeO acT

Quindi

1
0| = |—§[ Z x(9).

gelG

I1 seguente lemma fornisce due proprieta della funzione y definita nel lemma
precedente.

Lemma F1.3. Sia G un gruppo finito che agisce su un insieme §2. Allora
per due elementi x,y € G, valgono le sequenti affermazioni:

(a) sex e y sono coniugati, allora x(x) = x(y).
(b) sex ey generano lo stesso sottogruppo ciclico di GG, allora x(z) = x(y).

DIMOSTRAZIONE. Definiti i seguenti insiemi:
Q, = {a€el|a®=a}l,
Q, = {aeQ|a¥=al;
risulta [Q.] = x(z) e [Qy = x(y).

[a] Siay =g 'zg con g € G e consideriamo la seguente applicazione
¢: Qp —
B — G
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Non e difficile vedere che ¢ € ben definita. Per ogni 3 € ., si ha che
o(B) = 39 € Q, perché

(B9)Y = B9 = %9 = (B%)9 = 39,
Se ora consideriamo 'applicazione inversa

bt Q, —

S

Si vede che anche ¢! & ben definita. Infatti, per ogni v € €, si ha che

1

¢~ () =79 € perché

1 1 1

— -1 — —

(Y )T =AY =) =17 .

(Quindi c¢’é una corrispondenza biunivoca fra gli insiemi €2, e (1,, pertanto
essi risultano equipotenti e x(x) = x(y).

[b] Per definizione
() = {a'|ieZ},
) = {¥|je}).
Se () = (y) allorax € (y) e y € (z) quindi
3i,j€Z: =79y e y=z"

Consideriamo ora gli insiemi 2, e €2, definiti precedentemente. Allora

p
Vae,: of=a = o =a" =a

VBeN,: =08 = B =p=3

v =6 =

==
= [ & Q,;

pertanto

Q: =2, = x(z)=x(y).

Proposizione F1.4. Sia G un gruppo finito che agisce su un insieme S,

allora
1

|Ol=]—§l'

S x(9)ICl(g)

geC

dove C € un sistema di rappresentanti per le classi di coniugio e Cl(g) la
classe di coniugio a cui g appartiene.
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DIMOSTRAZIONE. Larelazione di coniugio, essendo un’equivalenza, definisce
una partizione su G, quindi risulta G = | .- Cl(g). Applicando il
Lemma F1.2, abbiamo

1 1 ,
Ol= = X9 =rm > X x)

9€G 9€C ¢’ €Cl(g)

Per 1l primo punto del Lemma F1.3, si ha che x(g') = x(g) per ¢’ € Cl(g).
Quindi

> x(0)=x(@ICU) e [0]= = 3 x()ICllo)]

g'€Cl(g) geC

Proposizione F'1.5. Sia G un gruppo ciclico di ordine n generato da g che
agisce su un insieme 2. Allora il numero delle orbite

0] = % Zx(gd)w(g)
d|n

dove ¢ ¢ la funzione di Eulero.

DIMOSTRAZIONE. Per il teorema di Lagrange, I'ordine di ogni sottogruppo
di & e un divisore dell’'ordine di . Inoltre per i1l Lemma F1.3 se due
elementi di G generano lo stesso sottogruppo, essi hanno la stessa immagine
tramite la x. Proviamo che, per ogni divisore d di n, esiste un sottogruppo
di GG il cui ordine & proprio d:

(g) = {g%,gF, -.g T ,g"=e€} = |(g%)|=d.

In verita per ogni divisore di |G| esiste un unico sottogruppo. Infatti, se ora
consideriamo (g?), questo & un sottogruppo di ordine n/d, quindi, preso un
arbitrario h € G tale che o(h) = n/d, necessariamente h € (g%) in quanto

heG = ImeNy: h=¢" = hi=g7 =e

Ne segue che
m

jEZ = d|m — h=g¢m= (g7 € (g%

Possiamo allora suddividere G nei sottoinsiemi degli elementi che generano
lo stesso sottogruppo. Dimostriamo che per ogni d € N, tale che d l G|, il

numero di generatori di ogni sottogruppo di G del tipo (g?) & (%), dove
(g ={¢g™ | k=1,2,--,n/d}

Ti Tl TL o
o(5) =|{r<k< g mea(rg)=1}]
Se g% & un altro generatore di questo sottogruppo, allora

o(g™) = g e med(k,n/d) = 1.
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Altrimenti, avremmo da mcd(k,n/d) > 1 la seguente espressione:

n/d 0
mcd(k,n/d) d

n,/d

= o(g%) = Hgd’kggzd'k, T Ty H <

n
d

che & impossibile. Quindi il numero dei generatori del sottogruppo (g%) &

s,

proprio ¢(%). ]

Mostriamo 1'efficacia del teorema con due esempi.

Esempio F1.6 (Problema dei codici). Il ministero della difesa deve adottare
un codice di tre cifre arabe a scelta tra 0,1,2,---,9. Essendo questo codice
scritto su un foglio che non contiene del testo, ct potrebbe essere ambiguita
nel leggerlo ruotando di 180° il foglio (ovvero leggendo lo stesso codice dal
basso o dall’alto). In altre parole, un codice come 918 non puo essere distinto
da 816. Quanti codict distinguibilt vi sono?

Indichiamo con €} 'tnsieme di tutti i possibili codici che si possono ricavare
utilizzando le tre cifre arabe scelte tra 0,1, ---,9. Tale insieme ha cardi-
nalitd 10°. I codici capovolgibili sono costituiti esclusivamente da tre cifre
scelte tra 0, 1, 6, 8, 9. Essi sono esattamente 5°. Pertanto le parole non capo-
volgibili, che sono in numero di 10 — 5%, contengono almeno una cifra scelta
tra 3,4,5,7. Cerchiamo ora il gruppo di permutazione dei codici, che crea
I'identificazione di alcuni di essi. Consideriamo la funzione

g: Q1 —
o se o non e capovolgibile;

o g(&)::{ L1

a~ ", se « e capovolgibile;

dove con a~! si & indicato il codice « letto capovolgendo il foglio. Quindi g &
effettivamente una funzione che trasforma ogni codice capovolgibile nel suo
inverso, mentre lascia inalterati i codici non capovolgibili. Inoltre ¢=* = g.
Consideriamo il gruppo G := {g,Idg} e definiamo un’azione di G su {2 nel
seguente modo:

G x § — () (Idg, Cl') — (XY,

Q. se a non e capovolgibile:

ya) — o 1= gla) = — A "
(9, ) 9(e) {m: ', se a & capovolgibile.

I codici distinti, ovvero che non possono essere confusi, sono tanti quante
sono le orbite di €2 sotto 'azione di G'. Infatti, dato un codice non capo-
volgibile, esso non puo essere equivalente a nessun altro. Se un codice &
capovolgibile, il suo inverso € a lui equivalente. Per conoscere il numero di
codici distinti sara sufficiente applicare il Lemma F1.2. Ora l'identita su
(0 lascia inalterati tutti i codici, capovolgibili o non capovolgibili che essi
siano. Le parole non capovolgibili sono lasciate fisse da g, ovvero g(a) = «
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con « non capovolgibile. Le parole capovolgibili vengono rovesciate da g
e restano invariate, ovvero o = a~! con a capovolgibile, se e solo se sono
formate da cinque cifre scelte tra 0,1, 6, 8,9 e hanno la cifra centrale scelta
tra O, 1, 8, che resta fissa, mentre la prima e la terza cifra simmetriche sono
scambiate. Allora le parole capovolgibili che restano invariate sotto ’azione
di g sono 3-5 = 15 Pertanto il numero dei codici distinguibili & dato da

al ZX %{103+10”-_53+15} = 945.
geld

Analogamente, si puo stabilire che i codici distinguibili composti da quattro
cifre sono in numero 9700.

Esempio F1.7 (Problema della collana). Per la realizzazione di collane,
un artigiano ha a disposizione m perline aventi n colori differenti. Se si
wpotizza che due collane aventi colorazione differente appartengano allo stes-
so modello se una puo essere ottenuta dall’altra attraverso una rotazione,
quantt modelli di collane puo realizzare 'artigiano?

Denotiamo con [n} = {1,2,.--,n} gli n colori distinti delle perline e con
ai, a2, - ,an le m perline. L’equivalenza delle collane & determinata dal
gruppo di rotazioni della struttura circolare della corda di perline. Esso &
di fatto un gruppo di permutazioni di m simboli che agisce sulla posizione
delle perline. Possiamo rappresentare una collana come una disposizione di
perline di lunghezza m, con eventuale ripetizione. Pertanto, se indichiamo
con {2 I'insieme di tutte le collane che si possono creare, si ha che

Q= {(a1,a2,- - ,am)|a; € [n]} con | =n"
Consideriamo, ora la seguente permutazione dell’insieme {1,2,---,m}
= (12---m).

I1 gruppo di rotazioni della struttura circolare della corda di perline & quindi
generato da m, ovvero G = (m). Inoltre G & un gruppo finito in quanto
|G| = o(r) = m. Ora, se (a1,a2, - ,an,) con a; € {1,2,---,n} & un
generico membro di e se 7% & una qualsiasi permutazione di G, definiamo
un’azione di G su 2 in questo modo:

ke
(ﬂlw 5 P :a?’rﬁ)r — (al-f-k’w SRR ¢ 25O 4 4 I 1[11‘&:)*

Ogni orbita di €2 corrisponde ad un modello di collana. Per conoscere il
numero W{m, n) dei modelli, sara sufficiente applicare la Proposizione F1.5,
per la quale il numero delle orbite distinte di 2 & dato da

W (m,n) = Zx o (=)

ﬂf] m

dove W (m, n) indica la cardinalita dell’insieme di tutte le orbite di 2. Resta
da trovare x(m?), con d|m. Poiché d & un divisore di m allora possiamo quin-
di dividere la m-upla disposizione (a1, az, - - - , @) in m/d pezzi di lunghezza
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d in questo modo:

(ﬂ*la“'&aﬂl) — (ﬂla"'&ﬂnfi"ﬂ'dﬁ-l&”'*.!a'zrj‘
’ l Ay —2d+1y "'y Am~—d | Om—d+1s""" ym )
Allora
ﬂ_d
(a1, ,am) =  (G14d, " ,Q2d | Q2d+1s° ", A3d |
i Al 4m—dy ' " yUm ‘ i, ,0d )
Pertanto 7¢ lascia fisso I’elemento (a1, az, - - - , @y, ) se e solose (a1, az, - ,am)
e costituito da m/d pezzi identici di lunghezza d, ovvero
(al}az‘r“' :ﬂ*m) = (u’lv'{IZr“' :rﬂd\ " J‘ﬂl:ﬂ’?ﬂ”' :ﬂ“tﬁ)*
Poiché vi sono n® elementi del tipo (ai,as, - ,aq) con a; € {1,2,--- ,n}

peri=1,2,---.d, allora x(74) = n? e quindi

W(im,n) = éZgﬁ(m/d)nd* (%)

d|m

Invece, se l’artigiano ha a disposizione m = >_;'_, my perline con my perline
aventi k-esimo colore, allora il numero delle colonne realizzabili € dato da
Tre

1
wimma,m) = 5 oy m® m) (0

dlmed(my,ma, - ,my) a ' d?’ ’d

che enumera anche il numero delle permutazioni circolari del multinsieme
[l-m,l ! 211':,2 Lo ﬂ'r-"i:n ] .

DIMOSTRAZIONE. Sia [1™1,2™2 ... n™»] un multinsieme con > ,_; mx =
m e calcoliamo il numero delle sue permutazioni. Il numero di modi di
distribuire le prime m; perle & dato dal coefficiente binomiale (;‘1). Ora
procedendo analogamente col secondo insieme mg per le posizionl vacanti,

si hanno (m;;”*") modi, e cosi via fino all’ultimo colore. Quindi

(m)(m—-m1) (m—ml—”ﬁlg““'-—m”_l)
mh M2 my

m)! m
milme!---m,,! mi, Mg, -, My

Allora il numero delle permutazioni del multinsieme [1™!,2™2, ... n/"] &
dato dal coefficiente multinomiale, pertanto

m
o= (., )
1,72, My
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Se ora vogliamo le permutazioni circolari, considerando 1’azione precedente
di G su 2 si ha:

1 m
M=@ZNNM®

dlm

1 .
Per calcolare y(7@ ), notiamo che

rrk

md(ay-ami @mpyc-amicct {G(d—1)m 41 Am)
= (ilL;ItJr-l T Qenp i Azmgy s A3y oty Ao a,.%)

T " . . M
Se w7 fissa tale permutazione, ne segue che essa e formata da d blocchi
uguali, quindi d|m e d|my con 1 < k < n, pertanto il numero di membri

e .

fissatl da 77 ¢
TrL
. oy d
x(md) = (f_m mg ., My

ne secgue che

w(my.ma, - My) = — Z o(d) my mg . my

m _ 5
dlmed{m, ,ma..+ My ) d* d?’ Pod

Dalla somma multipla

Z ur(mlﬁ g, - }ﬂ?’ﬂ)

Iy 1ris o T, =TT

1 rri
N 2 m 2 w(d)(m ma f_”n.)

Mg 4y =1 ’rilmmliml,m:-,“*_.mn} a’ d’ Tod
s1 ottiene

] m
e Y (memt w)

dim Ly Ao 4 THy =11 d * o *
dlmg: k=1,2,---,n

Ora se poniamo m;, = —f si ha
1 Y 1 | m
OIS )= e el
m my, My, - ,my, m
dlm mi+my+--+mi, = djm

dove il teorema multinomiale

m
(27 + - +x,)" = E SRR
My, -, My
ml+"'+m'.r|,=m

& stato applicato nel caso ) = ¢ = --- =z, = 1, pertanto

E : ( m ) -
my,ma,: - My

FrLy g 4 Ty, =1
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Cosl abbiamo dimostrato la seguente identita combinatoria:

Wim,n) = Z w(my, ma, -, My).

T e Ty, =T

F2. Applicazioni fra due insiemi

In questa sezione il concetto di azione di un gruppo G sara applicato al caso
in cui & e il gruppo di permutazioni di un insieme e ) 'insieme di alcune
applicazioni. Si parlera, pertanto, di funzioni equivalenti e saranno altresi
presentati i concetti di funzione peso e di enumeratore.

Definizione F2.1 (Azione di un gruppo di permutazioni sulle applicazioni
tra due insiemi). Siano C e D due insiemi e G C Sp un gruppo di permu-
tazion: di D. Linsieme

Q:=CP ={f:D-C)

rappresenta tutte le applicazion: da D in C. Se consideriamo la sequente
funzione

GxQ —
(m, f) +— [Ti=for !

possiamo facilmente verificare che essa definisce un’azione del gruppo G di
permutaziont sull’insieme delle applicazioni da D o C. Tale azione puo
essere rappresentata dal sequente diagramma.:

D
/ \
D M - C

Nota F2.2. In questo caso l'orbita di una qualunque funzione f é
fo={f"|n€G}
mentre il suo stabilizzatore risulta in

Gr={reG|f"=f}

Nellinsieme €1 definiamo la relazione di Polya-Redfield al modo sequente:

f~g <= 3dreltaleche fonrn=yg

1 ”

dove “~7 € un'equivalenza che partiziona l'insieme Q in classi di equivalen-
za. QQueste sono le orbite di (G, ).
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Esempio F2.3. Per colorazione dei lati di un quadrato intendiamo una
funzione dall’insieme D = {1, 2, 3,4} dei lati del quadrato nell’insieme C =
{b,n} dei colori (bianco e nero) disponibili. Cosi due colorazioni f e g
saranno equivalent: se esistera m, una permutazione det lati del gquadrato,
per la quale fom = g. Pertanto il gruppo G che agisce sull’insieme CP e
che determina 'equivalenza tra le colorazioni € il gruppo delle permutazioni
dei lati del quadrato.

Definizione F2.4 (Funzione peso). Sia A un anello commutative. Una
funzione

w:C — A,

¢ — u;({:);

st chiama funzione peso e se ¢ € un elemento di C, w(c) € il peso di c.
Solitamente A e ['anello det polinomi in un numero finito di variabili a

coefficienti reali. La somma
W(C) =) wlc)
ceC

é chiamata enumeratore di C'. Essa e stata definita per C', ma evidente-
mente puo essere estesa ad ogni insieme sul quale sia stata assegnata una
funzione peso. Per ogni f € QO = CP, definiamo il peso di questa funzione
ponendo

w(f) = [] w(f ()

de D

Lemma F2.5. Funzioni appartenenti alla stessa orbita hanno lo stesso

PESOo:

Vi1, fo € f¢:  w(f1) = w(fa).

DIMOSTRAZIONE. Dal momento che fi ed fo appartengono alla stessa or-
bita, per quanto detto nella Nota F2.2 esse sono equivalenti, ovvero esiste

una permutazione 7 di GG per la quale

fi = faom.
Allora

|

[T wifi(d) =[] wifaon(d))

de D deD

(d)) = w(f2).

w( f1)

I
—
=
=
%

Nel penultimo segno di uguaglianza € avvenuta semplicemente una permu-
tazione degli elementi di D tramite 7 e nel prodotto sono stati riordinati i

fattori.
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Definizione F2.6 (Peso di un’orbita). Il lemma precedente consente di
definire il peso di un’orbita dell'insieme @ = CP sotto Uazione del gruppo
G C Sp, come il peso di un suo rappresentante, ponendo

T
T

w(f) = wl(g) per qualunque g ¢ fC.

F3. Teorema di Poélya

In questa sezione sara ampiamente illustrato il teorema di Pdlya. Esso
fornisce un metodo alquanto comodo e veloce, capace di stabilire non solo
il numero delle orbite dell’'insieme 2 (sotto I'azione di GG}, ma anche il peso
di ciascuna di esse.

Nota ¥3.1. Consideriamo Uenumeratore

W(Q) = Zw(f).

feqn

Dal momento che abbramo supposto D e C' insiemi finiti, possiamo ipotizzare
D = {dy.dy. - .dy,} ¢ C = {ec1,c0,-- e} per mon € N, Siano w la
funzione peso su ' a valor: nell’anello commutativo A e x; = w(c;) € A per
1 =1,2.-++,m. Poiché

Il

vieC”: w(f)=]]wlfd)

J=1

allora w(f) sara un monomio della forma xy'x}? - - x4 con j; € {0.--+ .n}.
Quindi Uenumeratore W (L)) risulta essere un polinomio nelle indeterminate
T1,To, - &y nel quale tl coefficiente di ciascun monomio indica il numero

delle funzioni di ) aventi peso pari a quel monomio.

Lemma F3.2. Siano C' e D due insiem:i finitt e w una funzione peso
definita in C a valori in un anello commutativo. L’enumeratore dell’insieme
delle applicazioni 0 = CY ¢ dato da

W) = WIPl(e).

DIMOSTRAZIONE. Gli insiemi ' e D sono, per ipotesi, finiti. Poniamo
m = |C| ed n:=|D|, allora C = {cy,- - ,e;n} ¢ D ={d;,---,d,}. Ora

fri

WP = { ) w(f:)}lm — { ) w(c:,:u)}”
ce(’ k=1
Z (m*nz.?:l- C L Tl H w"* (ck).

1]+ ta—t Tl =T k=1

002, Ty =0

1
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Sia Xp :={f " '(cx)} con k =1,2,---,m. Osserviamo che

T

m
D= H—J Xy e w(f)= Hw(frk)”(”l.
k=1

f=1
Allora per ng = | Xg| con n = ny +ngy + - - - + N4y, si ha che

T

w( H w(cp)! X = H“; k)R

Considerando tutte le funziﬂni che inducmm la stessa partizione su [ si ha:

PV(Q) = Z (n13ﬂ121?:1-- fﬂrrn) H HIHA( k)*

n1+ng+ o+t =n k=1
T Ty 2 )

Lemma F3.3. Dati due insiemi finite C ¢ D con C = m ¢ D = n, sia

¢ > , |

= W, _; Xi una partizione di D con ny = |Xg| per k = 1.2,--- L.
Consideriamo ['insieme delle funzioni

A = {fECDHf(Xg;)lzl}

che sono costanti negli Xy per k =1,2,---,€. Allora il suo enumeratore €

¢ ¢
W(A) = H Z w" (e) con n = Zﬂ,k
k=1

i=1 e’

dove w e la funzione peso definita su C.

DIMOSTRAZIONE. Sia f una funzione in A e consideriamone il peso

w(f) = ]| w(f(d) = H | X Hw'x’*' (x4))

de D k=1de X

dove con zp si indica un rappresentante dell’insieme X Lperk=1.2.-
Supponendo C = {¢1,¢2,- - ,¢n} e per ogni k € {1.2,--- ¢} considerando
¢;, = f(xr) con iy € {1,2,--- . m}, 'equazione diventa:

¢
w(f) = ][ w™(ei):
k=1

Considerando tutte le possibili immagini in C per ogni blocco X, possiamo
calcolare I’enumeratore dell’insieme A come segue:

Z“' ZH“' Xel(f(xk))

feA feA k=1

/ 4
R .
E HHJ’““({:“ H E w'* (¢

1":1&‘:111 k=1
1<E<Y

I

W(A)

L]

|
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Per illustrare questo lemma consideriamo il seguente esempio.

Esempio F3.4. Sia D = {a,b.c,d,e, f,g} un insieme costituito da sette
persone che vogliono visitare le tre citta c1,ca,c3. Supponiamo che le per-
sone a,b, ¢ stano della stessa famiglia, d ed e siano una coppia di sposi, |
e g altre persone che viaggiano da sole. Poniamo

Xi={a, b, c}, Xo={de}, Xs= {f}, Xa= {g};

C ={e1,e0,¢e3}, z:=w(c1), y:=wl(e), z:=w(ca)
In questo caso il codominio della funzione peso e ['anello dei polinomi a
coefficienti reali nelle indeterminate x,y e z. Allora l'enumeratore risulta
W({C)=xz+y+2z e A élinsieme dei viaggi che possono fare le sette

persone nelle tre citta, con la ovvia condizione che i membri della stessa
famiglia debbano andare nella stessa citta. Ad esempio, la funzione

?’b:(ubcdefg)

cC1 €C1 C1 Cg C3 Co O

indica che la famiglia X, ed il signor g vanno nella citta ¢, la famigha X
va nella citta ¢3 ed il signor f va nella citta co. La funzione ¢ ha peso

w(y) = || w@(d)) = 2y’
de D
e l'enumeratore dei viaggi, per il lemma precedente, € dato da

4
W) =] w™le) = («® +¢* + 2°)(@® + ¥* + 2*)(c + y + 2)*.
k=1c¢eC

Sia D un insieme finito con n := |D| e consideriamo il gruppo simmetrico
Sp. Ogni elemento m € Sp puo essere decomposto nel prodotto di cicli dis-
giunti e tale decomposizione € unica. Indicheremo la struttura ciclica della
permutazione 7 con [1™(M)2m2(7) ... pyma(7)] in cui my indica il numero dei
cicli di lunghezza k, chiamati anche k-cicli per k =1,2,--- ,n.

Teorema F3.5 (Pélya, 1937). Siano C e D due insiemi finiti con n := |D)|
e G C Sp un gruppo di permutazioni dell’insieme D che agisce su  := CP.
Allora Uenumeratore di O, linsieme delle orbite determinate da (G,2), é

W(0) = ﬁ Z ﬁ { Z wk(c)}fnk(ﬂ)

reG k=1 ceC

dove [1™M1(M)gm2(m) .. .nmalm)] & lg struttura ciclica della permutazione 7 nel
gruppo G. Il coefficiente del monomio

H w"(e) con Z Ne =N

cel’ ce(C’

nel polinomio W (QO) fornisce il numero delle orbite aventi il peso uguale a
questo monomaio.
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DIMOSTRAZIONE. Siano |[C| = me [D| = ncon D = {1,2,---,n} per
semplicita. Allora Q = CP.

e Classificazione: Consideriamo la funzione peso
w: N — A,
fo— w(f);

con ;= CP ed A anello commutativo. Poiché Q & un insieme finito,
diverso dall’insieme vuoto, allora il codominio della funzione peso

P = {w(mme 0} = U{wn}

fEQ

e anch’esso un insieme finito e diverso dall’insieme vuoto. Per ogni
peso w € P, considerando

Q={feQu(f)=w} = a=H

possiamo allora classificare le orbite di €2 sotto 'azione di G secondo la
funzione peso. Indicando con O, l'insieme di tutte le orbite costituite
da funzioni aventi peso w, allora si ha che

0, = {femw(f):m} — 0 =|4Ho..

¢ Lemma di Cauchy-Frobenius (Burnside): Sulla base dell’azione
del gruppo G su {2, ¢ facile verificare che induce un’azione di G anche
su §2,,. Applicando il lemma F1.2 a (G, €2,), si ha che

0, = = 3 x(rl)

Sy

dove con x(wl€,) si denota il numero delle funzioni in €2, fissate da =
Allora possiamo calcolare I’enumeratore delle orbite come segue:

WO) = Y wOy) = ) w0l

weP weEP

Z @ Z X(W\Qm)

weP rels

‘—Cl;,‘ Y Y wex(nlo).

meG wEP
e Classe di () fissata da m € G: Se, per ogni 7 € (G, poniamo

A(m) = {feQ|f = f}

allora il suo enumeratore € uguale alla somma interna appena mostrata:

WAr) = > wf) =) w-xr|W).

fet: fT=f weP

I

I
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e Struttura ciclica di 7 € G: Se la struttura ciclica di 7 ¢

T
] = (1M gma(m (M) con S k() =
k=1

allora, dalla decomposizione ciclica di 7, deriviamo la seguente par-
tizione dell’insieme D:

o Mg
o= H H( 1Thj 2Lkg **° kTkj )
k"_—lj:l
L
D = U 4 Xi;, dove Xi = {_,.-,.-rkj 1<i< k:}.
=1=1

Dunque, f € A(r) se e solo se f e costante su ciascun Xy ;.

¢ Enumeratore della classe A(m): Dato che A(w) € Q € un sot-
toinsieme delle funzioni costanti negli Xg;, possiamo ricavare il suo
enumeratore tramite la formula mostrata nel Lemma F3.3:

g

W(A(r)) H H Z w H { Z w” () }mk(w}.

k=1j=1ceC k=1 ceC

Ricapitolando abbiamo stabilito la seguente:

vor= & T (5wt}

el k=1 ceC

cosl la dimostrazione del teorema e conclusa.

Il teorema dimostrato ¢ dovuto a Pélya, il quale nel 1937 risolse il problema
di contare le strutture algebriche e combinatorie sotto I'azione di gruppi di
permutazioni, detti gruppi di simmetria.

F4. Indice ciclico di gruppo finito

In questa sezione esamineremo l’'indice ciclico di un gruppo finito di permu-
tazioni che ci consentira di darc un’espressione piu semplice alla formula di
Pélya. Il concetto di indice ciclico venne introdotto da Redfield nel 1927,
ma. esso rimase pressocché sconosciuto fino al 1937 quando Pdélyva ne diede
la definizione seguente e ne fece un uso sistematico come strumento centrale
nella sua teoria di conteggio.

Definizione F4.1 (Indice ciclico). Stano G un gruppo finito di permu-
taziont su un insteme finito D avente cardinalita n e xy,x2,--- , T, delle
indeterminate. Se w™ e G e [1™(™2m2m) . nma(™] pe ¢ la struttura
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ciclica, assoceremo a m il seguente monomio x, " (m) :,t:;”'ﬂ oz ™ Allora
il polinomio formale:

Z(G|z1, 22, - ,Ty) := ZH g ()

TI'EC‘IIE‘].

nelle variabili xx con k = 1,2,---  n, indicato anche con Z,(G) per sem-
plicita, é chiamato 'indice ciclico di G.

Se C' e D sono due insiemi finiti e G & un gruppo di permutazioni dell’insieme
D, allora dall’indice ciclico di G si ottiene ’enumeratore delle orbite di C'P
sotto 'azione di G, sostituendo zj con pi[W(C)], dove

peW(C) = th(c) per k=1,2,---,n

celC
Pertanto possiamo riformulare il teorema di PSlya come segue.

Teorema F4.2. L’enumeratore W(O) delle orbite di CP sotto I’azione di
G é dato da:

W(O) = Z(G|p1[W(C)],p2[W(C)], -+, pu[W(C)]).-
Nota F4.3. Se poniamo w(c) :=1 per ogni c € C, si ha
pk[W(C)]lel:m con k:1127"'1n

La somma dei coefficienti dell’enumeratore ¢ ovviamente il numero delle
orbite e quindi

0| = Z(G|m,m, -+ ,m).

Esempio F4.4. Calcoliamo l'indice ciclico di alcuni semplici gruppi di

permutazioni:
[A] Z(Inlmlamﬂﬁ'” ﬂmﬂ) :3:?:
1
| B] Z(Salz1,22) = §($% + x2),
1

[C] Z(S3|z1, z2,23) = E(:r:? + 3z123 + 23).
Ricerchiamo ora gl indici ciclici di alcuni gruppi piu noti di permutazioni.

F4.1. Gruppo simmetrico S,,.

Lemma F4.5 (Formula di Cauchy). Consideriamo il gruppo simmetrico S,
ed n numert naturali my, ma, - ,my € N tali che m;+2ma+- - -+nm,, = n.
Allora le permutazion:i di Sy, aventi struttura ciclica [1™12"2 ... n™] sono

in numero di
n! n!

H:=1 m.ﬁ;!kmk 1™ sz CeamMin ¥ mlhﬂz! . 'mn! .
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DIMOSTRAZIONE. Tutte le permutazioni di S, aventi la struttura ciclica
richiesta si possono scrivere nella forma seguente:

T TNk

[11]c

k=11=1

dove Cy;, € il i-esimo ciclo di lunghezza & che compare nella decomposizione
ciclica delle suddette permutazioni. Poiché ciascun ciclo Cy; contiene k-
elementi distinti scelti tra {1,2,---,n}, abbiamo n! modi di scegliere gli
elementi di tutti i cicli. Tuttavia le permutazioni che ne risultano non sono
tutte distinte perché gli my cicli {Cx;} di lunghezza k possono essere tra loro
permutati senza cambiare la permutazione e cio si puo fare in my! modi.
Per di pit, poiché il numero iniziale in ciascun ciclo di lunghezza k si puo
scegliere in £ modi, ogni ciclo di lunghezza k puo essere scritto in k differenti
modi senza cambiare la permutazione. Cio si puo fare in k™% modi diversi
e quindi, dividendo n! per mg!k™* con k € [n|, otteniamo il numero di
permutazioni di S,, aventi la struttura ciclica [1™12™2...n™M"],

Classificando ora tutte le permutazioni di S,, secondo le strutture cicliche,
si stabilisce subito l'indice del gruppo simmetrico come segue:

Teorema F4.6. L’indice ciclico del gruppo simmetrico S, ¢€

n Tk

Z(Sn) = S [Tt

My ,1g, My >0 k=1
my42mo++nmy=n

F4.2. Gruppo alterno A,,. Ricordando che una permutazione ciclica di
lunghezza k e pari se e solo se k € dispari, si deduce che una permutazione
di S, con la struttura ciclica [1™12™2...n™»] risulta pari se e solo se il
numero o(m) e pari, dove

a(m)

I
|
i'M
S

Adesso osserviamo la somma

3(-5'n|$1,$23*“a$ﬂ) - Z(Sﬂ\ﬂrl,—mg,-n,(—1)”_1;1:”)

LA

= 1+ (—1)°(m Tk
Z { ( ) }g k?’ﬂ.szrk!

™My, Mg, My 20
my+2me4Fnmag, =n

Quando o(m) & dispari, il fattore {1 + (=1)7""} nella somma annulla il
termine corrispondente; altrimenti, il fattore diventa 2. Questo risulta dal
fatto che il gruppo alterno A, & composto dalle permutazioni pari di S,, e
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I'inverso dell’ordine soddisfa 1’'uguaglianza 1/|A,| = 2/|5,|. In conclusione,
abbiamo stabilito 1l seguente teorema.

Teorema F4.7. L'indice ciclico del gruppo alterno A,, €

“Trl;c

- __1yo(m) - L.
Z(A,) = 3" {1+(-1) }}I el
re=1] '

Mg o Ty 20
mi+2ma+---+nm,=n

F4.3. Gruppo ciclico C,,.

Teorema F4.8. Detto C,, il gruppo ciclico generato da (12---n) si ha

dove con ¢ st e indicata la funzione di Eulero.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo per ipotesi il gruppo C,, = {(m), dove 7 =
(12---n) e 'ordine o(7) = n. Ragionando in modo analogo a quanto fatto
per la Proposizione F1.5, ripartiamo (), in classi di equivalenza costituite
dai generatori di uno stesso sottogruppo. Per ogni d|n con n € N, il numero
dei generatori del sottogruppo di ordine d e ¢(d) con ciascun generatore

avente la struttura ciclica [d"/¢] associato al monomio J::;M. Quindi 'indice
del gruppo ciclico C), ¢ dato da
1 . , |
Z(C) = 7y 2 o e ) = =S T ()

T

Ty
ETECTL d| T

F4.4. Gruppo diedrale D,,. Tutte le simmetrie del poligono regolare di n
vertici costituiscono un gruppo D,,, chiamato gruppo diedrale. Si evidenzia
che D,, ha ordine 2n composto da n rotazioni e n riflessioni risulta essere
un sottogruppo di S,,.

Teorema F4.9. L’indice ciclico del gruppo diedrale Dy, conn > 2, e:

r - : % ¥
z(D,) = 32(C)+ Loy + 2225277}, sen ¢ pari;
n; 1
2

zZ
=Z(Cp) + l;1571;,.*:gm"l)ﬁ, se n e dispart.

DIMOSTRAZIONE. Quando n € dispari, non ¢ difficile verificare che
k ok
DT’L = <ﬂ1n>={ﬂﬁwn|k:1:2=“':n}
k r
= C”L-ij{?r nlk=12---,n}

dove 7 e 1 sono rispettivamente una rotazione m = (1,2,--+,n) ed una
' : n—1 71+ y: .
riflessione n = (n)(1,n — 1)(2,n — 2)---(*5=, %3=). Allora l'indice ciclico
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segue dal fatto che tutte le riflessioni 7*n hanno la stessa struttura ciclica
[11 3 2(?1,—1},f2] per k=1,2,---,n.

Invece, quando n € pari, abbiamo che
_ ke k=12, ,n
D, = {?T,J, T) = {?T y O, T T ‘ f=l,2.~-.ﬂf2}
= CHL-H{?TE{T,,TTET €:1,2,---,n/2}

dove ¢ e T sono rispettivamente due riflessioni date da

o = (L,n)2n—1)@3,n—2) (L 252,
o= m)(2)(L,n-1)(2,n-2)3,n—3) (252, £2).

E facile vedere che per £ = 1,2,---,n/2, le riflessioni 7°c e n*T hanno le

strutture cicliche [27/2] e [12 x 2(n—2)/2] rispettivamente. Questo conferma
I'indice del gruppo D,, evidenziato dal teorema.

F5. Applicazioni

Il gruppo delle simmetrie viene frequentemente utilizzato nella teoria del-
’enumerazione. Mostreremo in questa sezione alcune significative appli-
cazioni della Teoria di Pdélya-Redheld.

F5.1. Simmetrie di poligono regolare. Dato un poligono regolare
avente n vertici, vogliamo colorare tutti gli n lati con gli m colori. Se con-
sideriamo appartenenti allo stesso modello due poligoni aventi colorazioni
distinte ma coincidenti in seguito a rotazioni e/o a riflessioni, quanti modelli
dei poligoni si ottengono?

In questo caso, consideriamo gli n lati del poligono come dominio D =
{1,2,---,n} e gli m colori come codominio C' = {1,2,--- ,m}. Allora tutte
le colorazioni sono le applicazioni 2 = C'”. Il numero delle colorazioni non
equivalenti sotto rotazioni e riflessioni € quello delle orbite di {2 sotto ’azione
del gruppo diedrale D,,. Ricordando |'indice del gruppo diedrale

2(D,) :%—Z(Cﬂ,) %3:1:1:%“*1”2, n — dispari;
T — n/2 n—2)/2 .
L Hh%—fé’((.'?-‘r.,) i{:ﬂé’; + a2l }, n — pari;

e pol applicando il teorema di Polya, otteniamo il numero delle colorazioni
non equivalenti del poligono come segue:

1
_ o T n/d 2
‘O‘ Z(Dn]m, m, ,m) o Z w(d)ym™ “+ 1%,”1?1/2’ n — pari.

{1m(”+13‘f2: n — dispari;
dln
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F5.2. Colorazione di una scacchiera. Consideriamo una scacchiera di
dimensione 3 x 3 come in figura:

®] O O O
1 2 3

o 5
4 5 6

é )
7 8 9

O O O O

Siano dati tre colori, bianco, nero e verde. In quanti modi si possono colorare
le nove caselle della scacchiera con tre colori? Inoltre, in quanti modi si
possono colorare le caselle della scacchiera sapendo che due sono bianche,
tre nere e quattro verdi?

Sia D = { 1,2, 9} I'insieme delle nove caselle e C = {bianm, nero, UE'FT}E}_
Definiamo la funzione peso con

w(bianco) = b,

w(nero) = n,

w(verde) = v.

I gruppo G di permutazioni di nove caselle € composto da otto simme-
trie (una identica, tre rotazioni e quattro riflessioni). E facile stabilire le

strutture cicliche delle permutazioni come segue:

T1T9

o
e
o
3
o

L’indice ciclico del gruppo G &

b1 b2

5] Co
$?$§ $?$g




126 CHU Wenchang

G 3. .
Z(G‘:ﬂl};ﬂzjmgl): {£1+T1T%+2T1T§+4$ffﬂi}

!
g

L’enumeratore delle colorazioni e uguale al polinomio

Z(G | p1,p2,ps) = (b+n+v)" + (b+n+v)(b% + n® + v?)
+2(b + n+ ) (b + nt + 12 + 4(b + n + v)3 (B2 + n? + v?)3.

Ponendo b = n = v = 1, otteniamo il numero totale delle colorazioni [2862 =
2 x 3% x 53]. Invece, le colorazioni con [b*n3v*] sono in numero 174.

F5.3. Colorazione di un cubo. Supponiamo di voler colorare le facce
di un cubo con i colori bianco e nero. Quanti modelli di cubi colorati
otteniamao?

a d

Indichiamo con D = {1,2,3,4,5,6} I'insieme delle 6 facce del cubo e con
C = {bianco, nero} 'insieme dei due colori disponibili per la colorazione
del cubo. I modi di colorare il cubo sono in tutto |C”] = 64. Ciascuna
colorazione corrisponde ad una funzione f € C” e due colorazioni sono
equivalenti se esiste una opportuna permutazione dell’insieme D che porti
’una nell’altra.

Due cubi colorati appartengono allo stesso modello se, ruotando opportu-
namente uno di essi, questi coincidono. Di conseguenza, 1l gruppo delle
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rotazioni del cubo, agendo sull’insieme dei cubi colorati, determina una
equivalenza tra quest’ultimi e i modelli di cubi colorati altro non sono che
le orbite di quest’azione.

Osserviamo, ora, che ciascuna rotazione del cubo individua una partico-
lare permutazione delle facce. Precisamente esiste un monomorfismo tra il
gruppo G delle rotazioni del cubo ed il gruppo Sg delle permutazioni delle
facce del cubo. Allora I'equivalenza tra cubi colorati, prodotta dal gruppo
delle rotazioni, induce un’equivalenza tra le colorazioni attraverso il gruppo
GG. Pertanto i modelli di cubi colorati altro non sono che le orbite di C'”
sotto 'azione di G. Infatti due colorazioni f e g sono equivalenti se esiste
un’ opportuna permutazione delle facce del cubo che porti una colorazione
nell’altra.

Nella tabella seguente sono riportati gli assi rispetto ai quali ruota il cubo,
le permutazioni indotte e le relative strutture cicliche.

Rotazioni Permutazioni Strutture cicliche
abed-efgh | (2645); (24)(56); (2546) | zirs; xizs; rixy
befg-adhe | (1536); (13)(56); (1635) | xfzg; xizs; xizy
abfe-dcgh | (1234); (13)(24); (1432) | z%z4; x%2%; 2524
a-g (145)(632); (154)(623) r§; x5
b-h (152)(643); (125)(634) r3; 13
c-e (126)(345); (162)(345) T8 Th
d-f (164)(352); (146)(325) x3; T3
ab-hg (15)(36)(24) T
bc-eh (12)(34)(56) T
cd-ef (16)(35)(24) T
ad-fg (14)(23)(56) x5
bf-dh (13)(25)(46) z5
ac-gC (13)(26)(45) T3
Id (D(2)(3)(4)(5)(6) 78

dove le 6 facce sono segnate come segue:
1 = {abed} 2= {befg} 3= {efgh};
4 = {adeh} 5= {abef} 6 = {cdgh}.

Pertanto I'indice ciclico del gruppo G é:
1 ,
Z6(G) = ﬂ(.‘rtf + 32222 + 62224 + 623 + 822).

Definiamo la funzione peso su C' ponendo w(bianco) = b e w(nero) = n.
Allora W(C) = (b + n) e quindi, per il Teorema F4.2, ’enumeratore delle
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orbite risulta come segue:

1
W(0) = 2{(b+n)" +6(5 +n?)? + 867 +n?)?
+3(b+n)?(b% + n®)? +6(b + n)%(b* + ﬂd)}
= b5 + b0 + 26%n? + 26%03 + 26%nt + bn® + nS.

Cosi ci sono due orbite (e quindi due modelli) con 4 facce bianche e 2 facce
nere. Pertanto il numero delle orbite e

0| =Z(H:2,-,2) = 10.

Se invece delle facce si vogliono colorare i vertici o gli spigoli del cubo, dob-
blamo considerare le permutazioni indotte dal gruppo delle rotazioni rispet-
tivamente sull’insieme dei vertici e sull’insieme degli spigoli. Ragionando
analogamente al caso della colorazione delle facce, si ricavano 1 seguenti
indici ciclici.

Zy

|

]. ¥ . -
54_(3:? + 923 + 6z3 + 8ziz]) per i vertics;

Zs

I

1 ] o
ﬂ(m%f + 3:1'2 + ﬁmﬁ + 6$%:f:§ R 8:17%) per gli spigoli.

Se invece di due colori se ne usano m, le orbite che si ottengono nei tre casi
sono rispettivamente:

1
fin = ﬂ(mﬁ + 3m* + 12m° 4+ 8m*) per le facce;
Uy = 24(?'?18 + 17m* + sz) per 1 vertici;
1 , .
s,y = —(m!*+ 6m’ + 3m® + 8m?* + 6m°) per gli spigoli.

24

F5.4. Problema di enumerazione in chimica. Presentiamo adesso un
problema di natura chimica che ¢ fondamentalmente combinatorio. In
realtd furono proprio i problemi di questo tipo a far nascere la teoria di
enumerazione di Pdlya-Redfield.
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Consideriamo la classe delle molecole organiche della forma:

dove C € un atomo di carbonio e ciascun “x” denota uno qualsiasi dei com-
ponenti CH3(metile), CoHs(etile), H(idrogeno), Cl(cloro). Per esempio, le
seguenti molecole di Metano e di Cloroformio sono della forma considerata.

H H
H C H Cl] C Cl
H Cl

Ciascuna molecola puo essere rappresentata come un tetraedro regolare con
o n

’atomo di carbonio nel centro ed i componenti segnati con “x” nei vertici.
Il problema € quello di contare le differenti molecole di questa forma.

Denotiamo con D = {1,2,3,4} e C = {CHj3, CoHs, H, Cl} rispettivamente
Pinsieme dei vertici del tetraedro e l’insieme delle molecole da legare. I
problema consiste nel contare i modelli di cosi fatte molecole.
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Ciascuna molecola organica corrisponde ad una funzione f € CP e due
molecole sono equivalenti se esiste un’opportuna permutazione dei vertici del
tetraedro che porti I'una nell’altra. Il gruppo G delle rotazioni del tetrae-
dro, agendo sull’insieme delle |C”| molecole organiche del tipo descritto,
determina un’equivalenza tra molecole.

Le rotazioni del tetraedro sono 12 e precisamente:

7 : rotazione di 120V attorno all’asse

passante per 1 ed 1l centro della faccia opposta;
o1 : rotazione di 240° attorno all’asse

passante per 1 ed il centro della faccia opposta;
7o+ rotazione di 120 attorno all’asse

passante per 2 ed il centro della faccia opposta;
o, ¢ rotazione di 240° attorno all’asse

passante per 2 ed il centro della faccia opposta;
7w . rotazione di 1209 attorno all’asse

passante per 3 ed il centro della faccia opposta;
gy . rotazione di 240" attorno all’asse

passante per 3 ed il centro della faccia opposta;
74 : rotazione di 120" attorno all’asse

passante per 4 ed il centro della faccia opposta;
o4 : rotazione di 240° attorno all’asse

passante per 4 ed il centro della faccia opposta;
71+ rotazione di 180° attorno alla retta

che unisce i punti medi degli spigoli [12] e [43];
7o : rotazione di 180Y attorno alla retta

che unisce 1 punti medi degli spigoli [23] e [14];
75 : rotazione di 180" attorno alla retta

che unisce i punti medi degli spigoli [13] e [24].
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Osserviamo che ciascuna rotazione del tetraedro determina una permu-
tazione dei vertici, come descritto nella tabella seguente.

Rotazioni | Permutazioni dei vertici | Strutture cicliche
Id DOEI0 7
T (243)(1) 14
J1 (234)(1) 13
T (143)(2) 13
o) (134)(2) r1X3
m3 (421)(3) L1I3
03 (412)(3) T123
T4 (132)(4) T1X3
04 (123)(4) 123
T1 (21)(34) 33%
T2 (23)(14) x5
(13)(24) 7]

Allora I'equivalenza tra molecole (ovvero tra le funzioni dell’insieme C?”)
e determinata dalle permutazioni descritte in tabella. Queste, assieme alla
permutazione identica, costituiscono un gruppo che sara denotato con G.

Ad esempio se consideriamo le molecole:

I | 2 3 4 ..l 2 3 4
Cl C,H; Cl TH, y=\Cl ¢l C,H; CH;

queste sono equivalenti perché la permutazione o4 = (123)(4) muta la
molecola g in f. Tenendo conto della tabella precedente 1'indice ciclico
del gruppo G é:

1
Z(G; a1, Ta, T3, Tg) = ﬁ( 14 82123 + 322).

Pertanto vi sono
Z(G;4,4,4,4) = 36

orbite, ovvero vi sono 36 possibili molecole del tipo richiesto. Ponendo
w(H) = w, w(Cl) = z, w(CHyz) = y, w(CoHs) = z si ottiene I’enumeratore
delle orbite (ovvero delle molecole) sostituendo z; con w* + z* + y* + 2¥,
con k =1,2,3,4, che perd ha uno sviluppo piuttosto lungo. Per semplicita
poniamo z = y = z = 1, allora:

W(O) = %{(w +3)% + 3(w? +3) +8(w + B)(w? +3))

= 15+ 11w + 6w?® + 3w® + w.

Questo polinomio in w afferma che vi sono 15 molecole senza atomi di
idrogeno, 11 molecole con 1 atomo di idrogeno, eccetera, infine una sola
molecola con 4 atomi di idrogeno. Complessivamente le molecole sono 36.
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F5.5. Partizioni e composizioni. Dato un intero non negativo m, il
numero delle soluzioni dell’equazione diofantina

zi+To+ -+ Tp=m

si chiama numero di composizioni di m in n-parti. Quando le soluzioni sono
ordinate

Ty 2> Xg 2 -+ 2 Ty,

il numero delle soluzioni corrispondenti viene denominato numero delle par-
tiziont di m. Adesso, studiamo composizioni e le partizioni mediante la

teoria di Pdélya-Redfield.

Poniamo D ={1,2,.--,n} e C ={0,1,2,---,m}. Sia G un gruppo di per-
mutazioni di D. Evidentemente ogni applicazione f € 0 = CP rappresenta
una composizione di qualche numero naturale. Per una variabile complessa
g, definiamo la funzione peso w(z) = ¢*, Vo € C'. Abbiamo subito che

1 — gm+1 m
ng) =W(C)=—"— =3¢
1—g k=0

Secondo 1l teorema di Pélya, I’enumeratore delle orbite (o funzione genera-
trice delle orbite Og di (2 sotto ’azione di G) viene fornito da

W(Og) = Z(G | n(g),n(¢*),n(¢")).
e & = E,,, gruppo identico: si ha ’enumeratore delle composizioni:

1 — m+1 3y 7
W(@E):?’?n(q)={ liq }

Calcolando il limite per m — o0, otteniamo la funzione generatrice
delle composizioni senza restrizione

= (M)

m=0

e G =5, gruppo simmetrico: Possiamo stabilire la funzione generatrice
delle orbite delle partizioni:

B n n?’rtk (qk)
W(OS) o Z ,1}__‘[1 kK mk!

l-mi+2-ma+---+n-mp=n

Per semplificare la multisomma sulla destra, notiamo che

k

W(0s) = [a"] ﬁ exp {E;n(qk)} = [z"] exp{ i %w(qk)}-
k=1
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L’esponente della funzione eﬁpﬂnenziale s1 riduce a una forma chiusa:
> >

ST = RISt = e

—1 k=1 i=0 1=0 k=1
= —)_W(l-g¢'2) = ~ln{(1-2)1-ga)---(1-q"2)}
1=0

Allora si ha la funzione generatrice delle partizioni

. 1
(1) =) (1 )
(1-g)(1—¢g?)---(1—g")

che risulta noto come coefficiente binomiale gaussiano.

I







CAPITOLO G

Teoria dell’Inversione di Mobius-Rota

L’obiettivo di questo capitolo e di presentare la teoria dell’inversione basa-
ta su insiemi parzialmente ordinati, con particolare riferimento alle appli-
cazioni algebriche e combinatorie.

G1. Insiemi parzialmente ordinati ed inversione di Mobius

La parte teorica dell’inversione di Mobius costituisce 'argomento di questa
sezione. Partendo dail concetti fondamentali di insiem: parzialmente ordi-
nati, reticolt e di algebra di incidenza, si stabiliscono la funzione di Mobius e
le proprieta (ortogonalita e relazione ricorrente), le quali sono indispensabili
per costruire la teoria centrale dell’inversione, cioe il teorema dell’inversione.
Tale teorema ci permette di determinare una funzione, definita su un insieme
finito parzialmente ordinato, quando si conoscono le sue somme parziali e
la funzione di Mobius corrispondente. Per facilitare il calcolo delle funzioni
di Mobius, sono state incluse due formule concernenti il prodotto diretto e
I'isomorfismo di insiemi parzialmente ordinati.

G1.1. Insiemi parzialmente ordinati. Il concetto piu generale che con-
sidereremo in questa sezione e quello di un insieme parzialmente ordinato.

Ricordiamo che una relazione binaria su un insieme S € un sottoinsieme R
dell’insieme prodotto S x S. Diciamo che a € S ¢ in relazione R con b€ S
e scriviamo a Rb se e solo se (a,b) € R.

Definizione G1.1 (Poset). Sia S un insieme su cui € definita una relazione
binaria denotata con < (oppure con <g quando ¢’e possibilita di confusione)
soddisfacente 1 sequenti tre assiomai:

e riflessivita: Ya € S: a < a.
e antisimmelria: Va,be S: a<b, b<a = a = b.
o transitivita: Va,b,c€ S: a<b b<e¢ = a<ec.
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La coppia (S, <) si chiama insieme parzialmente ordinato o semplicemente
“poset” (partially ordered set).

e Due elementi a e b di S, distinti (a # b), si dicono incomparabili se
a€b e bLa Sea<beas#b, allora scriviamo a < b.

e Inoltre scriviamo a > b in alternativa di b < a e a > b per b < a.

e In generale, se (S, <g) e un insieme parzialmente ordinato, allora og-
ni sottoinsieme T di S & parzialmente ordinato attraverso la stessa
relazione <g di S ristretta a T (<7), cosi definita:

Va,beT: a<rb <+<= a<gh.

Cosli, se (5, <g) & un insieme finito parzialmente ordinato, allora esso
ha esattamente 25! sottoinsiemi parzialmente ordinati attraverso la
relazione sopra definita.

Definizione G1.2 (Poset localmente finito). Sia (S, <) un insieme parzial-
mente ordinato:

e Un intervallo (chiuso) é un sottoinsieme parzialmente ordinato cost
definito

[{I,b]:Z{SES|{IESEb} con a<b.
o Analogamente definiamo l’intervallo (aperto)
(a,b) :={s€S|a<s<b} con a<bd.

e In particolare, si ha [a,a] = {a} e (a,a) = 0.

Allora, (S, <) st dice localmente finito se Ya,b € S : [a, b] € finito.

Definizione G1.3 (Cover). Siano (S, <) un insieme parzialmente ordinato
con a e b due elementi di S. Diciamo che b € un cover di a se b > a e non
esiste s € S tale che b > s > a. Cost, b € un “cover” dia seb > a e

la, b] = {a, b}.

Un poset localmente finito (S, <) & completamente determinato attraverso
le sue relazioni di “covers’.

La nozione di “cover” suggerisce un modo di rappresentare un insieme finito
parzialmente ordinato (S, <) attraverso un diagramma di¢ Hasse.
E chiaro che b > a in un insieme finito S se e solo se esiste una sequenza

@ = 380,81,""",8n =b

tale che ogni s; € un “cover” di ;1 peri=1,2,---,n.
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Rappresentiamo gli elementi di S nel diagramma di Hasse attraverso punti.
Se s; e un “cover” dis;—;(i =1,2, --,n), allora collochiamo nel diagramma
di Hasse s; al di sopra di s;_1 e congiungiamo i due punti con una lineca retta.
Allora b > a se e solo se esiste una spezzata discendente che congiunge b ad
a. Se nessuna spezzata congiunge b ad a # b, allora a e b sono incomparabili.

Riportiamo, di seguito, alcuni esempi di diagrammi di Hasse di insiemi finiti
parzialmente ordinati.

0 o o 0
0
o
T
O
O
O
O

Definizione G1.4 (Poset totalmente ordinato). Un insieme parzialmente
ordinato (S, <) si dice totalmente ordinato o catena se tutti i suoi elementi
sono comparabili, cioé seVa, b€ S:a# b a < b oppure b < a.

e Il terzo diagramma di Hasse sopra riportato rappresenta un insieme
finito totalmente ordinato.

e Se (5, <) e una catena (insieme finito totalmente ordinato), possiamo
immaginarla nella forma s < 81 < -+ < s,. In tal caso n & la
lunghezza della catena.

e Un’anticatena ¢ un insieme parzialmente ordinato (S, <) con tutti gli
elementi incomparabili.

¢ Se un insieme parzialmente ordinato (S, <) possiede un minimo (cioe
esiste w € S tale che Vs € §: « < s) ¢ un massimo (cioe esiste v € S
tale che Vs € .5 : s < wv), o soltanto uno di essi, questi vengono indicati
usualmente con i simboli 0 e 1 rispettivamente. Gli elementi di S che
sono “covers” di 0 si chiamano atomi, mentre quelli per i quali 1 &
“cover” di quest’ultimi si dicono coatomi.

(z1.2. Reticoli e proprieta. Un elemento » di un insieme parzialmente
ordinato (S, <) € un “upper bound” di un sottoinsieme T di S se Vt €
I' : w 2 t. Lelemento u € un “least upper bound” oppure sup7 se u

%

¢ un “upper bound” di T e per ogni “upper bound” » i T: v« < v. E
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chiaro che se esiste sup T', allora e unico, grazie all’antisimmetria dell’insieme
parzialmente ordinato.

In maniera simile si definiscono 1 “lower bounds” e 1 “greatest lower bounds”
oppure “infs” di un insieme 7'. Inoltre, se esiste inf T, allora ¢ unico.

Adesso introduciamo la seguente definizione:

Definizione G1.5 (Lattice). Un reticolo o “lattice” e un insieme parzial-
mente ordinato (L, <) nel quale due elementi a e b qualunque hanno il “least
upper bound” aV b e il “greatest lower bound” a Ab. Per specificare le due
operazioni V e A, il reticolo L viene denotato con (L,V, ).

e Se a, b e csono elementi di un reticolo L, allora (aVb)Ve 2> a,b,cese
v >a,b,callorav > (aVvb) e ¢;cosiv>(aVb)Ve Quindi (aVd)Ve
e il sup di a, b e c. Per induzione, si dimostra che qualunque insieme
finito di elementi di un reticolo L ha sup.

¢ Analogamente, qualunque sottoinsieme finito di un reticolo L ha inf.
Denotiamo il sup e l'inf di sg, s1,' -, sn, elementi di un reticolo, L con
SgVs1V---Vs,esyNs N---A 8, rispettivamente.

e Ogni insieme totalmente ordinato € un reticolo; infatti se a e b sono
due qualunque elementi di un insieme di questo tipo, abbiamo a < b
oppure b < a.

Nel 1°caso (a<b): aVb=b e aNb=a;
Nel 2°caso (b<a): aVb=a e aAb=hb.

Per un reticolo (L, V, A}, le operazioni V e A soddisfano le seguenti proprieta:

Associativa Va,b,c€ L : (avb)Ve=aV(bVe),
(@anb)ANc=aN(bAc);

Commutativa Va,be L : aVb=bVa e aNb=bAa;

Idempotente Va € L : aVa=a e ala=a.

Inoltre, entrambe le leggi di assorbimento sono valide, ossia:
Va,beL: aA(aVb)=a e aV(aAb) =a.

Definizione G1.6 (Complete lattice). Un insieme parzialmente ordinato
¢ detto un reticolo completo o “complete lattice” se ogni sottoinsteme T di
S ha sup e inf. Denotiamo questi rispettivamente con

Vit e At

teT teT
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G1.3. Esempi di “lattices”. Diamo alcuni esempi importanti di reticoli:

Esempio G1.7 (Z,<). L’insieme Z dei numeri interi relativi con la re-
lazione d’ordine per grandezza e un reticolo. Infatti (Z,<) € un poset
totalmente ordinato poiché

Va,b€Z con a#b: a<b oppure b<a.

Notando che l'insieme dei numeri naturali N € incluso in Z, si ha che N é
un reticolo sotto la stessa relazione d’ordine “<”.

Esempio G1.8 (N, | ). L’nsieme N dei numeri naturali con la relazione
di divisibilita, che indicheremo con “|”, cost definita:

Va,be N: al|b <<= adivided
e un reticolo dove
Va,be N : aAb=mecd(a,b) e aVb=mcm(a,b).
Lo O del reticolo coincide col numero naturale 1 e gli atomi sono i primai.

Esempio G1.9 (P(S5),C). L’insieme P(S) delle parti di un insieme finito
S con la relazione di inclusione, cosi definita:

VA, BeP(S): ACB <+ A éunapartedi B

& un reticolo dove le operazioni A\ e V corrispondono all’intersezione e al-
'unione rispettivamente. Gli insiemi () (vuoto) e § sono rispettivamente 0
e 1 del reticolo.

G1.4. Funzioni su insiemi parzialmente ordinati.

Definizione G1.10 (L’algebra di incidenza). Siano (S, <) un poset local-
mente finito e K un campo (si pensi in pratica ai reali). Indicheremo con

F(S) lUinsieme delle funzioni f : S X § — K tali che
Va,be S: a<¥b = f(a,b)=0.

i, »

In §(S) definiamo 'operazione di convoluzione “x” come segue:

Vf, g €3(S): frglab):i= ) fla,t)g(tb).

a<t<b

L’insieme F(S) con la convoluzione, con le ordinarie operazioni di addizione
e moltiplicazione scalare tra funzioni, diventa una K-algebra associativa,
ma in generale non commutativa. Essa & chiamata algebra d’incidenza di
(5,<) in K.
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Si verifica facilmente che la funzione di Kronecker

d:SxS — K;

¢

1, se a=b;

b dMa,b) .= ¢
(@,0) +— dla.b) 0, se a#b;

\,

¢ I'elemento neutro per 'operazione “x”, cio significa che

VFeF(S): fxd=d0xf=/.

Infatti, siano a, b € S, allora si vede facilmente

frd(ab) = Y fla,t)d(t,b) = fla,b);
a<t<b

5% fla,b) = Y 6&(a.t) f(t,b) = fla,b).
a<t<h

Per guanto riguarda l'inversa di una funzione rispetto all’operazione di
convoluzione *x”, bisogna tener presente il seguente risultato.

Lemma G1.11. Sia f € F(S), con f(a,a) # 0 per ogni a € S. Allora
esiste l'unica inversa g di f tale che fxg = g f = 0. Per due elementi
a, b € S Uinversa g ¢ definita per induzione come seque:

1
se a =2b;

g(ﬂab):: j{ﬁég?

b
j:((z’ b; gla,t), se a<hb.

a<t<b

Inoltre, vale anche la sequente formula duale:

(a,b) fla,a)’ o=
g\a,n) = iy

_ Z jf((jﬂ))g(t,b), se a<b
a<t<b ’

DIMOSTRAZIONE. Se a = b, risulta

g* f(a,a) = g(a,a)f(a,a) = 1.
[nvece se a < b, abbiamo che
0 = é(a,b) = g* fla,b)
= g(a,b) f(b,b)+ Y  gla,t)f(t.b).

a<t<b

Cosi abbiamo dimostrato che g x f = 9, cioé che ¢ ¢ un’inversa sinistra di
f. Analogamente, possiamo provare l'esistenza di un’'inversa destra h di f.



Teoria dei Gruppi Finiti ed Applicazioni Combinatorie 141

Ora si verifica facilmente che g = h. Infatti, multiplicando g x f = 4 alla
destra per h ed richiamando la proprieta associativa, si ha che

h=0dxh=(gxf)xh=gx(fxh)=9g%xd=4y.

Inoltre, supponendo che g e ¢’ siano le inverse sinistre di f, multiplicando
60 =gxf =g «f alla destra per h si conferma g = ¢’ come segue:

h=30dxh = (gxf)xh=g*x(fxh)=gxd=yg
@+ flxh=g*(fxh)=g xd=4g".

Invece, supponendo che sia h che h’ sono le inverse destre di f, si dimostra
ugualmente che ¢ = h = h’. Quindi f ammette 'unica inversa (sinistra e
destra). Dall’equazione fxg = 9, segue la formula duale esplicitamente.

G1.5. Funzione di Mobius pu. Prima di definire la funzione di Mobius,
abbiamo bisogno di introdurre delle funzioni &, n, A.

Una delle funzioni piu importanti in §(5) & la zeta (o funzione dincidenza)
cosi definita:

£:Sx85 — K:

1, se a<hb:

, b ,b) 1=« ‘
(a,0) — &la, b) 0, altrimenti.

\

Essa infatti caratterizza la relazione d’ordine parziale.

Altre due funzioni interessanti dell’algebra d’incidenza sono:

n: Sx8— K;

1. s < b;
(a.b) — n(a,b) =4 = . "

0, altrimenti.

ovvero n = £ — 9: la funzione di ricoprimento

A SxS—K

1, se bé un “cover” di a;
(a,b) — Aa,b) = . , |
0, altrimenti.

Le funzioni £ e A hanno un significato combinatorio derivante dalla loro
definizione. Esse danno alcune informazioni sugli intervalli dell’insieme par-
zialmente ordinato (S5, <) espresse nel seguente:
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Teorema G1.12. Sia (S, <) un poset localmente finito. Per ogni intervallo
chiuso [a, b] con a < b, risulta:

(a) €2%(a,b) = cardinalita di [a,b].
(b) Ax&(a,b) = numero di atomi in [a, b).
(c) €xA(a,b) = numero di coatomi in [a, b).

DIMOSTRAZIONE. Procediamo con la dimostrazione caso per caso.

[a] La prima formula si dimostra osservando i seguenti passaggi:

E2(a,b) =% £(a,b) = Y E(a,t)Et,b)= Y. 1=[a,b]|

a<t<b te(a,b]

[b] La seconda formula segue dalla definizione dell’operazione “x:

Ax€(a,b) = D Mat)t)= ), 1

a<t<b te(a,b): |[at]]=2

numero di atomi in [a, b).

[c] Per la terza ed ultima formula si ha:

ExNa,b) = Y &atAEb)= Y 1

a<t<b t€fa,b): |[t,b]]=2
= numero di coatomi in [a, b].

Cosi tutte le affermazioni del teorema sono verificate.

La funzione di Mobius viene definita come l'inversa della funzione zeta (o
funzione d’incidenza) u = £~!. In virth del Lemma G1.11 si pud esprimere
per ricorrenza nel modo seguente:

p: Sx8§— K;

1, se a=b;
(a,b) — u(a, b) := & (a,b) = < _ Z u(a,t), se a<b.

a<t<b
Evidentemente abbiamo le seguenti ortogonalita:

Exp=06 <= Y u(tb)=24(a,b);

a<t<b

pr€=6 < Y pla,t)=25(a,b).

a<t<b
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Per poter enunciare altre proprieta delle funzioni &, 7 e A bisogna dare
ulteriori definizioni.

(G1.6. Catene. Gli elementi sy, 81.- -+, s, non necessariamente distinti di
un insieme parzialmente ordinato (S, <) formano una multicatena di lunghez-
za n quando sg < s1 < -+ < 8, (cosi una multicatena & ovviamente una
catena con elementi ripetuti).

Una catena (multicatena) con primo elemento a ed ultimo elemento b si
denota con (a, b)-catena (multicatena). Una {(a, b)-catena € massimale se
non esiste alcun elemento dell’insieme parzialmente ordinato (.5, <) da poter
aggiungere per ottenere una catena piu lunga.

Ecco allora come le precedenti funzioni permettono di rispondere a problemi
combinatori riguardanti catene e multicatene.

Teorema G1.13. Sia (S, <) un poset localmente finito. Per ogni a, b € 5,
valgono le sequenti identita:

(a) n*(a,b) — numero di {a,b)-catene lunghe k.
(b) M¢(a,b) -~ numero di {a,b)-catene massimali lunghe k.
(¢) &%(a,b) - numero di {a,b)-multicatene lunghe k.

Le formule elencate nel teorema sono ovvie. (]

La prima identita c¢i permette di dare un significato combinatorio alla fun-
zione di Mobius. Infatti £ = d 47, mentre si puo dimostrare che nell’algebra
d’incidenza, vale la relazione

p=ET=(@E+n)"" =) (-1)F

k>0
Quindi, per ogni intervallo [a,b] di S con a < b, risulta
p(a,b) =1 —n(a,b) +n°(a,b) -

dove n*(a, b) & il numero di {(a, b)-catene lunghe k. Questa formula, in alcuni
casi, permette di ricavare u(a,b) una volta noti i numeri n*(a, b).

G1.7. Formula di inversione. Presentiamo il risultato piu importante
della teoria delle algebre di incidenza che ¢ fondamentale nella combinatoria
enumerativa e nell’algebra quantitativa.

Teorema G1.14. Siano (S, <) un poset finito, f e g funzioni definite da
S a valori mn un campo K con f,g: S — K. Allora per ogni a € S vale
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Uequivalenza:
fla) => g(t) <= gla) =Y ult.a) f(t)
t<a t<a

dove p € la funzione di Mobius dell’algebra F(S).

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che
fla)=> g(t) pertutti a€S
t<a

¢ un sistema di equazioni; allora il teorema afferma che questo sistema e
equivalente al sistema delle equazioni

g(a) = Zp,(t,a) f(t) per tutti a € S.
t<a

Supponiamo che il primo sistema sia valido; dimostriamo, allora, che il
secondo e vero. Sostituendo f(t) nel secondo sistema, possiamo riscrivere il
membro destro dell’equivalenza come segue:

D_ult.a) f(t) = 3 ult.a))g(c)

t<a t<a e<t
= D _9(0) ) ulta).
c<a c<t<a

Questa somma si riduce alla funzione g(a) poiché

Z u(t, a) = d(c, a)

c<t<a

in virtu delle ortogonalita della funzione di Mo6bius.

In modo analogo si puo dimostrare la seguente forma duale:

Teorema G1.15. Siano (S, <) un poset finito, f ¢ g funzioni definite da
S a valori in un campo K con f,qg : S — K. Allora per ogni a € S wvale
l'equivalenza:

fla)=> g(t) <= gla)=> ula.t)f(t)

L>a t>a

dove i ¢ la funzione di Mobius dell’algebra §(S).

L’utilita del teorema di inversione consiste principalmente nel fatto seguente:
permette di determinare la funzione g quando si conoscono le sue somme
parziali, cioé la funzione f e la funzione p di Mobius corrispondente.

Introduciamo ora i concetti di prodotto diretto e di isomorfismo di insiemi
parzialmente ordinati per dare vari esempi di applicazione del teorema.
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(1.8, Prodotto diretto di posets. Siano (5, <g,) e (S2,<g,)} due
insiemi parzialmente ordinati. Il loro prodotto diretto (S; ® Sz, <) & costi-
tuito dalle coppie ordinate di elementi di S; e Sy con la relazione d’ordine
seguente:

a <g, C, Va,c € Sy;

a,b) <(e,d) <+
(a,0) < (¢, d) {bf;s:z d, Vb, d € Ss.

Il prodotto diretto di un numero finito, 0 numerabilmente infinito, di insiemi
parzialmente ordinati € introdotto in maniera analoga.

Teorema (G1.16. Siano pg, e pg, le funzioni di Mobius per gli insiems
parzialmente ordinati (S1, <g,) e (82, <g,) rispettivamente, allora per ogni
a,c€ S, e b,de Sy, la funzione di Mobius ps,gs, del loro prodotto diretto
(5 ® 57, <) é data dalla formula:

HS1®S, ((ur b)a (C, d)) = HKS, (ﬂv ‘:) HSo (b! d)'

DIMOSTRAZIONE. Per f = ¢ e f = £ vale ovviamente |'identita:

fsies; ((a,b), (¢,d)) = fs,(a,c)fs, (b, d)

dove a,c € 51 e b,d € S5. Pertanto si puod scrivere:

Z HS1®S, ((ﬂ*! b), (¢, d))€51 ® 52 ((E! d), (e, f))

a<c<e
b<d< f

'551 ®S52 ((ﬂ'a b)a (Ea f)) == 631 (ﬂ—, E)(SS? (b, f)
N bsi(a,0)€s,(cie) Y ps, (b,d) Es, (d, f)

ﬂ,ﬂ{:EE b{_:dif
== Z Hs, ({1, C) IS, (b, d) &S; @S2 ((C: d)(E: f))
a<.c<e
bSd<f

che conferma la tesi del teorema.

G1.9. Isomorfismo di poset. Siano (51,<g,) e (52, <s,) due insiemi
parzialmente ordinati. Essi sono isomorfi se esiste una biiezione ¥ : §7 — S3
tale che per ogni a e b di 57 risulti:

a<s, b = Yla) <s, ¥(b).

Teorema G1.17. Se ¢ é un isomorfismo tra (S1,<s,) e (S2,<s,) allora
per ogni a,b € S, vale

HS, (ﬂ'w b) = HKS, ("!)(ﬂ'):' ?i'(b)) .
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DIMOSTRAZIONE. Denotiamo per ogni a,b € S con

f(a,b) = pug, (a,b),
g(a,b) = pus, (Tﬁ’(ﬂ)ad"(b))'

Allora sia f(a,b) che g(a,b) sono funzioni su $; ® S;. Entrambe le funzioni
hanno i seguenti valori particolari:

fla,b) =g(a,b)=1, se a=¥;
fla.b) = g(a,b) =0, se aLb.

Inoltre, le due funzioni soddisfano le stesse relazioni ricorrenti

d(a,b) = Zf(at ant

a<t<h a<t<b
5ab) = Y f(t,b)= )Y  g(t,b);
a<t<b a<t<b

grazie all’isomorfismo tra (57, <g,) e (S, <g, ) e alle ortogonalita della fun-
zione di Mobius mostrate nella sezione G1.5. Per induzione matematica, f
e g coincidono; cioe la tesi.

Esempio G1.18 (Funzione di Mébius su (Ng, <)). Denotiamo con (Ny, <)
'insteme dei numeri interi relativi ordinati per grandezza. La funzione di
Mobius u per (N, <) dell’Esempio G1.7 é chiaramente data da:

1, se b=aq;
Va.be Nog: pla,b)=<¢ -1, se b=a+1;
0, altriments.

Allora la inversione di Mobius s1 esprime come seque:

Zg 9(0) + 9+ g [

g(0) + g(1) + (n)
g(n) = ‘G’f(n) f(n) = f(n —1)

H

Pit1 in generale, I'insieme composto da una catena (ng < n; < ng < -+ )
con ni € Ny ha la seguente funzione di Mobius:

+1, =1
p(ni,n;) =< -1, =14+ 1;
0, altrimenti.

Ricordando il Teorema G1.16 del prodotto diretto, possiamo ottenere la
funzione di Mébius per (N§, <) come segue:

- £f= (g —7p) mi —nip=0, 1
(=1)% k= ' per 1<k<;

-'u((nl?nz? e ?”f)a (nll}mzﬁ T :mf)) =
0, altrimenti;
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dove (mi,ma, -+ ,mg) e (ny,ne, -+ ,ng) sono due £-uple di NE.

G2. Funzioni aritmetiche ed applicazione

Per I'insieme (N, | ) dei numeri naturali ordinati per divisibilita, la funzione
di Mobius coincide con quella classica. In questa sezione, studieremo due
funzioni aritmetiche, la classica funzione di Mobius e la funzione di Eulero,
utili per le applicazioni relative all’inversione di Mobius nella teoria dei
numerl. kEsporremo la proprieta moltiplicativa di entrambe e le relazioni
che le legano. Successivamente, verra trattato il problema enumerativo

delle permutazioni circolari.

G2.1. Funzione classica p¢ di Mobius e proprieta. La funzione di
Mobius p per (N, |), I'insieme dei numeri naturali ordinati per divisibilita,
dell’Esempio G1.8 e data da:

(—=1)%, se b/a e un prodotto di k primi distinti;

Va,be N: ufa,b) =
0, se b/a ha un primo fattore quadrato.

OSSERVAZIONE: Per n € N il teorema fondamentale dell’aritmetica af-
ferma che n ammette una scomposizione unica in fattori primi. Quindi
n=p;'py*.--p,* doveip; sono primidistintie glin; > Oconi=1,2,--- L

Indichiamo con D), il reticolo dei divisori interi positivi di n ordinato con la
relazione di divisibilita. D,, € isomorfo al prodotto diretto C; QCy ®- - - QY

dove C; ¢ la catena C; = {0,1,--- ,n;} con ¢ = 1,2,---,£. Per bjn con
b= p'l‘l” poZ - - - pﬁf, quest’isomorfismo e cosi definito:

D'rs: 7 Cl®cﬂ®®cﬁ
b F=s==} (blwb21'“ sbf)-

Se a|b con a = p{'py* - - -py’, si hache a; < b; perognit=1,2,---,¢ allora
combinando i Teoremi G1.16 ¢ G1.17, ne segue che:

¢
ula,b) = H plaq, b;)

(—=1)*, se b/a & un prodotto dei k primi distinti;

0, se b/a ha un primo fattore quadrato.
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Ponendo u(b/a) = u(a,b), otteniamo la classica funzione di Mébius, che &
una delle notevoli funzioni dell’aritmetica introdotta da Mobius nel 1832
per lo studio della distribuzione dei numeri primi.

Infatti, per ogni n € N avente la scomposizione in primi n = p}'p5? - - - p}*,
possiamo tradurre u(n) = p(1,n) come segue:

1, sen=1;
u(n) := (—1)"", seer,=1perl <k<Y¢
0, se esiste £k con 1 < k < ¥ tale che e > 1.

(Questa espressione e esattamente quella classica per definire la funzione di
Mobius .

Teorema G2.1. La funzione p é moltiplicativa, cioé per ogni n ed m € N
tale che med(n,m) =1 si ha

p(n-m) = pn)- pm).

DIMOSTRAZIONE. Siano n,m € N tali che mcd(n,m) = 1. L’equazione
viene dimostrata distinguendo 1 tre casi:

e n=10m=1: Senza perdere di generalitd supponiamo che n = 1. In
tale caso risulta

u(n-m) = p(l-m) = p(m) = p(n) - p(m).

e n 0 m contiene un fattore primo quadrato: Assumendo che la decom-
posizione di n ha un fattore primo quadrato, allora anche n-m contiene
tale fattore primo quadrato; percio

p(n-m) =0=p(n) = u(n) - u(m).
e n > 1, m > 1 e nessuno dei due contiene un fattore primo quadrato:
Sia n che m sono prodotti di primi distinti
n=pip2'"Pr © M=4q492"""qe.

Allora
n-m=pp2 - Pk qi1q2- - qr

costituisce la decomposizione di n-m in primi distinti poiché per ipote-
si med(n,m) = 1. Secondo la definizione di funzione di Mobius, si

conclude che
p(n-m) = (=1)F+* = (=1)* . (=1)¢ = p(n) - p(m).

Cosi abbiamo provato il teorema.
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Teorema G2.2. Sia n € N. Abbiamo:
1, se n=1:
d — 3 i
Z,u( ) {U, se n > 1.

d|n

DIMOSTRAZIONE. La formula ¢ chiaramente vera se n = 1.

Assumiamo, allora, che n > 1 e scriviamo n = p7'py? - - - p;* con p; primi

distinti e n; > 0 per ogni ¢ = 1,2,---,¢. Tutti i divisori d di n saranno del
tipo: p'p5®--p,f dove 0 < e; <n;coni=1,2 -, Quando d contiene
una potenza di un primo, si ha u(d) = 0. Si noti che in questo caso tali
divisori danno contributo nullo alla somma del problema.

Invece se d &€ un prodotto di primi distinti, d = p{*p5* - - - pif, dove €; € {0,1}
cont = 1,2,---,¥ indichiamo con r il numero di potenze diverse da zero,
cioe

k‘::‘{i: 1£é§€|f¢=l}‘.
Allora, ricordando che il numero di modi per scegliere gli k£ fattori tra ¢
fattori e (f), si ha:

k
Sou@ = Y (-14() = - 1) =0

d|n k=0

dove I'ultimo passaggio e stato giustificato dal teorema binomiale.

Sulla base del teorema appena dimostrato, possiamo stabilire facilmente la
versione classica del Teorema G1.14.

Teorema G2.3. Siano f e g due sequenze complesse. Allora il sistema
delle equaziont

f(n) = Zg(d) per n=12---

dln
e equivalente al sistema

g(n) = Z@(T—;)f(d) per m=12,-
dln

dove u € la funzione classica di Mobius. []

G2.2. Funzione ¢ di Eulero e proprieta. Ricordiamo che la funzione
di Eulero ¢(n) indica il numero di interi positivi k < n coprimi con n:

p(n) = Z 1.

1<k<n
med(k,n)=1
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Come nel caso della funzione di Mobius pu(n). esiste una formula semplice
per la somma di questa funzione su tutti i divisori d di n.

Teorema G2.4. Pern € N, vale la sequente identita:

>_wld) =n.

d|n

(Questa formula e stata gia provata nella sezione A5.3 e verra ridimostrata
tramite partizione insiemistica. .

DIMOSTRAZIONE. Ripartiamo I'insieme {1,2,---,n} considerando per ogni
divisore d di n il seguente insieme:

By = {k € {1,2,---,n} | med(k,n) = d}.
Allora
{1,2,--,n} = L-Ij'i»‘-d

e un’'unione disgiunta. D’altra parte
@4 = {kd: ke {1,2, n/d} | med(k,n/d) = 1}.

Quindi, per la definizione di funzione di Eulero, risulta |®,4] = w(5),
pertanto

n = I{l,?,---,n}

D 1®al= D w(n/d)

d|n. d|n

la quale ¢ equivalente all’espressione Y dln w(d) = n, invertendo l'ordine
della somma.

La funzione di Eulero € in relazione con la funzione di Mobius attraverso la,
seguente formula:

Teorema G2.5. Pern € N, vale la sequente formula:
n

o(n) =" u(d)=

DIMOSTRAZIONE. La definizione di ¢(n) pud essere riformulata nella forma

p(n) = Z {mcd(lku ’”—)J

k=1
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dove con |z | denotiamo la parte intera di un numero reale z. Adesso usiamo
il Teorema G2.2 sostituendo ad n il med(k, n) per ottenere

pn) =" D wd)= > wd) Y 1= )=,
k=1 d|n

k=1dlmcd(k.n) d|n ‘”&
Ik

Cio completa la dimostrazione.

La somma per ¢(n) nel teorema precedente puo essere espressa anche come
un prodotto esteso ai divisori primi distinti di n.

Teorema G2.6. Per n € N, vale la sequente formula:

p(n) = n H (l — i)

pln

dove p corre su tutti 1 fattori primi di n.

DIMOSTRAZIONE. Per n = 1 il prodotto e nullo poiché non esistono primi
che dividano 1. In questo caso assegnamo per convenzione @(n) = 1.

Supponiamo allora che n > 1 e siano py, pa, - - -, px divisori primi distinti di
n. Il prodotto puo essere riscritto come:

”H(lmé) :

TLH(l—i)

pin i=1
(=1)'n

k
2 2 < PaPiy o Pi,

t=1 1<1; <o < <1,

Notiamo che ogni termine dell’ultima espressione ¢ della forma +n/d dove
d & un divisore di n che & un primo o un prodotto di primi distinti. 1l
numeratore +n & esattamente n - u(d). Poiché u(d) = 0 se d & divisibile dal
quadrato di qualche p;, si conclude che 1'ultima espressione e esattamente
> i 1(d) 5 cioe la tesi grazie al teorema precedente.

Molte proprieta di ¢(n) possono essere dedotte da quest’ultimo teorema.

Teorema G2.7. La funzione di Eulero soddisfa le seguenti proprieta:

(a) Per ogni primo p e per ogni e 2> 1, risulta

o(r) =p° — 1,

(b) Per ogni m,n € N tale che d = mcd(m,n) si ha

d
p(m-n) = ¢(m) - w(n)@-
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(¢) La funzione ¢ € moltiplicativa; cioé per ogni m,n € N si ha
med(m,n) =1 <=  p(m-n) = ¢(m) - pn).
(d) Per ogni m,n € N si ha
mln <= p(m)]|en)

DIMOSTRAZIONE. La prima parte segue ponendo n = p* nel teorema prece-
dente. Per provare la seconda parte scriviamo:

- 110-2)

p|n

Notiamo che ogni divisore primo di m - n & un divisore primo di m o di n
o di ambedue, e questi primi che dividono sia m che n dividono anche il

mcd(m, n). Donde:
p(m-n) 1
= 11 ;5)

1 1
Hp[“m (1 - E) Hp[ﬂ ( B E)
l_[p|l'u{t{1(ﬁh?’l-] ( B %)

aaalics

e quindi vale la seconda formula.

I

La terza parte & un caso speciale della seconda. L’ultima parte segue dalla
formula esplicita nel Teorema G2.6.

(G2.3. Permutazioni circolari e conteggio. Adesso rivediamo il prob-
lema di collane trattato nell’Esempio F1.7. Denotiamo la permutazione
ciclica con 7 := (12---m). Nell'insieme delle parole lineari di lunghezza m
su un alfabeto di n lettere, definiamo la seguente relazione di equivalenza: le
parole ayas - --a,, e by be-- by, sono equivalenti se esiste una permutazione
o, potenza del ciclo 7 tale che

Qo(1) Ag(2) " " " Ao(m) = b1 bg - bpy.

Una classe di equivalenza sara chiamata parola circolare.

Sia d un divisore di m; se la parola circolare C & una sequenza di altre
m/d parole circolari di lunghezza d, uguali tra loro, C & detta periodica. Si
definisce periodo di C la piu piccola delle lunghezze delle parole circolari che
rendono C periodica.
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Teorema G2.8. Il numero di parole circolari aperiodiche di lunghezza m
su n lettere é:

1
w(m, n,) = ; Zﬁ(d) nm/d
dlm

mentre il numero di parole circolari di lunghezza m su n lettere é:

1
W(m, n) = ;.E Z ﬁﬁ(d) nm/d-
d|mn

DIMOSTRAZIONE. Sia w(d,n) il numero di parole circolari aperiodiche di
lunghezza d, a ciascuna delle quali corrispondono d parole lineari distinte.
Tutte le parole lineari di lunghezza m che si possono formare con n lettere
sono in numero n’", come sappiamo. Classificandole secondo il periodo “d”,
otteniamo l’identita seguente:

" = ) dw(d,n) (#)

dove d varia su tutti 1 divisori di m

Da questa relazione si puo ricavare w(d, n) utilizzando la formula dell’inver-
sione di Mobius nel Teorema (2.3. Infatti, se poniamo

f(m) = n™,
gld) := dw(d,n);

si ottiene, invertendo la relazione (#):
1
w(im,n) = — d) n™/4
(m,n) = — > u(d)
d|m
cloe la prima formula desiderata del teorema.

Classificando tutte le parole circolari di lunghezza n secondo il periodo,
otteniamo immediatamente

Wi(m,n) = w(d,n)

da cul procediamo come segue:
m/jc
Wim,n) = 3 5 " nt u(d/e) = 32 2 3 20 u(afe)
d|m c|d ::[*rn. d|m

L'ultima somma interna si riduce alla funzione di Eulero ¢(m/c) in virtu del
Teorema G2.5. Cosi abbiamo completato la dimostrazione del teorema.
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G3. Principio di inclusione ed esclusione

In questa sezione vogliamo studiare una generalizzazione della formula sulla
cardinalita degli insiemi finiti A e B:

AUB|=|A|+|B|-]1ANB]|.

Per il reticolo (P(S), C) dell'insieme delle parti (ordinate per inclusione) di
un insieme finito S, vengono determinata la funzione di Mobius e presen-
tata il principio di inclusione-esclusione (come conseguenza del teorema di
inversione). Come applicazioni, vengono affrontati tre problemi:

e le permutazioni senza punti fissi, viene cioé determinato il numero delle
permutazioni di un insieme finito senza punti fissi.

e il problema dei Ménages (Lucas, 1891) nel quale si chiede il numero
di modi di assegnare 1 posti intorno ad un tavolo rotondo a n coppie
in modo alternato, tale che nessun marito abbia al proprio fianco la
moglie.

e la presentazione di una soluzione al problema 10770 di American Mathe-
matical Monthly, riguardante la divisibilita di una somma binomiale.

G3.1. Funzione di Mobius su (P(S5),C). Per S insieme finito, la fun-
zione di Moébius p per (P(S), C), l'insieme delle parti di S dell’Esem-
pio G1.9, e data da:

(=1)!B\MAL se A C B;

) y ) A B) =
VA.BEP(S): wA,B)=4, se AZ B.

dove B\A = BN A¢ (A¢ e il complementare di 4 in S). Osserviamo che:
P(S) e isomorfo, quando |S| = n, al prodotto diretto C" :=CQCQ---QC
per n volte, dove C ¢ la catena C = {0, 1}. Infatti, se A e un sottoinsieme
di S, allora associamo ad A la sua funzione caratteristica x4 cosi definita:

1, ses € A;

(s) =
xa(s) 0, ses&A.

[La funzione

PS) — C" = CC®---RC,
A — (xa(s1),xa(s2), . xa(sn));

¢ un isomorfismo. Allora, combinando 1 Teoremi G1.16 ¢ G1.17, ne segue
che:

(=1)IBAAL ge A C B;

1A, B) = H#(XA(-%LXB(SE')) = 0, se AZ B.

1=1
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(3.2. Principio di inclusione-esclusione. Per un numero naturale n»
ed [n] = {1,2,---,n}, siano Q un insieme finito e ® = {A1, Ap, -, 4,)}
una classe di sottoinsiemi di €2. Definiamo i coefficienti

S, = = Z ! ﬂ AJ‘ con Sy :=|Q].

oCln] J€o
|| =m

Inoltre, denotiamo con w,, la cardinalita del sottoinsieme di §2 definito da
2, = { € Q|z apparticne esattamente a m sottoinsiemi di {Ax}7_,
Allora abbiamo le seguenti formule:

Teorema G3.1 (Principio di inclusione-esclusione).

(a) Formula di Sylvester:

‘ﬂA‘ = wy = i(—nksﬁ,.

=1 k=()
(b) Formula di Da Silva:

‘ U A,
1=1

(¢) Formula di Jordan:

- Wt {1 k
Wm = Z(_l)h_*- I(m)Sk'

k=171

e

— |£?|—wu = Z(—“l)kmls,{;.

k=1

DIMOSTRAZIONE Il principio di inclusione ed esclusione si puo ricavare
come caso particolare del teorema dell’inversione G1.15. Sull'insieme delle
parti di [n] definiamo la funzione g nel modo seguente:

Vo C n|: glo):= ‘(ﬂ/—lz)ﬂ(ﬂfig)‘
ico ido

Per come & definita, g(o) € il numero di elementi di {} che appartengono
agli insiemi A; aventi indice in ¢ e in nessun altro. Per ogni o C [n],

determiniamo
flo) = 1N4al = X 9.

teo aCrCln]
Il teorema d’inversione (G1.15, costruito sull’insieme parzialmente ordinato

(P([n]), C) ci da:

S o) ()

aC1Cn]

Y (=DM (Nier4i) |

aCrCln]

g(o)
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Per o = 0 si ha:
g = |ASnAsn--nALl = D (=DIT|(Nier4d)]
PCTC[n]
n n
= Y (e [= 3-8
k=0 |T|=k k=0

che e la formula di Sylvester.

Notando la relazione insiemistica
A1U AU UA,| =9 - |AfNASN - N AG

otteniamo subito, dalla formula di Sylvester, la formula di Da Silva.

Se vogliamo, invece, il numero w,, di elementi di €2 che si trovano in esat-
tamente m degli insiemi Ax con 1 < k < n, bisogna manipolare la seguente
SOMINa:

Wm = z g(.{:r) = Z Z (_1)IT\H|‘(miET‘Ai)|

o] =m jo|=m o CTCn]

> Y (DT (Nier Ad)]

7C[n] oCr
|r|Zm |o|=m

;(—1)k_m (i) Y | (MierAs)|

|T|=k

S (-1)k ( " ) Si

k=m

I

|

che ¢ la formula di Charles Jordan.

(OSSERVAZIONE: La formula di Jordan e in effetti duale alla seguente:

sn= 3|04 =32 (1)

oC[n] J€0 k=m
|o|=m

che puo essere stabilita tramite ragionamento combinatorio.

Teorema G3.2 (Principio di inclusione-esclusione con funzione peso). In-
troducendo una funzione peso su 2:

w:2 — A,

r +— w(c);
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dove A un anello commutativo. Per ogni sottoinsieme X C Q, definiamo il
suo enumeratore come seque:
W(X) = E w(x

Allora il principio d’inclusione ed esclusione ha una forma pesata con la
funzione w:

W(wm) = i( ’“*"“( ) >ow((N4)

k=m oC[n] J€o
o |=k

G3.3. Permutazioni senza punti fissi. Un’applicazione della formula
di Sylvester si ha risolvendo il seguente problema: vogliamo calcolare il
numero di permutazioni su n elementi, tra le n! possibili, che non abbiano
punti fissi.

Sia €2 I'insieme di tutte le permutazioni di [n| con || = n!. Una permu-
tazione 7 di {2 ha un punto fisso j € [n] se 7(j) = 7. Indichiamo con D, il
numero delle permutazioni di [n] senza elementi fissi, ciog

D, : = I{w&ﬂ|¥j€[n}:w(j)%j}}.

Per calcolare D,,, consideriamo gli insiemi A; definiti per ogni i € [n| come
segue:

A ={m e Q| n(i) = i}.
Cosi dovra essere

ﬂn=iA‘{ﬁA§ﬁ--ﬂA;

e possiamo applicare la formula di Sylvester.

Per definizione Sy := |Q2| = n!, mentre per ogni parte ¢ di [n] si ha

‘ﬂAi = o})!

iEo

che conta il numero delle permutazioni di £ che lasciano fissi gli elementi

appartenenti a ¢. Allora
n n!
— ) = =
1 (k) (n=kt = 5

n, 1€0
e quindi per la formula di Sylvester, si ha:

1::-1

n n 1

_ k ﬂ.! _ ke — ﬂr!
D, = Y (-1) = n!y (-1) il

k=0 ‘ k=0
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I numeri D,, al variare di n € N sono detti subfattoriali in quanto verificano
la ricorrenza

Dﬂ - ﬂ'Dn—l +(_1)”

che e una conseguenza immediata della formula esplicita appena stabilita.

G3.4. Problema dei Ménages. Questo problema ci chiede il numero di
modi di assegnare i posti intorno ad un tavolo rotondo di n signori numerati
da 1 a n e delle loro rispettive consorti numerate da 1’ a n’ in modo alternato
tale che nessun marito abbia al proprio fianco la moglie.

Supponiamo gli uomini gia seduti; con questa ipotesi stiamo considerando il
problema deir Ménages ridotto. Una disposizione al tavolo si pud descrivere
con una biiezione
fi[n] — {1,2,.-.,n'}.

L’uomo numero 1 si siede e alla sua destra sta la donna f(1); a destra della
donna f(1) si siede I'uomo numero 2 alla cui destra si siede la donna f(2) e
cosi via. Poniamo

Y

i’}

1<i<n: Agir:={f:[n] = {1.,2,---,n'}| f(@)
1<i<n: Ay {f:ln] = {12, '} | fli) = (i + 1) };
i=n: A, = {f n] - {12, 0"} | f(n) = 1’*}.
Per un fissato o C [n], denotiamo

0o) = 'ﬂAi

1o

|

I

Se ¢ C [n] non contiene due interi consecutivi della successione circolare
(1,2,---,2n), abbiamo che

6o) = (n—|o|)

altrimenti #(o) si riduce allo zero.

E noto che le k-parti non contenenti due interi consecutivi della successione
circolare (1,2, ,m) sono in numero —2 (™%

— & ) Applicando la formula
di Sylvester, si ha la formula di Touchard come segue:

ASNASN - A, =Zm(—1j“’F 0(c) = Z*(—l)”' {( () A:)

ocC[2n)] o C[2n] i€o
= 2n 2n — k

- —1)k — k)!
E_ﬂ:( A — ( " ) (n — k)

be M

dove l'indice della somma condizionata da “x” varia nei sottoinsiemi com-
patibili in [n]; cioe, ¢ non contiene due interi consecutivi della successione

circolare (1,2,---,2n).
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Quindi la soluzione finale dei Ménages risulta

- . 2n 2n — k
2-?1,12(*1)’»2?&_]6( ) )(n_k)!.

G3.5. Problema 10770 in American Mathematical Monthly. Siano
m,n € N tali che 1 <m < n+ ¢(m), dove ¢ & la funzione di Eulero. Il
problema 10770 di American Mathematical Monthly chiede di dimostrare
che m divide la somma binomiale definita da

TL n
§ :(_1)k e
Kk
k=1
Forniamo una soluzione utilizzando il principio di inclusione-esclusione.

La somma binomiale nel problema pud essere trasformata nella somma
multipla definita da

e £ (0

21,09, - . 1
?:1+'£-E‘+“”+?:”I:TH l? E; Y ¥TL
>0 k=1.2.---.n

dove I'argomento della sommatoria & 'usuale coefficiente multinomiale.
Per 'equazione z, + x4 + - -+ + z, = m con due numeri naturali fissati m
ed n, sia {2 I'insieme delle sue soluzioni intere non negative, cioé:
- ] + ﬂ = - el .
Q = {(?'1:323' " a?"n,) € ND \ I+l + T, = Tﬂ}

Definiamo la funzione peso W su 0 attraverso

W ((irig. - in)] = ( ) per (ig g, -~ i) € 9.

Per k € [n], sia Sy il sottoinsieme delle n-uple di € nelle quali la k-esima
coordinata € uguale a zero. Per il Teorema G3.2 del principio di inclusione-
esclusione con funzione di peso, abbiamo

T(m,n) = W[ ﬂ Sel = Z (*U’JIW{H&}

k=1 oC[n] €0

m

11,80, ‘.liTl

dove con |o| denotiamo la cardinalita di o C [n].

Con |o| = n — k specificato da [n]\o = {vi,va, -, 1}, possiamo valutare
W [NiesSi] grazie al teorema multinomiale, come segue:

9 m Tt
WNieaSi] = Z (jl J2, jk:) =5

htijz+-+ije=m
j{_ >{): i:l,Z.--- .,-iu.'

che dipende solo dalla cardinalita di o.
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Classificando la multisomma rispettando la cardinalita di ¢ C {n}, abbiamo:

T(m,n) = W{ ﬁ Sﬂ = (—1)" i (=1)" (:) k™

che ¢ esattamente la trasformazione anticipata all’imzio.

In base al teorema fondamentale dell’aritmetica, possiamo scrivere:
y P

— oy 2 Frig
m=p, Py ""'Py
dove i p; sono primi distinti e gli m; interi positivi per ¢ = 1,2,---,£ Se

possiamo mostrare che per ogni pi della decomposizione di m, 'argomento
della sommatoria (coefficiente multinomiale) di T'(m,n) € un multiplo di
pot*, allora esso & anche un multiplo di m. Segue immediatamente che
T(m,n) & divisibile per m come desiderato.

Per m fissato come prima, richiamando la funzione di Eulero

£
1 — 1
<,a::l('nnl,)="a"n]:[(l—w--)ﬂmpJEE per k=1,2,---,/
Ee1 Pk Pk

possiamo riformulare m < n + ¢(m) come
m<np, per k=12---,¢

Allora per ogni py, assegnato, osserviamo che esiste un indice di {41,142, -+ ,in}
nell’argomento della sommatoria di T'(m,n) il quale & piu piccolo di pg.
Altrimenti, dovremmo avere

m=i1 +12++’£132ﬂpk

che ci induce in contraddizione con m < 7 pi gia stabilito. Senza perdere
di generalita, supponiamo che l'indice specificato sia ¢; con 0 < 23 < pk.
Nl P MY A Aioielly Mk _ £ ™

E facile vedere che ([") & divisibile per pi™* per m = [I._;p"". Come

conseguenza, l’argomento della sommatoria

( 8 ) (Tn)( ) )
7:1-}?;2,"',1‘11 il iz:"'riﬂ

& un multiplo di p;’*.

Questo conferma che T'(m,n) & divisibile per m con m < n+@(m), il quale
fornisce una soluzione al problema.

G4. Spazi vettoriali e coefficiente Gaussiano

Lo scopo di questa sezione & lo studio del reticolo degli spazi vettoriali di di-
mensione finita su un campo finito. Si dimostra che il numero di sottospazi
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e uguale al coefficiente Gaussiano. Si valuta la funzione di Mébius per il
reticolo di tutti i sottospazi. Infine viene calcolato il numero delle trasfor-
mazioni lineari (iniettive, suriettive e biettive) tra due spazi vettoriali di
dimensione finita, che risulta conseguentemente in due identitd ¢g-binomiali.

G4.1. Spazi vettoriali finiti su campi finiti. Di seguito riportiamo un
teorema che ci permette di determinare il numero di tutti i sottospazi di

uno spazio vettoriale finito.

Teorema G4.1. Denotiamo con V,(q) lo spazio vettoriale di dimensione
finita n sul campo finito K(q) di g elementi (dove g & una potenza di un
primo). Allora, per ogni k con 0 < k < n, il numero dei sottospazi di V,(q)
di dimensione k ¢ il coefficiente Gaussiano:

[ﬂ] (=g =g (1 = g
k1 (1—=¢*)(1 =g 1)(1-gq) |

DIMOSTRAZIONE. Dalle ipotesi segue che V,,(q) ha ¢™ vettori distinti. Per
determinare i sottospazi k-dimensionali di V},(g), prima determiniamo tutti
1 possibili insiemi {vy, v, -+ ,vx} di k vettori linearmente indipendenti.

Tali insiemi possono essere scelti come segue: v; pud essere qualunque dei
q" — 1 non zero elementi di V,,(q); ve pud essere qualunque dei ¢" — ¢
vettori situato al di fuori del sottospazio generato da wy; vz pud essere
qualunque dei ¢™ — g* vettori situato al di fuori del sottospazio generato
da {v1,v2}; e cosi via. Donde il numero di modi in cui pud essere scelto
'insieme {vy,v2, -, vk} & (g" — 1)(¢" — q) - - - (¢ — ¢* ). Adesso, ognuna
di tali k-uple {v1, vq, - - - , vk} genera un sottospazio k-dimensionale di V,(q);
tuttavia, diverse k-uple possono generare lo stesso sottospazio. Infatti, piu
precisamente

(@* = 1)(g* —q)--- (¢ = ¢* )

e il numero di modi di scegliere un sottoinsieme di k elementi linearmente
indipendenti di Vi(q) che genera lo stesso sottospazio k-dimensionale.

Donde il numero di sottospazi k-dimensionali di V,,(¢q) &
(" -1)(@" —q) (" —¢*")
(¢ —1)(¢*—q) - (¢* — ¢*~1)
1-¢")1—¢"1)---(1-g"**
(1-¢*)(1~g*1)---(1-g)

che € quanto volevamo dimostrare.
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n - - . * .
e ]l numero [ I } e detto coefficiente Gaussiano che si riduce, quando

q — 1, al coefficiente binomiale ordinario.
e Dal Teorema G4.1 segue che il numero di tutti i sottospazi di V,,(q) &

Th

k=0

che & denominato numero di Galois.

¢ Indichiamo con (L(V,), Q) il reticolo costituito da tutti i sottospazi
dello spazio vettoriale V,(¢) di dimensione finita n sul campo finito
K (q) con la relazione di inclusione tra sottospazi.

G4.2. Funzione di Mobius sugli spazi vettoriali. Introduciamo il lem-
ma di Weisner (1935) per determinare la funzione di Mobius degli spazi
vettoriali finiti.

Lemma G4.2 (Weisner, 1935). Sia u la funzione di Mébius di un “lattice”
finito L con0yp :=infL e 1 :=sup L. Per ogni elemento a € L cona > 0
si ha

Z u(0r,z) =0.

rzel: rvVa=1g

DIMOSTRAZIONE. Per a € L, consideriamo una doppia somma formale

S = Z ﬂ(DL:I')E(*an)E(aav)ﬂ(y!IL)

x, yeL

Manipoliamo questa doppia somma in due modi diversi per arrivare al
risultato desiderato.

Fissando x € L possiamo riscriverla nel modo seguente:

S=> uOr,z) DY ply 1)

reL a, t<y<lp

may>aey>xseesolose y>zVa elasomma interna si riduce:

I, sexVa=1;
Z P’(y:lL):

aveca<ly 0, sexrVa<l.

Cosl S diventa la somma nell’espressione del teorema.

Invece, fissando y € L riformuliamo la doppia somma come segue:

S = Z Ju(y&]-L) Z ,&L(UL,.’E)

a<y<ly Or<x<y
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e la somma interna viene annullata poiché y > 07. Percido S = 0 grazie alla

condizione Oy < a < y. Confrontando le due espressioni ottenute, abbiamo
il risultato di Weisner.

Ora siamo in grado di dimostrare il seguente teorema che ci da una tormula
esplicita per la funzione di Mobius sul reticolo degli spazi vettoriali finiti.

Teorema G4.3 (Funzioni di Mobius). Sia (L(V,,), C) il reticolo di tutt:
i sottospazi dello spazio vettoriale V,(q) di dimensione finita n sul campo
finito K(q) con la relazione di inclusione tra sottospazi. Per U, W € L(V,),
st ha la funzione di Mobius:

(~1)¥¢®), se UCW e dim(W) - dim(U) = k

w(U, W) = 4
0. se U W.

\

DIMOSTRAZIONE. Per l'isomorfismo tra lo spazio vettoriale Vi di dimen-
sione k e lo spazio quoziente W/U, sara sufficiente mostrare che, per uno
spazio vettoriale V di dimensione n, vale

(0, V) = (-=1)" 2.

Procediamo per induzione sulla dimensione n dello spazio vettoriale V.

Sia P un sottospazio unidimensionale di V. Per il lemma di Weisner risulta
p0,vVy=— > p(0,0)

Dall’ipotesi induttiva, il termine generale nella somma uguaglia

i L

u(0,U) = (=)t ¥ g("57) = (—1) 1 g ).

I soli sottospazi U oltre a V tali che UV P = V sono quelli U di dimensione
n — 1 che non contengono P; il loro numero ¢ uguale a

[ n ]_[ﬂ_ll_ ne1
n—1 n—2]"9 =

Quest’espressione ci porta alla formula

1(0, V) D 7 (%

UCV.UvP=V
_qﬂ.—l % (_1)n—1 q(”}gl)_

|

H

Cio completa la dimostrazione.
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G4.3. Teorema ¢-binomiale. Sia V), (q) uno spazio vettoriale di dimen-
sione finita n sul campo finito K{q) di q elementi (g potenza di un primo);
cosi V,,(q) ha complessivamente ¢ vettori distinti.

Sia X(g) uno spazio vettoriale sullo stesso campo avente x vettori. Con-
teremo in due modi ’insieme di tutte le trasformazioni lineari da V,,(q) a
X (q), ottenendo in questo modo un’identita.

Sia T : V,(gq) — X(q) una tale trasformazione lineare e sia {vy,v2, -, vn}
una base per lo spazio vettoriale V,(q). La trasformazione lineare T & uni-
vocamente determinata una volta che le immagini dei v; coni=1,2,---,n
sono assegnate. L’ immagine di ogni v; (1 = 1,2, --,7n) pud essere uno degli
z vettori di X (q), donde ci sono =™ scelte per T

Adesso contiamo l'insieme di tutte le trasformazioni lineari 1', in accordo con
la dimensione dei loro nuclei. Avendo scelto un sottospazio N di dimensione
k, k < n di V,(q), 'insieme delle trasformazioni lineari 7" in X(g) il cui
nucleo € N viene contato come segue.

Siano {vy,v2, - ,vU,} una base per V. (q) e {vi,vs,---,vx} una base per
il sottospazio N. Una trasformazione lineare T ha N come suo nucleo se
e solo se le immagini dei vettori {vi,vs, -, vx} sono nulle e nessun’altra
combinazione lineare non banale dei v; (1 = 1+ k,---,n) viene annullata
da T'. Questo da, per I'immagine di vg41, la scelta di o — 1 vettori, tutti
appartenenti a X (q) tranne il vettore nullo; per I'immagine di vgy2, la scelta
di z — q vettori, tutti appartenenti a X(q) tranne quelli della combinazione
lineare ottenuta dall'immagine di vi41; per 'immagine di vg43, la scelta di
r — g° vettori, tutti appartenenti a X{(g) tranne quelli della combinazione
lineare ottenuta dalle immagini di vy € di vi42; € cosi via.

Allora le trasformazioni lineari 7' con nucleo N sono in numero

@—1)(@—gq)-(z—g"*D)

Per il Teorema (4.1 sapptamo che il numero di sottospazi k-dimensionali di

Vi(q) € [ 5 }; quindi, combinando i due conti, otteniamo l'identita cercata.

Teorema G4.4 (Teorema g-binomiale).

i

=Y || @@= (- g"F).
k=0

Applicando la formula esplicita per la funzione di Mobius sul reticolo deglh
spazi vettoriali finiti, possiamo ora determinare il numero delle trasfor-
mazioni fra due spazi vettoriali di dimensioni finite.
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Teorema (4.5. Il numero delle trasformazioni linear: suriettive da uno
spazio n-dimensionale V,, ad uno spazio m-dimensionale V., sullo stesso
campo finito K(q) é:

S [

DIMOSTRAZIONE. Per un sottospazio U C V,, denotiamo con g(U) il nu-
mero delle trastormazioni lineari da V), a V,,, la cui immagine & U, e con
f(U) il numero delle trasformazioni lineari da V,, a V,,, la cui immagine &
contenuta in U. Chiaramente

fU)=q"mV e fU)= )Y gW).

WcuU

Per il Teorema di inversione di Mobius G1.14 risulta:

oU) = 3 w(W,U) g,
WCU

Prendiamo U = V,,, e usiamo i Teoremi G4.1 e (4.3 per avere la tesi.

Ricordando che i sottospazi di dimensione £ in V,,, sono in numero (7], si
ha subito il seguente risultato.

Corollario G4.6. Il numero delle matrici n x m sul campo finito K(q) di
rango { ugualia

T (e
k=0

Notiamo che il numero delle trasformazioni lineari iniettive ha una for-
ma relativamente semplice. Se fissiamo una base per V,, e consideriamo
le iniezioni in V,,, 'immagine dell’i-esimo vettore base (i = 1,2, ---,n)
deve essere scelto come uno fra i (¢™ — ¢*~ ') vettori che non appartengono
allo spazio delle immagini dei precedenti vettori base. In conclusione ci sono

(@™ —1)(g"—q) (g™ —q"")

trasformazioni lineari iniettive. Poiché il corollario precedente con £ = n
da anche un’espressione per questo numero, abbiamo provato la seguente
identita:

(@™ = 1)(g™ —q) - (q" —q" ) =q" [T:] i(—l)k[ : ] gl2)=kn,
k=()
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G5. Funzione di Mobius del reticolo delle partizioni

Sulla base del reticolo (P(X), <) delle partizioni dell’insieme finito X, stu-
diamo, in questa sezione, la funzione di Mobius e un’applicazione al calcolo
del permanente per una matrice rettangolare.

G5.1. Funzione di Mobius su (P(X), <). Sia (P(X), <) il reticolo delle
partizioni dell’insieme finito X, ordinato per rifinitezza. Se due partizioni
B, F € P(X) sono ordinate come B < F, allora per ogni parte F' € F, si
ha per rifinitezza che {B € BIBCF } € P(F'). Questa partizione viene
chiamata la restrizione di B a F e denotata con B(F').

Proposizione G5.1 (Funzione di Mébius delle partizioni). La funzione di
Mobius per il reticolo (P(X), <) € data da

w(B,F) = ] (-0 eB(F)) - 1)!
FEF
dove con L(B(F)) si denota il numero delle parti della partizione B(F').

DIMOSTRAZIONE. Data F = {F]TFQ.,“‘ ,Fy} € P(X), supponiamo che
B < F. Per ogni k = 1,2,---,¢, si definisce By = B(F}). Si verifi-
ca facilmente che P'intervallo [B, F] nel (P(X), <) & isomorfo al prodotto
diretto:

By, 1) ® [Ba, Fa) ® -+ @ [Be., Fil
che & a sua volta un intervallo del reticolo

(P(F1), €)@ (P(F2), <) ® - @ (P(F), <).

Notiamo che ogni intervallo [Bx, Fi] nel (P(Fk), <) ¢ isomorfo all'intervallo
By, Bi] del reticolo (P(Bk), <), dove B, & la partizione minima (ogni parte
& composta da un solo membro) dell’insieme By (delle parti di By come
membri). Allora l'intervallo [B, F] nel (P(X), <) ¢ isomorfo al prodotto
diretto:

B, By @ [Ba, By @+ ® By, Byl

Quindi si ha che

¢
(B, F) = || 1s(Bx, Bi)
k=1
dove py e la funzione di Mobius del reticolo (P(Bg), <) per k =1,2,---,¢.
Dunque la dimostrazione si riduce a confermare che, per ogni insieme finito
B, la funzione di Mobius p, del reticolo (P(B), <) soddisfa la relazione:

1o(B, B) = (~1)121-1(1B] — 1)!. (A)

Possiamo procedere tramite il principio di induzione su |B|. Quando |B| =
1, sia sinistra che destra di (A) si riduce ovviamente a uno. Ora sia B con



Teoria dei Gruppi Finiti ed Applicazioni Combinatorie 167

|B| > 1. Supponiamo, come l'ipotesi dell’induzione, che vale (A) per tutti i
sottoinsiemi F' C B con |F| < |B|.

Sia F una partizione di B con B < F < B. Seguendo lo stesso ragionamento
di prima, possiamo verificare che 'intervallo [B, F] nel (P(B), <) ¢ isomorfo
al prodotto cartesiano degli intervalli [§, '] per F' € F. Allora per 'ipotesi
dell’induzione, si ha che

o(&.F) = [ (-0)!F=1(F| - 1), (B)

reF

Ricordiamo che la funzione di Mébius soddisfa la seguente proprieta:

Z u(B,F) =0 per |B|>1. (C)

FeP(B)

Fissando z € B, ogni partizione F di B pud essere considerata come
un’'unione della parte D contenente x con una partizione del complemento
di D in B. Allora (C) equivale alla seguente (|B| > 1):

Ho(ByB) == > po(D,D) > po(B\D, F). (D)

2€DCB FEP(B\D)

Se |[B\D| > 1, l'ipotesi dell’induzione implica che la seconda somma in (D)
si riduce a zero. Qulla somma & uguale a uno se |B\D| = 1. A questo
punto, possiamo riformulare (D) come segue:

- > (-1PI(D| - 1)

relDCB
| B\ D|=1

> (-)P=2(B| - 2)!

reDCEB
| B\ D[=1

#m(%a B)

|

= (=DW(BI-2)!(|B| - 1)

che e equivalente a (A). Secondo il principio dell’induzione, abbiamo com-
pletato la dimostrazione della Proposizione.

(5.2. Permanente. Armati con la funzione di Mobius delle partizioni,
procediamo a calcolare il permanente per(A) per una matrice A = [a;;] di
ordine n X m su campo complesso C.

Denotiamo con (P[n|, <) il retlculu delle partizioni di [n| := {1,2,---,n}
con la minima pa,rtlzmne N = wi_,{k}. Per ogni partizione D € P[n])
indichiamo con (D) tutte le a,pplma.zmm da [n] a [m] che sono costanti in
ogni parte D € D e hanno valori distinti in tutte le parti di D. Consideriamo
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la somma definita da
(D) = Z 1—_[ Qio (i)
o€ (D) 1=1

Osservando che Q(91) consiste di tutte le n-permutazioni di [m], allora vale
per(A4) = a(MN).

Introduciamo un’altra funzione di P[n| tramite la matrice A:
T
8D) = [ 2 1] e
DeD j=1i€eD
Se |D| = 2 con D = {1,i}, allora la somma } ", [[;cp ai; si riduce al

prodotto scalare delle due righe di A indicizzate con 1 e ¢ rispettivamente.

Per ogni partizione B € P[n], ¢ possibile verificare le seguenti relazioni:

B(B) = Y a(D), (D)
B<LD

a(B) = Y B(D)u(B,D). (V)
B<D

Secondo il teorema di inversione di Mdbius, (V) e la conseguenza immediata
di (A). Quindi dobbiamo solo stabilire (A).

Data una partizione B = {Bl, B, . ,Bg} € P[n], possiamo riscrivere la
funzione 3(B) come segue:

B(B)

I e

BeB j=1ieB

- IS e

k=1 jr=1 1€ By

Z H Aig(1)

oceA(B) i=1

dove A(B) e 'insieme delle applicazioni da [n| ad [m] che sono costanti in
ogni parte By della partizione B € P[n].

Per ogni funzione f € A(B), la sua immagine induce una partizione D del
dominio, cioé un raggruppamento delle parti di B. Si ha ovviamente che
B <DinPn|e f € QD). Classificando A(B) secondo le partizioni D con
B<D:

AB) = |H QD)

B<D
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otteniamo la seguente relazione:

> lowo = ¥ 5 Howo = ¥ a®

c€A(B) i=1 B<D o)D) i=1 B<D

Questa € esattamente (A) che volevamo dimostrare.

Sostituendo a(A), B(A) e u(B, D) con le loro espressioni esplicite, ricaviamo
da (V) la seguente formule per il calcolo del permanente.

Teorema G5.2 (Permanente). Per una matrice A = [a;;] di ordine n X m
su campo complesso C, il permanente per(A) € uguale alla seguente:

per(4) = 3 [T (=020l =113 [T ey

DEP[n] DED j=14€D

G5.3. Formula di Ryser. Possiamo trattare il permanente anche per
mezzo del principio d’inclusione ed esclusione.

Sia A = (a;;) una matrice n X m su un anello commutativo. Il permanente
di A, scritto per(A), e definito dalla formula

per(4) = > " [] ainqy

7T 1=l
dove la somma & estesa a tutte le applicazioni iniettive da [n] ad [m] (o tutte
le n-permutazioni di [m]). Quando m = n, per(A) e la somma dei termini
(a parte il fattore alternato) che compaiono nello sviluppo del determinante
di A. Inoltre, definiamo una funzione sulla matrice

T

p(A) H Z Qij

1=1 3=1
che e data dal prodotto delle somme di ogni riga della matrice A.

Per Q = [m]l™, introduciamo la funzione peso

Th

w(m) = Ham(i) per ogni 7 € (2.
t=1

Fissando « € [m/, consideriamo il sottoinsieme

B, ={mreQ|r (x) =0}

Per ¢ C [m], indichiamo con ¢¢ il complemento di ¢ in [m]. Allora non &

difhicile verificare che
W( () Bx) = p(Ase)

KEo
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dove A, & la sottomatrice di A avente gli indici delle colonne in &; percio,
A, . & la sottomatrice di A senza le colonne indicizzate con o,

Per 'insieme () e la classe de1 sottoinsiemi {Bl, By - ?Bm}, notiamo che
tutte le applicazioni iniettive da [n] ad [m] costituiscono €,,_,. Secondo
la formula pesata del principio d’inclusione ed esclusione (vedi il Teore-
ma G3.2), si ha che

T

Z (_l)mﬁn_ﬁ( *mi n ) Z W( m B”’)

per(A) = W(Qm—ﬂ)

k=m-n .-_-ir%[m_] KEOT
agi=k
= > (ﬂl)m‘“”(min) Y p(Ase)
k=m-—mn aC[m)]
. lo|=k
= SR Y s
- ook

dove 'ultimo passaggio viene giustificato dal fatto che p(Ap) = 0 e dalla
sostituzione k& — m — k sull’indice della somma. Cosi abbiamo stabilito il
seguente importante risultato.

Teorema G5.3 (Formula di Ryser). Sia A = (a;;) una matrice n X m su
un anello commutativo. Vale la sequente formula:

per(A) — Z (_1)ﬂ+lrr|.(”1‘ o \Z‘ )ﬂ(Ag)

m —_—
o Cm]

Esempio G5.4. Sia J[n xm] la matrice n x m con tutti gli elementi uguali
ad uno e Iln x m|] la matrice con gli elementi diagonali uguali ad uno ed
altri a zero. Allora

per (I[n x m])

= 1
per (J[n xm]) = (m), = m(m—1)---(m —n+1);
per (J[n x n| —I[nxn]) = D,.

Secondo il Teorema G5.3 e 'espressione

p(Js[n xm]) = [of"
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abbiamo la seguente formula

|

per(J[n x m|)

S (M TEY S )
k=1

oC[m]
|| =k
” —
- Y (e
- (MEer (e
k=1

che c¢i porta conseguentemente all’identita combinatoria:

Z(—l)”_k( ; )k” = nl.
k=0
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