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Prefazione

Il presente quaderno ¢ basato sulle lezioni tenute da A. Rhandi al Di-
partimento di Matematica “Ennio De Giorgi” dell’Universita del Salento
nell’ambito del Dottorato di Ricerca in Matematica durante ’anno acca-
demico 2004-2005. L’obiettivo principale del corso & stato lo studio di se-
migruppi di Markov associati ad operatori ellittici del secondo ordine a
coefficienti localmente holderiani e illimitati. I contenuti dei vari capitoli
rispecchiano fedelmente l'effettivo svolgimento delle lezioni.

Nel Capitolo 1, sfruttando la classica teoria C“, si studia I'esistenza di una
soluzione classica, limitata u(z,t) del problema parabolico associato ad un
operatore ellittico del secondo ordine della forma
N N
Ap(x) = > ay(2)Dijp(x) + Y bi(x)Dip(x), =€ RN,
i=1

,j=1

w(0) = f € Cy(RY)  in RY, (0.1)

con ¢ € Dyax(A) := {u € CGRN) N W2P(RN), V1 < p < oo, Au €
Cy(RM)}. T coefficienti di A sono funzioni regolari, ma illimitate in RY.
Pit precisamente, usando un argomento di localizzazione, le stime interne
di Schauder e la disuguaglianza di Harnack parabolica, si costruisce un se-
migruppo di contrazioni positive (7'(t)) in Cy(RY), il cosiddetto semigruppo
minimale associato ad A, che fornisce la soluzione v di (0.1) tramite la for-
mula u(t,x) = T(t)f(z), t > 0, z € RY. Inoltre, il semigruppo (T'(t)), che
non e fortemente continuo in generale, € un semigruppo di Markov, irriduci-
bile e con la proprieta strong Feller. La restante parte del capitolo ¢ dedicata
alla caratterizzazione del generatore debole A di (T(t)). In particolare, si
prova che A = A se e solo se (T'(t)) & conservativo, ossia T'(t)1 = 1, per ogni
t > 0. In questo caso, (T'(t)) fornisce I’ unica soluzione classica limitata di
(0.1). Tl riferimento bibliografico per questo capitolo & [28].

{atuAu() in (0,00) x RV

Nel Capitolo 2 si introduce il concetto di misura invariante per il semigruppo
di Markov (T'(t)) costruito nel precedente capitolo e si dimostra che se una
misura invariante esiste, allora (T'(t)) deve essere conservativo. In seguito,

v
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si richiama il teorema di Krylov-Bogoliubov, che fornisce una condizione
sufficiente per ’esistenza di una misura invariante.

Un criterio molto utile per I'esistenza e 'unicita di misure invarianti € quello
di Hasminskii, di cui ¢ data la dimostrazione. Inoltre, si mostra come oppor-
tune condizioni di crescita sul termine di drift b = (b, - ,by) permettano
di ottenere una misura invariante p = pdx per il semigruppo di Markov
(T'(t)), con p € LP(u), per ogni p € [1,00). In questo ambito, la nozione
di funzione di Lyapunov gioca un ruolo importante. Per questi argomenti
si rimanda a [29]. Inoltre, & facile provare che p & assolutamente continua
rispetto alla misura di Lebesgue, cioe esiste p € L' () tale che du = pdz.
Nell’'ultima parte del capitolo, si indagano proprieta di regolarita locale
e globale di p. Dapprima, si dimostra che 0 < p € VVlif (R™) per ogni
p € (1,00) (cf. [8]), usando argomenti di regolarita ellittica. Il capitolo
si chiude provando che p € L®(RY), se b € L*¥(u), per qualche k > N.
La dimostrazione si basa sulla tecnica iterativa di Moser, il cui punto di
partenza & il Teorema 2.15, che stabilisce che /p € WH2(RYN), assumendo
che b € L?(u). Ne segue, con il teorema di immersione di Sobolev, che
pe L¥2(RY), se N > 2 e p e LP(RY) per ogni p < +00, se N = 2.
Il Teorema 2.15 si trova in [7], ma qui se ne presenta una dimostrazione
differente. Ci riferiamo a [26] per questa parte.

Se p & una misura invariante per (7'(t)), allora (T'(¢)) puo essere esteso
ad un semigruppo Cp in LP(p), 1 < p < oo. Pertanto, nel Capitolo 3 si
studiano stime globali, proprieta spettrali e il comportamento asintotico di
(T'(t)) in LP(p). Dopo aver dato la nozione di spectral gap, si discute il suo
legame con lo spettro del generatore di (T'(t)) in L?(u) nel caso simmetrico.
Inoltre, si mette in relazione la condizione di spectral gap con il compor-
tamento asintotico di (T'(¢)) e si dimostra I'integrabilita di funzioni di tipo
esponenziale rispetto alla misura invariante p.

Quindi si formulano le cosiddette disuguaglianze di Sobolev logaritmiche,
introdotte da L. Gross [19] per provare l'ipercontrattivita del semigruppo
di Ornstein-Uhlenbeck (si veda anche [30]).

Sulla base di un risultato dovuto a Rothaus, si dimostra la relazione tra di-
suguaglianze di Sobolev logaritmiche e spectral gap. Successivamente, si fa
vedere che Uipercontrattivita di (T'(t)) € equivalente alle disuguaglianze di
Sobolev logaritmiche (si veda [19]). Nell’ultima parte del capitolo, ci si avva-
le di questo risultato per mostrare che il semigruppo di Ornstein-Uhlenbeck
in RY & ipercontrattivo. L’approccio & puramente analitico e nuovo in lette-
ratura. Per gran parte dei risultati di questo capitolo, i riferimenti indicati
sono [5], [4] e [9].

Nel Capitolo 4, seguendo 'approccio di E.B. Davies e B. Simon [13], si
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introduce una famiglia di disuguaglianze di Sobolev logaritmiche. Proceden-
do come nella dimostrazione del teorema di Gross, si caratterizza 'ultracon-
trattivita di (7'(t)) mediante disuguaglianze di Sobolev logaritmiche. Infine,
si presenta un risultato di Varopoulos [34] che dimostra il viceversa del
precedente risultato nel caso simmetrico.

Nelle appendici sono stati raccolti dei risultati classici: le stime di Schauder
paraboliche locali, la disuguaglianza di Harnack parabolica, alcuni richiami
di teoria dei semigruppi e dei risultati di teoria dell’interpolazione.

Ringraziamenti. Il terzo autore esprime la sua gratitudine a G. Meta-
fune, D. Pallara e al Dipartimento di Matematica “E. De Giorgi” dell’U-
niversita del Salento, per l'interesse e il supporto amichevole manifestati.
Egli desidera inoltre ringraziare 'Indam e I’Universita del Salento per il
finanziamento ricevuto durante il periodo di durata del corso. Inoltre, si
ringraziano L. Angiuli e C. Spina per aver curato la stesura delle Sezioni 3.4
e 4.2, rispettivamente.

Simona Fornaro
Michele Miranda
Abdelaziz Rhandi
Lecce e Salerno, febbraio 2008
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CAPITOLO 1

Semigruppi di Markov ed operatori
differenziali

In questo capitolo introduciamo la nozione di semigruppo di Markov in RY
e proviamo che ad ogni operatore differenziale lineare ellittico del secondo
ordine a coefficienti illimitati in R, A, & possibile associare un siffatto
semigruppo, (T'(t)). Per far cid, ricorriamo essenzialmente ad un argomento
di localizzazione e all’'uso delle stime di Schauder locali classiche. Inoltre,
discutiamo altre proprieta del semigruppo costruito, tra cui l'irriducibilta e
la condizione di strong Feller. Infine, introduciamo la nozione di generatore
debole per (T'(t)) (che non & fortemente continuo, in generale) e ne studiamo
la relazione con 'operatore A di partenza.

1.1. Funzione di transizione e semigruppo di Markov

Iniziamo a definire una funzione di transizione di Markov. Con B(RY)
denotiamo la famiglia dei boreliani di RV .

DEFINIZIONE 1.1. Definiamo funzione di transizione di Markov su RY
una funzione p : [0,+00) x RY x B(RY) — [0, +00) che soddisfa le sequenti
condizioni;

(1) p(t,z,-) ¢ una misura di probabilita su (RN, B(RYN)), per ogni t > 0,
per ogni x € RV ;

(2) p(0,2,T) = xr(z) per ogni x € RN e per ogni ' € B(RY);

(3) p(t,-,T') & misurabile secondo Borel per ogni t > 0 e per ogni T' €
B(]RN),'

(4) wale la regola di semigruppo, cioé

pt+ 5,2, = [ plody)pltn D).
R

per ogni s,t > 0, per ogni x € RN e per ogni T' € B(IRN).

1



2 S. Fornaro, M. Miranda, A. Rhandi

L’ identita contenuta nell’ultima condizione & nota in letteratura come equa-
zione di Chapman-Kolmogorov. Nel caso in cui la misura p(t, z, -) sia assolu-
tamente continua rispetto alla misura di Lebesgue, scriveremo p(t, x, dy) =
p(t, z,y)dy, intendendo per p(t,z,y) la densitd. Sara questo il caso nella
sezione successiva.

A questo punto possiamo dare la seguente definizione.

DEFINIZIONE 1.2. Per ogni p(t,x,dy) funzione di transizione di Markov,
definiamo

T(0)f@) = [ ptad)f). feCE®Y). 120 2eRY

semigruppo di Markov.

In virtu della Definizione 1.1 si riconosce facilmente che
T0)f(z) = f(z), Vfe€CRY),vzeRN.

Inoltre

T(t + 5)f() /R Pt + 5,2, dy) £ (3)

/R: /RN p(s, 2, d2)p(t, 2, dy) f ()
/RNP(S’”C’CZZ> /]RNP(W’dy)f(y)

| plsadaTore)
T(s)T (1) (2),

cioe la legge di semigruppo. T'(t) definisce un operatore lineare limitato su
Co(RN), T(t) € L(C,(RY)), per ogni t > 0; infatti

Tl = | [ seananso|< [ steaiio < i,
che dimostra in particolare che

1T cc,mnyy <1,
cioe la contrattivitd di T'(¢). Altre proprieta importanti per il semigruppo
di Markov sono le seguenti.
(1) = [ pt.wdy)ity) = [
RN R
ossia (T'(t)) & conservativo; qui 1(z) denota la funzione che vale costan-
temente 1. Inoltre

it dy) = 1(a),

f20 = T@®)f=0,
cioe T'(t) & positivo.
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1.2. Semigruppi di Markov associati ad operatori differenziali

Vediamo ora come si costruisce un semigruppo di Markov associato ad un
operatore differenziale di tipo ellittico.

DEFINIZIONE 1.3. Dato [’operatore

Au(x) = Z a;j(x)Diju(z) + Zbl(x)Dlu(x) (1.1)

con {ai;tij=1,..~n € {bi}iz1,. N funzioni reali definite in RY, si definisce
dominio massimale di A in Co(RYN) Uinsieme

Dumax(A) = {u € C(RN) N W2P(RN), V1 < p < +00 : Au € Cp(RM)}.

Il problema principale nella costruzione del semigruppo associato ad A &
dato dalla non limitatezza di RY e dei coefficienti di A; per ovviare a questo
problema, localizzeremo 'operatore A sulle palle Bg, per poi far tendere R
all’infinito. Consideriamo il seguente problema

Owupr(t,z) = Aur(t,z) t>0, z€Bp
ug(t,z) =0 t>0, z€0Bgr (1.2)

ur(0,z) = f(z) T € Bp,

dove f € Cp(RY). Per garantire esistenza e regolarita della soluzione per
(1.2), assumiamo che, per qualche o € (0, 1),

(1) aij = aj; € C(RN), b; € C2(RY), per ogni i,j =1,...,N;
(2) posto a(z) = (ai;(z))j=1

(a(2)8,6) = D aij(2)€:&; > v(@)lg)
i
per ogni x, & € RN con inf,ex v(x) > 0, per ogni K compatto di RY.

Da queste ipotesi segue che A & uniformemente ellittico su ogni compatto di
RY. Quindi, & ben noto che il problema (1.2) ammette ununica soluzione
classica rappresentata da un semigruppo analitico, non fortemente continuo,
in C(ER)

up(t,x) =Tr(t)f(x), t>0,z € Bg.
Il generatore infinitesimale (nel senso della Sezione 1.3) di (Tr(t)) & lope-
ratore (A, Dr(A)) dove

Dr(A) = {u € Co(Br) NW*P(Bg), Vp € (1, +00) : Au € C(Bgr)}.
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Nel teorema che segue elenchiamo alcune proprieta di (Tr(¢)) utili per il
seguito. Maggiori dettagli e relative dimostrazioni possono essere trovati in
[24, Capitolo 3] e in [15, Capitolo 3, Sezione 7].

TEOREMA 1.4. (1) Il semigruppo (Tr(t)) ammette la sequente rappresen-
tazione integrale
TR(t)f(x) = /B pR(t,x,y)f(y)d% e C(BR)vt >0,z € Bg
R
con nucleo pr € C((0,+00) x Br x Bg) strettamente positivo. In
particolare, Tr(t) > 0;

(2) Tr(t) € L(LP(BR)) per ogni t >0 e per ogni 1 < p < 400;

(3) Tr(t) ¢ contrattivo in C(BRg);

(4) data una successione (f,)n C C(BRr) limitata, tale che f, — f puntual-
mente in Bg, con f € C(Bg), si ha che Tgr(t)f, — Tr(t)f puntual-
mente, per ogni t > 0;

(5) per ogni y € B fissato, pr(-,-,y) € C*te/224([s 9] x Br) per ogni
0<s<tyesiha

8tpR(t7x7y) = ApR(tvxvy)v V(t7x) € [87t0} X Bp.

Come conseguenza del Teorema 1.4 si ha che data una funzione g € C(Bg),
e posto v(t, ) = Tr(t)g(x), v € C1T/22+([s, 1] x Bg). In particolare

ur € C1HO/2240 (s t5] x Bp),
dove up(t,z) = Tr(t)f(z). Come anticipato, siamo interessati a mandare
R — +4o00. Si tratta dunque di studiare la convergenza delle funzioni up.

PROPOSIZIONE 1.5. Sia f € Cp(RY) e sia t > 0; allora esiste il limite
T(t)f(z) = thf Tr(t)f(x), VazeRN (1.3)

e (T(t)) definisce un semigruppo positivo in Cp(RY).

DiM. Procediamo per passi; supponiamo anzitutto che f > 0 e fissiamo
0 < R < Ry < Rs. Dimostriamo che per ogni z € Bg vale

0 < Tr, () f(x) < Th,(t)f(2). (1.4)

Assumiamo f = 0 su 0Bg,. La funzione

v(t, z) = Tr,(t)f(x) — T, (t) f(x)
soddisfa v(0,z) = 0, se © € Bg,, e v(t,z) = Tr,(t)f(z) > 0 se |z| = Ry;
inoltre 9;v = Av. Quindi, per il principio del massimo, v(¢,2) > 0 per ogni
r € B da cui (1.4) per f = 0 su dBg,. In generale, se f € C,(RY) e
f >0, consideriamo una successione di funzioni positive f;, € Cy(RY), tali
che f, = 0 su OBg, e fy, tende a f in L?(Bg); usando quindi il fatto che
Tr(t) & limitato in L?(Bg) (Teorema 1.4), otteniamo (1.4) anche in questo
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caso. Quindi, se f > 0, Tr(¢)f & crescente in R e come tale ammette limite
puntuale per R — +o0.

Se f & di segno arbitrario, scrivendo f = f™ — f~ e usando la linearita di
Tr(t), deduciamo esistenza del limite

T()f(@) = Jim Ta(t)f(2).

Verifichiamo ora la legge di semigruppo per (T'(t)). E sufficiente considerare
solo il caso f > 0, giacché il caso generale segue ancora una volta per
decomposizione in parte positiva e negativa. Dalla monotonia e dalla defi-
nizione di 7'(¢) si ha che per ogni z € RV

Tt+s)f(zx) = REI-E(X) Tr(t+s)f(x)
= lim TR()T(s)f (@) < TOT($)(2).

R—+o0

Viceversa, fissato Ry > 0, si ha che
i TR()T()f () >l T, (0Ta(s)/ (@) = T, (07() 2),
x € Bpg,, e quindi facendo il limite per Ry — 400, si ricava che
T(t+s)f(z) =2 TH)T(s)f ().
O

PROPOSIZIONE 1.6. Per il semigruppo definito dalla formula (1.3) si ha la
sequente rappresentazione integrale

() (x) = / ity f)dy,  f € CRY) (1.5)

]RN
con p(t,xz,y) > 0 per q.o. y € RN e per ognit > 0,z € RN, p(-,-,y) €

14+a/2,2+a
Cloc

((0,4+00) x RN) e Oyp = Ap come equazione nella coppia (t,x).

DiMm. Tenendo conto del Teorema 1.4 e della monotonia di Tg(t) rispetto
ad R, si puo provare che per ogni z,y € Bg

0 <pr,(t,z,y) <pr,(t,z,y), YO0< R < R; < Ry;

quindi e ben posta la seguente definizione
t = i t .
p(t,z,y) =  lim pr(t,z,y)

Verifichiamo che tale funzione soddisfa ’asserto, provando innanzitutto che

T0f@) = [ ptan)f@an Vf R,

Grazie al teorema di convergenza monotona, se f > 0, si ha che

TWf@) = lim [ prlte.y)f(y)dy = / p(t, 2,9) (1) dy.

R—+o0 JRN RN
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Il caso di f di segno arbitrario si tratta come nella dimostrazione della
Proposizione 1.5. In particolare, dato che f]RN p(t,x,y)dy ¢ finito, per ogni
t > 0 esiste # € By tale che per quasi ogni y € R risulta p(t,z,y) <
+o00. Fissiamo 0 < € < tg, t1 > tg e indichiamo con T l’elemento in B;
corrispondente a t; e per cui si abbia p(t1,Z,y) < 400, per quasi ogni
y € RN. Utilizzando la disuguaglianza di Harnack parabolica (si veda il
Teorema B.2), si ottiene che per ogni 0 > 1 e per y € RY fissato come
sopra,

sup (pRz(t7z7y) 7pR1(taxay))§c Hi (pRz(tlvajay) 7pR1(t17xay))
te[ejo] TEB,

x€B,

SC llli (pRQ(tla‘ray) _pRl(tlax7y))
reB;

<c (pRz (tla z, y) — PRy (tlv z, y)) —0
per Ry, Ry — +00. Quindi pr(:,y) — p(, -, y) uniformemente su [e, ty] x
B,. Grazie alle stime di Schauder locali (vedere Teorema B1), esiste una
costante C' > 0 indipendente da Ry, Rs t.c.
PR, () — PR, (5 y) ||C1+%’2+"([s’,t6]xﬁgl) <

C HpRl ('7 Bl y) - pRz('v *y y)HC([e,tg]XEG)
con 0 <e <e <ty <tgeo <o. Quindi dalla convergenza uniforme si
evince la convergenza in C'+/2:2+([¢/ t11x By/) di pr(-,-,y) ap(-, -, y) dalla

quale segue che p € Cllotam’%a((o, +00) x RY). Infine, 0;p = Ap si ottiene

semplicemente passando al limite puntuale nell’equazione soddisfatta da
pR('v Bl y) O

OSSERVAZIONE 1.7. E opportuno sottolineare che la rappresentazione (1.5)
permette di estendere il semigruppo (T(t)) da Cy(R™) allo spazio delle
funzioni boreliane e limitate in R™. In particolare, avremo

T(t)xr(r) =p(t,z,T) = /Fp(t,zyy)dy,

per ogni t > 0,z € RN e T' € B(RY).

Utilizzando quanto visto fino a questo punto, mostriamo che il semigruppo
(T'(t)) fornisce una soluzione del problema

Oyu = Au t>0, zeRV
(1.6)
u(0,z) = f(z) r € RN,

Premettiamo un lemma.

LEMMA 1.8. Sia f € Co(RYN); allora
lim sup [7(1)f () — £ ()| =0,
—YVzeK



Semigruppi di Markov, operatori differenziali e disuguaglianze di tipo Log-Sobolev 7

per ogni compatto K di RN .

Dimv. Dividiamo la dimostrazione in passi; supponiamo anzitutto che f €
C2(RY) con suppf C B, e sia R > r. Allora per ogni * € Bpg, dato che
(A, Dgr(A)) & il generatore infinitesimale di Tr(t), si ha che
t t
d
Ta(t) (o)~ f(0) = [ S Ta(s)f@)ds = [ Ta(s)Af()ds
0 0

in quanto f € Dgr(A). Passando al limite per R — +00, otteniamo quindi,
grazie al teorema di convergenza dominata,

T@)f(z) — f(z) = /0 T(s)Af(z)ds, z¢€ RV,

da cui
1T = Flloe < IS
in quanto T'(t) & contrattivo. Passando al limite per ¢ — 0, si ottiene che
T(t)f converge a f uniformemente in RY e quindi, in particolare, la tesi.
Nel caso f € C.(RY), si procede con un argomento di densita. Siano ora
R>0e fi, fo € C.(RY) con
0<xBr < f1<XBor < 2 <1
allora
0<T(W)fr <T(t)XBor < T(t)f2-
Per t — 0 si ha che, uniformemente su Br
T®fi— fh=1 THf— f2=1
Siccome T'(t)x B, (%) = p(t, x, Bag), si ottiene cosi la continuita stocastica
di (T'(t)), cioe il fatto che
p(t7x7 BQR) - 1a
o equivalentemente p(t,z,R™ \ Bsr) — 0 uniformemente per x € Bp,
quando t — 0. Con questa premessa, consideriamo f € Cy(RY) e una fun-
zione cut-off n € C(RN) con 0 <n<1lemn=1suByg, suppn C Bzp. Su
Br, siccome nf(z) = f(x), si ha che
T(@t)f(z) = flx) =TE)(nf) (@) —nf(z) + T()f(x) = TE)(nf) ().
Tenendo quindi presente che nf € C.(RY), si ha
TS ~ nflloc =0

per t — 0, mentre

T () f(x) = T(&)(nf)(x)]

[ st = a sy

< fllcop(t; z, B3g) — 0

grazie alla continuita stocastica; dall’arbitrarieta di R segue la tesi. g
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A questo punto siamo in grado di dimostrare un risultato di esistenza per
il problema (1.6), mentre, in generale, 'unicita non sussiste. L’unicita sara
oggetto di studio nella prossima sezione.

TEOREMA 1.9. Sia f € C,(RY); allora la funzione
u(t,x) =T(t)f(x)
appartiene a C1+a/2’2+a((0, +00) x RY) ed ¢é soluzione di (1.6).

loc

Dim. Presa up la soluzione di (1.2), fissiamo 0 < £ < tg e ¢ > 0. Applicando
le stime di Schauder locali si ottiene che

HUR||cl+a/2,2+a([s,to]XEQ) < cllurlloc < €l floo-

Quindi le ugr sono equi-limitate ed equi—holderiane e grazie al teorema di
Ascoli-Arzela, a meno di sottosuccessioni, ur converge uniformemente su
[e,t0] x B, ad una funzione u, per R — +o00. Ancora grazie alle stime di
Schauder locali, si ricava inoltre che

lur, — uRZ||Cl+°4/212+0¢([5’,t6]><§91) < cllur, — URzllch,to]@g)

con 0 < e <é <ty <teld < p < p Quindi si deduce che u €
Cclra/22%a([e! 1] x B,,) e la convergenza ¢ in C'+/2:2+([¢/ 1] x B,,).
Passando al limite nell’equazione (1.6), abbiamo dimostrato che la funzione
u risolve il problema parabolico (1.6) e il fatto che il dato iniziale f viene
assunto segue dal Lemma 1.8. (Il

Il semigruppo (T'(t)) cosi costruito & irriducibile e strong—Feller; richiamia~
mo le definizioni di irriducibilita e di strong—Feller.

DEFINIZIONE 1.10. Un semigruppo (T'(t)) si dice irriducibile se per ogni
f >0 con f non identicamente nulla, si ha che

T(t)f(z) >0, Vae RN Vt>o.
(T'(t)) si dice strong—Feller se per ogni f boreliana e limitata in RN risulta

T(t)f € CG(RY), vt >o0.

L’ irriducibilita di (7'(t)) segue dal fatto che il nucleo p(t,z,y) & stret-
tamente positivo. Per la proprieta di strong-Feller, data f € L>(RM),
possiamo prendere una successione f;, € Cp(RY) t.c. fr, — f q.0. e || fulloo <
| fllco- Dal teorema di convergenza dominata segue che T'(¢) fr(z) converge
a T(t)f(x) per ogni t > 0 e per ogni x € RY. Dalle stime di Schauder locali
si ricava inoltre che se 0 < € < tg e o > 0, allora

Sup (1) fn (Yl ersaraba o8,y < C 5D [falloe < CllF e
helN helN
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Quindi, dal teorema di Ascoli-Arzela, si ricava che per ogni t > 0, T(¢) fr, —
T(t)f uniformemente sui compatti (a meno di prenderne un’estratta), da
cui la continuita di T'(t) f.

1.3. 1l generatore di (7'(t)) in Cy(RY)

Siccome (T'(t)) non & fortemente continuo in C,(IR”Y), non & possibile defi-
nire il generatore nel modo classico. Tuttavia esiste un generatore debole,
nel senso precisato dalla seguente definizione.

DEFINIZIONE 1.11. Definiamo il sequente operatore

lim —< )f(z) (z) =g(z),z € IRN}

t—0

< oo e 3g€C(RY) t.c

t
i) -ty TS~ S

t—0

. feD(A), zeRN

t
il generatore debole di (T'(t)).

Ci proponiamo ora di dimostrare alcune proprieta di (A, D(A)), simili a
quelle del generatore di un semigruppo fortemente continuo.

LEMMA 1.12. Sia f € D(A). Allora valgono

(i) T(t)f € D(A), per ognit >0 e AT(t)f = T(t)Af;
(ii) per ogni x € RY, la funzione t € [0, +oc[— T(t)f(x) ¢ di classe Cle
#TWf(z) =T(Af(x).

Dimm. Sia ¢t > 0. Allora, ricordando che (T'(t)) & contrattivo, risulta

TETO =T e T = Fle _

s>0 S s>0 S

Inoltre, per ipotesi liH(l) sTHT(s)f(x) — f(zx)) = Af(z), per ogni z € RN,

Tenendo conto della rappresentazione integrale di T'(t) (Proposizione 1.6),
e applicando il teorema di convergenza dominata, deduciamo che

i TOTOS@) =TS @) _ e <T<>f—f> (v) = T Af(@).

s—0 S s—0

Cio dimostra la prima parte dell’enunciato.
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Proviamo (ii). La derivabilita in t = 0 & ovvia, poiché f € D(A). Siano ora
t > 0e h > 0. Lo stesso argomento di prima prova che

Tles W) “TO) gy (T 1) ) 700,
per h — 0, per ogni x € RY. Pertanto I'applicazione t — T(t)f(x) & deri-

vabile da destra in ogni punto con ”C%T(t)f(x) = T(t)Af(x) e tale derivata
risulta continua; dunque la tesi. O

ProOPOSIZIONE 1.13.

(i) D(A) ¢ denso in Cy(RN) rispetto alla convergenza puntuale dominata,
cioé per ogni f € Cy(RY), esiste una successione di funzioni (f,) C
D(fl), uniformemente limitate e convergenti a f puntualmente;

(ii) (A, D(A)) & chiuso in Cy(RN) rispetto alla convergenza puntuale domi-
nata.

DiMm. Sia f € Cy(RY). Consideriamo ¢t > 0 e 'applicazione ¢ : RV —
R, ¢o(z) = fot T(s)f(x)ds, z € RN. Proviamo che ¢ € D(A). Sia h >
0. Siccome T'(h) ¢ continuo rispetto alla convergenza puntuale dominata,
possiamo scrivere

ﬂM(A%%ﬁO@>@)”gT@+Mﬂm@,
da cui segue che

T(h)e(x) — p(x) "T(s+h)f(z) = T(s)f(x)
N /0 W ds

t+h h
_ %/t T(s)f(gc)ds—%/o T(s)f(2)ds.

Usando la contrattivita di (T'(t)), abbiamo che h ™1 ||T(h)¢ — ¢|lco < 2|/ f|lco-

Inoltre T(holx) ()
lim K = T(1) () - f(2).

Pertanto ¢ € D(A). A questo punto, basta osservare che ¢~ fot T(s)f(z)ds
tende a f(x), per t — 0 per dedurre (i).

Proviamo (ii). Sia (f,) € D(A), tale che f, e Af, siano uniformemente
limitate e convergano puntualmente a certe funzioni f,g € Cb(IRN ), rispet-
tivamente. Dal Lemma 1.12(ii) discende che

ST () =T Afula), 120, 2 € RY

e quindi, integrando

Tmﬁ@—nmzzﬁan@m
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e mandando n — 400

fofe) - 7@ _ 1 | Tt
Cio implica che f € D(A) e Af = g. O

Per i nostri scopi, ¢ necessario conoscere alcune proprieta spettrali di A,
enunciate nella proposizione che segue. Ricordiamo che si definisce l'insieme
risolvente per un operatore A su X come

o(A)={ e C: (M- A): D(A) — X biiettivo con inverso limitato}
e si definisce 'operatore risolvente come
R\ A) = (M- A7, X € p(A).

PROPOSIZIONE 1.14. Risulta che (0,4+00) C o(A) e per ogni A > 0

+oo
RO\ AV f(x) = /0 =MD () dt, (1.1)

per ogni f € Cp(RYN) e per ogni x € RN.

Dmvm. Sia f € C(RY). Usando la contrattivitd di (7'()), abbiamo che
loperatore

RO f(z) = / NP f(2)dl, z € RN
0
¢ ben definito per ogni A > 0. Sia h € (0,1). Con lo stesso argomento usato
nella dimostrazione della Proposizione 1.13 si puo provare che
1 eM—1 e rh v
TR ) = RO @) = SR @)= 5 [ e 101

Quindi si deduce che +[|T(R)R(A)f — R(A) floo < 2| f[loc €

lim = (T(h)RO)f(r) ~ ROVF(2) = ARO)F (@) — f(x), = € R,

Pertanto R(\)f € D(A) e (A— A)R(\)f = f.
D’altro canto, integrando per parti, otteniamo dal Lemma 1.12(ii)

RA)A—A)f(x) = AR f(z) - /OOO e NT(H)Af(x) dt

— MRS - [ e

= AR f(z) + f(z) = AR(N) f ()
= [fl@)

per ogni f € D(g) e z € RY; dunque la tesi. a
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A questo punto, il nostro obiettivo & quello di stabilire una relazione tra gli
operatori

(A,D(A)) e (A, Dyax(A)).
A tal proposito, e utile risolvere I’equazione ellittica
AN —Af =g. (1.2)
Pit precisamente, proviamo il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 1.15. Per ogni A > 0 e per ogni g € Cy(RY) esiste f €
Diax(A) tale che \f — Af = g in RN. Per tale funzione vale inoltre la
stima || flloo < A7 glloc-

DiM. Procedendo come nel caso parabolico, costruiamo una soluzione del-
I'equazione A\ f — Af = g nell’intero spazio come limite delle soluzioni in palle
con raggio crescente. Dalla teoria classica ¢ ben noto che esiste un’unica
soluzione fr € Dg(A) del problema

M —Af=g¢g in Bpg
(1.3)
f=0 su 0BRr

rappresentata da
—+oo
frl@) = [ e N Trt)g(a)ar.
0

In particolare, fr € W2P(Bg), per ogni p € (1,00) e

I £Rllse < A7 lglloo-
Inoltre dall’equazione contenuta in (1.3) segue che

[AfRlloo < 2[lgloo-
Siccome per ogni z € RN, Tg(t)g(x) converge a T(t)g(z), per R — +oo0,
dal teorema di convergenza dominata segue che

fr(z) — / T e N T(t)g(a)dt = R(N A)g(),

per ogni € RY. Proviamo che la funzione f = R(), zzl)g soddisfa ’asserto.
Da quanto visto sinora, risulta che Afg = Afr — g converge a \f — g,
puntualmente. Dato che le famiglie {fr}r e {Afr}r sono equilimitate
rispetto alla norma || - ||, otteniamo che la convergenza ¢ anche in LP(£2),
per ogni  limitato in RY.

Ora, fissati 0 < r < 1’ < R;, i = 1,2, le classiche stime di regolarita LP
implicano

| fry — fRollw2r(,) < C(||AfR1 = AfryllLes,) + 1 fRy — fRzHLP(BT/))a
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dove C & una costante indipendente da Ry, R3. Ne segue che fr converge a
f in W22(B,). Dall’arbitrarieta di r discende che f € W2P(RN). Inoltre,
siccome A : W2P(RN) — LP_(RN) & continuo, abbiamo che Afp converge
a Af in L (RY). Per unicita del limite deve aversi Af = A\f —g € Cp(RY).

Anche la stima
1
< —
I£lle < 5 gl

¢ provata, e cio completa la dimostrazione. O

A questo punto, possiamo dimostrare la relazione che intercorre tra il ge-
neratore debole A e 'operatore A.

PROPOSIZIONE 1.16. Valgono le sequenti proprieta :

(i) A ¢é una estensione di A, cioé D(A) C Dyax(A) e Af = Af, per ogni
f € D(A);

(ii) D(A) = Duax(A) se e solo se A — A ¢ iniettivo per un (e quindi per
tutti) A > 0.

Dim. Dalla dimostrazione della Proposizione 1.15 risulta che per ogni g €
Cy(RN) e A > 0, la funzione f = R(\, A)g appartiene a Dy (A) e risolve
l'equazione A f — Af = g. D’altra parte, \f — Af = g, da cui segue la prima
parte dell’asserto.

Per quanto riguarda la seconda parte, osserviamo che dalla Proposizione
1.15 discende che l'operatore A — A : Dpax(A4) — Co(RY) & suriettivo, per
ogni A > 0. Pertanto, esso risulta biiettivo se e solo se ¢ iniettivo. La
conclusione segue ora dal fatto che A\ — A : D(A) — Cy(RYN) & sempre
biiettivo, grazie alla Proposizione 1.14. (|

OSSERVAZIONE 1.17. In virti della Proposizione appena provata, ha senso
scrivere R(\, A) invece di R(/\,A), per A > 0, fermo restando il fatto che
R(\, A) trasforma Cp(RY) in D(A) e non in Dyax(A), in generale.

Un’altra utile caratterizzazione dell’iniettivita di A — A puo essere formulata
in termini di (7'(¢)).

PROPOSIZIONE 1.18. Le sequenti affermazioni sono equivalents.

(i) A= A ¢ iniettivo in Dyax(A) (per uno o per tutti i A > 0);
(ii) T(¢t)1 =1, per ogni t > 0.
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DiM. (i) = (i4): Osserviamo che 1 € Dyax(A) = D(A) e che Al = Al = 0.
Pertanto

(TH1-1)(x) = /Ot T(s)Al(z)ds =0, z<€ RN,

(i4) = (i): Siccome T(¢t)1 = 1 per ogni ¢, risulta R(1, A)1 = 1, grazie
alla rappresentazione integrale (1.1) e all’Osservazione 1.17. Ora, sia f €
Diax(A) tale che f — Af =0 e ||fllo < 1. Posto g = 1 — f, risulta che
g>0eg—Ag=1—f— A1+ Af = 1. Consideriamo quindi la differenza
g — fr, dove fr = R(1,Ag)1, R > 0. Siccome

Alg—fr)—(9—fr)=0 inBpg
g—fr=92>0 su OBg

dal principio del massimo per funzioni W?2P segue che g > fr per ogni
R > 0. Mandando R — +o0 e ricordando che fr converge a R(1,A)1 =1
(si vedano la dimostrazione della Proposizione 1.15 e ’Osservazione 1.17),
risulta che g > 1 e quindi f < 0. Analogamente si pu¢ dimostrare che f > 0
e quindi I'asserto € completamente provato. O

A questo punto, abbiamo tutti gli strumenti necessari per affrontare il pro-
blema dell’unicita della soluzione del problema (1.6). Piu precisamente, nel
teorema seguente proviamo che se I’operatore A — A € iniettivo in Dy (A)
per qualche A > 0, allora l'unica soluzione classica limitata & quella fornita
dal semigruppo (T'(t)).

TEOREMA 1.19. Supponiamo che esista A > 0 tale che A\— A sia iniettivo in
Diax(A). Sev € CH2((0,t9] x RY)NC([0, o] x RY) ¢ una soluzione limitata
del problema (1.6) con dato iniziale f € Co(RY), allora v(t,z) = T(t) f(x).

DiM. Per linearita, possiamo supporre f = 0. Siano 0 < € < t < ¢ fissati.
Siccome v risolve 'equazione differenziale 9;v = Av in (0, ¢p] x RV possiamo
scrivere

o(t,z) — v(e,z) = [ Au(s, 7)ds = A/:v(s,a:)ds,

dove abbiamo usato il fatto che A = A (Proposizione 1.16 (ii)) e la chiusura
del generatore debole rispetto alla convergenza puntuale dominata (Propo-
sizione 1.13). Mandando ¢ — 0, risulta che v(e,z) — 0 e quindi dalla
relazione precedente deduciamo che A f; v(s,z)ds — v(t, z). D’altro canto,
per continuita, f;v(s7:r)ds — fotv(s,x)ds, per ¢ — 0. Usando ancora
la chiusura del generatore debole abbiamo che fg v(s,-)ds € Dpax(A) e
Afgv(s,~)ds = v(t,-). Poniamo w(s,-) = T(t — s) [; v(r,-)dr, s € [0,1],
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t < ty. Allora
Osw(s, ) = —-T(t— s)A/ o(r,)dr +T(t — s)u(s,-) =0,
0

da cui segue che la funzione w & costante rispetto ad s. In particolare,
0=w(0,) =wt-) = fg v(T,-)dr, per ogni t € [0,T]. Concludiamo cosi
che v(7,-) = 0 per ogni 7. O

OSSERVAZIONE 1.20. Se A— A non ¢ iniettivo in Dyax(A) allora il problema
(1.6) ammette in generale pit di una soluzione. Infatti, consideriamo la
funzione u(t,z) = (1 —T'(¢)1)(z). Questa & una funzione limitata, di classe
C12((0, 4+00) x RN)NC([0, +00) x RY), soluzione dell’equazione differenziale
(0y — A)u = 0, con dato iniziale nullo. Ma u(t, z) non ¢ identicamente nulla.
Infatti, tenendo conto della Proposizione 1.18, si ha

ult,r) =0 Vt>0,zeRY & THI=1 Vt>0
< A — A iniettivo in Dyax(A)

che ¢ in contraddizione con l'ipotesi. Percio esistono £ > 0,7 € RV tali
che u(t,T) # 0. Siccome il semigruppo & contrattivo, si ha u(t,z) > 0
e quindi u(¢,Z) > 0. In realta, si puod provare che wu(t,z) > 0 per ogni
t > 0ex € RN. Supponiamo per assurdo che u(tg,z¢) = 0 per qualche
to > 0,79 € RN. Allora (tg, zo) ¢ punto di minimo di v in ogni cilindro della
forma [0,%0] X Bpr, dove l'operatore 0; — A ¢ uniformemente parabolico (il
raggio R deve essere sufficientemente grande affinché zy € Bg). Applicando
il principio del massimo forte parabolico, si deduce che u(t,2) = 0 in [0, t] X
Bpg e quindi in [0,#y] x RY, mandando R — +occ. Abbiamo cosi provato
che T'(¢t)1 = 1 per ogni t € [0,ty]. Ora, la legge di semigruppo permette di
avere T'(t)1 = 1 per ogni ¢t > 0. Cid produce un assurdo.






CAPITOLO 2

Misure invarianti e loro regolarita

In questo capitolo ci occupiamo di introdurre il concetto di misura inva-
riante per il semigruppo di Markov (T'(t)) costruito nel precedente capitolo
e di fornire condizioni necessarie o sufficienti per I'esistenza, 'unicita e la
regolarita locale e globale di tale misura.

2.1. Misure invarianti

Iniziamo col dare la definizione di misura invariante.

DEFINIZIONE 2.1. Diremo che una misura di probabilita p definita sui bore-
liani di RN ¢ invariante per (T(t)), se

[ rwsan= [ sn (2.1)
RN RN
per ogni f € Cy(RYN).

Vale la pena osservare che l'identita (2.1) si puo estendere, grazie alla con-
trattivita di (7(t)), a ogni funzione f € L>®(RY) facendo uso del teo-
rema di convergenza dominata. Difatti, se f € L>(R") allora esistono
fi € Co(RN) con [ fulloe < |fllo © fr — f 0.0 allora T() i, — T(8) q.o.
e |IT(t) frlloo < | T() flloo < ||flloo, da cui, dato che p & una misura finita,

fdu = lim / frdp = lim T(t)fhd,u:/ T@)f. (2.2)
RN h—4o0 RN h—4o0 RN RN

Una misura invariante, quando esiste, ¢ assolutamente continua rispetto

alla misura di Lebesgue e, inoltre, il semigruppo (7'(t)) & conservativo. Cid

rappresenta il contenuto della prossima proposizione.

PROPOSIZIONE 2.2. Supponiamo che esista i misura invariante per (T'(t)).
Allora

(a) p e la misura di Lebesque m sono equivalenti (diciamo per questo che
w ¢ regolare). In pit esiste 0 < p € LY(RY) tale che p(dz) = p(x)dz,

17



18 S. Fornaro, M. Miranda, A. Rhandi

(b) T(#)1 =1 per ogni t >0, cioé (T(t)) & conservativo.

DiMm.
(a) Mostriamo prima che e m sono equivalenti.
Sia B C RY un insieme di Borel con m(B) = 0. Allora risulta che

Tt)xs(a) = [ t.a.y)dy =0
per ogni t > 0, x € RY. Da (2.2) segue che

uB) = [ xwdn= [ Txndn

Cio implica che pu(B) = 0. D’altra parte, siccome p(t,z,y) > 0 per ogni
(t,z) € (0,00) x RN e per q.o. y € RN (Proposizione 1.6), otteniamo che
se m(B) > 0, allora T'(t)xg(x) > 0 per ogni (¢,z) € (0,00) x RN e quindi
u(B) > 0. Dal teorema di Radon-Nikodym segue che esiste una funzione
0 < p e LY(RN) tale che pu(dx) = p(x) dr. Rimane da far vedere che p > 0.
Siano f € C°(RYN) e to > 0 fissati. Sappiamo che

[ s@pde = [ (@@ d
/]RN (/}RN p(to, 2, y)p(x) dac) fy) dy.

ply) = /RN p(to, z,y)p(z) dx

per q.o. y € RY. Fissiamo ora R > 0. Dalla continuita di pg(to,-,-) su
Bpr x Bgr (Teorema 1.4) segue che la funzione

9(y) :=/B p(tow,y)p(x)dxz/ pr(to, z,y)p(x) dx

Br

Quindi,

¢ continua su Bgr e p(y) > ¢g(y) per q.o. y € Bg. Siccome 0 < g su Bg
risulta che

ply) >infg >0
Br

per q.o. y € Bpg.
(b) Siccome g € una misura invariante per (T'(t))

/ (T(t)1 — 1) (x)p(x)dx = 0.
RN

D’altro canto, essendo (T'(t)) contrattivo, si ha T'(¢)1 < 1. Tenendo conto
di (a) e T(t)1 € Cp(RY), risulta che
Ttl=1

per ogni ¢t > 0. (]
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OSSERVAZIONE 2.3. Se esiste una misura invariante per (7'(t)) allora T'(¢)1 =
1 per ogni t > 0, e quindi dalle Proposizioni 1.18 e 1.16 discende che
(A, Diax(A)) ¢ il generatore debole di (T'(t)).

E utile enunciare il seguente corollario.

COROLLARIO 2.4. Lo spazio C°(RN) & denso in LP(u) per ognip € [1,4+00).

Non ¢ detto che se una misura invariante esiste questa sia unica. Tuttavia,
un risultato generale (vedi [11, Teorema 4.2.1]) dimostra che se il semi-
gruppo ¢ irriducibile e strong Feller, allora esso ammette al pitl una misura
invariante. Questo risultato si applica evidentemente al semigruppo (7'(t)).

Per quanto premesso, resta da affrontare solo il problema dell’esistenza di
una misura invariante.

LEMMA 2.5. Supponiamo che A — A sia iniettivo in Dyax(A), per qualche
A > 0. Allora sono equivalenti

(i) p & una misura invariante per (T(t));

(ii) f]RN Afdu =0, per ogni f € Dpax(A).

DiM. In conseguenza della Proposizione 1.16, risulta che (A4, Dpyax(A4)) ¢ il
generatore debole di (T(t)).

(i) = (i1): Sia f € Dyax(A). Dal Lemma 1.12 segue che

d d
| arwsan=5 [ TG [ rauo.

per ogni t > 0, grazie a (i). Scegliendo ¢t = 0 vale (7).

(#4) = (4): Sia dapprima f € Dpax(A). Allora, sempre dal Lemma 1.12,
T(t)f € Dmax(A), per ognit > 0 e le stesse argomentazioni di prima provano
che f soddisfa (2.1). In generale, se f € Cp(RY), esiste una successione di
funzioni (f,,)n € Dmax(A) tale che f,(z) converge a f(x) per ogni z € RN
e ||fnllo < C, per qualche costante C' > 0 indipendente da n (si veda
la Proposizione 1.13(i)). Siccome ogni f, verifica (2.1), mandando n —
+00 e tenendo conto della continuita di 7'(¢) e del teorema di convergenza
dominata si ha che anche f soddisfa (2.1). Quindi vale (7). O

OSSERVAZIONE 2.6. Supponiamo che y sia una misura invariante per (7'(t)).
Siccome ogni funzione ¢ € C2(RY), costante fuori da una palla, appartiene
a Diax(A), si ha che [y Apdp = 0.
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Per provare un criterio di esistenza di una misura invariante ci occorre un
risultato di compattezza di misure.

Indichiamo con M(RY) I'insieme di tutte le misure di probabilita definite
sui boreliani di RYV. Data una successione (uz) C M(RY), diremo che essa
converge debolmente a ;1 € M(RY) (per la topologia debole*) se

lim / fdu :/ fdp, per ogni f € Cy(RY).
RN RN

k—-+oo

DEFINIZIONE 2.7. Un sottoinsieme A C M(RY) si dice tight se esiste una
successione crescente di compatti di RN, {K,}, tali che lim,,_, 1o u(K,) =
1, uniformemente rispetto a € A o, equivalentemente, se per ogni € > 0
esiste un compatto K. tale che u(K.) > 1— ¢, per ogni u € A.

LEMMA 2.8. Sia (i,) C M(RYN) una successione convergente debolmente a
w € M(RYN). Allora, per ogni insieme chiuso F di RN risulta

limsup gy, (F) < p(F).

n—-+4oo
FEquivalentemente, per ogni aperto A di R si ha

liminf tn(A) > pu(A).

DiM. Sia F un insieme chiuso di RY e, per ogni § > 0, poniamo F5 = {z €
RY | dist(x, F) < 6}. Per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che u(Fs) < u(F)+e.
Sia ora ¢ € C(R), 0 < ¢ < 1, tale che ¢(t) = 0 per t > 1, ¢(t) = 1 per
t < 0. Poniamo quindi f(z) = ¢(6~dist(z, F)). Siccome f >0, e f =1 in

F', abbiamo
o) = [ s < [ S
F RN

Inoltre, f = 0 fuori da Fs, e f < 1, per cui
fdp= [ fdp < p(Fs).
RN Fs
Quindi, dato che p,, converge a u, deduciamo
limsup i, (F) < lim / fdpn :/ fdp < p(Fs) < p(F) +e.
n—-4o0o n—+00 RN RN

Data ’arbitrarieta di €, segue la tesi. L’ultima parte invece si prova con un
semplice argomento di complementazione. (I

TEOREMA 2.9 (Prokhorov). Una famiglia A € M(RN) ¢ tight se e solo se
essa & relativamente compatta rispetto alla topologia debole*.

DiM. Assumiamo dapprima che A sia tight. Sia (ug) C A. Fissato n € IN,
per ogni k € IN indichiamo con u,i") la restrizione di py alla palla chiusa di
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centro lorigine e raggio n, B,,. Allora (,u,(cn))k & una successione di misure
di Borel positive in B,,, per cui, dal teorema di rappresentazione di Riesz,
essa puo essere vista come una successione di funzionali lineari, positivi e
continui su C(B,,). Inoltre

/,(,](;n) (B,) <1, per ogni k € IN. (2.3)

Ricordiamo che la palla unitaria By del duale topologico X’ di uno spazio
di Banach X separabile ¢ metrizzabile per la topologia debole o(X’, X) e
che, per il teorema di Banach-Alaoglu-Bourbaki, essa ¢ o(X’, X) relativa-
mente compatta. Quindi, da (2.3) ricaviamo che esiste una sottosuccessione
di (ué")) che converge debolmente a una misura di Borel positiva u" in B,,.
Mediante un processo di diagonalizzazione, possiamo estrarre una sottosuc-
cessione di (), che, per semplicitd di notazione continueremo a denotare
con (pg), tale che

p — ", per k — +oo,
debolmente, per ogni n € IN. Fissiamo oran € IN. Se f € C,(RN) e f > 0,
allora

/ fdp" = lim / fdp{™ < lim / Fdp{mt = / fdp
B, k—+o00 B, k—+o00 §n+l §n+1

(2.4)
In particolare, vale I'uguaglianza se suppf C B,. Se F' & un sottoinsieme
chiuso di R¥, presa una successione di funzioni positive (f,) in Cy(R™) tale
che f; converge puntualmente a xr, allora da (2.4) mediante il teorema di
convergenza dominata deduciamo che

p"(FNB,) = L xrdp”™ = lim L fndu™
h—+o00 B,

n

< lim fudi" = A E A Bya).
h—+o0 En+1
In particolare vale 'uguaglianza se F' C B,. In virtd dell’ultima stima,
possiamo definire

w(F) = lirf u(FNBy,) =sup " (FNBy). (2.5)
Osserviamo che se K & un compatto di RY, allora possiamo scegliere n
grande affinché K C B, ed avere

Si pud facilmente verificare che g & una misura di Borel in RY tale che
p(RY) < 1. Rimane da dimostrare che p ¢ una misura di probabilita e che
(1) converge a p debolmente. Sia e > 0. Siccome A & tight, esiste r € IN
tale che uy (RN \ B,.) < ¢, per ogni k € N. Se n > r, prendiamo g € C,(R"Y)
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taleche 0 < g<1,g=11in B, \ B,41 e suppg C B,;1 \ B,.. Allora

#(Bn\ Br1) < / gdp = /; gdp"*!
RN Byt

= lim gdpy < limsup pp(RY \ B,) <e.
k—+o00 §n+l k——+o00

Mandando n — +o0 troviamo che u(RY \ B,11) < e. Ora, se f € Cy(R"N)

risulta
] / fy - / fdu ﬁ fy - /, S
RN RN By Bri1
+/ - If\dwr/ .
RN\B, 41 RN\Bp41

Infine, scegliamo k grande abbastanza affinché il primo termine al secondo
membro sia minore di €. In questo modo giungiamo a

/RNfdu—/RNfduk

da cui I'asserto. In particolare, scegliendo f = 1 abbiamo u(RY) = 1.

<

<e+2[flloce,

Viceversa, supponiamo per assurdo che A sia relativamente debolmente com-
patta ma non tight. Quindi, esiste € > 0 tale che per ogni n € IN esiste
Vn € A con v, (B,) < v,(By) < 1—e. Per compattezza debole, esiste una
sottosuccessione (v, ) ed esiste 1y € M(RY) tali che v,, converge a 1

debolmente, per k — +o00. Dal Lemma 2.8 segue che, per ogni n € IN,

VO(Bn) S lklgj»gf Uny (Bn) S lklgigg Uny, (Bnk) S 1- g,

che & impossibile dato che B, / RY. O

Questa caratterizzazione e utilizzata nel prossimo teorema per stabilire
lesistenza di una misura invariante.

TEOREMA 2.10 (Krylov-Bogoliubov). Assumiamo che per qualche tg > 0 e
zo € RN la famiglia {111 }i>1,, dove

1 t
Mt = 7/ p(37x07')d57
t Jo

sia tight. Allora esiste una misura invariante p per (T(t)).
Dim. Dal Teorema 2.9 segue che esistono una successione (t,,) divergente a

400 ed una misura di probabilita p con la proprieta che

lim [dpe, = fdu,
]RN

n— o0 RN
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per ogni f € Cy(RY). Tenendo conto di (1.5), la precedente condizione si
riscrive nel modo seguente

mlf/"@@ﬁ@@ﬁ: fdp. (2.6)
0 RN

Posto f = T(s)g abbiamo

iim - [0+ 90) @it = [ Tdn

n—oo tn

per ogni g € Cy(RY). Ora, proviamo che il limite al primo membro & uguale

a [p~ gdp. Infatti
1 tn tn+s
ol R G TIEN A BCATRIENE
n Jo
tn 1 tn+s
_ 7/ Dot + = [ (T(0g) (o)t

tn
77/ dt.

Ricordando che il semigruppo (7T'(t)) € contrattivo, si vede immediatamente
che gli ultimi due termini sono infinitesimi. D’altra parte, per (2.6), abbia-

1 tn
mo che lim —/ (T(t)g)(xo)dt = / gdu. Abbiamo dunque provato
n—+o00 &y Jo N

R
(2.1), cioé che p & una misura invariante per (T'(t)). O

Il criterio che segue e il piu utile in pratica per stabilire I'esistenza di una
misura invariante, perché fornisce una condizione sufficiente che puo essere
verificata direttamente sull’operatore differenziale. La funzione V', che com-
pare nell’enunciato, € detta funzione di Lyapunov per A e la sua esistenza
si traduce in sostanza in condizioni di crescita per i coefficienti di A.

TEOREMA 2.11 (Has'minskii). Supponiamo che esista V € C?(RY) tale che
im0 V(2) = 400 € limy|— oo AV(2) = —00. Allora A\ — A ¢ iniettivo
in Dimax(A) e (T(t)) ammette una misura invariante.

DiM. Proviamo anzitutto che A — A ¢ iniettivo in Dynax(A). In virtd della
Proposizione 1.18, & sufficiente provare che T'(t)1 = 1, per ogni ¢ > 0. A
meno di sostituire V' con V 4 C, per un’opportuna scelta della costante C,
possiamo supporre che V' > 0 e AV < AV. Poniamo u. = e *(T(¢t)1 —
1) +¢eV. Siccome T(t)1 — 1 & limitata in [0,#y] x RY e V tende a +oc per
|z| — +o00, risulta che esiste (t1,z1) € [0,%9] x RY tale che
Ue(t1,21) = min  u(t, ).
s( 1, 1) [0,20] X RN 6( ) )
Assumiamo che uc(t1,21) < 0. Allora necessariamente t; > 0 e, di conse-
guenza, Opus(t1, z1) < 0. Inoltre Auc(t1,21) > 0 (si veda [28, Lemma 3.2]),
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per cui
((A — )\)us)(tl,xl) > 0.
D’altra parte, come & facile verificare, risulta

Ope = (A — Nuz —e(A =NV > (A = MNu..

Valutando la precedente disequazione nel punto (¢1,x1), si perviene alla
stima dzuc(t1,x1) > 0, che & impossibile. Ne segue che u.(t1,21) > 0. Cio
implica che

e MT ()1 —1)+eV >0, in[0,t] x RN

per ogni € > 0. Se € — 0T, abbiamo T'(t)1 — 1 > 0 e quindi T(¢)1 — 1= 0,
se t € [0, o], giacché l'altra disuguaglianza & sempre vera. Dall’arbitrarieta
di tg segue la prima parte dell’asserto.

Siccome lim|g|_, o0 AV = —00, esiste K costante tale che AV < K in RN,
Siano ¥, € C*°(R) tali che
Ya(t)=t, t<n
¥y, € costante in [n + 1, 400) (2.7)
0<w, <1, ¥r<0.
Osserviamo che v, o V € Dyax(A) e poniamo
un(t,z) = T(t) (Y 0 V)(z), t>0,2€RN.

Tenendo conto di (2.7) e della Proposizione 1.16, risulta che

Drun(t,z) — /R Pl ) Al 0 V) ()dy

| pea) (w;<v<y>>Av<y>
RN
V) al)VV (), vv<y>>)dy
< / Pt 2, y) (V (1)) AV (3)dy.
RN
Integrando tra 0 e ¢ abbiamo
wnlt) = (V@) < [ [ ploa vl (VDAY G)dyds = 1, + .

dove

I,

/ / p(s,z,y)y, (V(y) AV (y)dy ds
0 J{AV>0}

In

/ / p(s, 2, y)Pn(V(y)) AV (y)dy ds.
0 J{Av<o0}
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Siccome v}, converge alla funzione 1 puntualmente per n — 400, e AV < K,
risulta che

t
In—>// p(s,x,y)AV (y)dy ds
0 J{AV>0}

per convergenza dominata. Per il limite di .J,,, osserviamo che la successione
1], € una successione crescente e positiva. Poiché AV < 0, abbiamo che
¥, (V(-))AV (-) & una successione decrescente e negativa e quindi

o [ ] psaavdyas
0 J{av<o}
per convergenza monotona. Infine
up(t,z) — T(t)V (x)
per cui otteniamo

TV (z) - V() < / /R bl ) AV (y)dy ds < K1,

Siccome T'(t)V > 0, dalla stima precedente discende anche che

¢
[ [ psanavigdyds < via). (28)
0o JRN
Siano €, R. > 0 tali che AV (y) < —e~! per ogni |y| > R.. Allora, tenendo
conto anche di (2.8)

1 [t 1 [t
*/ p(s,z, RN\ Bg,)ds = */ / p(s, x,y)dy ds
€ Jo € Jo JRN\Bg,

t
< —/ / p(s, z,y) AV (y)dy ds
0 JRN\Bg,
t
= [ | pesmaviayas
0 JRN
t
+/ / p(s, z,y) AV (y)dy ds
0 JBg.
< V(z)+ Kt
Ne segue che
I %
E/ p(s,2, RN\ Bg_)ds < 5% + K, per ogni x € RN ¢ > 0.
0

Pertanto, comunque vengano fissati zo € RY e ty > 0 la famiglia di misure
di probabilita {} fot p(s, X0, -)ds}i>1, € tight. La conclusione segue ora ap-
plicando il Teorema 2.10. O

PROPOSIZIONE 2.12. Supponiamo che V' sia una funzione di Lyapunov.
Allora AV € L'(u).
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DiM. Siano 1, le stesse funzioni utilizzate nella dimostrazione del Teore-
ma 2.11. Dato che 9, o V € Dyax(A4), risulta, grazie al Lemma 2.5, che
f]RN Ay, o V)du = 0, dove p ¢ la misura invariante la cui esistenza e garan-
tita proprio dal Teorema 2.11. Fissiamo Bg tale che AV < 0in RY \ Bgr e
sia M costante tale che V< M in Br. Per ogni n € IN con n > M si ha

- / Ay 0 V)dp = / Ao V)du = | AV dp.
RN\Br Br Br
D’altra parte, si verifica facilmente che A(v, o V) <0 in RN \ Bg, per cui
[ A== [ - Awaovidu= [ v
RN\ Bg RN\Bp Br

Il Lemma di Fatou assicura che [py, 5 [AV]dp < [5 AVdp < +oo e
I’asserto ¢ provato. O

Vediamo ora che per coefficienti a crescita polinomiale & sempre possibile
determinare una funzione di Lyapunov.

PROPOSIZIONE 2.13. Supponiamo che a;; € Cy(RY). Se

limsup |z| = (b(x), z) = —C € [~o0,0),

|z]—+o0

per qualche > 1, allora V (z) = e12l” ¢ una funzione di Lyapunov, per ogni
§ < C(BA)™Y, dove A = sup, g~ A(x), essendo A(x) il massimo autovalore
della matrice (a;j(x)). Inoltre, V € L'(u).

DiM. Facendo i conti esplicitamente si trova che

AV(z) = 561‘|5165'“"5(33|1Tr(a(x))+(6—2)|x|3<a(x)w>

+3lel*a(o)z o) + lol (0(o).2) )
da cui, per |z| sufficientemente grande
AV(z) < 6Bla)P el (me +16 - 2||x|1A>

+(68)% |22 28 4 58]a)~2e07” (b(x), z)
5B(C1 + 18 — 2|A) || 2e%)” 465|220 2011 (58A — )
< 292600 [§B(86A — C) + 0B(C + |8 — 2|A) || 7]

IN

dove (7 dipende solo dalla norma del sup dei coefficienti a;;. Siccome §GA —
C < 0, risulta che AV — —o0, per |z| — 400, quindi V' & una funzione di
Lyapunov.
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Per la seconda parte dell’asserto, osserviamo che dalla Proposizione 2.12
AV € L'(u). Inoltre, per R abbastanza grande, AV (z) <0, se |z| > R, per
cui

AV(2)] = —AV(z)
> [a?P2e 1 [56(C — 6BA) — 66(Ch + 18 — 2/A)[a] =]
> 7 = V(x).
Ne segue che V € L (). O

2.2. Regolarita della misura invariante

Supponiamo che il semigruppo (7'(t)) abbia una misura invariante p. Per
quanto osservato nella sezione precedente, tale misura ¢ assolutamente con-
tinua rispetto alla misura di Lebesgue, per cui possiamo scrivere y = odx.
In questa sezione ci proponiamo di far vedere che o € L>(R"). Per questo
scopo, in virti del metodo impiegato, ¢ conveniente scrivere l'operatore A,
generatore debole di (T'(t)), in forma di divergenza

,J %

e supporre che a = (a;;) sia simmetrica con a;; € CLE*(RN) N CLRY),

b; € C2.(RYN) e che valga la condizione di ellitticita uniforme
(a(2)€,6) > N¢P?, Va6 e RY.

Notiamo che in quest’ambito, le ipotesi di regolarita per i coefficienti di A
sono piu forti di quelle delle sezioni precedenti. La scrittura dell’operatore
A in forma di divergenza & equivalente a quella data in (1.1) nel caso in cui
i coefficienti a;; siano di classe cl.

Richiamiamo un risultato di regolarita locale per g (si vedano [8, Teorema
2.1, Corollario 2.10]).

TEOREMA 2.14. Si ha che o € VVli’Cp(]RN) per ogni p € (1,+00) e 0 > 0; in
particolare, o € continua.

Dim. Procediamo per passi.
Passo 1: Proviamo che o € LV (RY), per ogni p < N/(N —1). Dal Lemma
2.5(ii), abbiamo

N N -
/RN > aijDijpdp = —/RN ;bmiqﬁdu, 9 €CZ(RY), (21

4,J=1
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dove b; = b;+ Y1 Dyas;, i =1,...,N. Fissiamo R > 0 e sia 6 € C°(RY)
tale che xp,, <60 < xB,. Riscrivendo (2.1) per ¢ = ¥y, con ¢ € C*(BR)
troviamo

N N
B B

R j=1 R =1
N N
Br ;=1 RY i1
N ~
w2
< 01”1:[}”C1(BR)3 (22)

dove c¢; & una costante positiva che dipende da R ma non da . Sia ora
f € C®(Bg). Per [18, Teorema 6.14, Lemma 9.17], il problema

N

Z aijDiju = f, in BR
o (2.3)
u = O, su 8BR,

ammette un’unica soluzione u € C?(Bg) con

lullwzar) < c2ll fllLasr),

per ogni ¢ > N, con ce costante positiva dipendente da ¢, R ma non da
f. Grazie al teorema di immersione per spazi di Sobolev [1, Teorema 5.4],
ricaviamo che

luller@ny < esllfllzacsr),

con ¢z indipendente da f. Quindi, scegliendo ¥ = w in (2.2) otteniamo

foodz| < cics||fllLaBp)-

’BR

Dall’arbitrarieta di f € C®(Br) e ¢ > N deduciamo che la funzione g
appartiene a LP(Bg) per ogni p € [1, N/(N — 1)[. Siccome g0 = ¢ in B/,
ed R era arbitrario, la prima parte ¢ provata.

JP(RY), per ogni
p € (1, N/(N —1)). Fissiamo dunque p € (1, N/(N —1)) e M € IN. Per
ogni zg € By ed R > 0 prendiamo due funzioni 1,9 € C?(Bgr(zg)) tali
che XBg a(z0) <N < XBr(zo) € ¥ = 0 su OBRr(zg). Facciamo vedere che &
possibile scegliere R abbastanza piccolo (e dipendente solo da M) tale che
0 € Wl*p(BR/g(xo)), per ogni g € By;. L’arbitrarieta di zg € By e di
M > 0 implichera poi che g € I/Vll’p(]RN).

ocC

Passo 2: Ci proponiamo di mostrare ora che o € VVll’p
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Non & restrittivo assumere che R < 1. Scrivendo (2.1) con ¢ = ¢m,
otteniamo
N
‘/ n Z az‘jDz‘ﬂ/)dM‘
Br(zo) 4 j=1
N N
< 2‘/ Z aijDWDjndM‘ + ’/ (0 Z aijDijndM’
Br(zo) j j—1 Br(zo) ;=1
N N
+’/ anZ—DiwduM/ waiDmdu‘
Br(zo) ;1 Br(zo) ;=1

< / (1] + V) dp
BR(wo)
< eslIVYl Loro-1 (Br(o)) (2.4)

dove, nell’'ultimo passaggio, abbiamo usato la disuguaglianza di Holder, gra-
zie al fatto che o € L (RY), e poi la disuguaglianza di Poincaré. Qui
c4,c5 > 0 sono costanti opportune dipendenti da R, M > 0 e dalla norma
del sup dei coefficienti dell’ operatore A in Bjsi1, ma non da @ né da xg.
Per ogni scelta delle funzioni f; € C°(Br(zo)), ¢ = 1,..., N, denotiamo
con u € C*(Bg(xo)) la soluzione del problema ellittico (2.3) con Zi\[:l D, f;

al posto di f. Prendendo ¢ = u in (2.4), otteniamo

N
‘/ nY_ Difi du‘ < 5[ Dul| Lo/ (B (o)) (2.5)
Br(zo)

i=1
Proviamo che

N
DUl Lo/ 6r-1 (B (o)) < €6 D IDifill w1/ (B (o)) (2.6)

i=1

per qualche costante positiva cg, indipendente da R,z e f, purché R sia
sufficientemente piccolo. Abbiamo denotato con W—1#/(P=1)(Bg(z()) lo
spazio duale di Wy**(Bg(zo)). Infatti, dalle stime (2.5), (2.6) discende im-
mediatamente che ng € Wol’p(BR(xO)) e quindi, dato che = 1 in Bp/2(0),
che g € WP (Brya(x0))-

D’ora in avanti indicheremo con c¢; delle costanti positive dipendenti da M
ma indipendenti da zg, R, f. Per provare (2.6), cominciamo ad osservare
intanto che, siccome

N N N
Z D;(a;jDju) = ZDifi + Z Di;a;jDju =: g1 + g2,

ij=1 i=1 ij=1
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abbiamo

DUl Lo/ -1 (B (o))

< cr(lgrllw-10/6-0(Br(zo)y) + 92llw-10/6-1)(Br(zo)))s  (2.7)
(si veda ad esempio [17, Sezione 4.3]). Per stimare gs, osserviamo che,
siccome p < N, allora LPN/(N(P=D+P)(Bp(z0)) € W—1P/ =D (Bg(x0)) e

& llw =10/ -1 (Br(zo)) < Il Lon/(NG-140) (B (20))5

per ogni k € W=12/(P=1)(Bp(x)). Quindi

||92||W—1,p/<p—1>(BR(IO)) 09||g2HLpN/(N<p—1>+p>(BR(zo)) (2:8)

<
< cwollhlloy Br@on1PUll Lo/o-1 (B (o))
<

011R||hHL°°(BM+1)||Du||LP/(P*1)(BR(z0))7
dove h? = ijzl |D;a;j|%. Da (2.7) e (2.8) ricaviamo

”-DUHLP/(P*U(BR(zO))
< cr2(Rl[Dull Lo/o-1(Br(wo)) T 191w 10700 (Brzo))-  (29)

Prendendo R piccolo, otteniamo (2.6).

Passo 3: Concludiamo ora la dimostrazione con un argomento standard
di “bootstrap”. Siccome ¢ € W,LP(RN) per ogni p € [1,N/(N — 1)), i
teoremi di immersione di Sobolev implicano che ¢ € LI (RY) per ogni
p € [1,N/(N — 2)). Ripetendo il ragionamento del Passo 2, otteniamo
cosi che o € W,5P(RN) per ogni p € [1,N/(N — 2)). Tterando questo
procedimento otteniamo che p € LT (R™) per ogni p € [1,+00). Notiamo
infine che possiamo adattare le argomentazioni del Passo 2 per provare che
o€ WI})’f(RN), anche per p > N. Occorre giusto modificare la stima (2.8).
A tal proposito, osserviamo che se p > N, allora L*(Br(x¢)) si immerge

con continuita in W12/~ (Bp(z¢)) e
&l 10700 (Br(ze)) < C3RP™VP ||| 11 (B w0y

per ogni k € W=12/(P=1)(Bp(x)). Pertanto in tal caso abbiamo

A

lg2llw—10/0-0 (Br(eey < 1aRPM/Pllga]l L1 (B0

< s RPN 1o (5 (wo) 1D Los -0 (B (o))
< s Rl Lo (Bas ) 1DU]| Lo/ (B (w0))-

Prendendo R piccolo, otteniamo (2.6) anche in questo caso e quindi ¢ €
WEP(RN). O

loc

TEOREMA 2.15. Se b€ L?(p), allora \/o € WH2(RY) e

2 1
/}RN %dx < F/RN b odzx. (2.10)
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DiM. Dal Lemma 2.5, ricaviamo che
/ Apodr =0, Yo C®(RN).
RN

Dato che A ¢ in forma di divergenza e g € localmente regolare (per il Teorema
2.14), integrando per parti abbiamo

/}RN (aV,Vo)dx = /RN (b, V)odr, Ve e CPRN). (2.11)

Procedendo formalmente prendiamo ¢ = log o e applicando la disugua-
glianza di Holder troviamo

2
N A / Mdz:/ (b, Vo)dz
RN O RN 0 RN
< [ Vel = [ ple*las
RN RN Q/2
1/2 2 1/2
< wes) ([, )
RN RN 0

da cui la stima desiderata

2
)\2/ ﬂdmﬁ/ b0 da.
RN 0 RN

Tuttavia, la funzione log ¢ non & a supporto compatto e non € somma-
bile su RY, quindi non pud essere scelta come funzione test. Vediamo
dunque come superare questa difficolta. Osserviamo anzitutto che 'identita
(2.11) puo essere estesa ad ogni ¢ € W12(RY) con supporto compatto, per
densita. Consideriamo poi una funzione cut-off n € C°(RY) con n(x) =1
per |z| <1, n(z) =0 per |z| > 2 e |Vn| < 2; poniamo quindi

nn(x):n(%), z € RV,

Fissati poi 0 < ¢ < k con k € IN, definiamo la funzione di W12(R¥) e a
supporto compatto

@ =nplog((oVe) Ak).

Con questa scelta di ¢ si ha che

v
Vo = nifxwg@} + 2n, log((0 V &) A k)1,
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Quindi ’equazione (2.11) diventa

(aVo, Vo)

2 2
- = (b, V
/]RN M X{e<o<k} 0 /]RN 77nX{e<g<k}< ) Q>

In

+2/ nnlog((oVe) A k)b, Vi)
]RN

I,

=) / mlog((2V €) A k) (aVe, ViR)12)
RN

m,

Utilizzando la disuguaglianza di Holder, si ricava che

1

1
v 2 2 2
(/ 77721X{e<g<k}7| a dw) (/ b|29dx>
RN 0 RN

L, <
Vo|? 1
< 5/ 7772LX{6<g<k}7‘ | dr + — b odz:
RN o 49 RN
5 (aVo, Vo) 161132 (,)
< = 2 ’ d ! 2.1
= AAN N X{e<o<k} 0 T + 45 ( 3)

dove nel secondo passaggio abbiamo utilizzato la disuguaglianza

1
b < da®+ —b?
ab = 0a”+ 5

valida per ogni a,b € R e § > 0. Tenendo invece presente che |Vn,| < 2/n,
e che |log((oV e) A k)| < c(e, k) con c(e, k) costante dipendente solo da € e
k, si ha che

%
T, < M/ b odw < SEF) (/ |b|2gdx> , (2.14)
n RN n RN

dove l'ultima disuguaglianza segue da quella di Holder e dal fatto che p
¢ una misura di probabilita. Inoltre, per quanto riguarda II,, grazie alla
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simmetria di @ e con una integrazione per parti si ottiene che

m, = 2/ odiv (n, log((o V e) A k)aVn,) dx
RN

2/ olog((oVe) Ak){aVn,, Vn,) dx
RN

+2/ TInX{e<o<k} <aV77n, VQ> dx
RN

N
+2/ onnlog((eVe) Ak) > aijDigny da
RN

i,j=1
N
—|—2/ onnlog((oVe)ANEk) Z D;a;;Djny, dx.
RY ij=1

Tenendo quindi presente che a;; € C}(RYN) e che |D;jn,| < 4/n?, grazie alla
disuguaglianza di Cauchy—Schwarz

{aVnn, V)| < (aVin, Vi) *(aVe, Vo)'/?

si ottiene che

oo D oo
M| < cle,k) (“”2 + |Dollee )/ odz
n n RN

1 1
+2 /}RN M X{e<o<k} @V, Vn)2(aVo,Vo)?dz

< (e k,n)
aVo,V z 3
+2 (/ r]ix{5<g<k}<gg>dx> (/ (aVnn,Vnn>gdm>
RN 0 RN
1
< c(s,k,n)+g/ (aV1n, Vi, ) odx
]RN
aVo,Vo
+5/ 7772LX{a<g<k}¥d$
RN o
oo Vo,V
< c(s,k,n)%—%/ gd$+5/ nix{5<g<k}ud2.15)
on RN RN

dove abbiamo posto

D
c(e, k,n) = c(e, k) (% + %) — 0, pern — +oo.

Inserendo questa stima di 1I,, in (2.12), utilizzando le (2.13) e (2.14), si
ottiene che

N (aVe. Vo) 19022
_5_ = — < T
(1 ) A) /RNnnX{e<g<k} 0 dr < c(e,k,n)+ 15
+C(5vk)”bHL2(u) n ||a||;>o'
n (5’11
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A questo punto bisogna scegliere opportunamente ¢; se ad esempio pren-

diamo ¢ in modo che 1 — § — % %, si ricava la stima

/]RN n?%X{E<Q<k}7d.’I} S 0(57 ka n) + T”b"%z(ﬂ)
cle, k) lalloo 22+ 1)
JrTHb”L?(M) + 2

da cui, al limite per n — +o0, otteniamo
(aV o,V ) A+1, 5
| tecoen T e < 2 bl
Ne segue, in particolare, mandando ¢ — 0,k — 400, che la funzione

{aVe.Vo) & sommabile in RY. Tornando a (2.15) e mandando n — +o0,
e — 0 ek — +o00, troviamo

limsup |IL,,| < 5/ Md:ﬂ,
n—-—+oo RN o
e quindi, dato che § & arbitrario,
lim |IL,| =0.

n—-+oo

In definitiva, tornando alla stima (2.12), si ottiene che al limite per n — +o0,
e—0ek— 400

2
A VeE, / (aVe, Vo)
Ry 0 RN Y
\V4 |2 % %
- (120 ([
RN 0O RN
da cui la (2.10) e quindi il fatto che \/p € WH2(RY). O

Una conseguenza immediata del precedente teorema & data dal seguente
corollario.

COROLLARIO 2.16. Se b € L?(u) allora o € WHYH(RYN). Inoltre per N > 2
risulta o € L%(RN) e 0 € LP(RN) per ogni p € [1,+00) se N = 2.

DiM. Per dimostrare che o € WH1(RY), dato che du = pdz & una misura di
probabilita, basta notare che dalla disuguaglianza di Holder e dal Teorema
2.15 segue che

Vol ( / Vol? )5
Voldz = / —/odxr < —dx < +o0.
/]RN Vel RN /0 Ve RN O

La seconda parte segue invece dalle immersioni di Sobolev
Wh2(RY) c L2 (RY), se N > 2
WH2RYN) ¢ LP(RY), Vpe€[l,4+0), se N =2,
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tenuto conto del fatto che /o € WH2(RY). O

Il prossimo lemma ¢ cruciale nel metodo iterativo di Moser che ci permettera
di provare che o € L= (RY).

LEMMA 2.17. Supponiamo che b € L¥(u) con k > 2 e sia 3 > 0 fissato; se
k
o€ L%H(RN), allora

AQ/N 0P HVo|?dx < /N 6205+ da < +00. (2.16)
R R

DiM. Osserviamo innanzitutto che

/ ‘b|2Q6+1 _ / |b|2g2/k96+1—2/k
RN RN

2/k . 1-2/k
(/ |b|kg> (/ gﬁm“) < 0o. (2.17)
RN RN

Ripetiamo la stessa strategia e usiamo le stesse notazioni della dimostrazione
del Teorema 2.15 introducendo le funzioni ¢ = 12 ((oVe) Ak)? nell’equazione

/RN XN: @i DieD;¢ = /R (b, Vo)e.

1,j=1

IA

Osservato che V((o V) A k)P = B0~ 'Vox(e<o<i} si ha che
ﬁ/ 120" X(e<ock}(aVo, Vo) = —2/ m((0Ve) Ak)P(aVo, Vi)
RN RN
+ﬂ/ 170" X {e< o<} (b, V)
IRN

12 / mme((aV ) A R)5 (b, V1)
RN
= I+ Jy + K. (2.18)

Per quanto riguarda J,,, abbiamo che

Tl < [ R gy TV

) ) 1/2 ) . 1/2
< /)’(/ anQIX{KKk}IVQI) (/ 0] @‘”)
RN RN
3
5 < 2 e
n RN

Osserviamo che K,, — 0, per n — oo, grazie al fatto che b € L'(u).
Per quanto riguarda I,,, lo stimiamo come nel Teorema 2.15. Con una
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integrazione per parti si ottiene che

N
I, = Q/RNg(((g Ve) AR (aVn,, Vi) + (o Ve) AE)P Z a;jDijnn
ij=1
N
+((eVve)A k)ﬁnnz D;aijDjnn + Bno” "X {e<ocry (aVo, V?M) :

ij=1

Tenendo presente che |Vn,| < 2/n, e che |D;;n,| < 4/n?, si ottiene dalle
disuguaglianze di Cauchy-Schwarz e Holder

(| < wle,k,n)

1/2
+8 (/RNniQB_IX{s<Q<k}<aVQ7VQ>> X

1/2
(/}RN P X fecocry (@VTn, Vnn>)
< wekm)(1+67Y) 46 / 120" Xiecocty (V0. Vo)
]RN

per ogni 6 > 0 e con w(e, k,n) — 0, per n — oo con &, k fissati. Quindi,

1/2
ﬂ/]RNniQB*1X{g<g<k}<aV9,VQ) < ﬂ(/}RNnZQﬁlX{e<g<k}|v92> X

1/2
(o) "+
RN

Hw(e, k,n)(14+671)

+5/Nnigﬁ*1X{a<g<k}<aV9,V@>,
R

per ogni 0 > 0. Grazie all’ellitticita di a, otteniamo come nel Teorema 2.15,
che

/ Qﬁ_1<aVQ,Vg)> < +00.
RN

Quindi, I,, — 0, per n — oo. Tornando alla stima (2.18), si ottiene che al
limite per n — oo, vale la stima

1/2
/@ﬁ’1><{e<g<k}<aw,v@> < (/ 951X{s<g<k}|V9l2> X
RN RN

1/2
R )
(/}RNHQ >
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In definitiva, quando € — 0, kK — oo, si conclude che

/\/ 071 Vol? / 0" aVo, Vo)
RN RN

1/2 1/2
(/ gﬁllwlz) </ |b|29[’“> :
RN RN

Conseguenza di questo lemma e il seguente corollario.

IN

IN

COROLLARIO 2.18. Sia b € L¥(u) con k > 2 e sia 3 > 0 fissato; se o €
L%H(]RN) allora 0”5 € WL2(RN) e vale la stima

1 1 2 % ® 1-2
[ovesre s (Z52) ([ weae) ([ ofnas)

DiM. La dimostrazione segue notando che
sr1. B+1 s

V(=)= TQTVQ,

per cui, utilizzando la formula (2.16) e la successiva (2.17)

841 +1\? _
[we e = (551) [ ovepa
RN RN

5+1>2/ 2 B+1
< —_— b|*oPTdx
() [

2 2 1-2
prt / |b|* od: / Q%de
2)\ RN RN

O

A questo punto, osserviamo che dal Corollario 2.16 segue che, se N > 2,

o€ L%(]RN) cioe, se k > 2, p € L2+ con 8= ;((]]3:22)) > 0. Dal Corol-
lario 2.18, se b € L*(p), si ha che o#*t1/2 ¢ WL2(RN) ¢ L2N/(N=2)(RN),
cioe o € LBHDN/(N=2)(RN) con (B+1)N/(N —2) > N/(N —2); questo im-
plica una maggior sommabilita di g. Iterando questa procedura, & possibile
arrivare a dimostrare la limitatezza di ¢. Formalizziamo questo discorso nel

seguente teorema, che rappresenta il risultato principale di questa sezione.

TEOREMA 2.19. Sia b € L¥(i1) con k > N; allora o € L®(RY).

DiM. Supponiamo N > 2; se ¢ € A=A con (> 0, allora grazie al Corol-
N
lario 2.18 e all’immersione di Sobolev sappiamo che Q% € L% (RM)
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€

N-—2 1

(/ QN](Vﬁ+21)dx> Cy (/ |V(Q[3;1)2dm>
RN RN
1 k—2
1 * - =5
< o ([ ekeds) ([ ot

_ Bk N k-2
=ittt VTN
e osserviamo che 9 > 1, in quanto k > N. Inoltre

B+1N 9 99
N2 YUtizs) vt

IN

Poniamo

Se definiamo quindi per ricorrenza

N

’7027]\/._2

2 ?
Yng1 =V (’Yn + k—2)

la successione 7, tende a +o0o per n — +oo, giacché 7,11 > 9" 1yg e, se
definiamo

k—2
6n:T('7n_1)>0
in modo da avere ﬁn% + 1 = ~,, otteniamo che
N — 2
Pot1=Tnp1—— (2.20)
Quindi, usando la notazione
1l =11 llzon @)
e iterando la stima (2.19) troviamo
Tn ﬂ +1 Tn %_l
leliz B0 <o (B ) et e
ciog, tenendo presente (2.20) e le definizioni di ¥ e Y511,
Do 2N 1

2N 1
N -2 N=2vn+1
AN 7”“)

p]
Int+ =g b N-—2 2%_'_1
n

()

(2.21)
Definiamo la successione a,, = log ||g||. Siccome 7, — 400, per dimostrare
che g € L*°, basta provare che «,, converge. La stima (2.21) ci dice che

S 2N 1 (Cy(N-2)
Gl = N AN

lolluss < Y75 (

Tn
bl| 7 + ———ap;
st lbll (H)) o
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se, per assurdo, si suppone che «, — +0o per n — 400, allora si avrebbe
che a,, > 0 definitivamente e quindi per ogni ¢ € (0,1)

2N 1 1 (C’N(N -2)
N — 29,41 2AN

Onp1 —Qn < 7n+1||b\|m(u)>

IN

C

1 1 (n+1)(1—¢)
1—¢ < C(,ﬁ)
(o)
dove C' > 0 & una costante. Siccome "ultimo membro rappresenta il termine
generale di una serie geometrica con ragione minore di 1, o, converge ad
numero reale. Cio contraddice 'ipotesi che a,, — +00. In definitiva, risulta
che
log|lolec = lim ay < +o0.
n—-+o0o

Per concludere, facciamo un’osservazione quando N = 2; in questo caso,
dato che ¢ € LP(RN) per ogni p € (1,+0), 0 € L7™2(RN) per r € (2, k).
Quindi, se al posto di N/(N — 2) mettiamo r/(r — 2), la dimostrazione
precedente funziona ugualmente. |






CAPITOLO 3

Disuguaglianze di tipo log—Sobolev

Nell’ambito di questo capitolo vogliamo discutere alcune proprieta legate
al comportamento asintotico del semigruppo (T'(t)) e altre disuguaglianze
funzionali che evidenziano, tra l’altro, come gli spazi LP(u), con p invariante,
siano i pid naturali per lo studio di (T'(t)). Nell’ultima sezione applichiamo
alcuni dei risultati provati per provare I'ipercontrattivita del semigruppo di
Ornstein-Uhlenbeck.

3.1. Preliminari

Ricordiamo che il semigruppo di Markov (T'(¢)) finora considerato ammette
la rappresentazione

0@ = [ ptan)i@an fECEY)
con p(t, z,y) > 0 per ogni (¢, z) € (0,00) x RN e per q.o. y € RYN. Assumia-
mo che esista una misura invariante p per (T'(¢)). Allora, dalla Proposizione
2.2 sappiamo che y & regolare e quindi, dal Corollario 2.4, C3°(R™) & denso
in LP(p) per ogni p € [1,+00). Approssimando f € Cp(RY) con funzioni in
C>(RY), si vede che p & una misura invariante per (7'(t)) se e solo se

/ T(t) f(@)du(z) = / f@)du(z), VfeCF®Y).  (3.1)

Ne segue che (T'(t)) si estende ad un Cp—semigruppo contrattivo in LP(u)
per ogni p € [1,4+00) e la condizione (3.1) & equivalente alla condizione

| At @in@) =0 1 € D(ay).
dove (Ap, D(A,)) ¢ il generatore infinitesimale di T'(¢) in LP(u). Definiamo
I'insieme
RP(R) :={¢: R — R regolare con crescita polinomiale all’infinito }.

Supporremo nel seguito che esista, senza specificarla, un’algebra di funzioni
A con le seguenti proprieta:

41
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A = LP(u), per ogni p € [1,+00);

A C D(Ay);

T(t)A C A, per ogni t > 0;

d(A) C A, per ogni ¢ € RP,,(R);
As ¢ un operatore di diffusione, cioe

Az (o(f)) = ¢'(f)Aof +¢"(HT(f, f) (32)
per ogni f € Ae ¢ € RPs(R) e con I' definita di seguito, in (3.4).

Queste ipotesi implicano in particolare che A ¢ un core per (As, D(A2)) e
come esempio di riferimento si puo pensare che A sia lo spazio di Schwartz
S(RY) delle funzioni a decrescita rapida all’infinito.

Per ogni ¢ funzione convessa, dalla disuguaglianza di Jensen, dato che
p(t,z,-) & una misura di probabilita, segue che

e(T(t)f) < T()e(f);

in particolare, se prendiamo o(x) = 2, troviamo che
(T(t)f)* <T(t)f*
e quindi
2fA2f:}%ng2f2, Vfe A (3.3)

DEFINIZIONE 3.1. Su A x A, definiamo la forma bilineare

L(f,g9) = % (A2(fg) — fA29 — gAaf), f,g9€ A (3.4)

la forma T viene detta square field.

Grazie a (3.3), la forma I' & semi—definita positiva. Definiamo poi la forma
di Dirichlet associata ponendo

E(f,9) =/RN L'(f,g)dp.

Osserviamo che, siccome p & misura invariante,

1

/ IS ) = » / (Aof® — 2f Aaf)dp
RN RN

0 2

IN

- /}R fAafdp, Ve A

In [25], viene dimostrato il seguente risultato astratto;
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se I' & una forma bilineare definita su un’algebra commutativa A
tramite (3.4) con un certo operatore A, e I'(f, f) > 0, allora per
ogni polinomio convesso ® e per ogni f € A risulta

AD(f) = @'(f)Af.

Questo garantisce in particolare che A genera un semigruppo di Markov.

OSSERVAZIONE 3.2. Supponiamo ora che (7'(t)) sia simmetrico, cio¢ che

/ (T(t)f) g dp = / FT(®)gdu, Vf.g € L(u);
RN RN

questo e equivalente a richiedere che

/ gAafdy = / FAsgdn, Vi g€ A
RN RN

Quindi, nel caso simmetrico, si ha che

/ gAsfdp = / T(f,g)du, Vf.gc A
]RN ]RN

Nel caso non simmetrico, si riesce solo a dire che

Ag + A}
[ o™ == [ (g e A
RN RN

3.2. Spectral Gap

Diamo la seguente definizione.

DEFINIZIONE 3.3. Diremo che l'operatore Ay soddisfa la condizione di spec-
tral gap con costante C' > 0, in breve (SG)c, se per la varianza

o2(f) = /RN P2y~ (/}RN fdu)Q,

vale la sequente stima

o*(f) < CE(S, f), VfeA

Abbiamo la seguente caratterizzazione dello spectral gap, che ne motiva la
terminologia.

PROPOSIZIONE 3.4. Supponiamo che il semigruppo (T'(t)) sia simmetrico in
L%(p). Allora A soddisfa (SG)c se e solo se

o(—Az) € {0} U[1/C, +00).
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DiM. Ricordiamo che

o(—Asg) = Po(—A%) U Ao(—As),
dove Po(—A3%) denota lo spettro puntuale dell’aggiunto di —Ay (cioe I'in-
sieme degli autovalori), mentre Ao(—As) denota lo spettro approssimato.
Ricordiamo che A € Ao(—A3) se e solo se esiste una successione f,, € D(Az)

con ||fullz2=1e
nl{r_{loo [Afn 4 Az fnll2 = 0.

La condizione di simmetria per A garantisce che il suo spettro coincide con
lo spettro approssimato, o(—As) = Ao(—Asz). Sia quindi 0 # A € o(—Az2)
e sia f, una successione con le proprieta prima descritte. Allora

1 1 1
Y /}RN FuO\ o+ Azfu)dp =1+ 3 /RN fadafadp =1 = SE(fn, fa) = 0,

e quindi

Hm E(fn, fn) = \.

n—-+4oo

Inoltre, dato che

YRR VR NATE)
RN RN
si ha anche che

li ndp = 0.
i [

Infine, siccome o2(f,) — 1 e

2
J2(fn):1_ (/ fndﬂ> ch(fnafn)v
RN

mandando n — +o0, si ottiene che A > 1/C. Viceversa, sia f € A e
supponiamo per il momento che f abbia media nulla, cioe

fdu=0.
RN

Dal teorema spettrale (si veda ad esempio [35]), dato che Ay & simmetrico,
si ha che

aof= [ tam(p).
1/C
Quindi,
I B T B D
1 © _ l 9
> & ) AED D= [ Fe
da cui

/f2du§05(f,f), erAt.c./ fdp = 0.
RN RN

Se f non ha media nulla, basta ripetere il ragionamento per f—f]RN fdp. O
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La proposizione seguente mette in luce una proprieta equivalente alla con-
dizione di spectral gap.

PROPOSIZIONE 3.5. Sono equivalenti

(i) vale (SG)c;
(ii) per ognit >0, f € A, risulta o(T(t)f) < e 2/Ca2(f).

DiM. (i3) = (i). Come abbiamo visto nella dimostrazione della Proposizio-
ne 3.4, ¢ sufficiente mostrare (i) per ogni f € A con [y fdu = 0. A tale
scopo, ricorrendo allo sviluppo di Taylor, troviamo che

[ a@rrau= [ Pauva [ fasfduo), pere—o.
RN RN RN
da cui
AN = [ (TN = ()= 2EL )+ 0lt) < /),
e quindi
(1—e 2/ a2(f) < 2tE(f, f) + o(2).
Dividendo per 2t e mandando ¢t — 0 abbiamo che
50 () < &)
e quindi la tesi.

(i) = (i1). Mostriamo che vale (ii) per le funzioni f € A con [y fdu = 0.
Posto

o) = [ (@2

abbiamo
(1) = 2/ T(t)fAT(t) fdpu = =2E(T () f, T(t)f)
RN
2 5 2
< = — _ =
< — 2T = - 00),
e quindi
o(t) < e D(0) = e/ %G7(f),
che era quanto volevamo mostrare. O

OSSERVAZIONE 3.6. Se al posto di I' consideriamo un’altra forma I'; con la
proprieta
r S U,Fl,

allora (T'1, p) soddisfa (SG).c, non appena (T, 1) soddisfa (SG)c¢.
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OSSERVAZIONE 3.7. Siano p e pup due misure per le quali
%uﬁulﬁm a>1

Se (T, p) soddisfa (SG)¢, allora (T, 1) soddisfa (SG)ac.-

EsEMPIO 3.8. Prendiamo A = C°(R) e per f, g € A definiamo

L(f,9)=1f"4g"
Sia poi
du(x) = %e*mdx.
Allora
d — x|
%@(e"x‘f’) = %(—sgn(x)e"f'f’ e B = S = sen(a) ),

Grazie all’Osservazione 3.2, si vede che 'operatore associato a I' € dato da
Af = f" —sgn(x)f".
Sia u(x) = |z|; allora
Au=-1 e T(u,u)=1.
Inoltre
[(f,u) =sgn(x)f', VfeA

Ricordando com’e definita pu, integrando per parti e applicando la disugua-
glianza di Holder ricaviamo

[ an=2 [ raaese ([ f2du>1/2 ([ rer.w2an)

per ogni f € A con f(0) =0, da cui

2 D2 — N2 g, _
/Rfduﬁﬁl/RF(f,)du 4/(f)du 4E(f 1)

R

1/2

Se f(0) # 0, si ragiona sulla funzione f— f(0). Pertanto, abbiamo verificato
che A soddisfa (SG)¢ con C = 4. Alla fine della sezione vedremo che la
costante 4 ¢ ottimale.

Nel seguito utilizzeremo il seguente teorema, che presentiamo qui senza
dimostrazione ([9]).

TEOREMA 3.9 (Muckenhaupt). Sia p una misura di probabilita su R; se
w soddisfa la condizione (SG)c rispetto alla forma T(f, f) = (f')?, allora
1 € assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesqgue m. Sia o la
densita. Inoltre, preso a € R tale che

([0 +00)) = (o0, a]) = L,
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e denotati con

By = sup p([, +00)) /m ﬁdt’ B- = sup u((~o0,z]) /"‘ ﬁdt’

risulta che p soddisfa la (SG)c se e solo se
B =max{B;,B_} <+
e la miglior costante C' é compresa tra B e 4B.

PROPOSIZIONE 3.10. Supponiamo che l'operatore As soddisfi (SG)c; se f

verifica T(f, f) <1e
[ i <.
RN

/ eMdu < oo
]RN

allora

per ogni A < \/4/C.
DiM. La dimostrazione che qui presentiamo ¢ presa da [22]. Mostriamo che

oo CAQ —ok
A A dp
/]RNefduge ff’||<1—4k+1> . (3.1)

k=0

Se al posto di f si prende la funzione

fo=—-nV(fAn),
si ha ancora che I'(fy, fn) < 1; dal Lemma di Fatou, se la disuguaglianza
(3.1) & vera per f,, passando al limite sard vera anche per f. Quindi non &
restrittivo supporre f € L. Se prendiamo la funzione g = e/*/2, tenendo
presente che A, ¢ un operatore di diffusione, si ottiene che

1 ) Y
L(g,9) = 5 (A2g®) — gAag = TS

Se ne deduce che )
A
€(9:9) < 2N

con
<I>()\)=/ eMdp.
RN

La proprieta (SG)¢ implica quindi che
2

7(0) =+ - 22 (5 ) < Celag) < To0n),

P(N) < P2 (;) (1 - Cjz) _1.

e quindi
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Iterando il procedimento si ottiene ’asserto; difatti, dopo n + 1 passi ab-

biamo
o (A o\
() <@ (Qn) 11 (1 - 4k+1)

k=0

e, siccome, per n abbastanza grande

2m n
@2" <2):1> - (/ eAf/Qnd’u) =~ €2n(f eAf/yldHil) = 6)\f CAfA//znildH
RN

mandando n — oo, abbiamo (3.1). O

Ritornando all’Esempio 3.8, proviamo che la costante 4 ¢ ottimale; se C' <
4, allora nella Proposizione 3.10 potremmo scegliere A = 1 e f(z) = ||,
ottenendo un assurdo.

3.3. Disuguaglianze di Sobolev logaritmiche e il teorema di L.
Gross

Data una funzione f positiva, definiamo la seguente quantita

Ent(f) = /RNflogfdu— (/}RN fdu) log (/}RN fdu),

detta entropia di f. Applicando la disuguaglianza di Jensen alla funzione
strettamente convessa ¢(z) = zlogz, x > 0, si vede che Ent(f) > 0 e
Ent(f) =0 se e solo se f & costante.

DEFINIZIONE 3.11. Diremo che il semigruppo (T'(t)) soddisfa la disugua-
glianza di Sobolev logaritmica con costanti M,C' se

But(f) < [ Pdu CE(f ), (3.1)

per ogni f € Ay ={f € A:Ja > 0 tale che f > a}.

La definizione precedente si deve a Gross, il quale introdusse le disugua-
glianze di Sobolev logaritmiche per lo studio dell’ipercontrattivita del se-
migruppo di Ornstein-Uhlenbeck (si veda [19]). Per i nostri scopi ¢ utile
anche introdurre la seguente definizione che € una formulazione piu forte
della precedente.

DEFINIZIONE 3.12. Diremo che il semigruppo (T'(t)) soddisfa la disugua-

glianza di Sobolev logaritmica tight con costante C' se (8.1) é verificata con
M =0.
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OSSERVAZIONE 3.13. Facciamo notare che, per quanto detto sopra, se il
semigruppo soddisfa la disuguaglianza di Sobolev logaritmica tight, allora
vale I'implicazione

L(f, f) =0= f costante.
Cid discende semplicemente dal fatto che se I'(f, f) = 0, allora £(f, f) =0
e (3.1) con M = 0 implica che Ent(f?) = 0, da cui f costante.

PROPOSIZIONE 3.14. Il semigruppo (T'(t)) soddisfa la disuguaglianza di So-
bolev logaritmica tight con costante C' se e solo se per ogni f € L' (u), f > 0,
risulta

Ent(T(t)f) < e ¢'Ent(f), t>0.

Dim. Proviamo dapprima la sufficienza. Usando lo sviluppo di Taylor
troviamo che

Ent(T(t)f) = Ent(f) + ¢ /R (Aaf) log fdu+ oft), (3.2)

per ogni f € A,. Siccome Ay & un operatore di diffusione, inserendo ¢(x) =
vz in (3.2), deduciamo

2/ FAS(VF) = Aof — %F(ﬁ 5.

da cui integrando rispetto a p

26 (VIND =2 [ VIAWPin= [ TP 63)

Analogamente, se consideriamo in (3.2) la funzione ¢(z) = xzlogz — x
otteniamo

As(flog f) — Aof = (log f)Aaf + %F(f, 5

e quindi, integrando e tenendo conto di (3.3)

1
- [ GogPasfin= [ TG D= 1eFVD ()
RN ry f
Inserendo quanto ottenuto in (3.2) e usando Iipotesi abbiamo

Ent(T(t)f) = Ent(f) — 4t E(V/f,/F) + olt) < e~ ' Ent(f)
da cui

I%Tt Ent(f) < 4EW/T,VF) + @

Mandando t — 0, risulta provata la tesi con /f al posto di f.

Viceversa, supponiamo che Ent(f2) < C&(f, f), per ogni f € A,. Sia
f € A, fissata e sia

H(t)= [ o(T(t)f)dp,

RN
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dove ¢(z) = zlogx. Siccome Ent(Af) = AEnt(f) per ogni A > 0, non &
restrittivo supporre che f]RN fdu = 1. Applicando (3.4) con T'(t)f al posto
di f risulta

() = | 1osTONAT0) )i = ~4£(/TOF./TOT)

da cui, in virtu dell’ipotesi, segue che

H'(t) < 2 Bnt(T (1)) = — 2 H(0),

4
C

dove nell’ultimo passo € stato usato il fatto che

/}RN fdu:/RNT(t)fduzl.

Integrando la disequazione differenziale ottenuta deduciamo la tesi, quan-
do f € Ay. 1l caso generale segue per densita e usando la positivita del
semigruppo (T'(t)). O

Il seguente risultato fornisce una condizione sufficiente sul semigruppo af-
finché questo soddisfi la disuguaglianza di Sobolev logaritmica tight e costi-
tuisce il passaggio cruciale per la dimostrazione del teorema di Nelson [30]

(Teorema 3.24).

PROPOSIZIONE 3.15. Supponiamo che il semigruppo (T(t)) sia ergodico, cioé

lim T()f = d
Jim T(t)f /R Jdu
in L?(u). Se esiste A\ > 0 tale che per ogni f € A, si abbia

—/ AsT(t) flogT(t) fdu < e_’\t/
RN

— Ay flog fdp, (3.5)
RN

allora il semigruppo (T(t)) soddisfa la disuguaglianza di Sobolev logaritmica
tight con costante 4/\.

DiMm. Dato che c’¢ convergenza in norma L?(u), ci sard convergenza quasi
ovunque, e quindi grazie al teorema della convergenza dominata si avra che

| T 5108 (0 ( /. fdu> log < /. fdu) .
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/]RNflogfdu— (/}RN fdu> log </RN fdu>

> d
—/0 %/]RN T(t)flogT(t)fdudt

Otteniamo quindi che

Ent(f)

—/OO/R AsT(t) flog T (¢t) fdu dt
0 N
—/ Asflog fdu /00 e Mdt
RN 0
= —%/RN As flog fdu

= JEWEVD,

grazie a (3.4). Prendendo quindi f2? al posto di f, segue la tesi. O

IA

OSSERVAZIONE 3.16. Applicando Iidendita (3.4) a T'(¢)f si vede che (3.5)
¢ equivalente a

1 Y 1
/R T EOLTONd < [ S e 60)

Il prossimo obiettivo & quello di stabilire una relazione tra le disuguaglianze
di Sobolev logaritmiche e la proprieta di spectral gap. A tale scopo ci
occorre un risultato preliminare rappresentato dal seguente lemma. Esso
risale a Rothaus ([33]), ma la dimostrazione che presentiamo ¢ dovuta a
Bakry.

LEMMA 3.17 (Rothaus). Sia f € L2(y) con Ent(f) finita. Posto f = f —
Jan fdp, risulta

Ent(f?) < Ent(f?) + 2/ . (3.7)
RN
DiM. Mostriamo prima che per ogni funzione g € L (u) con le seguenti

proprieta
/ gdp =0, / gPdp =1,
RN RN

/ (14 19)log(1 + tg)%dpu < (14 12)log(1 + £2)
]RN

+2 / g% log g?du + 2t*
]RN

vale

(3.8)
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per ogni t > 0. A tal proposito, introduciamo la funzione

1+1tg)?+¢
%(t):/ (1+tg)210g%du—t2/ g% log g*dp
]RN 1+t ]RN

e notiamo subito che . (0) = log(1 + ¢). Inoltre si ha

1, > / g(1 +1tg)*
Sl = 1+tg)log (1 +1¢ d AT
I e (R e e
—t (1 + log(1 + %) +/ g* logde,u>
]RN
(§]
1, / 2, (L+tg)* +¢ / 9> (1 + tg)?
Sl = log~— " Zqu4+5 [ L0 g
5 %=(t) N TR W Ll SN s cap
2(1 4 tg)* 2t2
_2/ Lw?du_l_iz,
RN ((1+tg)2 +¢) L+t

Applicando la disuguaglianza di Jensen alla funzione concava logx e alla
misura di probabilita g2du risulta

/ g*logudy < log/ ug’dy,
RN RN

(1+tg)%+e

per ogni funzione u > 0. Scegliendo u = EEE abbiamo
9 (1+tg)®+e¢ €
1 du <1 ——du =1 1+ —. 3.9
/]RNg Ogu”—og/w 1+ HTO8 tire (3.9)
Posto a = fRN %du, applichiamo ancora la disuguaglianza di Jensen
alla funzione convessa 2 e alla misura g2dy per ottenere
2 1 t 4
a? < / g(;g)zdlh (3.10)
RY ((14tg)?+¢)

Tenendo conto delle stime (3.9), (3.10) e del fatto che 5o — 2a? — 1 < 2 per
a € [0,1], possiamo scrivere

1 e
2¢;/(t)§log(1+w>+5a2a21§10g(1+€)+2'

Integrando tra 0 e ¢ l'ultima disuguaglianza e osservando che ¢L(0) = 0
ricaviamo

oL(t) <2t log(l+e) +4t.

Integrando di nuovo otteniamo
@e(t) <log(l+¢e) + t*(log(l +¢) +2).

Ricordando ’espressione di ¢.(t) e mandando € — 0 segue che

/ (14 tg)*log(1 + tg)*du —/ (14 tg)* log(1 + £*)du
RN RN
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< t2/ g% log g?du + 2t*
RN

da cui si deduce (3.8), tenendo conto ancora una volta delle proprieta di g.

Ora, siccome L>(u) ¢ denso in L2(u), ¢ sufficiente provare (3.7) per f €
L (). Se f ha media nulla non c¢’¢ niente da dimostrare. Quindi suppo-
niamo che f]RN fdu # 0. Inoltre, dato che Ent(-) & positivamente omogenea
di grado uno, non & restrittivo assumere che [y fdu = 1. Allora per la
disuguaglianza di Jensen 1 < fRN f2du e, siccome Ent(f) # 0, deve essere
1< f]RN f?dp. Per concludere, prendiamo

t=\//RNf2du—1e g=%(f—1),

e applicando (3.8) otteniamo (3.7), che era quello che volevamo provare. [

Siamo pronti ora per dimostrare la relazione che intercorre tra le disugua-
glianze di Sobolev logaritmiche e lo spectral gap.

TEOREMA 3.18. Valgono le sequenti proprieta:

(a) Supponiamo che il semigruppo (T(t)) verifichi la disuguaglianza di So-
bolev logaritmica tight con costante C. Allora la disuguaglianza di
spectral gap ¢é soddisfatta con costante C/2;

(b) Supponiamo che la disuguaglianza di spectral gap sia soddisfatta con
costante C' e che valga la disuguaglianza di Sobolev logaritmica con
costanti M e C. Allora vale la disuguaglianza di Sobolev logaritmica
tight con costante C + C(M + 2).

DiM. (a) Per ipotesi, per ogni f € A, risulta Ent(f?) < CE(f, f). Sosti-
tuendo f con 1+ ef si ottiene

Ent((1+¢f)?) < CEA+ef,1+cf) =2 CE(f, ).
D’altra parte, ricorrendo allo sviluppo di Taylor, si vede che
But((1+20)?) = 22| Pdu ([ )+ o)
RN RN
= 2e20%(f) + o(?).
Dividendo per €2 e mandando € — 0, abbiamo la tesi.

(b) Posto f = f — Jrn fdp, risulta E(f, f) = E(f, f). Grazie alla disugua-
glianza di spectral gap abbiamo

fPdp < CE(F. f). (3.11)
RN
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Applicando il Lemma 3.17, la disuguaglianza di Sobolev logaritmica e (3.11)
otteniamo

But(f?) < Eue(F)+2 [ Py
RN
fPdu+ CE f2d
< o [ PduvcsGne2 [ P
- (M+2) / Pdu+ CE(f. 1)
]RN
< (M +2)C+CE f)

O

A questo punto, ci proponiamo di mostrare che la disuguaglianza di Sobolev
logaritmica equivale all’ipercontrattivita del semigruppo. Questo € il conte-
nuto del teorema di Gross. Per dimostrare tale risultato ci occorrono delle
osservazioni preliminari.

Sia ¢ una funzione regolare e 1) € RP,,(R) una primitiva di ¢, cioe ¢' = ¢.
Se f € A, allora, ricordando che Az & un operatore di diffusione, As(¢¥(f)) =
So(f)AQf + QD/(f)F(f, f)v € qulndl

/ o(f) Ao fdp = — / & (T, fdp. (3.12)
RN

RN

Inoltre, se anche ¢ € una funzione regolare con crescita polinomiale, allora

E(d(f), ¢(f)) /RN L(o(f), o(f))du = — | o(f)A2(e(f))dp

RN

- / ()& () Az iy — / (16" (FT(f, fdp
RN RN

- [ (32) haer = [ sne e na
RN RN
Applicando (3.12) con ¢ = ¢?/2 segue che

£ o) = [ ()T D (313)

Notiamo ora che la disuguaglianza di Sobolev logaritmica e stata data con
esponente quadratico; grazie a (3.12) e (3.13), essa puo essere estesa ad
esponente arbitrario p € (1, +00) nel seguente modo:

LEMMA 3.19. Sono equivalenti:

(i) (T(t)) soddisfa la disugualianza di Sobolev logaritmica con costanti M

e C;
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(ii) per ognip € (1,00) e ogni f € Ay risulta

CP2 -1
E Py<M Pdy — ——— P=2As fdp.
wlr) <M [ prau— s [ ptaaga

DiM. (i) = (4#). Assumiamo che
Ent(f*) <M | fPdu+CE(f, f)
RN
per ogni f € A. Presa f € A, mettendo fP/? al posto di f e applicando,

rispettivamente, (3.13) con ¢(z) = z7 e (3.12) con ¢(x) = (p — 1)~ 'aP~1,
ricaviamo

Ent(f?) < M / P+ CE(fPI2, f7/2)
]RN

P 07172 p—2
[ i /RNf P(f, f)dp
2

Cp

= M fPdp — ——

RN Ap—1)

La stima ottenuta ¢ la disuguaglianza di Sobolev logaritmica per p qualun-
que.

(7) = (i1). Se (3.14) ¢ soddisfatta per qualche p € (1, 00) e per ogni f € Ay,

procedendo a ritroso si ritrova la disuguaglianza di Sobolev logaritmica con

p = 2. l:l

/ Pl Agfdp.  (3.14)
IRN

Pertanto, abbiamo dimostrato che la validita di tali disuguaglianze e indi-
pendente da p € (1, +00).

TEOREMA 3.20 (Gross). Siano C > 0, M > 0 e p € (1,400) fissati.
Poniamo

q(t) = (p—1)ec! +1, m(t):M@—q(l@), t>0.

Sono equivalenti

(i) la disuguaglianza di Sobolev logaritmica ¢ verificata con costanti M e
C;
(ii) per ognit >0, f € LP(u) risulta

ITE) ooy < €™ PNl Lo u)- (3.15)

La proprieta (i) esprime [’'ipercontrattivita del semigruppo (T'(t)) da
LP(n) a LI ().
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Dim. (i) = (éi). Siccome lalgebra A & densa in LP(u), possiamo consi-
derare f € A. In pid, non & restrittivo supporre f € A, poiché, nel caso
generale, basta considerare f. = (f? 4 ¢)'/? € A, e applicare il teorema
della convergenza dominata mandando ¢ — 0. Quindi, se vale (3.15) per le
f<, dato che (T'(t)) & fortemente continuo in ogni L?(u), segue la (3.15) per
|f|. In questo modo, la tesi risulta provata per T'(¢)|f|: dalla positivita di
T(t) segue quindi che, scritto f = f1 — f_

T@fl = [TOf+ =TO| <ITOf+|+ TS
= T f+ +TH)f- =TOIfI,

da cui la (3.15) per f.

Sia dunque f € A;. Poniamo

u(t) = T(Df, H(t)ze—m<t>( /R u(t)q(t)du>1/q(t).

N

Osserviamo che H(0) = || f||p, per cui la stima di ipercontrattivita (3.15) &
equivalente alla disuguaglianza

H(t) < H(0),  t>0.

Facciamo vedere che H' < 0. Ricordando che /() = Aqu(t), risulta

H(t) = H(t) < —m/(t) — ;1;((?) log/]RN u(t)?®dp
AQ) Jx w()?® log u(t)dp N Jrw u(t)q(t)_lAzu(t)dM>
G0 Jow w70 T (00

da cui si ricava

iy H(t) @) o CO [

H'(t) = o u(t) g q2(t){ (t) /}R Lu®)™du
_ w(t)2® o w(t)4®
([, w0 i) ioe [ utor

+ / (17 Tog ()10 dy
RN

+Cé,((z)) /}RN u(t)“(”‘lAW(t)du}




Semigruppi di Markov, operatori differenziali e disuguaglianze di tipo Log-Sobolev 57
e quindi

iy = 10 a) {Em@(t)q(t))_q

&)
—~
~
~—
7N
=
~+

B w()a®
Sy u()1Odp g*(t) 0) )/}RN )1 dp

— / u(t)q(t)_lAgu(t)du)}. (3.16)
RN

A questo punto, applicando (3.14) con u(t) e ¢(t) al posto di f e p rispet-
tivamente si ottiene
Cq*(t)

Ent (u(t)10)) < M/]RN w(t)®Ody — m/]RN u(t) ™D Ayu(t)dp.

La tesi segue ora osservando che la scelta di m e q ¢ tale che

2 2 2
@) 7 (t) Cq*(t)
m'(t) = M, = ,
7" 70 Mgt
per cui, 'ultimo membro di (3.16) risulta negativo.

(#i) = (i). Sia f € Ay. Nella prima parte della dimostrazione abbiamo
osservato che la condizione (ii) equivale a H(t) < H(0). Cio implica neces-
sariamente H’(0) < 0 da cui segue

Cp2 / p—1
As fdu,
Ap—1) [~ f 2fdu

che & proprio la (3.14), cioe la (i). O

Ent(f?) < M/RN fPdp —

PROPOSIZIONE 3.21. Supponiamo che il semigruppo (T(t)) soddisfi la disu-
guaglianza di Sobolev logaritmica tight con costante C; allora per ogni f €

LY(u) con T(f, f) <1 g.o. si ha che
/ e‘”ﬂdy < 400, Va< l
RN C

Precisamente, vale la sequente stima
2 1 « 2
fdu < / d : 3.17
/RNe 1< 1_CanP(1Ca(RNfu (3.17)

DiM. Dimostriamo (3.17) per f € Ay N L (possiamo eventualmente an-
che supporre che A, C L*°). Applicando la disuguaglianza di Sobolev

logaritmica alla funzione 2/ ¢ definendo la funzione H(\) = S eMdp,
otteniamo che

Ent(eM) = / M\ fdp — H(\) log H(\)
RN

AH'(X) — H(X) log H())
< CE(ex’,e27).
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Ricordando la formula (3.13) otteniamo che
A2 A2
Ent(e*) = AH'(\) = H\)log H\) < C- | eMT(f, fdp < CT-H(),
IRN
da cui

AH'(A) — H(A) log H(\) < CTVH()\).

Vale quindi la disuguaglianza
1 "1 H'(N C
— = — — < —
( . 1ogH<A>) N (A i logHm) <7

per ogni A € R. Integrando tra 0 e A\, se A > 0, otra A e 0 se A < 0, si
ottiene, indipendentemente dal segno di A,

1 1
—log H(A) — lim glogH(E) <=\

A 0
Tenendo presente che H(0) = 1, se ne deduce che

lim llog H() = lim log H(e) — log H(0)

e—0 & e—0 13
H'(0) /
= = fdp,
H(O) RN

llogH()\) < g)\—f— fdu
)\ 4 RN

H()\) < exp (A/ fdu + jﬁ) , YAER.
]RN

Notiamo inoltre che vale la seguente identita:
/ AT=N 20\ = ew2/2/ e~ (A=2)*/2g)\ = \/ﬁeajgﬂ,
R R

grazie alla quale deduciamo che

5 2
/ H(\)e N /4ad) / exp ()\ fdu + Qv - A) dX
R R RN 4 40[
2 A2
A dp— = | dx
/]ReXp< 1= Ca Jon T 2)

2
T ([ ) )

A questo punto la conclusione segue dal fatto che

/ H()‘)eiv/md)\ = / / eAf€7A2/4ad)\du =V2aV2r eo‘dey.
R RN JR RN

=~ Q

e quindi

da cui

IN
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3.4. Il semigruppo di Ornstein-Uhlenbeck

Scopo di questa sezione ¢ mostrare che il semigruppo di Ornstein—Uhlen-
beck ¢ ipercontrattivo. Per questo ci occorrono dei risultati preliminari che
richiamiamo di seguito.

Consideriamo 'operatore di Ornstein-Uhlenbeck definito da

N N
1
B Z qijDiju(x) + Z bijxiDju(x)

ij=1 ij=1

Lu(z)

1
= itr (QDu(z)) + < Bz, Vu(z) >, reRY,

dove @ = (¢;;) € una matrice reale, simmetrica, definita positiva e B =
(b;;) & una matrice reale i cui autovalori appartengono al semipiano sinistro
aperto cioe o(B) C C_.
Il semigruppo generato (P(t))¢>0 ha la seguente espressione esplicita, dovuta
a Kolmogorov
PUS) = s [ f(ePa—y)e 35 vy @)
(2m) 2 (det @Q¢)z JrN

con f €C(RY),ze RN, t>0e

t
Q: = / e*BQeP ds, t € (0, 0]
0

Con B* abbiamo denotato la matrice trasposta di B. Osserviamo che le
ipotesi fatte su @ e B assicurano che la matrice @; sia ben definita, simme-
trica e definita positiva per ogni t € (0, oo].

Definiamo la misura Gaussiana

1
M) = o et o)t

Si dimostra che p & Punica misura invariante per il semigruppo (P(t)) ([10,
Teoremi 11.7, 11.11]).
Tenendo conto della definizione di Q;, 0 < t < oo, si puo vedere che

Qi +ePQue™ = Qu (3.2)

per ogni t > 0; da qui segue

e*%<@;ol$’w>’ x € RN'

% (Qt + €tBQoo€tB*) li=0 = Q@ + BQx + Qo B* = 0. (3.3)
Sia ora M una matrice reale invertibile. Definiamo la trasformata

Oy C(RY) = C(RY): (2wu) (y) = w(M'y), y € RY.
Osserviamo che ®;S(RY) = S(RY) e che

L= LDy
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su S(RY), dove

Evfy) = 3r (@D%0(9)) + (By, Vol)), v € RV,
con
Q=MQM* ¢ B=MBM '
Da qui segue che
Qoo = MQucM*

e quindi

1 1,71 ].
) = _ 3Ry — M* 4
A(y) (%)g(det@oo)%e 2 ‘detM|u( y),  (34)

¢ l'unica misura invariante per il semigruppo (P(t)) generato da £ e verifi-
cante, a sua volta, la formula

P(t) = &3} P(t)®.
Inoltre, per ogni 1 < r < oo,
ag: L' (n) — L' ()
e un’isometria. Dal fatto che
(@af,9) 2 = (f. 237 9) r2()

segue poi che P(t) & simmetrico in L2(x) se e solo se P(t) ¢ simmetrico in
L*(R).

Ora, specifichiamo la scelta di M. Siccome @ ¢ reale, simmetrica e definita
positiva, esiste una matrice reale invertibile M; tale che M QM = I. Per
la stessa ragione, si puo trovare una matrice reale ortogonale M tale che

1 1
My(MyQuoo MM = diag ( . ) =D,
(6%} aN o

con opportuni a;; > 0, j = 1,... N. Prendiamo
M = MM,
e usiamo la trasformata ®,; corrispondente; otteniamo cosi che £ =
<I>1T41£(I>M, dove
~ 1 ~
Lu(z) = iAu(x) + (Bx,Vu(z)), x€RN, (3.5)

avendo posto B = MBM L. Osserviamo che, in accordo con (3.4),

N
fi(y) = (2m) =% [ vare 2 Pev¥), yeRY

k=1

¢ 'unica misura invariante per il semigruppo (ﬁ(t)) Vale dunque il seguente
lemma.
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LEMMA 3.22.

(a) FEsiste M, matrice reale invertibile, tale che £:<I>]T/11£N<I>M, dove L ¢
dato da (3.5). Inoltre,

@w = Div

con opportuni oy >0, j=1,...N.
(b) Posto

~ 1 1
L0y = iAu — §<Dax, Vu), Cu=(Biz,Vu),
con Bl = E —+ %Day ’I"iSUlta:

L=L+C

BiD, =—D,.B}.

Inoltre,
LN
i) = () [ Ve HPevw
k=1

e lunica misura invariante per il semigruppo di Ornstein-Uhlenbeck
(Psim(t)) generato da L° e LO ¢ simmetrico.

Dividiamo la dimostrazione dell’ipercontrattivita di (P(¢)) in due casi, di-
stinguendo a seconda che (P(t)) sia simmetrico in L?(u) o no. In virtd del
Lemma 3.22 e del fatto che @, & un’isometria da L"(u) su L (1), studiare
lipercontrattivita di (P(t)) in LP(u) & equivalente a studiare quella del
semigruppo (P(t)) generato da £ in LP(fi).

3.4.1. (P(t)) simmetrico in L?(x). Premettiamo un lemma che caratte-
rizza la simmetria del semigruppo (P(t)). Dalla definizione di B otteniamo
che

QB* = BQ < B* = B. (3.6)

LEMMA 3.23. Le seguenti affermazioni sono equivalents.

(a) (P(t)) & simmetrico in L*(p).
(b) QuB* = BQc.

(c) Q:B* = BQ; per ognit > 0.
(d) @B* = BQ
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DiM. (a) = (b): Poniamo fy(z) = (x,\), z, A € RV. Allora
PO = [ (P2 =y Ndunly) = (P, ),

RN

dove )
d — —167%<Qt_1y7y> d .
He(y) (2m) % (det Q)3 Y

Siccome fRN (2, M) (x, Aa)dp(z) = (QooA1, A2), otteniamo
(P() oy Prod e = (€PQocAa, A1)

per ogni A, Ay € RY. Da qui segue che

(PO s Podrzqy = (b PO ) e

s QuetP = etBQ..,

quindi Qo B* = BQ
(b) = (c): Segue da (3.2).
(¢) = (d): Si ottiene prendendo la derivata di Q;B* e BQ; nel punto ¢t = 0.
(d) = (a): Da (3.6) segue che B* = B. Siccome Qoo = fooo eBQesB” ds, si
deduce che Qo B = BQ« e quindi applicando (3.3) si ottiene che

B=--Q7' =—-D,. (3.7)
Ora si vede che
(Lu, V)2 = — / Vu - Vodp = (u, E’U>L2(ﬁ)
RN

per ogni u, v € S(RY). Usando il fatto che S(RN) & un core per (L2, D(Ls))
in L2(f1) si deduce che R(\, L2)* = R(\, L2) per ogni A > 0. Quindi P(-) &
simmetrico in L2 (). O

Nel caso simmetrico in esame, risulta di fatto che £ = L0 e P(t) = Pyn(t),
secondo la notazione introdotta nel Lemma 3.22. Da (3.1) si ricava che

~ 1 t 1_5-1
Pt)f(z)= ———M—— / e Doy —y)e 2<% vy e RV,
D10 = G o 9 y
Siccome Q; = fg e=3Pods = D1 (I — e Po) = Qoo (I — e Po), usando il
cambiamento di variabili z = (I — e=*Pa)~2y si deduce che
~ det (I — e=tP=)3
P(t)f(x) = X sk )_ I
(27) 2 (det Qoo (I — e~ tPa))2

f(e*%Dax — (I - e*tD“)%z)e*%<@;lz’z>dz
RN
ed infine

(P(t)f)(x) = /R e P — (I e P ay)df(y), xRN, (38)
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Segue ora il teorema di Nelson [30] per I'ipercontrattivita di (P(t)).

TEOREMA 3.24. Poniamo ag = minlgiSN .

(i) Sep,q€ (1,400) sono t.c. (q—1) <e'*(p—1) allora P(t) é ipercon-
trattivo come operatore da LP(u) in LI(u), cioé

IPE)fllzac) < I llze (s

(ii) se ¢ —1 > et (p — 1), allora P(t) non é limitato come operatore da
LP(p) in L9(p).

DiM. Come abbiamo osservato prima, usando 'isometria ®,;, € sufficiente

verificare (i) e (ii) per il semigruppo (P(t)) negli spazi di Lebesgue relativi
a [i.

(i) Vediamo per quale costante positiva A I'ipotesi della Proposizione 3.15,
riscritta in termini di I', grazie all’Osservazione 3.16, nella forma

1 D D ~ e—)\t l ~
L G POs Pond < [ i pan 69

e soddisfatta per il semigruppo di Ornstein-Uhlenbeck.

Scegliamo A = S(RY) e ricordiamo che T' & cosi definita T'(f, f) = |V f|?
per ogni f € A.

Se f € A allora, a meno di diagonalizzare B, si ha

Di(P@W) @) =% [ Dif(em P — (I = et by)di(y)
quindi

D;(B(t)f)(x) = e F P()D; f ().

Osserviamo ora che se si considera un’altra funzione g € A ese f € Ay,
grazie alla disuguaglianza di Holder si ricava che

e quindi
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se ¢ = D, f, dalla disuguaglianza di sopra e dal fatto che fi ¢ una misura
invariante per P(-) si ricava che

L p 24u e~ tao W m
/]RN ]g(t)f|DJP(t)f| dp < /]RN ]B(t)f dn

e~teo /R N ﬁ(t)DﬂJ'cdeﬁ

— eftaﬂ/ 7|Djf|2dﬁ7
rv S

; D 2 97 —tag |vf|2
/RN OGO /R /

per ogni f € Ay. Quindi la disuguaglianza (3.9) ¢ verificata con A = ay.
Infine, ergodicita di P(t), ossia la proprieta per cui

IA

da cui segue che

dp

P(t)f— | fdi in L*(f),
IRN
per ¢ — 400, si puo verificare usando (3.8) e il teorema di convergenza
dominata (si veda [10] per il caso generale). Grazie alla Proposizione 3.15,
si ricava dunque che ﬁ(t) soddisfa la disuguaglianza di Sobolev logaritmica
tight con costante C' = aio; inoltre, utilizzando il Teorema 3.20, si ottiene

che vale 'ipercontrattivita

Hﬁ(t)”paq(t) <1

con
q(t) -1 — At/ _
p—1
Questo dimostra il punto (i) per ¢(t); la tesi per ¢ < ¢(t) segue dal fatto
che p € una misura di probabilita.

etao .

(ii) Supponiamo ora che g — 1 > e'@0(p — 1).

Siccome oy = mini<;j<n ¢y, esiste allora k € {1,... N} tale che oy = a.
Fissiamo 3 € R e consideriamo A = 3,/ayey dove e = (0,...,0,1,0,...,0).
Sia fy(z) = e<M> z € RY, da

<Ax> g~ 82
eV dp =e2
IRN

si deduce che

P32
Aoy = €27 .
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Usando (3.8) si ricava che
P -
PomE = |

= f-

~4Da —tDa )5 s
6<)\,e 2Pog_(1—etP )2y>du(y)
R 1

() b= 05"
N

Wl

e quindi

mx{ﬁz a0 (g _ 1) (p— }H
e EE

per |3| — oo se (g —1) > et (p—1). 0O

3.4.2. (P(t)) non simmetrico in L?(y). Definiamo il gruppo
St f(zx) = f(ePrz), teR,zecRY,
per f € LP(1) e 1 < p < oo. La notazione & quella del Lemma 3.22. Allora
si puo provare che
IS fllLey = Ifllegm — per ogni f € LP(p), (3.10)
(si veda [27]). Usando [27, Teorema 3.4] si deduce che

Pt)f = lim (ﬁsim (2) S (Z))n f, t>0 (3.11)

per ogni f € LP(p), dove ﬁsim(t) ¢ il semigruppo simmetrico definito nel
Lemma 3.22.
Da qui discende il seguente corollario.

COROLLARIO 3.25. Se p, q € (1,+00) sono tali che (¢ — 1) < et®(p —1),
allora

1PE)fllacwy < Nfllze

per ogni f € LP(p), dove ag = miny<;<n ;.

Inoltre, (P(t)) soddisfa la disuguaglianza di Sobolev logaritmica tight con
costante aio e quindi 'operatore di Ornstein-Uhlenbeck L soddisfa la condi-

zione di spectral gap con costante 2.
ag

DiM. Ancora una volta, come abbiamo osservato nella dimostrazione del
Teorema 3.24, usando @, si ha che 'ipercontrattivita di P(t) ¢ equivalente
a quella di P(t).

Utilizzando il Teorema 3.24 e (3.10), si ottiene che

[P (25 ()1 o = I (21

) Il 2oy
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per ogni f € LP(fi),n € N e t > 0 tale che e'*(p — 1) > (¢ — 1). Quindi,
usando (3.11) e la contrattivitd di Py (¢) in LP(f1) si deduce che
1P@ Loy < Ifllzr o
per ogni f € LP(p).
L’ultima affermazione segue dal teorema di Gross e dal Teorema 3.18. [

OSSERVAZIONE 3.26. Nel caso simmetrico la condizione (¢—1) < e!®(p—1)
per avere l'ipercontrattivita ¢ ottimale, come € stato provato nel Teorema
3.24. Per il caso generale, in [16, Teorema 2.2] & stato dimostrato con
metodi stocastici che la condizione

~3 tB3 -2
(=1 < (p—1D[Qxe” Q|| (3.12)
implica l'ipercontrattivita di (P(t)). Quindi, certamente, la condizione (g —
1) < e@(p — 1) non & ottimale nel caso non simmetrico. Tuttavia non &
noto se la condizione (3.12) lo sia.



CAPITOLO 4

Disuguaglianze Log-Sobolev e
ultracontrattivita

4.1. Ultracontrattivita

In questo capitolo studiamo 'ultracontrattivita del semigruppo (7'(t)), cioe
la limitatezza di T'(t) da L'(u) in L>(p).

Per dimostrare questo risultato usiamo ’approccio di Davies e Simon, i
quali hanno introdotto nel 1984 una famiglia di disuguaglianze di Sobolev
logaritmiche (si vedano [13], [12]).

DEFINIZIONE 4.1. Data la funzione concava e crescente ® : [0,+00) —
[0,400), diremo che vale la disuguaglianza (S®) se risulta

e, 1)
1713

Ent(f?) < ||f||3<1>( ) . Vfea,. (4.1)

Nel caso particolare di ®(x) = Cx + M, la precedente disuguaglianza di-
venta la disuguaglianza di Sobolev logaritmica di costanti M e C'. Se invece
prendiamo

N
O(x) = 5 log(C1 + Cax),
la (4.1) diventa

E(f )
1713

che & nota come disuguaglianza di Sobolev debole. Ricordiamo che la
disuguaglianza di Sobolev classica ¢ data da

£l 2x, < Callflla + C2E(f, /), Vf € Ay (4.3)

Bun(?) < I B1og (€ + a5 wredn ()

E facile notare che la disuguaglianza di Sobolev implica la disuguaglianza
di Sobolev debole. Si puo pero vedere che vale anche I'implicazione inversa
(vedere ad esempio [6, Teorema 10.2]).

67
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TEOREMA 4.2. Supponiamo che valga la disuguaglianza (4.1) con ® € C*
funzione concava strettamente crescente e tale che

oo @I

/ ﬂdx < +0o0,
B X

per qualche B > 0. Allora, per ogni A > 0 si ha l'ultracontrattivita

1T ()10 < €™,

dove

W00 1T w0

1
2/, z(zx—1) 21 ax(z-1)

DiM. Mostriamo anzitutto che ¢, e my sono ben definiti; dato che ®’ &

decrescente, da
oo (b/
/ ﬂdac < 400

B xr
si deduce che ®'(z) — 0 per © — +oo. Inoltre, dato che

(2

CW(x
/ (2 )dm < 400,
B x
da cui segue che my & ben definito. Dalla concavita di ® si ricava anche

che, per ogni x, zq

vale anche

O(z) < D(x0) + P (x0) (@ — 0);
quindi, dalla disuguaglianza (4.1)

Ent(f2) < || £[)3 (@(m + @'(x0) (Sn(ff) - )) ’

da cui
Ent(f%) < (o)l f1I5 + @' (z0)E(f, f),

cioe la disugualglianza di Sobolev logaritmica con costanti M = ¥(xg) e
C = ®'(zp). Quindi, grazie a quanto gia notato nella dimostrazione del
Teorema di Gross 3.20, si ricava che per ogni f € A, e per ogni x > 0

(I)’(l')p2 / fpflAgfd,u.

Ent(f?) < W(x)|f[b - TR A

2
Ponendo z = ’\%1) se ne deduce

4(p

Ap? p B
Ent(f?) < ¥ <4(ppi1)> I £115 — /]RN Pl Agfdu.  (4.4)
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Definiamo quindi p(s) e m(s) con s € [0,t) come le soluzioni, per ¢t e A
fissati, del sistema

dp 4(p—1) 1T _

ds = 00/ 1)) PO =L R ple) = oo
dm _A(p—1) Y(p*/(4(p — 1)) m(0) = 0

ds P2 ®'(Wp?/(Alp-1)))’ '

Per questo sistema di equazioni differenziali si ha esistenza; infatti, se si

considera )
- > Ap dp
ty = o’ ( ) < 400
A /1 4p-1)/) 4p-1)

o0 Ap? ) dp
my = v — < +00;
A /1 (4(29 -1)) p?

queste due funzioni definiscono esattamente ¢, e m) dell’enunciato. Infatti,
dividendo gli integrali tra 1 e 2 e tra 2 e oo ed effettuando il cambio di
variabili

W

4(p—1)

si ottiene che t = t e m = m. Procedendo come nella dimostrazione del
Teorema di Gross 3.20, otteniamo

(g) = H(s) p'(s) nt (u(s)P) _pQ(S) m’(s w(s)P()
H'(s) Jeon u(s)P@dps p2(s){E t(u(s)P)) 7 (5) ( ( )/]RN (s)P¥dp

_ /R ) u(s)q(s)_lAgu(s)d,u> }

dove H(s) = e=™() (Jan u(s)p(s)alp)ﬁ eu(s) =T(s)f, s €[0,t). Siccome
p(0) =1, m(0) =0,

P(S) i) = w ( W (5) ) e _ ¥ (%) o)
P'(s) Alp(s) =1)/)  P'(s) Ap(s) —1) 7

usando (4.4), si ottiene che

Tr =

H'(s) <0
per ogni s € [0,t), e quindi

IT(5) fllpes) < €™ £l

= /f(S) Y (05)

dove
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Sfruttando anche la contrattivita del semigruppo, abbiamo quindi
1T p(s) 1T(tx — $)T(s) fllp(s)

1T(s) fllpcs)

™ f1.

INIA

Tenendo presente che

my = lim m(s),

s—t

abbiamo provato che
IT(t\) flloo < €™ f]1-

Il teorema appena dimostrato ha il seguente corollario.

COROLLARIO 4.3. Sotto le medesime ipotesi del Teorema 4.2 con, in ag-
giunta, la richiesta che per ogni x € [0, 1] valga

P'(0) — &' () < kz,
si ha
i) se ®(0) # 0, allora
limsup | T(t) 1100 < ®;
t——4o0

ii) se ®(0) =0, allora per t — +oo si ha che

7O < o0 (Cenp (— s ) ) (14000

con limy_, 4 £(t) =0,
U(x) L/a/(x) dx ' () dx
_ o, M _ _ - -
C =2e /0 = dx, M_/O (@'(0) 1 x+/1 0) 7

DiM. Siccome si ha che

B 1 <I>'(u) y [e'e] <I>'(u) "
0= | NOTERA + NOTER YA

dal teorema di convergenza dominata segue che

/
lim '(u) du.
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Inoltre

|, 7

[ |
—@'(0)
[ =
'(0) <logi +2log(1+ V1 — )\)) ;
dato che,
o [ ) ()~ 2'(0)
e A

applicando il teorema di convergenza dominata ancora una volta se ne
deduce che
2ty = —®'(0)log A + C1 + £(N),

I O (O (O
Cl—/o - d+/1 = du +2(log 2)®'(0)

ed e(\) — 0, per A — 0. Quindi, ricavando A, si ottiene

2t
A =4eMexp (—w) (1+&(t))

con £(t) — 0 per t — oo. Per convergenza monotona, si ottiene che

dove

. dzx
fiyam = 20 |
= \11(0)/0 %:2@(0):2@(0),

dove nell’ultimo passaggio abbiamo effettuato il cambio di variabili v = 1/z.
Abbiamo quindi dimostrato il punto i). Per dimostrare ii), facciamo uno
sviluppo di Taylor per ® in un intorno di = 0 per dimostrare che ¥ (z)/z?
¢ limitato, usando il fatto che ®(0) = 0. Quindi, con il teorema della
convergenza dominata, si vede che

) [
im =
=0 Joy  u? /1 -\ u 0

Inoltre, dalla limitatezza di W(u)/u? segue che

/;A @g)m /%m A/12\/1le‘lH(’

per A — 0. Quindi
mA)\(/ \Ij(f)ders()\)).
0 X
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Basta quindi inserire I'espressione di A trovata per ottenere che

ma < 2eM exp (-@%) (1 +5(A))/OOO ‘I’;f)dx

per A — 0. Da cui segue, usando il Teorema 4.2, che

POt < exp (Coxp () ) (14200

per t — oo. O

Il seguente Corollario segue ancora da uno sviluppo di Taylor di m) intorno
aA=0.

COROLLARIO 4.4. Sotto le medesime ipotesi del Teorema 4.2 e con in ag-

giunta la condizione

N
4 —
<I>(ac)—2:C

per |x| grande, seque che esiste C > 0 tale che pert — 0

IT @)1 soe < CEN2. (4.5)

4.2. Il teorema di Varopoulos

Dalla sezione precedente possiamo facilmente dedurre dalla disuguaglianza
di Sobolev classica (4.3) una stima della norma del semigruppo come in
(4.5). Vediamo in che modo. Abbiamo osservato che la disuguaglianza
classica di Sobolev implica quella debole (4.2) che ¢ la disuguaglianza (S®)
per la particolare scelta

N
O(x) = 5 log(Cy + Cax),

inoltre la funzione ® cosi definita soddisfa le ipotesi del Corollario 4.4,
pertanto otteniamo la stima (4.5) per la norma del semigruppo. Ora siamo
interessati ad ottenere la disuguaglianza di Sobolev classica a partire dalla
stima della norma operatoriale da L' in L> del semigruppo. Proveremo il
seguente risultato dovuto a Varopoulos ([34]).

TEOREMA 4.5. Siano N > 2, T(t) = e ** un semigruppo di Markov, sim-
metrico e analitico in L?. Supponiamo che valga

IT#) flloo < et~ % | £ (4.1)

per ogni f € L', per ognit > 0 e per qualche ¢, costante positiva. Allora
esiste co > 0 tale che

£, < eal(I£13+ECF, )
per ogni f € D(A).
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Per provare questo teorema faremo ricorso ad alcuni risultati classici di
interpolazione quali il teorema di Riesz Thorin e il teorema di Marcinkiewicz
(Appendice C). Esprimeremo inoltre 'operatore A? mediante una formula
integrale di rappresentazione delle potenze frazionarie di un operatore set-
toriale A in termini del semigruppo generato (7'(t)) (Appendice A). Nella
dimostrazione otterremo una stima piu raffinata di quella richiesta. Prove-
remo infatti che

1f1Pos, < C E(F.5): (42)

DiM. Poniamo B = A~ 2. Risulta
! /oot—%T(t)dt— ! /wt—%T(t)dt
r'(3) Jo v Jo .

Osserviamo che dalla simmetria di T'(t) segue che anche B ¢ simmetrico.
Per questo motivo, se proviamo che B & continuo come operatore da L? in

B =

L™ abbiamo la tesi. Infatti, dalla disuguaglianza

IBf|%n < CIIfII3

N-—-2
segue
1P, < CllARFI3
= C/ A%fA%f:C/ fAf =CE(f, ),
RN RN
cioe (4.2).

Decomponiamo 'operatore B nella somma di By e By dove

1 R
B = — t—2T(t)dt
1 \/771—\/T 2 () )

By — /Tt—%T(t)dt
0= —F .
VT Jo

Il valore di T sara scelto opportunamente in seguito.

Applichiamo il teorema d’interpolazione di Riesz-Thorin per provare la
seguente disuguaglianza

le™ 4 flloe < Ct2If 14 (4.3)

perogni f € L9, 1 < g < oo, t >0 e per qualche C costante positiva. Per
la contrattivita del semigruppo da L*° in L*°, risulta

lle™* flloe < 11 £lloos
per ipotesi
N
le™ fllos < ext™ = [|f[]r-
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Per il Teorema C.1, dalle due precedenti disuguaglianze otteniamo
_ _N
le™ flloo < ct™ =7 f13
per ogni 0 < 9 < 1 o, equivalentemente, posto g = %7

_ _N
le™ flloo < ct™2 1 f]lq
per ogni 1 < g < oo. Servendoci della disuguaglianza appena provata,
stimiamo B;. Abbiamo cosi
c [ _1_x 1N
1B1flloo < ﬁ/T t727 20| fllqdt = C| fllgT= "2 (4.4)
perognil < g < N. Siar > 1 tale che % = %— % Proviamo che 'operatore

A3 ¢ di tipo debole (g,7) per ogni 1 < ¢ < N. Sia A > 0 e scegliamo T
come estremo d’integrazione in B; e By in modo che

A 1_N
B} = C||quT2 2.
Per (4.4), | B1 [l < 3
Risulta

(il @I2 0 < {os s 2 5 P U o 1Baro) 2 5
A
2

Osserviamo che, essendo ||Bf|o < %, linsieme {z : |Byf(z)| >
misura nulla, pertanto

pfoiiatroiza} < wfosiBare) 2 5
< (3) 1Bl
—q T q
< 2) (;; / t-%|e-“f||th>

q

) (\}E / Tt%|f||th>

INA
Q —~ —~ —~ —~ F

A\ X .
A () e = on gl
i

Abbiamo appena provato che A~ 2 ¢ di tipo debole (¢g,7) perognil < g< N
ed r definito come sopra. In particolare, & possibile scegliere 1 < q1,g2 < N
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(e di conseguenza saranno determinati r1,72) in modo che

1_9 ., 0-9

2 q g2
N 1 ) 1-9
+

2 N o 1 T2
per qualche 0 < 9 < 1. A questo punto, usando il Teorema C.3, possiamo

concludere che A~2 & continuo da L? in L~¥-2 e, per I'osservazione iniziale,
da qui segue immediatamente la tesi. |

Motiviamo brevemente 'uso del teorema di Marcinkiewicz nella dimostra-
zione del teorema di Varopoulos. In un primo momento, si potrebbe tentare
di provare la continuitd di (I + A)_% come operatore da L? in L%, da
cui seguirebbe la disuguaglianza di Sobolev classica. A tal fine potremmo
procedere come nella dimostrazione appena vista, ossia rappresentando (I +
A)*% mediante la formula per potenze frazionarie di operatori settoriali
usata in precedenza e spezzare l'integrale in By e By scegliendo come e-
stremo d’integrazione 7' = 1. Usando il teorema di Riesz-Thorin riuscirem-
mo a provare la continuita di B, mentre riusciremmo a provare la continuita
di By da L? in LP per ogni p < % Otterremmo ’esponente di nostro inte-
resse come caso limite. Da qui la necessita di ricorrere ad un altro risultato

d’interpolazione quale il teorema di Marcinkiewicz.






APPENDICE A

Semigruppi C

In questa sezione presentiamo alcuni risultati relativi al problema di Cauchy
astratto per un operatore lineare illimitato in uno spazio di Banach e la
relazione che intercorre con la teoria dei semigruppi Cy. Per ulteriori dettagli
rimandiamo ai testi [14], [2] e [31].

Consideriamo il problema di Cauchy astratto

du(ty = Au
(PCA) {53 O(;f):—;l (1), t=0,

dove A & un operatore lineare, possibilmente illimitato, con dominio D(A)
in uno spazio di Banach X e z € X. Una soluzione classica di (PCA) & una
funzione u € C*(R4, X) tale che u(t) € D(A) per ogni t > 0 e u soddisfa
(PCA).

Ora introduciamo i semigruppi Cj.

DEFINIZIONE A.1. Una famiglia di operatori lineari e limitati in X (T'(t))i>o0
e detta un semigruppo Cy se

(i) im0 |T(t)r —z|| =0, VrelX,
(ii) T(t+s) =T )T (s) per ognit,s >0 e T(0) = Id.

11 generatore di (T'(t)) & 'operatore lineare A definito da

T(t)x —
DA) = {reX: ltifg Wz - esiste },
Az = limm, x € D(A).
10 t

Si puo provare che il generatore € sempre un operatore chiuso e densamente
definito. II dominio D(A) soddisfa

T(t)D(A) € D(A) and AT (t)x =T(t)Ax, Vt>0, z € D(A).

7
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Inoltre, se x € D(A),
%T(t)x = AT(t)x, t>0.

Cio prova che se z € D(A), il problema (PCA) ha una soluzione classica
u(-) := T(-)z. Diciamo che (PCA) & ben posto se per ogni dato iniziale
x € D(A) esiste una soluzione classica u(-, x) e inoltre

per ogni successione (z,,) C D(A) con lim,_, ||z, —2|| =0ex €
D(A), le corrispondenti soluzioni classiche u(-, x,) convergono a
u(+, ) uniformemente sui compatti di R.

Il seguente teorema mostra che la buona positura € equivalente alla gene-
razione di semigruppi Cj.

TEOREMA A.2. Sia A un operatore lineare con dominio D(A) in uno spazio
di Banach X. Le sequenti affermazioni sono equivalenti

(a) (A, D(A)) é il generatore di un semigruppo Co in X.
(b) 1l problema di Cauchy astratto (PCA) associato ad A ¢ ben posto.

D’altra parte, per un semigruppo Cy (T'(t)), si ha
ITt)] < Me®', t>0,
per opportune costanti w € R e M > 1. Se denotiamo con
wo(A) :=inf{w € R : esiste M, > 1 tale che ||T(t)|| < M,e**, ¥Vt > 0}

il growth bound di (T'(¢)) con generatore A, allora (wg(A),c0) C p(A), dove
p(A) ¢ linsieme risolvente di A, e 'operatore risolvente R(A, A) di A ¢ dato
da

o0
R\ A)x = / e MNT(Wzdt, € X, \>wy(A).
0
La proposizione seguente contiene una serie di proprieta dei semigruppi Cy

e dei loro generatori.

PROPOSIZIONE A.3. Sia (T'(t)) un semigruppo Co in uno spazio di Banach
X con generatore (A, D(A)). Allora valgono le sequenti affermazioni.

(i) JT(s)x ds € D(A) e Afot T(s)xds = T(t)x — x per ogni x € X e
t>0.

>
(ii) Af(;t T(s)rds = fot T(s)Axzds = T(t)x — x per ogni x € D(A) et > 0.
(iii) imy—oo AR(N, A)z =z per ogni x € X.
(iv) RN\, A)T(t) = T(t)R(\, A) per ogni A € p(A) et > 0.
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In molte applicazioni & piuttosto complicato identificare il dominio del gene-
ratore di un semigruppo. Per questo conviene cercare un sottospazio di
D(A) “grande” abbastanza, nel senso precisato di seguito.

DEFINIZIONE A.4. Un sottospazio D di D(A), dominio di un operatore li-
neare A in uno spazio di Banach X e chiamato core per A se D e denso
in D(A) per la norma del grafico

[l = [lz]] + [|Az[l, = € D(A).

Un utile criterio affinche un sottospazio risulti un core per il generatore di
un semigruppo Cy € dato dalla proposizione seguente.

PROPOSIZIONE A.5. Sia (A, D(A)) il generatore di un semigruppo Cq
(T'(t))et>0 in uno spazio di Banach X e sia D un sottospazio di D(A). Se
D ¢ denso in X e invariante per (T(t))i>o0, allora D é un core per A.

Ricordiamo la formula integrale di rappresentazione delle potenze frazionarie
di un operatore settoriale A in termini del semigruppo generato (7'(t)) (si
veda per esempio [2, Pag. 170]).

PROPOSIZIONE A.6. Sia A il generatore di un semigruppo Co (T (t)) limitato
in uno spazio di Banach X. Se 0 € p(A), allora

(—A)" = ﬁ /OOO T8 dt

per 0 < RNz < 1.

Ci proponiamo ora di introdurre una classe importante di semigruppi. Nel
seguito, denotiamo il settore di C di angolo § mediante

Ys:={ e C:|arg)| < d}\ {0}

DEFINIZIONE A.7. Una famiglia (T(2)).ex,u{0y C £(X), X spazio di Ba-
nach, & detta un semigruppo analitico (di angolo 6 € (0, F]) se

(al) T(0) =1Id e T'(21 + 22) = T(21)T(22) per ogni z1,23 € Xy.
(a2) La funzione z — T(z) & analitica in Xg.
(a3) limy,, 5.0 T(2)x =z per ogniz € X e 0 < 0" < 6.

Se, in aggiunta
(ad) || T(2)| ¢ limitato in Xy per ogni 0 < 6’ < 0,

chiamiamo (T'(2)).es,uf0y semigruppo analitico limitato.
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Il teorema che segue fornisce una caratterizzazione molto utile dei generatori
di semigruppi analitici limitati.

TEOREMA A.8. Sia (A,D(A) un operatore in uno spazio di Banach X.
Allora le sequenti affermazioni sono equivalenti

(i) A genera un semigruppo analitico limitato (T'(2)).ex,u{0} i X;
(ii) A genera un semigruppo Cqy limitato (T(t)) in X conrg(T(t)) C D(A)
per ognit >0, e
laT@)l <
per qualche costante M > 0;
(iii) esiste § € (0, %) tale che e A generano semigruppi Co limitati in X ;
(iv) Yoz C p(A) e per ognie € (0,0) esiste M > 1 tale che

M. 4 =
IROA)| < 555 per ogni 0% 3 € T e



APPENDICE B

Stime di Schauder e disuguaglianza di

Harnack
Consideriamo 'operatore
N N
Lu(t,z) = Z a;j(t, ) Dy o;u + Z bi(t,x)Dy,u+ c(t, v)u, (B.5)
i,j=1 i=1

e supponiamo che i coefficienti a;;, b;, ¢ siano funzioni a valori reali definite
in R x RY. Assumiamo che

N

aij = ji, Z ai;(t,z)&&5 > AP, (B.6)

i,j=1

per ogni z,&£ € RY, t € R e per qualche costante A > 0.

B.1. Stime di Schauder interne

Assumiamo, oltre a (B.5), (B.6), che a;;,b;,c € C2*(R x RY), per qualche
€ (0,1), dove ¢ € CZ*(R x RY) se e solo se ¢ & limitata e soddisfa

[¢]%,a = sup |¢(t17x1) - QS(tQ,.’IJQ)‘

(t1,21),(t2,x2) ERXRY (|‘T1 - zQ‘ + |t1 - t2|1/2)o¢
(t1,x1)#(t2,22)

< +o00.

In tal caso, poniamo [|§|la o = [[¢[lec + [#]2 a- Sia M > 0 tale che
laijllg o+ 1bill g0 + llcllg,a < M,

perognii,j=1,...,N.

Diremo che ¢ € C'T%:27%(R x RY) se e solo se ¢ ammette derivate parziali
rispetto a t fino al primo ordine e rispetto a z fino al secondo ordine, tutte
limitate e inoltre

N
[¢]1+%,2+a = [¢t]%,a + Z [D$i$j¢]%,a < +00.
i,7=1

81
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In tal caso, poniamo

[¢ll1+5 240 = [Dlloc + [ 0tlloc + I Vadlloo + [ D2¢lloc + [Dl1+5 21a-

L’ interpretazione degli spazi di Holder parabolici C2-%(Q), C1*2:2+(Q),
con Q C R xRN, e delle relative norme ¢ quella usuale. Una volta stabilite
le notazioni, possiamo enunciare le stime di Schauder interne (si vedano ad
esempio [15, Capitolo 3, Sezione 2], [20, Teorema 8.11.1]).

TEOREMA B.1. Siano Q C Qy sottoinsiemi di R x RN . Allora esiste una
costante C > 0 che dipende solo da N,a,\,M,Q1,Q2 tale che per ogni
u € CH5:242(Qy) risulta

lullgrsg 2o g, < Cllue = Lullgg g, + ullim@n)  (BD)
B.2. Disuguaglianza di Harnack parabolica

In questa sezione assumiamo che i coefficienti dell’operatore L siano funzioni
misurabili tali che
N

ai; = aji, AP < Z agj(t, )& < ATHEP,
ij=1
Ib(t,2)| <AL 0 <ec(t,z) < AT
dove b(t,x) = (b1(t,z)...,bn(t,2)) e A €]0,1]. Se 6, R > 0, poniamo

Q(0,R) = (0,0R?) x {zx e RN : |z| < R}.

Indichiamo infine con Wi,il (Q(0, R)) lo spazio delle funzioni u = u(t, z) che
appartengono a LN+1(Q(6, R)) insieme alle derivate deboli Du, D?u, u;. La

seguente versione della disuguaglianza di Harnack si trova in [21, Teorema
1.1].

TEOREMA B.2. Siano 6 >1,R <2, u € W]i,’il(Q(&R)), u>0eu = Lu
g.o. in Q(0, R). Allora esiste una costante C > 0, dipendente solo da 0, e
N tale che

1
uw(R%,0) < Cu(AR? x), |z| < iR'

Inoltre, la costante C resta limitata dal basso e dall’alto se (1 —0)~! e A71
variano entro intervalli limitati.



APPENDICE C

Teoremi di interpolazione

Nel seguito (Q,B,u) e (X, F,v) denotano due spazi di misura, con B, F
o—algebre di sottoinsiemi di {2 e ¥ rispettivamente e p,r misure positive
o—finite su B e F, rispettivamente. Per ulteriori dettagli sui teoremi di
seguito enunciati rimandiamo al testo [32].

TEOREMA C.1 (Riesz-Thorin). Siano 1 < po,p1,q0,q1 < o0 e sia T :
LPo(Q, ) N LPY(Q, p) — L (X, v) N LY (X, v) un operatore lineare tale che
HTf“qo < MOHfHPo € ||Tf||lh < M1||f||171
per ogni f € LPo(Q, ) N LP(Q, u). Per ogni 0 <t <1, poniamo
1 1—1¢ t 1 1—t t
= - e —= +

Dt Po D1 qt q0 q1 ’

(C.1)

Allora si ha che
T fllq < My~ " M{| fllp,

per ogni [ € LPo(Q, p) N LP1 (82, ).

Prima di enunciare il prossimo teorema, abbiamo bisogno di introdurre la
nozione di operatore di tipo debole. Sia f : Q@ — R, una funzione u-
misurabile. Per ogni o > 0 poniamo

Aa) = Ap(e) = p{[f] > a}.
Facciamo notare che A ¢ una funzione decrescente in (0,00). Se p < oo,
introduciamo gli spazi LP deboli cosi definiti

oL
LP(Q,p) = {f:Q—>]Ru—misurabile [3C>0: ANa) < p7Va>0}
o)
e poniamo
1
[fllw.p = sup{a?A(e)} 7.
a>0

Se f € LP(Q, ), allora per la disuguaglianza di Chebychev

A@) = ullfl > ap < 11k (©2)

!
e quindi LP(Q, ) C LP (£, u). Denotiamo con M(Q) l'insieme di tutte le

funzioni definite in €2 e a valori reali, che sono p-misurabili.
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DEFINIZIONE C.2. Sia T : LP(Q, u) — M(Q) un operatore. Se 1 < q < oo,
1 <p<oo, T sidice di tipo debole (p,q) se esiste C > 0 tale che per ogni
feLr(Q,p)

1T fllw,q < ClIflp-
Se g = oo, T si dice di tipo debole (p,o0) se esiste C > 0 tale che per ogni
feLr(Q,p)

ITflloe < Clifllp-

In particolare se T ¢ lineare allora T & continuo da LP(Q, p) in L (Q, p).

Fatte queste premesse siamo ora in grado di enunciare il teorema di interpo-
lazione di Marcinkiewicz che generalizza quello di Riesz-Thorin, ma € meno
preciso nella stima della costante finale.

TEOREMA C.3 (Marcinkiewicz). Siano 1 <py < go <00, 1 <p; < ¢ <0
con qo # q e sia T : LPO(Q,u) — LPO(3,v), T : LPr(Q,u) — LU (X, v)
lineare e di tipo debole (po,qo) € (p1,q1). Precisamente

|T¢llw,g0 < coll@llpes  per ogni o € LPO(S, )
1TV w,qr < c1llllp,, per ogni o € LP*(Q, p).

Allora T si estende ad un operatore lineare limitato da LP* (€, u) in L9 (2, v)
con py, g definiti da (C.1), con norma che puod essere stimata in termini di

t70i7pi>Qi-

Il Teorema di Marcinkiewicz puo essere provato anche in una versione pii
generale, per operatori sublineari.



Notazioni

Siano Q un aperto di RV, 1 <p< 400, ke N, 0 < o < 1.

B(RM)
C ()

S(RY)

(L2, [ - e )

(L2 () M- e )

(WEP(Q), ||+ [lwer ()

o-algebra dei boreliani in RY;

spazio delle funzioni derivabili con continuita
infinite volte e a supporto compatto in €2;
classe di Schwartz delle funzioni a decrescenza
rapida all’infinito;

spazio delle funzioni u misurabili secondo Le-
besgue in 2, con Hu||’£p(m = [ lu(@)|Pde <
+00;

spazio delle funzioni v misurabili in RY rispetto
alla misura u, con ||u||IL’p(“) = [ [u(@)|Pdp <
+00;

spazio delle funzioni w con derivate di-
stribuzionali fino all’ordine %k in LP(2), con
norma [[ullywr.r(q) = Z|[3|§k HDﬁUHLz’(Q);
spazio delle funzioni appartenenti a W+?(Q'),
per ogni aperto limitato ' con O c Q;

spazio delle funzioni continue in €;

spazio delle funzioni continue e limitate in RV;
spazio delle funzioni derivabili k volte con
continuitd in RY e a supporto compatto;
spazio delle funzioni derivabili & volte in RN
con tutte le derivate fino all’ordine k limitate;
spazio delle funzioni continue in Q e nulle sul
bordo 09;
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[lo)

C1%((a,b) x Q)

Cl+a/2,2+a

14a/2,2+a
Cloc

supp u

((a,b) x Q)

((0,+00) x RM)

spazio delle funzioni wu  a-holde-
riane in €, ossia in Cp(2) e con

u(z) — u(y)]

[uo == sup ————F < +o0,
syeQarty [T — Y|
munito della norma [|ul|q := ||t]lco + [t]a;

spazio delle funzioni in C*()') per ogni £’
aperto limitato;

spazio delle funzioni u(t,z) continue in
(a,b) x © con le loro derivate tempora-
li del primo ordine e spaziali del primo e
del secondo ordine;

spazio delle funzioni v = wu(t,z) tali
che Oyu e Dy,z;u sono a-holderiane in
(a,b) x Q rispetto alla distanza parabolica
d((tvx)’ (Sv y)) = ‘t - S|1/2 + “T - y‘;
spazio delle funzioni u tali che u €
clte/224e ([ T x K), per ogni 0 < & <
T e compatto K;

spazio degli operatori lineari e continui
dallo spazio di Banach X in sé;

palla di centro xzy e raggio R. Scrivere-
mo solo Br quando non sara importante
indicare esplicitamente il centro;
prodotto scalare euclideo tra i vettori
z,y € RY;

funzione caratteristica dell’insieme I', os-
sia la funzione cosi definita, xr(z) =1 se
xe€Tl exr(x)=0sex¢T;

funzione caratteristica di RV;

supporto di una data funzione wu.
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