Appendice D

Decomposizione del tensore di
curvatura

Sia V' uno spazio vettoriale reale euclideo con prodotto scalare g e di
dimensione n. Indichiamo con R(V') I'insieme di tutti i tensori algebrici di
curvatura su V' (cfr. Sezione 8.3). R(V') € uno spazio vettoriale, sottospazio
dello spazio vettoriale dei tensori covarianti di tipo (0,4) su V. Esso possiede
un prodotto scalare naturale <, > indotto da g:

<R, R >= Zijkh Rijin B,
dove Ry e R}, sono le componenti di R e R’ rispetto a una fissata base g-

ortonormale {e;} di V. Si verifica facilmente che tale definizione non dipende
dalla particolare base ortonormale considerata. Inoltre, si pone

|R|*> =< R,R >= D ijkh R?jkh'

II gruppo O(n), delle trasformazioni ortogonali di V', agisce in modo
naturale su R(V) :

O(n) x R(V) = R(V), (A,R) — AR, dove
(AR)(v1,ve,v3,v4) = R(Avy, Avy, Avg, Avy).
Per ogni R, R’ € R(V) e perogni A€ O(n) risulta
< AR,AR >=< R, R' > .

Un sottospazio R'(V') di R(V) si dice O(n)-irriducibile se ¢ O(n)-invariante
e non ha sottospazi non banali O(n)-invarianti. Se R ¢ un elemento di R(V),
denotiamo con Ric il tensore di Ricci associato al tensore di curvatura R e
con r la corrispondente curvatura scalare. Denotiamo con ® il prodotto di
Kulkarni-Nomizu introdotto nell’Osservazione 8.22, con

Ry=(1/2)g0g

il tensore di curvatura sezionale costante +1, e con Ricy la parte di Ric a
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traccia nulla, ovvero
Ricy = Ric — (r/n)g.

Sen=2siha R=(r/2)Ry = (r/4)g®g. Assumiamo n > 3 e sia {vy,...,v,}
una arbitraria base di V. Poniamo:

Gi; = 9(vi,v;), Rijen = R(vi, v;, v, vp) € Rici; = Ric(v;, v;).

Allora, per ogni R € R(V) :

,
Riikn = ———— (GixGin — Ginds
Ly (9ixgin — Gingir)
1 . . . _
+ (n—2) (Ricikgin — ginRicjk + giRicjn — Ricing;n)
2r ( )
n(n o 2) JikJjh Jingjk
1 . . . _
+ Rijin — )] (Ricikgin — ginRic, + g Ricj, — Ricingir)
+ " (gixin — Ginde)
(n o 1)<n - 2) GikGjh gingijk) -

Abbiamo quindi la seguente decomposizione del tensore di curvatura:
R =R + Ry + Ra,

dove
T T
R, — Ry —
! n(n—1) 0 2n<n_1)g®g,
1 r 1 r
Ry — RicOg— — gog= <R'——
2T oy T L =t T Gy U 29) @9
1
—mRZC()@g,
T
Ry= R — Ri
’ m—2) It o T =Y @Y
1 r
—R———  Ri o
(n—2) g 2n(n—1)g®g
k- Rieos-—" R
T T )Y T

Se n = 3, abbiamo Rz = 0, ossia in tal caso
r .
R:E g@g+cho®g=R1+R2.
Ora assumiamo n > 4. Indichiamo con S?(V) lo spazio dei tensori cova-
rianti simmetrici di ordine 2 su V, e con S? il sottospazio di quelli a traccia
nulla. Inoltre, indichiamo con ¢ la contrazione di Ricci,
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c:R(V)— S*)(V), R+ c¢(R) = (tensore di Ricci associato a R).
Poniamo

R1(V) =Rg® g (spazio dei tensori di curvatura del tipo R = ARy),
Ro(V)=9g®S;={ReR(V):R=g®ho, hg € 53},
R3(V) = ker ¢ (spazio dei tensori di curvatura di Weyl).

Risulta che Ry € Ry(V), Ry € Ro(V) e R3 € R3(V). Si noti che Ry ¢ il

tensore di curvatura conforme di Weyl C' associato a R.
La decomposizione

R(V) =Ra(V) & Ra(V) & Rs(V) (4.1)
¢ ortogonale e i sottospazi R;(V) sono O(n)-irriducibili (cfr. [10], p.47).
Applicando la decomposizione (4.1) si ha:
e R=R;=ARy <= (M,g) ha curvatura sezionale costante;
e R= Ry+ Ry <= (M,g) ha curvatura scalare costante r = 0;
e R=R3 <= (M,g) ¢ Ricci piatta;
o R=R+ R M, g) & conformemente piatta;
e R=R;+R;s M, g) ¢ di Einstein;

e R= Ry <= (M,g) e conformemente piatta con curvatura scalare r = 0.

= (
= (

Di conseguenza, si ottiene:

Proposizione D.1. Una varieta riemanniana (M, g), di dimensione n > 4,
ha curvatura sezionale costante se e solo se € conformemente piatta e di
Einstein.

Poiché la decomposizione R = R; + Ry + R3 ¢ ortogonale, risulta
IR = | Rull” + ([ Roll” + [ R

D’altro canto, dalle espressioni di Ry, Ry e R3, con un calcolo diretto si trova

22 4 r?
2 _ 2 _ ca2 T
L A (LI B

e di conseguenza
ICI1* = 1B = |RI* = [[Ral® = || R2|?
4 272
(=) (=1 —2)

Usando le forme quadratiche di curvatura || R||?, ||Ric||* e r?, dalle conside-
razioni precedenti, segue facilmente la seguente

= ||R|I* - [ Ric||* +
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Proposizione D.2. Sia (M, g) una varieta riemanniana di dimensione n >
4. Allora:

o ||R|I*>2r*/n(n—1), dove l'uguaglianza vale se e solo se M ha
curvatura sezionale costante;

o ||Ric||*> > r?/n, dove l'uguaglianza vale se e solo se M ¢ di Einsten,

o ||R|I*> (4/(n —2)||Ric||* —2r*/(n —1)(n —2), dove l'uguaglianza vale
se e solo se M ¢é conformemente piatta.

Corollario D.3. Sia (M, g) una varieta riemanniana di dimensione n > 4.

Allora,
o |R|* = 2|Ric|?/(n - 1),
dove l'uguaglianza vale se e solo se M ha curvatura sezionale costante.

Dimostrazione. Se consideriamo il tensore di curvatura

1 , .
Pijkn = Rijkn — =1 (girRicjn — gjiRicin) ,
si ottiene 5
R|* - Ric||> = ||P|]* > 0.
IR~ = IRicl? = |PIP =
. 2l|Ric|* . | : . :
Se [|R|]* = ﬁ, cioe P = 0, applicando la Proposizione D.2 si ha
/”L —_—

2|| Ric||? < 4]| Ricl? 2r?
mn—1) = n—=2) (n—1)(n—2)
e da questa si ottiene

2
| Ric|? < —.
n

2
Quindi ||Ric|]* = " ed M & di Einstein. Pertanto,
n

IR|? = 2| Ric|> 27
 (n—1) nn-—-1)
e di conseguenza M ha curvatura sezionale costante. O]

Osservazione D.4. Per varieta riemanniane di dimensione 2:
|RI = 2| Ric|]? = 2

Per varieta riemanniane di dimensione 3:
IR = 4| Ric||* — r*.

Se (M, g) = (M, g1) x (Ms, go) € una varieta riemanniana prodotto:
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IRglI* = [[Rg, |I? + [ Reull?, || Ricg|? = || Ricg, ||* + || Ricg, ||
Tg =Tg + Ty

Esercizio D.5. Indicata con S™(c) la sfera canonica di curvatura seziona-
le costante ¢ > 0 e con H™(c) lo spazio iperbolico di curvatura sezionale
costante —c < 0, si verifichi che le seguenti varieta riemanniane prodotto:

S"c) xR, H"'(c) xR, S"P(c)x HP(c), p > 2,

sono conformemente piatte. Suggerimento: fare uso della caratterizzazione
delle varieta conformemente piatte data nella Proposizione D.2.

Osservazione D.6. Interessanti applicazioni delle forme quadratiche fonda-
mentali ||R|?, ||Ric||* e r? si hanno, ad esempio, nello studio della geome-
tria spettrale dell’operatore di Laplace-Beltrami (cfr. [7]) e nella espressione
della caratteristica di Eulero-Poincaré nelle dimensioni 4 e 6 (cfr. Sezione
10.5). Un’altra interessante applicazione di queste forme quadratiche fon-
damentali si ha nello studio dei funzionali Fi(g) := [,,7*(g9) vy, Fo(g) =

S I Ric|*(g) vy e F5(g) :== [, | RI[*(9) vy al variare di g € M (cfr. [8]), cosi
come visto nella Sezione 11.1 per il funzionale I(g) := [, r(g) v,.








