Appendice C

Geometria del fibrato tangente

Sia M una varieta differenziabile di dimensione n. Ricordiamo che il
fibrato tangente TM = {(p,u) : pe M, uw € T,M}, em : TM —
M, (p,u) — p, & la proiezione canonica. TM si pud munire in modo
naturale di una struttura differenziabile indotta da quella di M (cfr. Sezione
2.2). Fissato z = (p,u) € TM, se (z1,...,2,,v', ..., v") denota un sistema
di coordinate locali definito in un intorno aperto di z in 7'M, allora un vettore
tangente X, € T,(T'M) si puo esprimere come segue

=2 (g) v ().

i=1 i=1

dove a' = X.(z;) e b' = X, (v').

C.1 Vettori orizzontali e verticali

Assumiamo M munita di una connessione lineare V e denotiamo con
D/dt la derivata covariante di campi vettoriali differenziabili lungo curve.
Una curva differenziabile di T'M

;}/ : (_67 6) — TM? t— (7<t)7 V(t)),
si dice curva orizzontale se il campo V (t) € parallelo lungo ~, cioe DV /dt =
0 per ogni t € (—a,a); 7 si dice curva verticale se y(t) = p e quindi
V(t) € T,M per ognit € (—¢,¢€), in tal caso DV /dt = dV /dt. Un vettore
tangente X, € T,(T'M), z = (p,u) € TM, si dice vettore verticale (risp.
orizzontale) se ¢ tangente ad una curva ¥ verticale (risp. orizzontale):

X.=3(0), 3(0) =2 = (p,u).

Un campo di vettori X € X(TM) si dice verticale (visp. orizzontale) se &
un campo di vettori tangenti verticali (risp. orizzontali). Sia X, € T,M.
Si dice sollevamento verticale di X,, nel punto z = (p,u) € T'M, il vettore
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454 C. Geometria del fibrato tangente

XY € T.(TM) tangente, per t = 0, a una curva verticale ¥(t) = (p, V (t)) che
dv
soddisfa 4(0) = z e E(O) = X,. Ad esempio, le curve % (t) = (p,u+t X))

e Jo(t) = (p, (cost)u + (sint)X,) soddisfano le due proprieta. Siccome, in
termini di coordinate locali il vettore 7(0) = (0, X}), allora

X7 =3(0) = Zn: X (a?ﬂ')z ¢ quindi <ai-i)v - <a?ﬂ'>z'

p

1=

Se X € X(M), il campo vettoriale XV sollevamento verticale di X & definito

.o,
da XV (z) = XY. Quindi, se X ¢ espresso localmente da X = >, X’(9 , il
€L

suo sollevamento verticale localmente ¢ dato da

szif(i a‘?ﬂ. :i(xio ) (ai)v. (3.1)

1= 1=

Si noti che nella definizione di X" non interviene la connessione V .

Siap € M esia~y: (—€€e) — M una curva differenziabile di M con
7(0) = p. Allora, per ogni fissato z = (p,u) € T'M esiste un unico campo di
vettori V(t), t € (—e, €), parallelo lungo 7 e tale che V' (0) = u. La curva

S (e) — TM, E— (3(0,V (1),

e detta curva sollevamento orizzontale di v uscente da z. Si noti che la curva
78 (t) & univocamente determinata dalle condizioni

FH) =z = (p,u) e moFL(t)=~(t) Vite (—e,e).

In particolare, se y(t) ¢ una curva geodetica con v(0) = p e ¥(0) = u, allora
il sollevamento orizzontale di 7(t) uscente da z = (7(0),%(0)) ¢ la curva

Y () = (v(1), (1)
Sia X, € T,M e siay: (—€,¢e) — M una curva differenziabile di M tale
che v(0) = p, 4(0) = X,. Fissato z = (p,u) € TM, sia 37 (t) = (y(t), V()
la curva sollevamento orizzontale di v uscente da z. Il vettore tangente

X =4710) = (4(0), - 0)

si chiama sollevamento orizzontale di X, nel punto z. Se poniamo (local-
mente) x(t) = i (77(t)) , v*(¢) = v* (57 (t)) e teniamo presente che

DV dv* " dr;
_ - E:r’?. Ll = k=1,...
i 0 <= i + v 0 Vv R
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abbiamo
X =31(0) = (5(0 ’%(0))
S () + 3 o).
S B g0} ),
e quindi

i=1 k=1  ij=1
() 3 o ()}

La (3.2) esprime X! nella base coordinata {( 0 > , ( 8.) }, inoltre mostra

ox; ovt
z
che X & univocamente determinato da X, e z = (p,u), quindi non dipende

dalla particolare curva «y(t) considerata. Il campo di vettori X sollevamento
orizzontale di X € X(M) ¢ cosi definito:

XH(2):=X", Vz=(pu)eTM,

dove XH ¢ il sollevamento orizzontale di X, in z. Di conseguenza, se local-
mente X = Y, X' %, ponendo X¥ = X* o 7, I’fj = Ffj o m, I'espressione
(3.2) diventa

n

"0 e 5D
Xf=2 X {axi _kZ v/ g0 )

1= ,j=1

e quindi il campo di vettori X# € X(T'M) & espresso localmente da

XH = 2": Xi{ai N kz": I “j%} - ZXi(ai)H’

1= J=1 4

dove
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Decomposizione di X € X(TM):
Sia X € X(TM). Localmente X & espresso da

Quindi . ) .
X=Xty XV
dove X ¢ dato, applicando la (3.2), da

L P T

k=1 i,7=1

—ZXz{ﬁxz ZF c%k} sz(axz)’

k,j

e XV ¢ dato, applicando la (3.1), da

XV Z {X”+k + Z T o Xf}% (3.4)

k=1 i,j=1
5 N/ OV
o n+k k 7
_Ek:{X +§U FijWX}<_8xk> .

X (risp. XV) &1a componente orizzontale (risp. verticale) di X. Osserviamo
che per ogni z = (p,u) € TM, XFH & il sollevamento orizzontale del vettore

S R(), <

e XY & il sollevamento verticale del vettore

X =3 {XW(Z) £ () V() Xi(z)} (0%)10 e T, M.

k

Sﬁ X. =7(0), dove 5(t) = (7(t), V(1)) con 3(0) = = = (p,u) = (7(0), V(0)),

X! =4(0) e X;;:%(O). (3.5)
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Poniamo

V,TM :— {XZV . X. e TZTM} sottospazio verticale di T,TM

H,TM = {Xf c X, € TZTM} sottospazio orizzontale di 1,71 M.

Dall’unicita della decomposizione X, = X# + XV | segue che:
T.(TM)=V,TM & H,TM.

Inoltre, le corrispondenze z —— H,TM e 2z —— V,TM, definiscono
due distribuzioni n-dimensionali supplementari su 7'M, dette rispettivamen-
te distribuzione orizzontale e distribuzione verticale. Infine, notiamo che le
applicazioni

T,M — V.TM, X, — XV, e T,M — H.TM, X, — X

sono isomorfismi tra spazi vettoriali.

C.2 L’applicazione di connessione e T,

Sia z = (p,u) € TM . L’applicazione
K. : T.(TM) — T,M,
X.=XH 4 XV =XH ¢ (Xp)j — K.(X.) = X,,

e detta applicazione di connessione (o applicazione di Dombrowski). Equi-
valentemente, se consideriamo una curva (t) = (y(¢), V(t)) TM con 5(0) =

(), V() = = = ().
K.(0) = K.((0)? + (0 ) = 22 0).

Quindi, la definizione di K, ¢ in accordo col fatto che curve orizzontali su
TM corrispondono a campi paralleli su M. In particolare, K,(X#) =0 e
K, ristretta ai vettori verticali definisce un isomorfismo

V.TM — T,M, X} = (X,)! — X,.

Sappiamo che un campo di vettori Z € X(M) si puod pensare come un’ap-
plicazione Z : M — T'M e quindi, per ogni p € M, possiamo considerare il
differenziale

Z T,M = T,TM, z = (p, Z,).

Allora, ’applicazione di connessione soddisfa

K(Zp(X,)) = Vx, Z.
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Infatti, considerata una curva y(t) di M con v(0) = p e ¥(0) = X,, e posto
7(t) = Z2(v(1) = (v(1), Z(t)), si ha

K(Zp(X,)) = K(Z,(7(0)) = K(7(0)) = E(O) =Viy0Z=Vx7Z.

La proiezione canonica w : TM — M,z = (p,u) — p, ¢ data localmente
da (z;,v") — (x;), percid il differenziale

Ty T.(TM) — T,M
¢ definito da

) 9 0 ; (0
K= S ()t ()b o (R = 30 (),

i

Dalle formule (3.3) e (3.4), si ottiene:
Ta(XI) = 1 (X)) = X, e ma(X]) =0

per ogni X, = X + XV € T,(TM). Quindi,
Towt H.TM — T,M, XH = (X)) +— X,

e un isomorfismo. Inoltre, siccome w o Z = I;, abbiamo

7T*z<Z*p<Xp)) =Xy, 2= (p, Zp)
e quindi

Zo(X,) = (X)) + (Vx,2). . (3.6)

Ricapitolando, le applicazioni K e m, agiscono sui vettori X, eT.T M co-
me proiezioni supplementari. K annulla la componente orizzontale di X, e
proietta isomorficamente il sottospazio verticale su T, M, m, annulla la com-

ponente verticale di X, e proietta isomorficamente su 7,M il sottospazio
orizzontale. Di conseguenza:

kerK, =H,TM e isomorfo a Imm,, ,
kerm,, =V, TM e isomorfo a ImK, ,

e la corrispondenza
O T(TM) — T,M & T,M, X,— (m.(X.), K.(X.)),

¢ un isomorfismo. Infine si noti che, se pe M e i: T,M — TM,u — (p,u),
¢ linclusione della sottovarieta T,M = 7—'(p) di TM, allora

iva(T,M) =V, TM.



C.2 L’applicazione di connessione e , 459

Osservazione C.1. Sia X, € T,M. I sollevamenti X XV € T, (TM),
z = (p,u), come derivazioni di funzioni definite su T'M si comportano nel
modo seguente

e XV (df) = X,(f) per ogni f € F(M), dove la 1-forma df su M & pensata
come una funzmne suTM (cioe, (df)(p,u) =u(f));

oY (fom)=Y(f)or e YV (form)=0 VfeF(M)eVY € X(M);
e se g ¢ una metrica riemanniana su M (in questo caso V ¢ la connessione di
Levi-Civita), e denotiamo con 7 la lunghezza di un vettore tangente u, allora

XI(f(r?) =0 e XY(f(r*)) =2f(r*)gp(Xp,u) per ogni f € F(R).

Il flusso geodetico
Per ogni fissato z = (p,u) € TM esiste un € > 0 ed esiste un’unica
curva differenziabile 7.(t) = (v(t),5(t)), |t| < €, di TM, dove (t) ¢ la
curva geodetica di M (rispetto alla connessione V) che verifica y(0) = p e
4(0) = u. Poiché il campo tangente 5(t) e parallelo lungo v, 7,(t) € una
curva orizzontale con 7,(0) = z e quindi 4,(¢) ¢ il sollevamento orizzontale
di v uscente da z. Di conseguenza, il vettore 7.(0) = (5(0),%(0)) € T.(TM)
¢ il sollevamento orizzontale di X, = v in z = (p, u). Definiamo
E:TM — T(TM), z=(p,u) — & =7,(0) = ull.

Se si prende X, = u nella (3.2), si ha

=t () - S(S o) (),
DR(CORY

k

da cui, essendo v¥(2) = u*, si ricava Iespressione locale del campo & :

&= ZU 8a:k Z{ZF Uv]}avk_ivi(ﬁi)}]'

Dunque, il campo & su T'M e caratterizzato dalle seguenti proprieta:
Kz(éz) =0 e 7T*z(£z) =u Vz= (p, U) eTM.

La prima di queste proprieta equivale a dire che &, € un vettore orizzontale,
mentre la seconda che &, ¢ il sollevamento orizzontale di w in z. Il campo
vettoriale £ su T'M, equivalentemente il gruppo ad un parametro di trasfor-

mazioni locali ¢y(z) := 7,(t) generato da &, viene detto flusso geodetico.
Quindi

£ =34(0) = 95,00 = ()

z ="z — dt% t=0 — dt t\Z)[t=0
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e il vettore tangente per t = 0 all’orbita del flusso geodetico. Il campo &,
visto come una derivazione di F(T'M), opera come segue:

€)= &) = 007 = SFG0) = T700),5(0)

[t=0 [t=0

per ogni f € F(TM) e per ogni z € T'M.

C.3 La metrica di Sasaki e il fibrato sferico

Sia ora (M, g) una varieta riemanniana con V connessione di Levi-Civita.
La metrica di Sasaki € la metrica riemanniana su T'M, che denotiamo con
G, piu studiata e pitt nota. Essa e definita, per ogni z = (p,u) € T'M e per
ogni X,Y € X(T'M), da

Gs (X, }7) (2) = gp(ﬂ*z (Xz), Mz (}72)) + gp(KZ (XZ), K. (YZ))

Posto £, = K24 XY = (X)I+(X)Y e ¥ = VH4TY = 08+ ()Y
dalla definizione di G segue che:
Gu(X,7)(2) = Gu(RE,VH) + Gu(XY, V) = (X0, ¥0) + gy (XL, Y.

Quindi, la metrica di Sasaki € completamente determinata da

{ GS<XH YH) - Gs(XXJY;V> :gp(X]H}/p)?

z )7z

G(XILYY) = GJXT.Y) =0,

dove X7 YV XV VYV sono i sollevamenti di X, Y, € T,M. Equivalente-
mente, la metrica di Sasaki e caratterizzata da

G(XEYH) =G XV, YY) =g(X,Y)om, G,(XTYV)=0,

dove XY sono campi di vettori su M. In particolare, i sottospazi V. T'M
e H.TM sono Gs-ortogonali. Se X,,Y, € T,T M sono vettori tangenti, per
t =0, alle curve 4(t) = (y(t),V(t)) e 6(t) = (o(t), W (t)) rispettivamente, e
quindi per la (3.5)

X =500 = 60)" + (20).
Y. =5(0) = (6(0)) + (%(0));

allora
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Inoltre, la proiezione
™ (TM,Gs) — (M, g)

. . . . . 1 1
€ una sommersione riemanniana in quanto (ker Tz ) = (VZTM) =H,TM
e Myt H,TM — T,M ¢ un’isometria:

GS(Xéq?}/zH) = gp(XPJ}/p) - gp(W*ZXz{{JW*ZXf) v Xéq?)/zH < %ZTM

Osservazione C.2. T'M ammette una struttura quasi complessa J definita
da

JXH =XV ¢ JXV = -XH,
Si puo vedere che (G, J) € una struttura quasi hermitiana su 7M. Inoltre,
se consideriamo su T'M la 1-forma 3, detta forma di Liouville, definita da

ﬁ(f(z) = gp(u,mf(z), dove z = (pu) e TM e X € X(TM),

il differenziale d e una forma simplettica su TM e 2df3 e la 2-forma fonda-
mentale della struttura quasi hermitiana (Gy, J) (cfr. [11], Cap. 9).

L’insieme
WM := {z = (p,u) € TM : gy(u,u) = 1}

e una ipersuperficie di TM di dimensione 2n — 1, che viene detta fibrato
sferico unitario tangente, dove n = dim M. La corrispondente proiezione la
denotiamo con m; : T/ M — M.

Proposizione C.3. Sia (M, g) una varieta riemanniana. Allora, lo spazio
tangente a TyM in un fissato punto z = (p,u) € TYM ¢ dato da

T.(M) ={X+Y) : X,,Y, € T,M, Y,Lu}. (3.7)

In particolare, si ha:
H.TM CT.(ThM), e V) e T.(I'M) & Y, Llu.

Dimostrazione. Sia z = (p,u) € TyM. Un vettore X sollevamento oriz-
zontale di X, € T,M & sempre tangente a Ty M. Infatti, X7 = 5(0), dove
() = (v(t),V(t)), v(0) = p e V() ¢ parallelo lungo ~(t) con V(0) = w.
V(t), in quanto parallelo, ha lunghezza costante. Pertanto ||V (t)|| =cost.=
IV (0)|| = |lul| = 1, cioe F(t) ¢ una curva di Ty M e quindi XZ € T,(T; M).
Se consideriamo un vettore V" sollevamento verticale di Y, € T,M, questo
non sempre ¢ tangente a Ty M. Infatti, sia Y(¢) = (v(¢),V(t)) una curva
verticale di T} M uscente da z, quindi 4(t) = (p,V(¢)) e V(O) = u, con
¥(0) =Y, € T,M. 1l vettore verticale Y}V = 5(0) = (0,9%(0)) = (0,Y}).
Siccome g(V (t),V(t)) = 1 & costante, si ha g,(2(0), V(0 )) = 0, cioe 9(0)
¢ ortogonale a u = V/(0), quindi YZV € T,(Ih'M) se e solo se Y, Lu. Cio
conclude la dimostrazione in quanto dim7%(7; M) = 2n — 1. O
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Il campo vettoriale N : /M — T(T'M),

2= (pou)— N, =u = {Z o’ (ai)}v =2 <a?ﬂ>z’

. p -
7 )

z) z
zione di G segue che N ¢ anche normale a Ty M. Infatti: se X, € T,(T1' M),
z = (p,u), € orizzontale allora & chiaramente ortogonale a N, che ¢ verticale;
se invece X, ¢ verticale, applicando la (3.7), si ha che X, ¢ il sollevamen-
to verticale di un vettore ortogonale a u, e quindi e ortogonale a /N,. Una
conseguenza immediata ¢ che

T.(M) = N+ = (u¥) ", 2= (p,u) € TIM.

z

¢ unitario in quanto G4(N,, N,) = G4(u),uY) = g,(u,u) = 1. Dalla defini-

Inoltre, se XY ¢ il sollevamento verticale di X, € T,M in z = (p,u) € T1 M,
allora

XTI =X = gp(Xp,u)N,
¢ un vettore di 7, (7} M) che prende il nome di sollevamento tangenziale di X,

in z = (p,u) € Ty M. Naturalmente X! = X} quando X, Lu. In particolare,
T.(T1\ M) & generato da vettori del tipo:

X7 —(x,)"e X7 = (Xx,)".

11 sollevamento tangenziale di un campo di vettori X € X(M) & il campo
di vettori tangenziale X7 € X(TyM) che ad ogni punto z = (p,u) € T'M
associa il sollevamento tangenziale di X, in z. Il flusso geodetico &, in quanto
vettore orizzontale (&, = uf’) definisce su Ty M un campo di vettori unitari
e tangenti che, usualmente, ¢ indicato con lo stesso simbolo. Tale £ ¢ anche
differenziabile in quanto ’applicazione

502T1M‘->TM—>T<T1M>

e differenziabile.

Se Z & un campo di vettori unitario, come per la (3.6), si puo considerare
I’applicazione Z : M — TiM e quindi, per ogni p € M, il differenziale
Zp: TyM — T, Ty M, z = (p, Z,), soddisfa:

Z*p(Xp) = (Xp)f + (vXpZ) = (Xp)f + (VXPZ)Z'

La metrica di Sasaki G di T'M induce su 71 M una metrica riemanniana che

v

z

indichiamo con G . Se z = (p,u) € TY'M e {e; = u,ey,...,e,} ¢ una base
g-ortonormale di T),M, allora
{fz = ufv (62)57”'7(671)57]\[2 = UZ, (62>Z,...,(6n)¥}

¢ una base Gg-ortonormale di T,(T'M), e

{gz = quv (62)5’ SRR (€n>fv (62),¥> SRR (en);/}
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¢ una base G-ortonormale di T,(Ty M).

Se V ¢ la connessione di Levi-Civita di (T'M,G,), l'operatore di Wein-
garten (cfr. Sezione 6.7) dell'ipersuperficie Ty M di TM, dato da Sy X =

—V x N, e caratterizzato da:
Sy XH =0 e SyXT=-XT,

per ogni vettore orizzontale X! e per ogni vettore tangenziale X7. Di conse-
guenza, T1 M ¢ una ipersuperficie di (TM,Gy) a curvatura media H costante

# 0:

H =
2n —1

trSNN:—n_lN.
2n —1

C.4 1l fibrato sferico tangente di una super-
ficie riemanniana

Sia M? una superficie riemanniana, ovvero una varietd riemanniana 2-
dimensionale con metrica g. In tal caso, il tensore di curvatura di M? ¢ dato

da
R(X,Y)Z = m(g(X, 2)Y —g(Y, Z)X).
dove s ¢ la curvatura gaussiana. Inoltre assumiamo che M? sia orientabile,
quindi possiamo definire una struttura complessa J ponendo:
Jey = ey, Jeg = —eq,
dove (eq,e3) € una base ortonormale (locale) positiva.
Sia T3 M? il fibrato sferico tangente con la metrica di Sasaki Gy. Ponendo

(Br). = (Ju)l = (Ju)l, (Ez). = (Ju)l, (Es).=(u)

z
per ogni z = (z,u) € Ty M?, si ottiene una base ortonormale globale su

(TyM?, és) Indichiamo con 71,79, n3 le 1-forme duali di E7, Es, E5. Allora,
dalla Proposizione 1 di [73], si ha

dm =rna Ans,  dnp=—m Ans,  dng =m An.
Di conseguenza, i campi di vettori Ey, Fs, E'3 soddisfano:

[E27 E3] - _’%El ) [E37 El] - _E27 [E17 EQ} - _E3 . (38)

Assumiamo ora che M? sia a curvatura gaussiana k costante e che i campi
vettoriali (Ey, Fy, E3) siano completi (ad esempio, se M? & compatta i campi
vettoriali sono completi). Allora, applicando il Teorema 3.16, il rivestimento
universale di 7} M? si puo pensare come un gruppo di Lie G con i campi
vettoriali (Fy, Fa, F3) invarianti a sinistra. Inoltre, la metrica di Sasaki G|
¢ invariante a sinistra in quanto la base (E;, Es, F3) ¢ ortonormale rispetto

a tale metrica (cfr. Proposizione 5.16). Quindi, dalla (3.8), tenendo conto
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della classificazione dei gruppi di Lie unimodulari data nella Sezione 3.6.1, si
ha:

G=SU2) sex>0, G=E?2) sek=0, G=25L2R) ser<0.

In particolare SL(2,R), rivestimento universale di PSL(2,R), si puo vedere
come il rivestimento universale del fibrato sferico tangente T} H? del piano
iperbolico con la metrica indotta (cfr., anche [65] p.395).

Usando le notazioni della Sezione 8.9 (caso unimodulare), dalla (3.8) segue

che

)\1:—5, )\2:)\3:—1, ulz(/s—Z)/Q, ﬂgzugz—ﬁ/z

e quindi dalla (8.29) si ottiene che le componenti del tensore di Ricci Ric;; =
Ric(E;, E;) sono date da

Ricyy = £°/2, Ricyy = Riczs = k(2 —K)/2, Ric; =0 Vi#j. (3.9
Di conseguenza, la segnatura della curvatura di Ricci (Ricyq, Ricas, Ricss) €
data da:
o (+,-) ser<O
(0,0 O) se k = 0;
o (+,+,+) se0<k<2;
e (+,0,0) se k = 2;
o (+,—) ser>2.

In particolare,
Ricyy = Ricys = Ricgs <= k=1 (caso SU(2)) oppure k = 0 (caso E(Q))
Pertanto, (TyM?,G.,) ¢ di Einstein, ovvero ha curvatura sezionale costante,

se e solo se Kk =1 0k = 0. Nel caso di kK = 1, la metrica G, ha curvatura

sezionale costante K = 1/4, e la metrica § = (1/4)G, ha curvatura sezionale
costante K = 1.

Struttura riemanniana di contatto su 771 M

Sia M? una varieta riemanniana di dimensione 2 con curvatura gaussiana
k. Usando le notazioni introdotte all’inizio di questa Sezione, poniamo

§1 =2Ey, & =2F; &§=-2E.
Allora, la (3.8) diventa

[€1,62] = 2KE3,  [€2,83] =261, [&3,61] = 260 (3.10)

Si noti che i campi vettoriali £y, {2, {3 sono ortonormali rispetto alla metrica
g = (1/4)Gs, inoltre (1/2)& ¢ il flusso geodetico.

Consideriamo la 1-forma n = g(&,-), £ = &. Allora, dalla (3.10) si
ottiene
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(dn)(&1,83) =1, e (dn)(§,-) =0.

Di conseguenza, con un semplice calcolo si ha

nAdn#0.
Inoltre, le condizioni 7(§) =1, e (dn)(&,-) =0, ci dicono che & ¢ il campo
vettoriale di Reeb della 1-forma di contatto 7. Ora, se definiamo il tensore

© ponendo
e =0, &3 =&, p& = —&,

si ottiene facilmente che (dn)(-,-) = g(-,¢-). Pertanto, (n,&,p,J), ¢ una
struttura riemanniana di contatto, la struttura riemanniana di contatto na-
turale, su Ty M? dove il campo vettoriale di Reeb ¢ il flusso geodetico (nor-
malizzato). Infine, determiniamo il tensore h = (1/2)Lsp. Dalla (3.9)

segue
hfl = (Ii — 1)51 € h§3 = (1 — Ii)gg.

Pertanto, la struttura riemanniana di contatto naturale su 7}, M? ¢ sasakiana
se e solo se M? ha curvatura gaussiana x = cost. = 1.

Pit in generale, abbiamo la seguente

Osservazione C.4. La struttura riemanniana di contatto naturale (7, £, @, §)
sul fibrato sferico tangente 7 M, di una varieta riemanniana (M, g) di dimen-
sione arbitraria n, ¢ definita da (cfr. [11], Cap. 9):
e 77=(1/2)1/, dove 1/ la 1-forma su 77 M indotta dalla forma di Liouville
B suTM (cfr. Osservazione C.2). In forma esplicita:

1:(X7) =0, .(X) = (1/2)gp(X,u), 2= (p,u) € TM e X € X(M).

o & =2¢ dove ¢ ¢ il flusso geodetico. In forma esplicita:

gz = 2uH7 = (pau) S TIM
o Perz=(pu)eTiMeXecX(M):
@ZXZ = _Xf] + (1/2>gP(Xp7u)ézv @ZX,E = XZ

e §=(1/4)G,. In forma esplicita:
§Z<X;fv YZT) = (1/4) (gp<X7 Y) — gp(vau)gp(Y;hu))v
g.(XT. Y1) =0, g.(XI,Y[) = (1/4)g,(X;, Y}),
dove z = (p,u) e h'M e X, Y € X(M).
Si noti che il campo vettoriale di Reeb ¢ della struttura riemanniana di
contatto naturale su 71 M e di Killing se, e solo se, la varieta riemanniana
(M, g) ha curvatura sezionale costante +1, e in tal caso la struttura di con-

tatto e sasakiana. In particolare, se (M, g) e la sfera canonica di curvatura
sezionale costante +1, la struttura riemanniana di contatto naturale su 77S™

& sasakiana. Inoltre, se M ha curvatura negativa, & (che & due volte il flusso
geodetico) ¢ un campo vettoriale di Anosov (cfr., ad esempio, [11] Sez. 11.2).
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C.5 Metriche riemanniane g-naturali su T'M
e TlM

La metrica di Sasaki ¢ solo un caso particolare di un’ampia classe di
metriche riemanniane su 7'M e T1 M introdotte da O. Kowalski e M. Sekizawa
[58], e denominate metriche riemanniane g-naturali.

Sia (M, g) una varieta riemanniana, una metrica g-naturale G su TM &
definita da

Clpay(XTYH) = (o1 + a3)(r )9) p(X,Y)

(51+53)( p(X,w)gp(Y, ),
Gpuy (X YY) = Gupu(XY, Y (3.11)
= ( ) ( ) ( )gp(X7u)gp(Y’u)a
G(p,U)<XV7YV) = ay(r )gp(X Y) + Bi(r )gp(X,u)gp(Y,u),

dove ay, B : RT = [0,400[— R, i = 1,2,3, sono sei funzioni differenziabili,
u, XY € T,M e r* = g,(u,u). Poniamo

Gi(t) = cu(t) +0i(t), alt) = an(t)(on + as)(t) — a5(t),
o(t) = d1(t)(p1 + d3)(t) — P3(1),

per ogni t € R*. Allora, una metrica g-naturale G su TM ¢ riemanniana se
e solo se valgono le seguenti disuguaglianze:

ar(t) >0, ¢i(t)>0, aft)>0 ¢t) >0 VteR". (3.12)

In letteratura ci sono ben note metriche riemanniane su T'M le quali sono
casi speciali di metriche riemanniane g-naturali. In particolare:

e la metrica di Sasaki G si ottiene per
ar(t) =1, a(t) = as(t) = 6i(t) = B2(t) = Ps(t) = 0
e la metrica di Cheeger-Gromoll G, [23] € la metrica che si ottiene per

a(t) = Bo(t) =0, au(t) = Bit) = =B3(t) = 115, as(t) = 1}

e metriche di Kaluza-Klein Gy, (cfr., ad esempio, [122]), sono metriche g-
naturali che si ottengono per

as(t) = Ba(t) = Bu(t) + Ps(t) =
Le metriche G e G4 sono particolari metriche di Kaluza-Klein. In generale
la proiezione 7 : (T'M,G) — (M, g) non ¢ una sommersione riemanniana,

tuttavia se G = G con ay(t) + as(t) = 1, allora la proiezione 7 ¢ una
sommersione riemanniana.

Metriche g-naturali on Ty M sono le restrizioni all’ipersuperficie Ty M di
metriche g-naturali su TM. Queste metriche possiedono una semplice for-
ma. Precisamente, tenendo conto di (3.7), dalla (3.11) segue che una me-

trica g-naturale G su Ty M, indotta da una metrica g-naturale G su TM, &
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completamente caratterizzata dalle seguenti identita

Gou(XTHX3") = (o +a3)(r?)gp(X1, Xa)

+(B1 + B?))(Tz)gp(leu)gp(X%u)a (3.13)
Gouw(X{L YY) = as(r?)g,(Xi, Y1), '
G(P7U)(Y1V>}/2V) = a1<rz)gp(yi7)/é)7

per ogni X1, X5,Yy,Ys € T,M con Yy,Ys L u, dove r* =
la lunghezza di ogni elemento (p,u) € T\ M ¢ costante (r
G (p,u) dipende da quattro costanti. Poniamo

a=ao1(l), b=ay(l), c=a3(l), e d=(B1+ Ps)(1).

Nel caso di T, M fibrato sferico di raggio 7, si pone a = a;1(r?), b = ay(r?),
c=az(r?) e d= (B + B3)(r?). Tornando al caso unitario, fissato (p,u) ele-

gp(u,u). Siccome
= 1), ne segue che

mento di Ty M, quindi ||u]] = 1, sia (eq,, ...6p_1, €, = u) una base ortonormale
di T,M. Allora una base di T(, (71 M) ¢ data da (ey ,,...,e,_,, el ... ell).

La corrispondente matrice delle componenti della metrica, tenendo conto
della (3.13), ¢ data da

CLIn_l bIn—l 0
( bl,—y (a+c)l, 0 ) )
0 0 a+c+d

Quindi G e riemanniana, cioe ¢ definita positiva, se e solo se i minori principali
della precedente matrice sono tutti positivi e cio si verifica se e solo se valgono
le seguenti disuguaglianze

a>0, ala+c)—b*>0 and a+c+d>0. (3.14)

Nel caso di T,M = {z = (p,u) € TM : g,(u,u) = r*} cambia solo 1'ul-
tima condizione che diventa a + ¢ + dr? > 0. La condizione (3.14) ci dice

che G ¢ riemanniana, ma c¢id non significa che G sia indotta da una metrica

riemanniana g-naturale G su TM. Se G ¢ indotta da una metrica rieman-
niana g-naturale G su T'M della forma (3.11), senza perdere in generalita, la
metrica G' su T'M si puo scegliere con

o1 = a, Oézzb, a3 = C, 61:52207 ﬁ?):ﬁa (315)

dove a, b, ¢ sono costanti e 5 : [0, +00) — R & una funzione differenziabile. Al-

lora la metrica G su Ty M, indotta da questa metrica riemanniana g-naturale
G su T'M, dipende solo dal valore d := 3(1). Da (3.12) e (3.15), segue che

in questo caso GG e riemanniana se e solo se le costanti a, b, ¢, d soddisfano
a>0, a=ala+c)—b*>0 and ¢:=ala+c+d) —b>>0. (3.16)

Nel caso del fibrato 7, M cambia solo 'ultima condizione che diventa
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¢:=ala+c+dr?)—b*>0, doved:=p(r?).

Come nel caso della metrica di Sasaki, si puo verificare che il campo di
vettori su T'M definito da

1
N& = R [—bu" + (a + ¢+ d) u],

per ogni z = (p,u) € T'M, ¢ unitario e normale in ogni punto di 73 M. Anche
in questo caso si puo definire il sollevamento tangenziale X1¢, rispetto a G,
di un vettore X, € T,M in z = (p,u) € Ty M, come la proiezione tangenziale
del sollevamento verticale X! di X, in z = (p, u) rispetto a NY, ciog,

Te vV V AGY NG vV / ¢ G
XZG—XZ _GZ<XZ7NZ)NZ _XZ o mgp(Xp7u> N(p’u)'

Se X, € T, M ¢ ortogonale a u, allora

b
XZTG = X;/, mentre Ugc = mﬂf

Lo spazio tangente T, (11 M), z = (p,u) € T1 M, & generato da vettori del tipo
X" eYle dove X,,Y, € T,M. Tenendo conto di questo fatto, la metrica

riemanniana G su 11 M, indotta da G, € completamente determinata da

éz(Xf’ YzH) = (a+c) gp(Xm Yp) + dgp(in U)gw(Yw u),

G.(XIYIe)  =bg(X,Y),

G(LU)(XZG7 }/;TG) = agp(X7 Y) - ﬁgp(Xmu)gp(n?u)a

per ogni z = (p,u) € T\ M e per ogni X,,,Y, € T,M.
Dalla definizione di G, segue che la condizione b = 0 ¢ soddisfatta se e solo
se 1 sollevamenti orizzontali e tangenziali sono ortogonali rispetto a G.
In particolare: .

e la metrica di Sasaki G ¢ definita da

a=1 e b=c=d=0;
e la metrica di Cheeger-Gromoll écg e definita da

a=31 b=0,c=1 e d=0;

2 2
e metriche di Kaluza-Klein ékk sono definite da
b=d=0 e ala+c)>0.

Per maggiori dettagli e approfondimenti sulle metriche g-naturali si rinvia
a [1] e [2] (e alla bibliografia in essi contenuta).





