Appendice B

Divergenza e laplaciano

B.1 L’operatore di Laplace—Beltrami

Sia (M, g) una varieta riemanniana.
Divergenza di un campo di vettori X € X(M) ¢ la funzione

divX :=trVX =3" ¢(Vg X, E)=3>", (Lxg) (E;, E),

dove {E;} ¢ una base ortonormale locale di campi vettoriali e V ¢ la con-
nessione di Levi-Civita. In particolare, un campo vettoriale di Killing ha
divergenza nulla. Si noti che la definizione data non dipende dalla base
ortonormale locale scelta.

Proposizione B.1. Sia X € X(M). In coordinate locali, posto 0; = 0/0x;
e X =" X0, risulta

: - NS 1< :
divX =3 (0, X7+ 3 X7TY) :TZ@ (X9,
i=1 gl i=1

=1
dove |g| = det G, G = (g;5)-

Dimostrazione. Sia {E;} una base ortonormale locale di campi vettoriali,
E; =3 1 by Op. Se poniamo Vo, X =7 ay; O, allora divX = > 7" | a;.
Infatti, tenendo presente il Lemma 12.5, si ha

divX =Y g(VEX.E) = bribui g(Vo, X, 1)
j k,h,i

=> ¢"9(D a0,00) = awg" g = an.
k,h

T k,h,r r

D’altronde,

n

Vo, X = V5, zn: X0, =Y (X" +> " XTE) o,
j=1 j

k=1
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e quindi

divX = Z 8X’+ZXJF (2.1)

i=1

Da (cfr. Esercizio 6.55) Il =35>, { i Gk, + 0igjk — akgij}gik; segue

Z F - Z { i 9ik + 8zgjk akgw} Z g a]gzk
e quindi
Zrl X = Z 9" X7 0,94 (2.2)
ik
Inoltre, vale la formula

9; |g| = d;det G = (det G)tr (G™10;G) = |g| Zg $0igim-  (2.3)
Usando (2.1), (2.2) e (2.3), si ottiene
divX =) 0,X7 + > () XT}) Zaxu Zg“fXJ i Gk
J J i .5,k
! j ik
:ZGJX]+§Z XJZg @gzk
J J i,k
— Y 0,x0 4230 X0 o
; 24 gl

- XJ: (ajxj + ﬁxi ) m)

Lo
Zm;@()(\/?

]

Sia X un arbitrario campo vettoriale e supponiamo X, # 0 e quindi X
diverso da zero in un intorno coordinato U di p. Consideriamo su U un
sistema di coordinate locali per cui X = 9/dx;. In tal caso si ha

1
divX = —— X (/]q]).
NG (Vlgl)



B.1 L’operatore di Laplace—Beltrami 443

Supponiamo M orientata da €2, n-forma di volume determinata dalla metrica
g, localmente

Qy = /|gldz1 A LA da,.

Siccome divX =0 < X(4/]g]) = 0, allora divX = 0 se e solo se la forma
di volume Q, € invariante lungo le curve integrali del campo X (cfr. anche
Proposizione B.2).

Proposizione B.2. Sia (M, g) una varieta riemanniana orientata (da Q).
Allora:
a) la forma di volume Q4 € parallela (cioé VxQ, =0);
b) per ogni X € X(M), si ha
£XQg = (leX)Qg = dw,
dove w =ixQ, € A" H M), w(Xi,..., Xn 1) = Q(X, X1, ..., Xono1).

Dimostrazione. Sia {E;} una base ortonormale (locale) positiva di campi vet-
toriali, quindi Qu(E, ..., E,) = 1. Poiché VxQ, ¢ un tensore, per provare la
a) basta provare che (VXQQ) (E1, ..., E,) = 0. Siccome Vx E; & combinazione
lineare di E; (j #1) e VxQu(Ey, ..., E,) =0, si ha

n

(VxQ) (B, .. En) = VxQy(Er, . By) =Y Q(Ey, ., VX By, . Ey) =0,
Anche per la b) basta verificare le uguaglianze sulla n-pla (Fy, ..., E,,).

(LxQ)(Er, ... By) = XQu(Ey, ..., B ZQ By, ., [ X, E), ... B,)
= X, (Fy, ... E ZQ By, Vx By, ., Ey)

+ Z Q (B, ., Vi X, .., B,
= (V:Qg)(El, . Ey)
+ Xn: O (Br, .. 9(Ve X, E)E, ... E,)
: p
=0+ Z 9(Ve, X, E)Q,(E, ..., E,)

= (divX)Q (B, ..., Ey).

Inoltre, tenendo conto che Vg, 2, = 0, si ha

n

(Aw)(Er, oo By) = Y (=) (Viw) (B, .., B, .. Ey)

i=1
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_ Zn:(_w“ (VEng(X, By, ... B . E,)
=1

3 QQ(X,El,...,VEiEj,...,Ei,...En))

js«éz’j 1
_ Z z+1( O,)(X, B, ., Ei, .. E,)
+ (Ve X, By, ... E;, ...E,)

+ Z o X, By, ... V5Ej, ... E; ..E,)
j#i,7=1

A

3 Qg(X,El,...,VEiEj,...,Ei,...En)>
J#4,j=1

n

= (-1)"Q(VpX By, ... By, . E,)
=1

=> QB ... VX, ... E,) = (divX)Qy(Ey, ..., Ey).

i=1
[l

Il gradiente di una funzione differenziabile f e il campo vettoriale grad f,
che si indica anche anche con V f, duale del differenziale:

9(Vf,X) =df(X) = X(f).

Se {E;} € una base ortonormale (locale) di campi vettoriali, si ha

Vf= Z Ei(f)E

In coordinate locali, si ottiene

n g0

1,7=1
L’operatore
VVf: X — (VVf)(X)=VxVSf

definisce un tensore di tipo (1, 1) simmetrico. Infatti,

XY (f) = X(dNY) = Xg(Vf,Y) =g(VxV[,Y) +g(V,VxY) (24)



B.1 L’operatore di Laplace—Beltrami 445

e 'analoga per Y (X (f)) implicano
XY () =Y (X(f) =9(VxVY) = g(Vy VS X) +9(V], [X,Y]),
e quindi

L’hessiano di f, cosi come introdotto nella Sezione 6.2 per una arbitraria
connessione lineare, e I'operatore

Hy =V2f=V(df): X(M) x (M) = F(M),(X,Y) —> Vg(yyf.
Nel nostro caso V ¢ la connessione di Levi-Civita, tenendo anche conto della
(2.4) e che g(Vf,VxY) = (VxY)(f), si ha
Hy(X,Y) = (Vxdf)Y = XY (f) = (VxY) (f)

H; = V?f & F(M)-bilineare e simmetrica, quindi ¢ un tensore covariante
simmetrico del secondo ordine.

L’operatore di Laplace-Beltrami
L’operatore differenziale
A:F(M)— F(M),
f= Af = —divVf = —tr,V(Vf) = —tr,V*f = —tr, H;,
e detto operatore di Laplace-Beltrami (oppure laplaciano) della varieta rie-

manniana (M, g). In coordinate locali, siccome X = Vf ha componenti
X7 =3%""¢"(0f/0x;), dalla Proposizione B.1 si ottiene

_ \/!72 (Z w\/_ ) (2.6)

Se {E;} € una base ortonormale (locale) di campi vettoriali, si ha

n

Af = —tr,Vif = — Z (Vg (df))E; = — Z (Ez(Ez<f)) - (vElEz)(f)>

i—1
Inoltre, posto E; = > bg; O, si ha

n

Af = —tr,V*f = — Z (V) (E:, E;)

i=1

== (VI bki Ok, > bui On)
i=1 k h
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n

== 30 (X buabu) (V) @1 01)

n

=23 (V) (00 )

k,h=1

== (00 f — (Vo.00) 1)
kh=1

:—Zg akhf Zrhaf

k,h=1

e quindi

" 0*f - of

Af = — ] — F’?. — . 2.
i,j=1 k=1

Osservazione B.3. (Laplaciano in coordinate armoniche)

Sia (xp) un sistema di coordinate locali sulla varieta riemanniana (M, g).
Applicando la (2.7) alle funzioni coordinate, si ha

- 0 0 "
Afl?h:—zg (amg;j Z Z%)ZZQ”FZ.

i,j=1 i,j=1

Ricordiamo che un sistema di coordinate locali (xp,) di (M,g) ¢ detto ar-
monico se le funzioni coordinate x,(h = 1,...,n) sono funzioni armoniche,
ovVvero
Az, =0 perognih=1,..n

Dalla teoria delle PDE ellittiche segue che, per ogni fissato punto py di M,
esiste un intorno sufficientemente piccolo di py in cui € definito un sistema di
coordinate armoniche (cfr. [10] p.143).

Ora, sia (xp) un sistema di coordinate locali armoniche, quindi per ogni

h=1,...,n vale
> 51 -

,j=1
Di conseguenza, rispetto a queste coordinate, la (2.7) diventa:

Af =— Z 8332033] + Z (Z gwrk) g

i,j=1 k=1 \i,j=1

e quindi

Z g 8:1718:15] (28)

7]_
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Esempio B.4. Se sulla sfera unitaria (S?, g) consideriamo coordinate geo-
grafiche (6, ¢), allora ggg = 1, ga, = 0 € g, = sin® @ (cfr. Esercizio 4.16) e la
forma del laplaciano diventa

IV P TN )
Al = sin6(89(81n686)+8¢(sin98g0))
o of 1 o
= _<@+C°w%+smzea_¢2>'

Un operatore lineare L : F(M) — F(M) ¢ detto operatore differenziale
ellittico del secondo ordine su M se, per ogni fissato sistema di coordinate
locali e per ogni f € F(M), si puo scrivere

- ORf 9
— E ij E : i
L(f) “ 8$Z6$J + ; b (%i’

i?j

dove (a™) sono le componenti di un tensore covariante simmetrico del secondo
ordine il quale e definito positivo in ogni punto di M. Questa definizione non
dipende dal particolare sistema di coordinate locali considerato. Dalla (2.7)
segue che I'operatore di Laplace-Beltrami ¢ un operatore differenziale ellittico
del secondo ordine.

Teorema B.5. (di Green) Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta.
Per ogni X € X(M) si ha:

/M (divX) v, = 0.

In particolare, per ogni f € F(M):

/M (Af)v, = 0.

Dimostrazione. Se M e orientabile, possiamo orientare M con la n-forma vo-
lume Q, = v,. Sia {¢:} il gruppo (globale) a un parametro di diffeomorfismi
di M generato da X. Posto ¢; = ¢}g, ¢ € un’isometria tra (M, g;) e (M, g)
per cui vol(M, g) =vol(M, g;), cioe

vagt = vag per ogni t € R.
D’altronde la derivata di Lie Lx$, := (%@QQ) , per cui, tenendo anche
t=0

conto della Proposizione B.2, abbiamo

= Gl () ().
- /M(%gmghOZ/MﬁXQg=/M(divX)Ug,
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Se M non e orientabile, consideriamo il rivestimento doppio orientato m :
(M,§) — (M,g). Dato X € X(M), consideriamo il campo di vettori X €
X(M) tale che m, X = X (cfr. Esercizio 2.31). Siccome 7 & un’isometria
locale, (divX)(p) = (divX)(x(p)) e

/M (divX) v, = % / (divX)v; = 0.

M

]

Osservazione B.6. Se (M, g) ¢ una varieta riemanniana compatta orienta-
bile, posto w = ixQ, € A" '(M), dalla Proposizione B.2 e dal Teorema di

Green, si ha
/ dw = 0.
M

Teorema B.7. (di Hopf-Bochner) Sia (M, g) una varieta riemanniana (con-
nessa) compatta. Se f € F(M) soddisfa Af > 0 (oppure Af < 0), allora
f = cost. In particolare, per ogni f € F(M):

f & armonica (cioe, Af =0) < f = cost.
Dimostrazione. Supponiamo M orientata, altrimenti si passa al rivestimen-

to doppio orientato. Siccome (Af) > 0, applicando il Teorema di Green:
Joy Afvg =0, si ottiene che Af = 0. Di conseguenza (cfr. Esercizio B.11),

Af?=2f-Af=29(Vf,Vf)==29(VL, V) e [, Af2v,=0

implicano [,V f[|*v, = 0, e quindi (essendo M connessa) f & costante su
0

B.2 Codifferenziale e operatore di Hodge-de
Rham

La derivata covariante definita dalla connessione di Levi-Civita V di una
varieta riemanniana (M,g) ammette un aggiunto formale V*. Se T & un
tensore del tipo (1,7 + 1), V*T ¢ il tensore di tipo (1,r) definito da

V*T = —trVT.

In altre parole, se Y71, ..., Y, € X(M), (V*T) (Y3, ..., Y,) e opposto della traccia
del seguente tensore covariante di ordine 2:

Fissata una base ortonormale (locale) {E;} di campi vettoriali:

(V*T)(Ys, ... Y,) = = S (Ve T)(E, Ya, ..., Yy,
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In modo analogo, se T € X" (M), si definisce V*T € X% (M).
Se T' € X' (M), divergenza di T ¢ il tensore divT di tipo (0,r) definito
da

(@VT)(Viy o V3) 1= 1 (X s (VAT)(Vi, Vo)
Quindi,
(diVT)(}/lv A Y;“) = Zz g ((VEszYl: s K")? EZ) :
Si noti che per T'€ X'"(M) ed f € F(M), si ha
(div(f7)) (Y1, ... V) = f(divT) (Y1, .., Y;) + g (grad £, T(V1, ..., ¥;)) .
Se T € X% (M), indicato con T* il tensore di tipo (1,7) definito da
T(Y17 ey }/;“Jrl) =9 (T*(}/h (EE) K‘)? Y;“+1) )

risulta

divT* = —V*T,

e si pone

divl := —V*T.
In particolare se « ¢ la 1-forma duale di X € X(M), allora

divX = —V*a.
Se T € X%*(M) ed f € F(M), si ha

(divT)(Y) = >, (VeT)(Y, E;)
e quindi
(div(f D) (Y) = f(dvD)(Y) + T(V [, Y).
In particolare, se T' ¢ il tensore metrico g, siccome divg = 0, si ha
(div(f9))(Y) =g(VfY),

e quindi

div(f g) = df. (2.9)

L'operatore § := V* : A" (M) — A"(M) ¢ detto codifferenziale. Anche
il differenziale esterno d : A"(M) — A""(M), che abbiamo definito nella
Sezione 2.7, puo essere espresso in termini di V mediante la seguente formula
(gia usata nella dimostrazione della Proposizione B.2)

r4+1

(da)(Y2, .., Y1) = > (=1 (Vy,a)(Va, .00, Vi, o Vo).

i=1
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L’operatore
A, =dd+do: AN"(M) — A" (M),
il quale estende 'operatore di Laplace-Beltrami sulle r-forme, ¢ anche detto

operatore di Hodge-de Rham. In particolare, per r = 0, cio¢ per f € A°(M) =
F(M):

Aof = 6df = V*df = —div(Vf) = —trV(Vf) = Af.

Ricordiamo che A, & un operatore naturale nel senso che, cosi come d e ¢, &
invariante per isometrie, cioe per ogni isometria F' di (M, g) si ha

F*A, = A F*.
Inoltre, valgono
d2=6*=0, A d=dA, e A=0A,.

Se oy € la 1-forma duale di X; € X(M), i = 1,2, < ay,a >:= g(X;, X3). Se
a=aA..ANa, e B=BA...AB, con a3 €A (M), poniamo
<a,f>= det( < oy, B > )1<ij<r'

Sia {¥};_, una base ortonormale (locale) per A'(M). Se

o = Z Oéil._ir’lgil VANPPRAN ’19”,
1<11<12<... < <n
8= > Biy iy 0 A AN

1< <19 <. <ir<n

risulta

<a,fp>= Zail...irﬁil...ir € F(M).

Supponiamo M compatta. La metrica g induce un prodotto scalare su
A"(M) ponendo:

(e, B) :—/ <a,fB > v, Voa,BeN(M).
M
Si puod definire un prodotto scalare sull’algebra esterna A(M) := >""_  A"(M)
imponendo che A"(M) e A*(M) siano ortogonali per r # s.
Per ogni o, 3 € A"(M), n € A" (M), gli operatori d, § e A,., soddisfano:
(da,n) = (a,0n) e (Ara,B) = (o, Arf).

In particolare:

(Ava,a) = / (I6af? + [daf?) v, = [I6a]* + ldal?,
M
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dove |a]* =< a,a0 > e ||a||® = (@, ). Inoltre, per f € A°(M) e a € A"(M),
risulta:

A (fa) = (Aof)a+ fAa—2Vyra.

Una r-forma o € A"(M) si dice r-forma armonica se A, = 0. Due teoremi
fondamentali sulle r-forme armoniche sono i seguenti.

Teorema B.8. (di decomposizione di Hodge-de Rham)

Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta orientata. Denotiamo con
AY(M) = Imd,—y lo spazio delle p-forme esatte, con A} (M) lo spazio del-
le p-forme armoniche e con AJ(M) =Imd,.1 lo spazio delle p-forme co-
esatte. Allora, lo spazio vettoriale AP(M) si decompone come somma diretta
ortogonale:

AP(M) = AB(M) & AZ(M) ® AL(M).

Teorema B.9. (di Hodge-de Rham)

Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta orientata. Lo spazio vetto-
riale H?(M,R) = kerd,/Imd,_y (p"°-gruppo di coomologia di de Rham) é
isomorfo allo spazio vettoriale delle p-forme armoniche A} (M).

Esercizio B.10. Si consideri lo spazio euclideo (R", gp). Sia f : R* — R
differenziabile e sia X € X(R"). Si determinino divX e Vf. Inoltre, si
verifichi che:

L~ Ox2’
i=1 ¢

Af =

Esercizio B.11. Sia (M, g) una varieta riemanniana. Siano X € X(M),
fifi,fo € F(M) e Fi,Fy € C°(M,R™). Si verifichino le seguenti pro-
prieta:

1) div(fX) = fdivX + (df)(X) = fdivX + ¢ (V[f, X),

2) V(fi-fo)=fi-Va+ fo-Vfi,

3) firAfy= fidivV fo =div(fiV o) — g(V f1,V f2),

4) A(fl'f2>:fl'Af2+f2'Af1_2g<vf17vf2)7

5) Ago(Fy, F2) = go(F1, AFy) + go(AFy, Fy) — 290(VF1, V).

Esercizio B.12. Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta. Siano X €
X(M) e f, f1, fo € F(M). Si verifichino le seguenti proprieta:

a) /Mf(divX)vg:—/Mg(Vf,X)vg;
b) /M(Afl)-fzvg:/Mfl-(Afz)vgz/Mgwfl,WQ)vg.
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Siccome ogni 1-forma a € A'(M) si puo esprimere nella forma o = g(X, )
con X € X(M), e ba = —divX, la a) dell’Esercizio B.12 si puo anche scrivere
nella forma equivalente

/M F(60) vy = /M g(df,0) vy

Inoltre, dal Teorema di Green segue che [, (dcr) vy = 0.

Esercizio B.13. Siano g, g due metriche riemanniane omotetiche su M:
g =a*g, a’* = cost. > 0.
Usando la formula (2.7), si verifichi che:

1
Aéf - gAgf-

Pill in generale, per metriche conformi: § = a®>¢ con a € F(M), a > 0,
risulta

1
Asf = {Auf + (2= n)(df)(V,la)}
dove l'indice in basso indica la metrica usata.

Per maggiori dettagli e approfondimenti sugli argomenti di questa appen-
dice si rinvia ai testi [52], [97], [98], [100].





