Capitolo 6

Connessioni lineari e
connessione di Levi-Civita

Abbiamo visto che su una varieta differenziabile esiste un modo naturale
di derivare una funzione rispetto a un vettore tangente, tuttavia non esiste un
modo naturale di derivare campi di vettori in quanto cio dipende dall’intro-
duzione di un’ulteriore nozione: la “connessione lineare”, ovvero I’operazione
di derivata covariante. D’altro canto spazi tangenti in punti distinti sono iso-
morfi (in quanto hanno stessa dimensione), ma l'isomorfismo non ¢ canonico,
per cui non e possibile definire la derivata di un campo di vettori con un
rapporto incrementale. L’assegnazione di una connessione lineare (da cui il
nome) permette di collegare i vari spazi tangenti mediante la conseguente
nozione di trasporto parallelo. Nel caso di una varieta riemanniana esiste un
modo naturale di differenziare, e quindi un parallelismo canonico, nel sen-
so che esiste un’unica connessione lineare (simmetrica) compatibile con la
metrica: la “connessione di Levi-Civita”. Storicamente il parallelismo fu in-
trodotto da T. Levi-Civita nel 1917 e quindi prima della connessione lineare.
L’idea usata da Levi-Civita ¢ la seguente. Siano S una superficie regolare di
R3) o(t) una curva differenziabile di S e V, un vettore tangente a S in un
fissato punto o(t,). Se S ¢ un piano, il trasporto parallelo di V, da o(t,) a
o(t1) lungo ¢ non dipende dalla curva o considerata. Se S non € un piano,
si considera la famiglia di piani tangenti {7(¢) = T, S} ad S lungo o(t).
Questa famiglia di piani determina una superficie rigata sviluppabile > detta
superficie inviluppo. ¥ ha le proprieta di essere localmente piatta e tangente
ad S lungo o (cioe Top>E = T,)S). Pertanto, il trasporto parallelo di V,
lungo o in S coincide con il trasporto parallelo di V, lungo o in . Poiché
>’ e localmente piatta, il trasporto parallelo lungo o in X si realizza in modo
euclideo nell'immagine isometrica di > e poi si riporta su S. Il parallelismo
di Levi-Civita stimold poi le ricerche di E. Cartan il quale generalizzo tale
nozione sviluppando la teoria degli spazi a connessione affine, proiettiva e
conforme.
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160 6. Connessioni lineari e connessione di Levi-Civita

6.1 Connessioni lineari
La presentazione di connessione lineare che diamo ¢ dovuta a J.L. Koszul.

Definizione 6.1. Una connessione lineare V su una varieta differenziabile
M ¢ una applicazione

V:iX(M)xX(M)— X(M), (X,Y)— VY,
che soddisfa:
a) VfX+gYZ = fVXZ + gVyZ,
b) Vx(Y+272)=VxY +VxZ,
c) Vx(fY)=[fVxY +(Vxf)Y,
per ogni X,Y,Z € X(M) e perogni f,g € F(M), dove Vxf = X(f).

L’operatore Vx : Y +— VxY, si dice derivata covariante rispetto a X.
Attenzione: V non ¢ un tensore!
Se M =TR", per ogni X,Y € X(R"), Y = (V! ...,Y"), V° definita da

V&Y =3, X (V)5 = (X (Y1), .., X(Y™))
¢ una connessione lineare che viene detta connessione euclidea.

La definizione di connessione lineare si puo estendere al caso piu generale
di un fibrato vettoriale £ su M. Indichiamo con I'(E) lo spazio delle sezioni
del fibrato E. Una connessione lineare su E ¢ un’applicazione

V:X(M)xT(E)—=T(E), (X,0)— Vxo,

che soddisfa:

CL) Vxiyo =Vxo+ Vyo, foO':vaO',

b) Vx(oc+0')=Vxo+ Vxo,

¢) Vx(fo)=[fVxo+X(f)o,
per ogni X,Y € X(M), per ogni 0,0’ € I'(E) e per ogni f € F(M).
Se E ¢ il fibrato tangente T'M , ritroviamo la precedente definizione in quanto
['(E)=X(M).

Nel seguito M denotera sempre una varieta differenziabile munita di una
connessione lineare V.

Proposizione 6.2. Per ogni X,Y € X(M) e per ogni aperto U di M,
(VxY)w dipende solo da Xy e Yy.

Dimostrazione. Proviamo chese XY, X' Y" € X(M) soddisfano X'y = Xy
e Y'y =Yy, allora (Vx/Y')jy = (VxY)y. Siano VW € X(M). Intanto,
proviamo che se V' = 0 su U oppure W = 0 su U, allora (VyW);;y = 0.
Supponiamo W = 0 su U e proviamo che (VyW), = 0 per ogni p € U.
Fissato p € U, consideriamo f € F(M) tale che f(p) = 1 e fianu = 0. Allora
fW =0 su M e quindi, applicando la b) della Definizione 6.1, Vy fIW =0
su M. Applicando poi la c), si ha
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0= (Vv fW), ={V()IW + fVyW}, = (Vv W),
In modo analogo si procede quando V' = 0 su U. Allora, considerando
prima V = X — X', W =Y epoi V= X' W =Y — Y’ siottiene
(Vx Y = (VxY)w. m
Corollario 6.3. V induce una connessione lineare su ogni aperto A di M.
Dimostrazione. Siano X,Y € X(A) e sia p € A. Applicando la Proposizione
1.28, esistono V, V' intorni aperti di p con V. C V' C A ed esiste f € F(M)
tale che f|V =1le f\M\V’ =0. AHOI’&, X = fX,Y = fY S %(M), X|V = X\V;

Yy = Yy, e quindi basta definire (VxY), := (V5Y),. Tale definizione &
ben posta per la Proposizione 6.2. O

Siano (z1, ..., ;) coordinate locali definite in U. Poniamo 0; = 8‘2. Le
n? funzioni I'}; € F(U) definite da:
Va,-aj = Zk Ff]ak,

sono dette coefficienti di Christoffel della connessione lineare V. Si noti che
nel caso della connessione euclidea V°, i coefficienti di Christoffel sono nulli.

Usando le proprieta a), b), ¢) di V, se X = >3, X'0; e Y = 3. Y70;, si
ottiene:
ViY =Y Yo =Y (X(w')aj + Yf'vxaj)

' J

= Z ()J((Yj)aj) + Z (X"Yjvaﬁj), ossia
j ij
Viy =Y (X(Yk) + inyjrg)ak. (6.1)
k i,

Quindi, i coefficienti " fj determinano univocamente V sull’aperto coordinato
U. Inoltre, per ogni fissato p € M, assumendo U intorno coordinato di p,
dall’equazione (6.1) segue che:

(VxY)y =3 (X0 + L X0V @) 0, (62)

k
Pertanto, si ottiene la seguente

Proposizione 6.4. Per ogni p € M e per ogni X,Y € X(M), (VxY),
dipende solo da X, e da'Y" wn un intorno di p.

La Proposizione 6.4 giustifica la seguente definizione.

Definizione 6.5. Siano V € T,M ¢ Y € X(A), A aperto di M contenente
p. Allora,
VyY = (VxY),,

dove X € X(U), U C A intorno aperto di p, e soddisfa X (p) = V.
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Di conseguenza, 1’operatore
V:T,MxX(M)—T,M, (V.Y)— VY,
soddisfa le seguenti proprieta:
Cl) v)\VJrHWY = AVVY + /LVWY,
b) Vv(Y+2)=VyY +VyZ,
O VoY) = f()VeY + V()Y
dove Y, Z e X(M), fe FIM),V,W € T,M e A\, u € R.

La seguente proposizione migliora la Proposizione 6.4.

Proposizione 6.6. Se X, € T,M eY € X(M), allora Vx,Y dipende solo
da X, e da'Y lungo una curva differenziabile y(t) con v(0) = p e ¥(0) = X,.

Dimostrazione. Sia y(t) una curva differenziabile con (0) = p e (0) = X,.
Posto Y (t) = Y(y(t)) e quindi Y*(t) = Y*(y(t)), I'enunciato segue dalla

formula (6.2) tenendo conto che X,(Y*) = 4(0)(Y"*) = %(0). O

Osservazione 6.7. Si noti che: ogni varieta differenziabile paracompatta
M ammette una connessione lineare, in verita tale M ammette una metri-
ca riemanniana e di conseguenza, come vedremo, ammette una connessione
lineare.

Esercizio 6.8. Siano Ffj e I'g, 1 coefficienti di una connessione lineare ri-
spetto a due sistemi di coordinate locali (z;) e (y,) definiti entrambi su
L — = verificare la
"0xi \Oys) QYo OyaOys’

un aperto U. Osservato che >

seguente formula:
N . Ox; Oz Jy, O*ry Oy,
Faﬁ = Zk ij Y- k :
IEY Oy, Oys Oy, 0Ya0yp Oxy,

Esercizio 6.9. Sia V una connessione lineare su M. ‘Si verifichi che 'insieme
di tutte le connessioni lineari su M ¢ dato da {V = V+S con S € X"?(M)}.

6.2 Il tensore di torsione e ’operatore hessia-
no
Definizione 6.10. Una connessione lineare V si dice simmetrica se per ogni

XY € X(M):
VxY — Vy X = [X,Y].

Se V & simmetrica, Vy,0; — Vy,0; = [0;,0;] = 0 implica che T¥, = T'%.

)

D’altronde, siccome [X,Y] =Y, (X(Y*) = Y(X*)) O, dalla (6.1) segue

ViY = VyX = [X,Y]+ Y X'V (TF - T%) 0.

Z’?.j?k
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Quindi, vale la seguente

Proposizione 6.11. Una connessione lineare V ¢ simmetrica se, e solo se,
per ogni sistema di coordinate locali: Fi?‘j = Ffz

Definizione 6.12. Il tensore di torsione associato a una connessione lineare
V ¢ il tensore T di tipo (1,2) definito da:
T(X,)Y):=VyxY —-VyX — [X,Y].
T stima la non simmetria di V.
Esercizio 6.13. Si verifichi che la connessione euclidea V° ¢ simmetrica.

Esercizio 6.14. Si verifichi che se T' ¢ il tensore di torsione di una connes-
sione lineare V, allora V! = V — %T ¢ una connessione lineare simmetrica.

L’operatore derivata covariante Vx : X(M) — X(M) si estende in modo
naturale allo spazio delle 1-forme A'(M) = X*(M). Per ogni w € A'(M) e
per ogni Y € X(M), si pone

(wa) (Y) = VXw(Y) — w(VXY).
Si verifica facilmente che I'operatore

Vx: Al( )—>A1(M),wr—>VXw,
soddisfa

VX(w1+w2):VXw1+VXw2, VX(f ) X(f)w—i—fVXw

per ogni wy,wy € A'(M) e per ogni f € F(M). Si noti che per ogni f €
F(M), la 1-forma df si indica anche con Vf e si pone

Vx[:=(VHX) = X(f).
Possiamo quindi definire, per una funzione f € F(M) e rispetto alla fissata
connessione lineare V, la derivata seconda V2 f:

V_%(’Yf = (VxVY
detta anche hessiano di f. L’operatore hessiano definisce quindi ’applicazione
V2f L X(M) x X(M) — F(M), (X,Y) = Vi f, dove
Viyf =(VxV )Y =VxVyf— (Vf)(VxY)
= VxVy [ = (VxY)(f) = XY (f) = (VxY) ().

Esercizio 6.15. Si verifichi che 'operatore hessiano V2f ¢ un tensore (co-
variante di ordine 2).

Denotiamo con (H;; f) la matrice associata, rispetto alla base coordinata (9;),
al tensore hessiano V2f, quindi

Hyf = V3 0, = 8:0;f = (Vo.0;)(f) = g — S TOnS -
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2

Per f € F(R™), la matrice hessiana ( ) , che ¢ una matrice simmetrica,

L0
¢ esattamente la matrice associata all’'operatore D?f (hessiano di f rispetto
alla connessione euclidea V?) che in questo caso ¢ chiaramente simmetrico.
Nel caso di una varieta differenziabile M munita di una arbitraria connessione
lineare V, risulta

Vivl = Vixf=VxVyf— (VxY)(f) = VyVxf+ (VyX)(f)
= [X,Y](f) = (VxY = VyX)(f)
= —(T(X,Y)) (f)

Pertanto, si ottiene la seguente caratterizzazione

Proposizione 6.16. Una connessione lineare V e simmetrica se, e solo se,
l'operatore hessiano V2 f ¢ simmetrico per ogni f € F(M).

6.3 Derivata covariante e parallelismo

La nozione di parallelismo, introdotta da Levi-Civita (1917), traduce in
termini geometrici I'operazione di derivazione covariante. Consideriamo una
curva differenziabile y(t), t € I, I intervallo di R, di una varieta differenziabile
M. Anche in questa sezione con 0; indicheremo i campi di vettori coordinati
rispetto a un fissato sistema di coordinate locali.

Definizione 6.17. Un campo di vettori differenziabile lungo la curva y(t) e
un’applicazione differenziabile V : I — T'M tale che moV =+, cioe

Vtel: V(t) S Tw(t)M-

Localmente:
V(t) =2 VI(0)ai(d),

dove V(t) : I — R sono funzioni differenziabili e 9;(t) = (9;)(y(t)). L’insieme
di tutti i campi di vettori differenziabili lungo 7, che denotiamo con X(7),
ha una struttura naturale di F(/) = C*(/)-modulo rispetto alle seguenti
operazioni:

(V+W)(t) =V(E)+ W), (fV)(E) = FOV(L),
dove V,W € X(v) e f € F(I). Chiaramente il campo tangente ¥(t) € X(v).
Se X € X(A), A aperto di M contenente ~, allora X (t) = X(v(¢t)) € X(7).
Non vale il viceversa, nel senso che un campo di vettori V(t) € X(y) non
puo essere esteso, in generale, a un campo di vettori V' € X(A). Ad esempio,
un campo tangente y(t), con y(t1) = v(t2) e F(t1) # (t2), non si pud
estendere. Tuttavia, se y(t) ¢ una curva con §(to) # 0, allora y in un intorno
dipo = v(tp) € una curva imbedded in M, e in questo caso un campo di vettori
V € X(v) ¢ la restrizione di un campo vettoriale definito in un intorno U di
po in M (cfr. Osservazione 2.52).
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Teorema 6.18. Sia M una varieta differenziabile munita di una connessione
lineare V. Allora esiste un unico endomorfismo (detto derivata covariante
lungo curve)

2 %) > X(7)

dt
che soddisfa le ulteriori pmprietd:
D d
) (V) =By (20w e x)evs e F ()

b) se V € X(v) ¢ indotto da V € X(A), A aperto di M contenente v, cioé

V(t) = V(y(t)), allora
DV ~
— = VsV

D

Dimostrazione. Sia 3 un endomorfismo di X(v) che verifica le proprieta

a),b). Sia U un intorno coordinato con v(I)NU # (). Consideriamo V' € X(7),

VI(t) =3, Vi(t)0;(t), allora
T =T aronm =X (a0 i)

J

Quindi, A
DV dv’ :
T >, (Waj(t) +V/ (t)vﬁ(t)aj) (6.3)
J
oppure, equivalentemente,
DV dv* de,
== (T +> ST ) () 04(2). (6.4)
k

Se (yo) € un altro sistema di coordinate locali definito in U, posto V(t) =
3, VE(t)Da(t), siccome VF(E) = Vot )8‘”’“( t), si ha

de’ dve 8xk o 82xk dyg
kA Z——a(t)+ZV (t)—ayﬁayag. (6.5)

Inoltre, vale (cfr. Esercizio 6.8)

Ox; Oz, 0?
8@/ 7 O Oy OYalys

dove I') 5 SONO 1 coefficienti di V rispetto al nuovo sistema di coordinate locali
(Yo ). Usando questa formula e la (6.5), partendo dalla (6.4) si ottiene

Z (dv’€ I‘k dxl\ﬂ)(t) ()

Yodt
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dV® dzy, O*xy, dyg \ Oy,
= — @ t
- ( dt 0y, +ZV 0yp0ly, dt | Oxzy %)
dx; . Ox; \ Oy
k L yra Y
+Z< b dt v dy. )8%8()
k,y %,J,00
dV® Oz Oy,
= t
/Z:a dt 8ya oxy, ()

DPxy, dys ., Oz dyg Oz Jy
a rk 9% AN
* Z v <0y58ya dt Y Oyg dt 8ya>8xk %(1)

Z]k7a7ﬁ
dv 0%xy, Ox; Ox;\ dyg Oy
— - a Fk ? J ﬁ Y t
. ( dt +i];5‘/ <8y50y Ty Jys 8ya> dt 890)87()
dVa Oy, 0y, dyg
=D g e+ D VTG ()
o ka,@’y@ ayg &vk dt

Pertanto, abbiamo

(%)(wi) - <%>(ya)' (6.6)

La (6.4) e la (6.6) ci dicono che I'operatore £ ¢ univocamente determinato
dai coefficienti della connessione lineare V. Proviamo ora |'esistenza. Consi-
deriamo prima il caso in cui v ha sostegno v(I) C U, U intorno coordinato.
Definiamo & V + 2 mediante la (6.4) (che non dipende dalle coordinate

locali Scelte) E e Chlaramente un endomorfismo di X(7) che verifica la pro-

prieta a). Verifichiamo ora la b) per V(t) = V(y(t)) con V € %(A). Usando
la (6.3), si ha

DV ;
T = i (o + VO vy 0d:)-

Siccome Vi(t) = V(7(t)) implica che 4 o = 4(t)(V1), si ottiene

(dVl

2 =3 (0 + V0 500) = VT

2

Supponiamo ora che y abbia sostegno (/) non contenuto in un singolo in-
torno coordinato. Fissato ty € I, per ogni t € I, t > ty, possiamo ricoprire
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7[to,t] con un numero finito di intorni coordinati e definire Y in ogni in-

torno coordinato. La (6.6) assicura che le varie determinazioni coincidono
nei domini coordinati con intersezione non vuota. Analogamente per t < ;.
Quindi, % e definito per ogni t € [. n

Si noti che 'operatore %, per come definito, ha carattere locale.

Definizione 6.19. Un campo di vettori V' € X(v) si dice parallelo lungo ~y

~e DV
Z 0 vtel.
at

Poiché I'operatore % ha carattere locale, anche la nozione di campo di vettori
parallelo ha carattere locale.

Vo

Figura 6.1: Trasporto parallelo del vettore Vy lungo 7.

Nel seguito, M denotera sempre una varieta differenziabile munita di una

connessione lineare V con associato operatore £, dove v(t) (con t € I, I

intervallo di R) ¢ una curva differenziabile di M.

Osservazione 6.20. Dato V(t) € X(7), consideriamo un cambiamento rego-
lare di parametro: ¢ = t(s), 9t = 0. Posto V(s) = V(i(s)), dalla definizione
di 2Y segue che

At
DV dVF dt g da; dt _dit DV
o Cara 2 )0 =g

Z’Mj
Dunque, il parallelismo ¢ invariante per cambiamenti regolari di parametro.

Esempio 6.21. L’operatore T associato alla connessione euclidea V0 di R™

¢ I'usuale operatore di derivazione —. Infatti, siccome V° ha coefficienti di

Christoffel nulli, dalla (6.4) si ha:

DV dv*
@~ 2o W
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equivalentemente si usa scrivere

DV dv _ dv? dvm

G ow G w)
Quindi, in R™, un campo di vettori V' € X(v) ¢ parallelo (rispetto a VO),
cioe (dV/dt) = 0, se e solo se V(t) =cost., ossia V(t) = >, V'(t)(0:)~u
con V'(t) = o' funzioni costanti. Dato Vi = >.a"(0;)yw,), il campo d1

vettori V() = Y=, a'(0;)«) ¢ 'unico campo vettoriale parallelo che soddisfa
V(ty) = Vy per ogni curva +.

Il seguente lemma, che ¢ un teorema di esistenza e unicita per equazioni
differenziali ordinarie, e utile per I'esistenza di campi paralleli su una varieta
differenziabile munita di un’arbitraria connessione lineare.

Lemma 6.22. Siano A’“ I — R funzioni differenziabili, k,j = 1,...,n, I un
intervallo aperto di R, to € 1. Allora, per ogni fissato v = (v?, ...,U”) e R",
il sistema lineare di equaziom' differenziali

k
d; =S ARV k=1,..n

ammette un’unica soluzione (V'(t),...,V"(t)), definita per ogni t € I, tale
che V' (tg) = v" per ognii=1,....,n

Teorema 6.23. (di esistenza e unicita di campi paralleli) Per ogni fissato
Vo € Tyuo)M , esiste un unico campo di vettori V (t) € X(y) parallelo lungo y
tale che V (ty) = Vb.

Dimostrazione. Consideriamo prima il caso in cui la curva ha sostegno y(I) C
U (intorno coordinato). Poniamo Vo = Y. Vid;(to) e V(1) = >, Vi(£)ai(t) €
X(v). Allora, applicando la (6.4), il campo d1 vettori V/(t) & parallelo lungo
v se, e solo se,

dx;
k Ly
E —— dt Vk=1,...,n. (6.7)

Tale sistema si puo scrivere nella forma
dvF/dt =37, ARV, dove Af(t) = = 32, Tf(de;/dt), k=1,...,n

Il Lemma 6.22 ci dice che esiste un’unica soluzione (V(t), ..., V"(t)), definita
per ogni t € I, soddisfacente le condizioni iniziali V*(tg) = V. Tale soluzione
definisce il campo parallelo V (t) con V(ty) = V5. Supponiamo ora che 7
abbia sostegno (/) non contenuto in un singolo intorno coordinato. Fissato
to € I, perognit € I, t > ty, possiamo ricoprire v[to, t] con un numero finito
di intorni coordinati e determinare V' (¢) lungo i tratti di curva contenuti in
ognuno di questi intorni coordinati. L'unicita di V() assicura che le varie
determinazioni di V'(¢) coincidono nei domini coordinati con intersezione non
vuota. Analogamente per t < t5. Quindi V(¢) ¢ determinato per ogni ¢t €
I. O



6.3 Derivata covariante e parallelismo 169

Lo Spostamento parallelo.
Consideriamo I'applicazione

T (V) Tyey M = ToeyM, Vo = V (1),

dove V(t;) & ottenuto, per ¢t = t;, dal campo V(t) parallelo lungo v con
V(ty) = Vo. Tale applicazione ¢ detta spostamento parallelo lungo ~. Dalla
linearita del sistema (6.7) segue che Tttol (7) € un’applicazione lineare. Inoltre,
¢ un isomorfismo con isomorfismo inverso dato da Tttol (v71), cioe dallo sposta-
mento parallelo lungo la curva v~ (t) = y(to+t1 —t), t € [to, 1]; in tal caso il
campo W parallelo lungo v~ *(¢), con W (to) = V(t1), e W(t) = V(tg+t; —t).
Nel seguito con 7;(y) denoteremo lo spostamento parallelo lungo v a partire
da un fissato punto (). Se v € una curva differenziabile a tratti, lo sposta-
mento parallelo lungo v si puo definire come composizione degli spostamenti
paralleli lungo i tratti differenziabili assumendo come vettore iniziale di un
tratto il vettore finale del tratto precedente. Il campo di vettori lungo ~ cosi
ottenuto e differenziabile a tratti.

Esempio 6.24. Nel caso di (R", V%), un campo di vettori ¢ parallelo se, e
solo se, e costante. Quindi, lo spostamento parallelo e I'usuale traslazione
(che non dipende dalla curva). Inoltre, considerata una curva differenziabile

D d
y(t) di R™ e un campo V € X(v), abbiamo cad _ (4 . Piu
dt /. dt /),
precisamente, abbiamo

DVy dv* B . VER) = VE(t)
(E) g(?)u)(a’“)v(to)_ - i —— - CH

to t—to

o V) = Vi)

t—to t— 1o

Vogliamo ora trovare una formula per (M, V) analoga a quella trovata
nell’Esempio 6.24. Sia v(¢) una curva differenziabile e sia 7;(y) lo spostamento
parallelo lungo « da ~(ty) a v(t). Sia {e;} una base di T, M. Poiché 7(7)
¢ un isomorfismo, {e;(t) = 7(7)(e;)} € una base di T, M. {e;(t)} ¢ detto
riferimento mobile lungo v(t). Sia V' € X(v), allora V(t) = >, V'(t)e;(t) e,
siccome 2%(¢) = 0, si ha

dt
DV dvi . De; dvi
=2 (e Vg m) = X e
Quindi, per tale V/(t), vale la seguente proprieta:

V' ¢ parallelo lungo v < V()= cost. Vi.

Proposizione 6.25. Per ogni V € X(v):

—1 o
(ﬂ) _ iy T (V(8) — Vo)
dt J+  t—to t—to
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Dimostrazione. Sia V€ X(7), V(t) =, Vi(t)ei(t). Allora,
n( S ViWeilto) ) = S Vi medt) = S Vie(t) = V().
(V) = 3 Vi(t)eilto).

cioe
Quindi,

(%) = <; dd—‘:ei(t))to - Z (dd_‘f)toei(to)

V(L) = V'(to)

= i tll}r% P to €; (to)

iy i Vit)es(to) — 22, V' (to)ei(to)
t—to t— 1o

e TV ) = Vi)
t—to t— 1o

]

Corollario 6.26. Una connessione lineare é completamente determinata dal
suo spostamento parallelo.

Dimostrazione. Verifichiamo che per ogni X,Y € X(M) e per ogni p € M, il
vettore (VxY'), ¢ completamente determinato dallo spostamento parallelo.
Sia 7(t) una curva differenziabile con v(0) = p e 4(0) = X, allora

DY (Y (t)) — Y(0)

dt t '

(VxY), = Vx,Y = VyoY = )0 — limy_g

]

Quindi, le nozioni di parallelismo e di derivata covariante sono equivalenti.
Attualmente, per ragioni pratiche, si introduce prima la derivata covariante
e poi lo spostamento parallelo, storicamente il parallelismo e stato introdotto
prima della derivata covariante.

Definizione 6.27. Un campo di vettori Y € X(M) e detto parallelo, o in-

variante per parallelismo, se Y (t) = Y (y(t)) & trasportato per parallelismo,
cioe ZX =0, per ogni curva differenziabile 7(t).
Proposizione 6.28. Un campo di vettori Y € X(M) é parallelo se e solo se

il tensore, di tipo (1,1), VY :X(M)— X(M),X — VxY, ¢ nullo.

Dimostrazione. Sia Y invariante per parallelismo. Allora, per ogni X €
X(M) e per ogni p € M, si ha

=0.

to

DY>

(VxY), = Vx,Y = Vi)Y = (g
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Quindi, VY = 0. Viceversa, sia VY = 0. Allora, per ogni curva differenzia-
bile y(t) e per ogni fissato to, detto X un campo di vettori con X, = (o),
si ha

DY
(), = Vs = VY = (Va¥), =0.

6.4 Curve geodetiche

Le geodetiche rivestono un’importanza fondamentale in relativita gene-
rale. Una delle intuizioni di Einstein e che lo spazio si incurvi nelle vicinanze
dei corpi celesti. Di conseguenza, un raggio di luce che passi vicino al sole, si
muovera lungo una curva geodetica sensibilmente diversa da una retta. La
deviazione dei raggi luminosi osservata durante le eclissi di sole, € una delle
conferme sperimentali della relativita generale.

Definizione 6.29. Una curva differenziabile v : I — M ¢ detta curva geo-
detica se il suo campo tangente V' = #(t) e parallelo lungo v, cioe se per ogni

tel D
8
—L)=o.
5 (=0

Teorema 6.30 (di esistenza e unicita delle geodetiche). Per ognip € M e per
ogni Vo € T,M, esiste un € >0 ed esiste un’unica geodeticay : (—e, €) — M
tale che v(0) = p e §(0) = V4.

Dimostrazione. Siano (z;) coordinate locali definite in un intorno U di p. Sia
7(t) un curva con sostegno in U, y(t) = (z1(?), ..., x,(t)). Dalla 6.4 segue che:

e : ion D1
7(t) ¢ una geodetica, cioe g = 0, se e solo se

d2xy, dz; dz;
ok ) t) =0.
;(dﬁ T2y dt)ak() 0

2y

Quindi, v(t) ¢ una geodetica con ¥(0) = p e §(0) = V; se, e solo se, ¢
soddisfatto il seguente sistema di equazioni differenziali del secondo ordine:

APy /dt? + 37, Th (e /dt) (da;/dE) = 0, k=1,...,n,

con le 2n condizioni iniziali x;(0) = z;(p), 4:(0) = V§, i = 1,..,n. Dalla
teoria delle equazioni differenziali, segue che esiste un € > 0 ed un’unica n-pla
(x1(t), ..., xn(t)), —€ < t < €, soluzione del precedente sistema e soddisfacente
le 2n-condizioni iniziali. Tale soluzione definisce la curva geodetica cercata.

]

Se v e 0 sono due curve geodetiche definite in un intervallo aperto I, 0 € I,
con v(0) = a(0) e 4(0) = &(0), per il Teorema 6.30, tali curve coincidono
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in un intorno di 0. Sia | — a,a[C [ tale che v(t) = o(t) per ogni t €] — a,al.
Per continuita si ha vy(a) = o(a) e 4(a) = &(a). Quindi, applicando il
Teorema 6.30, si ha che 7 e o coincidono anche su un intorno destro di
a. Analogamente su un intorno sinistro di —a. Cosi procedendo si ha che
v(t) = o(t) per ogni t € I. Di conseguenza, si ha l'unicita anche della
geodetica massimale v : [ — M.

Esempio 6.31. Abbiamo visto che I'operatore % associato alla connessione
euclidea V% di R” ¢ 'usuale operatore di derivazione %, quindi un campo
V € X(y) ¢ parallelo (rispetto a V) se, e solo se, V() = cost. Di con-
seguenza, la curva (t) & una curva geodetica se, e solo se, 7 & una retta

parametrizzata da (t) = tv + p.

Esercizio 6.32. La nozione di curva geodetica dipende oltre che dalla sua
“forma”anche dalla sua parametrizzazione . Se vy € una geodetica (come in-
sieme di punti), un parametro ¢ per cui y(¢) risulti geodetica si dice parametro
ammissibile. Assumiamo ¢ parametro ammissibile e sia t = ¢(s), dt/ds # 0,
un cambiamento di parametro. Posto v(s) = v(t(s)), si verifichi che

~(s) ¢ geodetica se, e solo se, t =as+b,a # 0.

6.5 La connessione di Levi-Civita

Abbiamo gia osservato che la connessione euclidea V° di R" ¢ simmetri-
ca, ora notiamo che, come si puo verificare facilmente, € compatibile con la
metrica euclidea gg, ossia:

V% 90(X,Y) = Z(go(X,Y)) = go(V'2X,Y) + go(X, V V).

Inoltre, notiamo che la traslazione, che e lo spostamento parallelo definito
da V, ¢ un’isometria dello spazio euclideo. Scopo di questa sezione & ve-
dere che anche per un’arbitraria varieta riemanniana esiste una particolare
connessione lineare con queste stesse proprieta di V.

Definizione 6.33. Sia (M, g) una varieta riemanniana. Una connessione
lineare V su M si dice compatibile con la metrica g se soddisfa la seguente
proprieta: (Vz ¢)(X,Y) =0, ossia

Vz29(X,)Y)=9g(VzX,Y)+g(X,VzY) VXY Z e X(M),
dove Vz g(X,Y) 1= Z(g(X,Y)).
Si noti che la precedente proprieta e equivalente alla seguente:
Zpg(X,Y) = g,(Vz, X, Y,) + (X, V2,Y) Vpe M eVX,Y,Z c X(M).

Il seguente teorema interpreta geometricamente la precedente definizione.
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Figura 6.2: Il trasporto parallelo ¢ un’isometria.

Teorema 6.34. Siano (M, g) una varietd riemanniana, V una connessione
lineare su M e ~(t) una curva differenziabile di M. Allora le sequenti pro-
prieta sono equivalenti.

(a) Per ogni X,Y € X(v), campi vettoriali paralleli lungo ~(t), il prodotto
scalare g(X (t),Y (t)) = cost., ossia 7y (lo spostamento parallelo lungo 7) é

un’isometria:
Gry(t) (TtX(to)a TtY<to)) = Gv(to) (X (to)u Y(to))‘
(b) Per ogni V,W € X(v), si ha:

%gy(t) (V(t)’ W(t)) = G (%v W(t)) + 9yt (V(t), %)

(¢) V ¢é compatibile con g.

Dimostrazione. “(a) = (b)”

Siano VW € X(y) e {e;} una base ortonormale di T, M. Poiché 7,
¢ un’isometria, {e;(t) = 7(e;)} ¢ una base ortonormale di T’ M. Allora,
posto V() = >, Vi(t)ei(t) e W(t) =, Wre(t), siha g(V(t),W(t)) =
S VE)Wi(t) e quindi

So.wm) =3 (S + VoS

7

, DV gdV? o Dei(t)y  —dVi o
D’altronde - = Z <Eei(t)+\/ (t) % ) = Z Eei(t), e quindi

7 %

Sovin. win) = o( 2 win) + (v, 2.

C((b) :> (a)77
Siano X,Y € X(v) e paralleli lungo . Dalla (b), essendo X,Y paralleli,
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segue:

%Q(X@),Y(t)) = 9(%,3/@)) + g(X(t% %) =0 W,

pertanto g(X(t),Y (t)) = cost.
(((b) é (C)”
Proviamo che per ogni p € M e per ogni X,Y,Z € X(M) :

Zpg(X,Y) = gp(V2,X.Yp) + (X, V2, Y).

Fissato p € M, sia o una curva differenziabile di M con 0(0) = pe ¢(0) = Z,.
Allora, applicando la (b), si ha

Zpg(X,Y) = 6(0)g(X,Y {%9 )}t:o
=%< @) ( %@D
MW( (0)) + (X (0). Vo))

= gp(VZpX,Yp) ( pvap )

CL(C) = (b)??

La (b) esprime 'uguaglianza tra due funzioni definite nel dominio di 7, quindi
basta provare che esse coincidono su un intorno di un fissato t5. Sia U
un intorno coordinato del punto 7y(t). Consideriamo una base ortonormale
locale {u;} di campi vettoriali con u; € X(U). Per ogni V,W € X(v), posto

V(t) =3 Vi (u(t) e W(t) =3, W/ (t)u;(t), siha
g(V(t),W(t) = ZVi(t)W"(w

e quindi

Lovnwn) =3 (S +vio ).

Poiché gli u;(t) sono indotti dai campi di vettori definiti su U, si ha:

O S (M + v 20) = 37 () + VO W)

3 (2

D dw? ,

)
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Pertanto,
o(25 ) + oV, 28
-¥ (S + Vi)

+ Z Vi)W (t) (g (Vsyui, ug) + g(us, V"y(t)uj))

= 9V W@0) + 3 VIO (03(0) (9(i, )
= Lo we)

Definizione 6.35. Sia (M, g) una varieta riemanniana. Una connessione
lineare V su M si dice riemanniana o di Levi-Civita se soddisfa le seguenti
proprieta:

1) V ¢ simmetrica, cioe VxY — Vy X = [X,Y],

2) V & compatibile con la metrica g.

Teorema 6.36. Una varietd riemanniana (M, g) ammette un’unica connes-
sione di Levi-Civita. Inoltre, tale connessione é determinata dalla (6.8).

Dimostrazione. Unicita. Sia V una connessione di Levi-Civita. Usando la
simmetria e la compatibilita con g, si ha:

Xg(Y,Z) =g(VxY,Z) + g(Y,VxZ)
- g([X, Y] + VYX’ Z) +g(Y, [Xa Z] + vZX)?
Y9(X,Z) =9(VyX,Z) + 9(X,VyZ)
=g(Vy X, Z) + g(X,[Y, Z] + VzY),
—Zg(X,Y) = —g(VzX,Y) — g(X,VzY),

e quindi sommando:
o(Vr X, 7) = 5 (Xg(¥. 2) + Yg(X. 7) ~ Zg(X.Y) (63
— 9(Y,[X, Z)) - (X, [V, 2]) - 9(Z,[X,Y])),

La (6.8), nota in letteratura anche con il nome di formula di Koszul, mostra
che V e univocamente determinata da g tenendo conto che la stessa metrica
g ¢ definita positiva e quindi non degenere.

Esistenza. Basta definire V con la formula di Koszul e verificare che ¢ una
connessione lineare, simmetrica e compatibile con g¢. H
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Poiché ogni varieta differenziabile paracompatta ammette una metrica rie-
manniana, dal teorema precedente segue il seguente corollario.

Corollario 6.37. Ogni varieta differenziabile paracompatta ammette una
connessione lineare.

Osservazione 6.38. Esaminando la dimostrazione del Teorema 6.34 e quella
del Teorema 6.36 di esistenza e unicita della connessione di Levi-Civita, si
puo vedere che tali teoremi valgono piu in generale per una varieta semi-
riemanniana (cfr. anche [79], p.61, 65-67).

Esempio 6.39. Abbiamo gia osservato che la connessione euclidea V & una
connessione lineare, simmetrica e compatibile con la metrica euclidea. Quindi
V? & la connessione di Levi-Civita dello spazio euclideo (R™, gg). Se consi-
deriamo lo spazio di Minkowski (R"*! ¢), la connessione VY & compatibile
anche con ¢:

Zq(X,Y) = Xn: (Z(X)Y + X' Z(YT)) — Z(X™H)y ™+ — Xl z(y

Quindi V° & anche la connessione di Levi-Ciwvita dello spazio di Minkowski
(R"*, q).

Esempio 6.40. La connessione di Levi-Civita di un gruppo di Lie
riemanniano.

Sia G' un gruppo di Lie dotato di una metrica g invariante a sinistra. Essendo
la metrica ¢ invariante a sinistra, g(X,Y’) ¢ una funzione costante per ogni
X,Y € g (cfr. Proposizione 5.16) dove g ¢ l'algebra di Lie di G, e quindi

Xg(Y,2)=Yg(Z,X) = Zg(X,Y) = 0.

Pertanto, applicando la (6.8), la connessione di Levi-Civita V di (G,g) ¢
univocamente determinata dall’equazione

29(VXY7 Z) = g([X, YLZ> - g([Y, Z]7X> —i—g([Z,X],Y), (6'9)

per ogni X,Y,Z € g. In particolare se la metrica g ¢ bi-invariante, allora
(cfr. (5.3))

9([Y, 2], X) = 9([Z, X].Y)
e la (6.9) diventa

1
ViV =g[X.Y] VXY eq. (6.10)

Dalla (6.10) segue che, per una metrica bi-invariante, i campi di vettori in-
varianti a sinistra sono geodetici, cioe VxX = 0 per ogni X € g, equivalen-
temente: le curve integrali vx di campi di vettori invarianti a sinistra sono
curve geodetiche.
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Esempio 6.41. La connessione di Levi-Civita di R}.

Ricordiamo che la metrica iperbolica del semispazio di Poincaré R’ (-) ¢ inva-
riante a sinistra rispetto alla struttura di gruppo di Lie, e i campi vettoriali
V; = x, 0;, dove 0; = 0/0x;, i = 1,...,n, costituiscono una base ortonorma-
le di campi di vettori invarianti a sinistra (cfr. Sezione 5.3). Inoltre, per
1,7 =1,...,n — 1, risulta

[an VJ] = [$naﬂ7$n83] = V} € [Vlv VJ] = [Inaz,l’na]] =0.

Di conseguenza, la connessione di Levi-Civita associata a questa metrica e
determinata, applicando la (6.9), da

VvVi=V,, ViV, ==Vi(i=1,...,n—1), Vy,V; = 0 (negli altri casi).

In particolare V,, ¢ un campo geodetico. Se consideriamo la presentazione
dello spazio iperbolico come sottogruppo di Lie G di GL(n,R) (cfr. Esempio
5.20), allora una base di campi vettoriali invarianti a sinistra ¢ data da
E,=c0,, E;=ce™0; (i=1,...,n—1)
e la parentesi di Lie soddisfa: [E,, E;] = cE;, [E;, E;] =0 (negli altri casi).
La metrica riemanniana ¢ su G definita da:  g(E;, E;) = 0,; ¢ invariante a
1

sinistra ed e isometrica alla metrica iperbolica g = @z Y. dy; ®dy;. Anche

in questo caso, applicando la (6.9), si trova che la connessione di Levi-Civita
e data da
Ve Ei=cE, VgE,=—-cE(i=1,...,n—1),
Vg E; =0 (negli altri casi).
Teorema 6.42. La connessione di Levi-Civita ¢ invariante per isometrie.

Dimostrazione. Siano (M, g) e (M, §) due varieta riemanniane, V e V le cor-

rispondenti connessioni di Levi-Civita, ed F': (M, g) — (M, g) un’isometria,

ossia g(F. X, F.Y) o F = g(X,Y). Proviamo che per ogni X,Y € X(M):

ENVxY =VpxFY.

Ricordiamo che il differenziale F, indotto dal diffeomorfismo F', definito da

(F.X), = Fp(X,), p = F'(q), & R-lineare e inoltre verifica le seguenti

proprieta:

(F.X)(h) = X(ho F)o F-\, F.(fX) = (F.f)F.X, F.[X,Y] = [F.X,F.Y],

dove X, Y € X(M), f € F(M), h € F(M) e F.f := fo F~'. Analoghe

proprieta valgono per l'inverso F,!. Per ogni X,Y € X(M), poniamo:
V'xY = F;1VF*XF*Y

e verifichiamo che V/ = V. Intanto V' ¢ R-lineare in quanto lo sono V e F,.

Inoltre:

V'ixY = F- Vi 0 FY = F.'V e prx F.Y
= F7 ((R)VExFY)
= F, Y (Ff)F'VexFY = fV'xY;
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V'xfY = F'Vrx)F(fY) = F'Vix (L f)EY
= 7 ((RX)(EEY + (Ff)VexEY)
=F ' (X(F.foF)o FTH)EY)
+ (F' P f)F 'V x Y
=F ' ((X(f)o FY)RY) + fV'xY
=F ' (X(f)oF")F/'FY + fV'xY
= X(H)Y + fV'xY;
VY — VX = F (?F*XF*Y _ @F*YF*X>
= F Y FX,FY]=F 'F[X,Y]
=[X,Y].
Dunque, V' & una connessione lineare simmetrica. Infine, proviamo la com-
patibilita di V' con la metrica g. Poiché F' & un’isometria, si ha:
9(VXY, Z) + g(Y,Vx Z) = g(F 'V xF.Y, Z) + g(Y, F, 'V . x F.Z)
= §(VexF.Y,F.Z)o F
+3§(R.Y,VrxF.Z)oF
(F.X)g(E.Y, F*Z)> o F

(
= (X@(RY,F2)o F)o F ') o F
= Xg(Y, 2).

Per T'unicita della connessione di Levi-Civita, si ha V' = V. O

Teorema 6.43. Siano F : (M,g) — (M,§) un’isometria e o(t) una curva
differenziabile di M. Posto 6(t) = F o o(t), per ogni V € X(o) si ha:

DV D

F) =2

Dimostrazione. Sia {(U;, ¢;)}; un atlante differenziabile di M. Poiché F' ¢ un
diffeomorfismo, {(U; = F(U;), ¢ = ¢i o F~' ) }i & un atlante differenziabile

di M. Se (xy) sono coordinate su U e (y) le corrispondenti coordinate su U,

allora
(Y (F(p)) = &(F(p)) = ¢(p) = (xx)(p)-

Di conseguenza, la F' rispetto a queste coordinate locali ¢ I'identita e

0 0
a_xk)p = (a_yk)F(p)'

(F*)a(t)V

Fo(
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Sia V€ X(0), V(t) =, V1) (8%) (), allora

0V = ZVk <3ik) - Zk:Vk(t)<8iyk>&(t)

e quindi
[) de b O
t)V Z < 8yk + V (t)v&(t)a—yk> .

Applicando il Teorema 6.42, si ha:

k
dvk /9 & 0
=S (S (5 ooVt m—
- < d¢ (8yk>&(t) HVEO(F)o0V (t)ﬁxk)
dvk /o P 0
2 (T G VO
3 dv* /o -0 D
— —_— — Vk t = - F* o V
- ( t <8yk>&(t)+ <)V”(t)8yk) dt( Jott

]

Corollario 6.44. Siano F : (M,g) — (M, g) un’isometria, o(t) una curva
differenziabile di M e V € X(o). Posto 6 = F oo, si hanno le sequenti
proprieta.

(a) V¢ parallelo lungo o < (Fi)owV € parallelo lungo 7.

(b) Il differenziale di F' commuta con lo spostamento parallelo:

Tt © (F*)a(to) = (F*)U(t) O Tt,

dove 1y € lo spostamento parallelo lungo o da o(ty) a o(t) e T, € lo spostamento
parallelo lungo & da 6(ty) a 6(t).

(¢) o(t) ¢ una geodetica di M < &(t) & una geodetica di M.

Dimostrazione. (a) Segue in modo immediato dal Teorema 6.43.

(b) Segue da (a). Infatti: dato Vi € T,u,M, se V(t) ¢ parallelo lungo o
con V(ty) = Vi, allora V(t) = (Fo)ewV (t) € parallelo lungo & con V(ty) =
(F)o@n Vo, per cui

7 (F2)oti)Vo) = V() = (F)otyV (1) = (F)otr) (1iV0) -
(c) Basta prendere V (t) = &(t) e applicare la (a). O
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Osservazione 6.45. Poiché la nozione di trasporto parallelo ¢ di natura lo-
cale, anche una isometria locale trasforma campi paralleli in campi paralleli
e geodetiche in geodetiche. Inoltre, si noti che i risultati del Corollario 6.44
continuano a valere considerando un diffeomorfismo F' che conserva la con-
nessione di Levi-Civita. In generale, se M e una varieta differenziabile e V
una connessione lineare su M, un diffeomorfismo F' di M si dice trasforma-
zione affinese F,VxY = Vg xF.Y. Equivalentemente, un diffeomorfismo F'
¢ una trasformazione affine se, e solo se, verifica la proprieta a) del Corollario
6.44 (cfr. anche Kobayashi-Nomizu [56] vol. I, p.228).

Osservazione 6.46. Sia y(s) una curva differenziabile, parametrizzata con
I’ascissa curvilinea s € I, di una varieta riemanniana. Si noti che la curvatura
geodetica di 7(s), ossia la funzione ky(s) : I — R, s — ky(s) = [|22(s)|], &
invariante per isometrie (locali).

Osservazione 6.47. La connessione di Levi-Civita e invariante per omo-
tetie (cfr. Esercizio 6.50), cio vale anche nel caso semi-riemanniano. Di
conseguenza, tutte le nozioni geometriche che derivano dalla connessione di
Levi-Civita, come ad esempio la derivata covariante lungo curve, trasporto
parallelo e curve geodetiche sono invarianti per omotetie. Anche il tensore di
curvatura R di tipo (1,3) e il tensore di Ricci (che studieremo nel Capitolo
8) sono invarianti per omotetie. Tuttavia, curvatura sezionale e curvatura
scalare non sono invarianti per omotetie (cfr. Esercizi 8.42 e 8.52).

Osservazione 6.48. Olonomia

Sia (M, g) una varieta riemanniana n-dimensionale e p un fissato punto di
M. Se o ¢ una curva chiusa (differenziabile a tratti): o(0) = p = (1),
in altre parole se o & un cappio in p, allora lo spostamento parallelo 7(0o)
(rispetto alla connessione di Levi-Civita) ¢ una isometria di 7,M. L’insieme
delle isometrie cosi costruite lo denotiamo con H,(M, g). Se 01,09 sono due
cappi in p, con o1 * 09 denotiamo il cappio in p prodotto di oq e ga:

| o1(2t)  se OStS%
01*02<t>—{ o9(2t — 1) se %Stﬁ 1
Allora: 7(0y * 03) = 7(09) o 7(01), 7(671) = 7(0)~!, dove o~ denota il

cappio opposto di o, e 7(0¢) = Iz dove oy € il cappio costante. Pertan-
to, H,(M,g) ¢ un sottogruppo del gruppo ortogonale O(n) che viene det-
to gruppo di olonomia della varieta riemanniana (M, g) in p. Si noti che
spesso si parla di olonomia di (M, g), e si denota con H(M,g), senza fare
riferimento al punto base perché, essendo M connessa, gruppi di olonomia
relativi a punti distinti sono isomorfi. Se a ¢ un cammino (differenziabile a
tratti) che congiunge due punti p,q di M, lapplicazione «a, : H,(M,g) —
H,(M,g), 7(0) = 7(a) o7(0) o 7(a™ "), & un isomorfismo. Se ci limitiamo a
considerare cappi in p omotopi al cappio costante, si ottiene un sottogrup-
po H°(M,g) di H(M,g), che viene detto gruppo di olonomia ristretto della
varieta riemanniana M. Naturalmente, se m (M) =0, H*(M,g) = H(M, g).
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Nel caso della connessione euclidea V° di R”, lo spostamento parallelo & de-
finito dalla traslazione per cui il gruppo di olonomia dello spazio euclideo e
banale: H(R™) = H°(R") = {I;}. Piu in genrale vale il seguente risultato
(cfr. [10], p. 283): wna varieta riemanniana (M,g) é piatta se, e solo se,
H°(M,g) = {I;}. Infine, ricordiamo alcune proprieta dei gruppi di olonomia
da cui si vede che la struttura di tali gruppi riflette proprieta geometriche
della varieta (Cfr [97], p.226 oppure [100], p.122):

H(S") = SO(n), H(H")=50(n);

H(M,g) C SO(n) se, e solo se, M ¢ orientabile;
o H(M,g) HO(M,§) = H(M,g), dove (M, §) denota il rivestimento rie-
manniano universale di (M, g);
o H(M; x My, g1 x g2) = H(My,g1) x (Ms, g2);
e (M, g) ¢ kdhleriana se, e solo se, dim M = 2m e H(M,g) C U(m) (gruppo
unitario).

Esercizi sulla connessione di Levi—Civita

Esercizio 6.49. Verificare che l'operatore V definito dalla (6.8) € una con-
nessione lineare, simmetrica e compatibile con g.

Esercizio 6.50. Verificare, usando la (6.8), che metriche riamanniane omo-
tetiche g e ¢’ = kg, k = cost. > 0, hanno la stessa connessione di Levi-Civita.
Pill in generale, siano ¢ e § due metriche riemanniane conformi, § = e*/¢, f €
F(M), e siano V e V le corrispondenti connessioni di Levi-Civita. Verificare

che
VxY =VxY + X(f)Y +Y(f)X — g(X, YV,

dove V f ¢ il gradiente di f rispetto alla metrica g, ovvero il campo vettoriale
definito da g(Vf, X) := (df)(X) = X(f).

Esercizio 6.51. Sia (M, g) una varieta riemanniana con connessione di
Levi-Civita V. Sia T un tensore di tipo (1,2) su M. Si verifichi che
V = V + T & una connessione lineare. Quindi, una varieta riemanniana
ammette connessioni lineari che non sono di Levi-Civita.

Esercizio 6.52. Siano (M, g1) e (M, g2) due varieta riemanniane con con-
nessioni di Levi-Civita V! e V? rispettivamente. Usando la (6.8), verifica-

re che la connessione di Levi-Civita V della varieta riemanniana prodotto
(M; x My, g1 X go) € data da

VxY = Vi Vi + V3, Y%,
dove X;,Y; denotano le proiezioni di X,Y su T'M; (i = 1,2).
Esercizio 6.53. Come una conseguenza della formula dell’Esercizio 6.52, si
verifichi che sulla varieta riemanniana prodotto (M xR, g x dt ®dt) il campo

di vettori V' = d/dt ¢ parallelo rispetto alla connessione di Levi-Civita della
metrica prodotto g x dt ® dt.
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Esercizio 6.54. Si consideri R? con la metrica riemanniana
g = f(dz® + dy?), dove f(x,y) = 1/(1 4+ 2* 4+ y?).

Osservato che (e; = (1/y/f)0s, ea = (1//f)d,) & base g-ortonornale di campi
vettoriali, si verifichi che la connessione di Levi-Civita V di (R?, g) ¢ definita

da:
Veer=(y/VI+22+2)er, Veer=(—y/V/ (I +22+y?))er,
Veer=(—z/v/(1+22+y?))es, Veer = (z/4/(1+22+y?))er.

Esercizio 6.55. Sia (M, g) una varieta riemanniana con connessione di Levi-
Civita V. Siano Ffj i coefficienti di Christoffel di V e g;; i coefficienti della

metrica g rispetto a un fissato sistema di coordinate locali (z;). Indicata con
(%) la matrice inversa di (g;;), usando l'equazione (6.8), si verifichi che:

I = % o {@'Qik + 0igjk — akgij}gkm7

dove 0; = %. Questa formula esprime i coefficienti di Christoffel della
connessione di Levi—Civita in funzione dei coefficienti della metrica.

Esercizio 6.56. Si consideri la metrica iperbolica g del semispazio R’ =
{(z1,...;zn) € R : 2, > 0}, quindi g;; = (1/22)d;; e g9 = (22)d;;.
Si verifichi che i coefficienti I'¥; non nulli della connessione di Levi-Civita

della suddetta metrica iperbolica di R’} sono dati da

r=1/z, i, =Tt.=-1/x,, I" =-1/x,, i=1,.n-1.
In particolare, i coefficienti Ffj della connessione di Levi—Civita della metrica
iperbolica di RZ = {(z,y) € R* : y > 0} sono dati da

I =T, =T =0, T, =1/y, T}, =T% =T%, = —1/y.
Esercizio 6.57. Si verifichi che i coefficienti I'¥; della connessione di Levi-
Civita della metrica riemanniana dell’Esercizio 4.21 sono dati da

Fh = F%l = Fﬁ = F%l = ng =0, F%z = —r(u)r'(u), F%z = 7r'(u)/r(u),
dove si e posto x1 =u e o = 9.

Esercizio 6.58. Si verifichi che un diffeomorfismo di una varieta rieman-
niana che trasforma geodetiche in geodetiche, in generale, non ¢ un’isome-
tria. In altre parole, dare un esempio di varieta riemanniana (M, g) e di un
diffeomorfismo f ¢Iso(M, g) che trasforma geodetiche in geodetiche.

Esercizio 6.59. Sia 7() una geodetica di una varieta riemanniana. Si veri-
fichi che il vettore velocita 4(¢) ha lunghezza ||%(t)|| = a (costante). Inoltre,
si verifichi che lascissa curvilinea di () & data da s(t) = at + b, e quindi
€ un parametro ammissibile.

Esercizio 6.60. Sia F' un diffeomorfismo di una varieta riemanniana che
trasforma campi paralleli in campi paralleli (cioe vale la proprieta a) del
Corollario 6.44). Si verifichi che F' ¢ una trasformazione affine (cioe conserva
la connessione di Levi-Civita).
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Esercizio 6.61. Sia ()M, g) una varieta riemanniana 2-dimensionale. Siano
V, X € X(v) con V parallelo lungo v e V(t) # 0 per ogni ¢. Si verifichi che X

e parallelo lungo 7 se, e solo se, la lunghezza di X e I'angolo convesso (X : V)
sono costanti.

Esercizio 6.62. Sia 7 : (M,g) — (M’,¢’) una sommersione riemanniana
(suriettiva) (cfr. Sezione 4.3). Siano X,Y € X(M) sollevamenti orizzontali
di X', Y € X(M'). Si verifichi, usando la formula di Koszul, che

Ty (VXY) =VyY' =V, 7Y,

dove V e V' sono le connessioni di Levi-Civita di M e M’ rispettivamente.

6.6 Le equazioni di struttura di Cartan

Sia y(s) = P(s) un arco di curva regolare dello spazio euclideo R?, pa-

rametrizzata con 'ascissa curvilinea. E ben noto che la curvatura k(s) e la
torsione 7(s) caratterizzano completamente la curva. D’altronde, & possibile

considerare lungo la curva « il riferimento di Frenet: {t(s) (versore tangen-
te), 7i(s) (versore normale), b(s) (versore binormale)}, definito da

f(s) = 4(s), #i(s) = tf)H IIz(S;II B(s) = f(s) Afi(s).

Derivando {t(s), 7i(s), b(s)} si ottengono le formule di Frenet:

5

t(s) = k(s)7i(s) B
i(s) = —k(s)i(s) = 7(s)b(s)
b(s) = 7(s)ii(s).

Le equazioni di struttura di Cartan, in un certo senso, si possono pensare
come una generalizzazione delle formule di Frenet per una varieta differen-
ziabile M munita di una connessione lineare V. Sia {E;} una base locale di
campi vettoriali, indichiamo con ij i corrispondenti coefficienti locali di V,
cioe

Ve Ej =375 Er
Indicata con {6’} la base locale duale di {E;}, definiamo le n* 1-forme w¥
ponendo

w;‘?(X) = 0" (VxE;) e quindi w;? =>.w j( 00 =3, 7’“ .

Le 1-forme wj’? sono dette 1-forme locali della connessione V. Indicato con T'

il tensore di torsione di V, le 2-forme ©° definite da
O(X,Y)=0"(T(X,Y))

sono dette 2-forme locali di torsione. Tenendo presente le formule (2.3) e

(2.9) relative al prodotto esterno e al differenziale esterno per 1-forme, si
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ottiene:

O'(X,Y) =0(VxY — VyX — [X,Y])
_ 9%<VXZY E; - VYZXJE X, Y]>

_ Z ( (YO (E;) — Y (XD (E;) + w‘ei(vXEj))
. Z (XJGZ vYEj)) —0([X,Y])
= X(0'(Y)) = Y(0'(X) = 0 (X V]) + 3 (w5 (0# (Y

'y (X)w;‘.(Y)) = (d0)(X,Y) + ) (Wi NG (X,Y),

J

ovvero

O =db" +> wi N (6.11)

Definiamo le 2-forme ‘ ‘
QZ-(X Y) :=0"(R(X, Y)E)

dove R(X,Y)Z := —VXVyZ+VyVXZ+V[Xy]Z ¢ il tensore di curvatura

di V (cfr. Sezione 8.2). Le Q sono dette 2-forme locali di curvatura di V.
Risulta:

Q4(X,Y) = 0(R(X,Y)E))
=0 (Vixy Ej) — 0/(VxVyE;) + 60 (VyVxE;)
= wi([X,Y]) = 0'(Vx YY"} E) + 60/ (Vy VX E))
h,k

= wi([X,Y]) = 0/(Vx Y _ 0" (V) ) + 0/ (Vy Vx E;)

= Wi([X,Y]) = 6" (Vx > _wf(Y)E) + 6/ (Vy Y wh(X)Ey)

— W) (1X,Y]) = 0" ( SO (X@h (V) B + (Y )V By

+ ( S (Y (X)) E) + wf(X)VyEk>

k
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=— Z wy A w! Y).
k
Quindi,
Qf = —dw! — Zw,@ A wj’-“. (6.12)
k

Le equazioni (6.11) e (6.12) sono dette equazioni di struttura di Cartan. Se
poniamo

T(E; Ey) =Y, Ty' B e R(E;, Ej))Ey =Y, Rig!' B,

allora
= ©'(E;,Ey) 0 ANOF = 0/(T( )) 67 A 6"
i<k i<k
= Ty 0(E)0T A6F =) Tyt 67 A6,
i<k i<k
= Qi(Ew, Ey) 60" N0" = 0" (R(Ey, Ex)E;) 0" A 6F
h<k h<k
= Ry 0°(2)0" AO* =" Ry 0" N0
h<k h<k

Pertanto, le equazioni di struttura di Cartan diventano

{ g =3, ewa'+ZJ<k1;k‘ 09 A Ok,
dwl = Z wi Awh =37 Ris’ Qh/\Qk

Consideriamo ora una varieta riemanniana (M, g) e sia V la connessione
di Levi-Civita associata. Supponiamo { F;} base ortonormale locale. Allora,

VY = Z (X(Y)E; + Y'Vx E)
—Z( E+Y’Z€’“ (VE) By)
= Z( X(YF) +ZY’ B(X )

Esercizio 6.63. Si verifichi che la compatibilita di V con la metrica e
espressa da:

ko i . L
Yi; = —Yir» €quivalentemente w; = —wy.
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Si noti che la simmetria di V, ossia la condizione T = 0, e espressa dalla
proprieta Ffj = —Fg?i per ogni sistema di coordinate locali, dove I'¥; sono
i coefficienti della connessione rispetto alla corrispondente base coordinata.
Le equazioni di struttura di Cartan della connessione di Levi-Civita di una
varieta riemanniana, con riferimento a una base ortonormale locale, sono
date da

' , j i 6.13
dwi == wi Awh =37, Ruej 0" A 6" (6.13)

{ ot =3, ANwj, w;=—uw
Esercizio 6.64. Posto
wj- = Zk a;'-k@k e do = Zj<k b;'-ké’j AR

i;» la quale fornisce

esplicitamente 'unica soluzione del sistema (6.13) (cioe la connessione di
Levi-Civita).

si verifichi la seguente formula: 2a}, = bl + bl — bf

6.7 La connessione di Levi-Civita di sottova-
rieta riemanniane

Sia (M, g) una sottovarieta riemanniana di (M,g). Per semplicita as-
sumiamo M C M, quindi g = *g, dove ¢ : M — M. Per ogni p € M
poniamo:

T,M = T,M & V,M,

dove V,M ¢ l'ortogonale di T,M = i,T,M in T,M. Quindi, per ogni p € M
e per ogni V € T,M:

V=VT+Vv
dove VT € T,M ¢ la componente tangente e V+ € V,M ¢ la componente
normale.

Teorema 6.65. Siano V,V le connessioni di Levi-Civita di (M, g) e (M, g)
rispettivamente. Allora per ogni X, Y € X(M) ep € M:

Vy,Y = (VxY), = (VxY), (6.14)

dove X,Y sono estensioni locali di X,Y su un intorno di p in M.

Dimostrazione. Consideriamo U, U intorni coordinati speciali (di un fissato
punto) in M e M rispettivamente. Dati X,Y, Z € X(M), esistono X,Y,Z €
X(U) estensioni di X,Y,Z, cio¢ i,,X, = X, per ogni p € U, equivalente-
mente X (f)jy = X(fiv) per ogni f € F(U) (cfr. Sezione 2.5). Per ogni
peU:

9(X,Y)(p) = 9p(Xp, Yp) = Gp(tsp Xy, 15pY3) = 5p(Xp, V) = 9(X, Y )(p),
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cioe o
g<X7 Y>|U - g(X7Y)|U

Di conseguenza,

(Z29(X,Y)),, =Z (9(X,Y)p) = Z (9(X.Y)v) - (6.15)

Inoltre, siccome anche [X,Y] € X(U) ¢ una estensione di [X,Y] € X(U),
(X, Y], Z)w = g([X,Y], Z) . (6.16)
Confrontando le equazioni che definiscono le connessioni di Levi-Civita V e
V:
29(Vy X, 2) = Xg(Y,Z) +Yg(X,Z) — Zg(X,Y)

29(Vy X, Z) = Xg(

)
e tenendo presente le equazioni (6.15) e (6.16), si ottiene
(

9(VyX, Z)v = (Ve X, 2. (6.17)

Sia ora {u;} una base ortonormale di campi di vettori definiti su U, e sia {u;}
una estensione di {u;} su U. Allora, applicando la (6.17), per ogni p € U:

(VyX), ng (VyX)p, wip)uip, = ng (VyX)yp, tip) Uiy

]

Se v : I — M e una curva differenziabile di M, ¥ = 4 o~ ¢ una curva
differenziabile di M che si identifica con 7, ossia una curva di M si puo sempre
pensare come una curva di M. Sappiamo che il vettore (VyX), dipende
soloday, =Y, eda X(t) = X(y(t)) = X(7(t)) = X(t), dove v(0) =p e
7(0) =Y, (cfr. Proposizione 6.6). Pertanto, si pone (VyX), = (VyX), ¢
quindi la (6.14) diventa

(VyX), = (VyX),.
Inoltre, se V' € X(v), allora V() = i)V () € X(7) si identifica con V (¢).

Quindi, un campo di vettori differenziabile lungo v in M si puo sempre
pensare come un campo di vettori differenziabile lungo v in M.
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Corollario 6.66. Se 2 ¢ 2 sono le derivate covarianti definite dalle con-

dt € d
nessiont di Levi-Ciwita V e V, allora per ogni V € X(7):
AN T
Dv DV
—=|—) . 6.18
i~ () 619

Dimostrazione. Usando le notazioni introdotte nella dimostrazione del Teo-
rema 6.65, poniamo V(¢) = Y"1, V'(t)u,(t). Allora,

DV AV i Dui\ _ X (A i
EFZE:(H;W@+WWQdt):§:<H;WM+WWﬂVwWO
i=1

i=1

Il campo di vettori V/(¢), pensato come elemento di X(%), ha componenti
VF(t) =0 per ogni k =n+1,...,7, quindi V(¢) = >0 Vi(t)u(t) e

DV KAV e

i=1

pv _ (DV\'
Pertanto, T ( & ) . [l

Consideriamo {e;} base di X(U) e {&;,9;} base di X(U), con é; estensione
di ¢; su U. Sia {FE;} base ortonormale di X(U) ottenuta ortonormalizzan-
do con il metodo di Gram-Schmidt la base {e;}. Inoltre, sia {E;,&;} base
ortonormale di X(U) ottenuta ortonormalizzando con il metodo di Gram-—
Schmidt la base {¢;,v,}. Allora E; ¢ una estensione di E; su U. Poniamo
& = & Sia V(M) = UpenVp(M) il fibrato normale su M relativo all’im-
mersione 7 : M < M. V(M) e TM sono sottofibrati di TM. Sia X(M)*
I'insieme dei campi differenziabili di vettori normali ad M, in altre parole
X(M)* & I'insieme delle applicazioni differenziabili

E:M —v(M), pr— & € V,(M) = (T,M)™*.
Localmente si ha )
§=>" @&, dove o€ F(U).
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X(M)*+ & un F(M)-modulo, inoltre coincide con I'insieme delle sezioni diffe-
renziabili del fibrato normale V(M) (cosi come X (M) ¢ I'insieme delle sezioni
differenziabili del fibrato tangente TM). L’applicazione

a: X(M)x X(M) = X(M)*+, (X,Y) = a(X,Y),

a(X,Y)(p) := (VxY); (componente normale),
viene detta seconda forma fondamentale dell'immersione. Si vede facilmente
che a ¢ un’applicazione F (M )-bilineare simmetrica, quindi «(X,Y)(p) di-
pende solo da X, e Y,. In altre parole, @ ¢ un tensore su M di tipo (0, 2)

simmetrico a valori nel fibrato normale. Pertanto, per ogni fissato p € M,
possiamo definire ’applicazione bilineare simmetrica

a, : T,M x T,M — V,M,(X,,Y,) = a,(X,,Y,) = a(X,Y)(p),

dove X,Y € X(M) con X (p) = X, e Y(p) =Y,. Decomponendo VxY come
somma della componente tangente e di quella normale, si ottiene I’equazione

(VxY), = (VxY), +a(X,Y), (6.19)

che viene detta equazione di Gauss (cfr. Figura 6.3).

Figura 6.3: La decomposizione di VY.

Per ogni curva differenziabile y(¢) di M e per ogni V' € X(7), dalla dimostra-
zione del Corollario 6.66, segue

DV DV o e DV : :
— = T2V (Vsyu) ™ = — 2V B (5(1), wi(h))
=1 =1

n n

e quindi otteniamo 'equazione di Gauss per campi di vettori lungo curve:

DV DV .
La sottovarieta M e detta totalmente geodetica se o« = 0, cioe se per ogni
X, Y € X(M) eperognipe M :

(?Xy)p = (VXY)p'
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Il vettore curvatura media della sottovarieta riemanniana M e il vettore

n

H(p) = —tr a, = Z@p e, e;) = 1 Z(Vezei)é €V, (M), (6.21)

=1

dove {e;} € una base ortonormale locale di X(M). Quindi, nH (p) & il vettore
ottenuto proiettando (Y7, @eiei)p u (I,M )L = V,(M). La sottovarieta
M ¢ detta minimale se H = 0.

Proposizione 6.67. Sia (M,g) una sottovarieta riemanniana di (M, g),
g = 1*g. Allora, M ¢ totalmente geodetica se, e solo se, le geodetiche di M
sono tutte e sole le curve geodetiche di M contenute in M.

Dimostrazione. Proviamo che M ¢ totalmente geodetica se, e solo se, per
ogni curva differenziabile v(t) di M le seguenti proprieta sono equivalenti:
(a) v(t) € una curva geodetica di M;

(b) ~(t) & una curva geodetica di M.

Se M ¢ totalmente geodetica, cioe se a = 0, dall’equazione (6.20) si ha

Dy _ D5

dt — dt’

e quindi (¢) € una geodetica di M se, e solo se, v(t) € una geodetica di M. Vi-
ceversa, se (a) e (b) sono equivalenti, dall’equazione (6.20), con V(t) = (1),
segue che o = 0 (in quanto bilineare e simmetrica) e quindi M ¢ totalmente
geodetica. O

Esempio 6.68. Dalla Proposizione 6.67 segue che la sfera canonica S™ non
¢ una sottovarieta totalmente geodetica dello spazio euclideo R™! (non ¢
nemmeno minimale). Piu in generale: non esistono sottovarieta riemannia-
ne minimali compatte immerse nello spazio euclideo ([56] vol. II, p. 34). Lo
spazio euclideo R ¢ chiaramente una sottovarieta totalmente geodetica di
R™, m < n. Verifichiamo che la sfera canonica S™ e una sottovarieta rieman-
niana totalmente geodetica della sfera canonica S, n > m. Consideriamo le
seguenti immersioni:

1:S™ e R gy s R s R = R R ™,
J1:S™ = S" x s (2,0), jo:S" e R*TL
i=iy0i:S" = R =R xR
Allora, indicando con g, sia la metrica euclidea di R™*! che quella di R"*!
si ha
9y =119y = 9s 1=J20J1, G, =19, =Ji(J39,) = Ji9,.-

Quindi j : (S™,g,,,) <> (S",g,,) ¢ un'immersione isometrica. D’altronde,
le geodetiche di una sfera (munita della metrica canonica) sono tutte e sole le
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circonferenze di raggio massimo (cfr. Teorema 7.7). Pertanto, se () € una
curva di S™, y(t) € una curva geodetica di S se, e solo se, () € una curva
geodetica di S™. In conclusione, applicando, la Proposizione 6.67, si ottiene
che S™ & una sottovarieta riemanniana totalmente geodetica di S™.

Torniamo al caso di una sottovarieta riemanniana (M, g) — (M, g). Sia
¢ € X(M)*. Usando le notazioni di prima, localmente

§=2] @, o € FU).
Per ogni p € M, al vettore &, € V,(M) e associato I’endomorfismo simme-
trico
Se,  T,M — T,M,
detto operatore forma (o operatore di Weingarten), definito da
9p(Se, Xp, Yp) = Gp(ap(Xp, ¥p), &p).-

In termini di derivate covarianti, I'operatore di Weingarten ¢ dato da

Se, X, = —(Vx,&)", equivalentemente SeX = —(Vx&)'. (6.22)

Infatti, se X,,Y, € T,M e Y & un campo vettoriale definito in un intorno di
p con Y (p) =Y, si ha:

n

(X, Yp) = (vXY); = Z gp(vXpYafjp)fjp

j=n+1
== Z gp(?ngj’Y;?)fjp'
Jj=n+1
Quindi,
gp(Sépoa Yy) = Gpap(Xy, Y2), &)
==Y B(Vx& )5 E)

j=n+1

= — Z gp(vxﬁj,yp)aj(?)

j=n+1

== Z 9,(Vx,a’¢;,Y,) (tenendo conto che&; 1Y)
j=n+1

= gp(_?Xpé:Y;D) VY;’ S TpM'

Di conseguenza, S¢, X, = —(Vx,&)'. Indicata con V¢ la componente
normale di Vx¢, dalla (6.22) si ha 1'equazione di Weingarten

Vxé=—S:X + Vx&. (6.23)
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Si noti che V*, detta connessione normale di M, definisce una connessione
lineare nel fibrato normale V(M), inoltre V< risulta compatibile con la me-

trica riemanniana indotta sul fibrato V(M) dalla metrica riemanniana g di
M.

Caso delle sottovarieta di codimensione 1

Consideriamo il caso di (M, g) sottovarieta riemanniana n-dimensionale
di (M, g) varieta riemanniana (n + 1)-dimensionale. Supponiamo che esista
¢ € X(M), unitario e ortogonale a M, quindi (T,M)* =< &, > per ogni
p € M. In tal caso, la formula (6.21) del vettore curvatura media diventa

1 = I~ e~ =
H(p) = ﬁ Zl<v€zel>;_ = E Zlg(veieiag)pgp = _ﬁ Zlg(velg)u ei)pgp

dove {e;} € una base ortonormale locale di X(M), e l'operatore forma S &
dato da -
Se X, =~V £.

Di conseguenza,

1
H(p) = ﬁ(trS&)) & -
Inoltre,
g(?fga 5) =0,

per cui tenendo conto della definizione di divergenza data nell’Appendice B,
il vettore curvatura media ¢ dato da

1
H = ——(div§) .
n
La funzione

1 1
= ——(div§) = —(tr5¢).
H n( ive) n( rSe)
¢ detta curvatura media di (M, g).

Caso delle sottovarieta di R”
Per una ipersuperficie regolare M — R™! D'operatore di Weingarten &
dato da

Se, Xp = =V§ €.

P

Di conseguenza, se V ¢ la connessione di Levi-Civita dell’ipersuperficie rego-
lare (M, g = i*go), 'equazione di Gauss (6.19) diventa

(VXY)p = (VxY)y + 9(Se, X, Yp)p- (6.24)
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Per la sfera unitaria S < R"™ il campo £ ¢ definito da &, = p e quindi
I'operatore di Weingarten e dato da

Se, Xp = —V§ £ = —X,,. (6.25)
Se (M, g) ¢ una sottovarieta riemanniana di (R",g,), la formula (6.18)
diventa -
DV dv
— == . 6.26
i - () (520

In particolare se M ¢ un’ipersuperficie di R", V,M ¢ il sottospazio di T,R"
generato da §, vettore unitario normale ad M in p (£, in generale, ¢ definito

solo localmente), quindi V,M e 1-dimensionale. In tal caso, se v € una curva
differenziabile di M e V(t) € X(7), si ha

dVv
V(t) e parallelo lungo v <= ’ry ¢ parallelo al campo normale &, ).

Le stesse considerazioni valgono considerando R™ con la metrica ¢ di Minko-
swki, in tal caso le proiezioni sono riferite alla metrica q.

Esempio 6.69. Sia M una superficie (regolare) di R* con la metrica g indotta
da go. Sia y(s) una curva differenziabile (regolare, cioe con §(s) # 0) di M (e
quindi di R?) parametrizzata con I'ascissa curvilinea. Dall’equazione (6.20)
segue

() = 27+ ol (5),Exc st (6.27)

Siccome ky(s) = [|Z2]| e ku(s) = |g(5(s), & )| sono rispettivamente la
curvatura geodetica e la curvatura normale di y(s) come curva di M, e
k(s) = ||7(s)|| & la curvatura di v(s) come curva di R?, dall’equazione (6.27)
segue la seguente relazione fra le tre curvature:

K (s) = k2 (s) + k2 (s).

In particolare, se y(s) ¢ un parallelo di colatitudine ¢ (0 < ¢ < 7) della

sfera canonica S? di raggio R, quindi v(s) ha raggio r = Rsin¢, allora
k(s) = 1/(Rsing) e ky(s) = k(s)cos(5 — ¢) = 1/R. Di conseguenza, la
curvatura geodetica ¢ data da

Ccos

ky(p) = cost. = Vp € 7.

Rsing

Proposizione 6.70. Siano M, M, due superfici di R3, ognuna munita della
metrica riemanniana canonica. Se My, My sono tangenti lungo una curva
differenziabile o, allora il trasporto parallelo lungo o(t) in My coincide con il
trasporto parallelo lungo o(t) in M.
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Dimostrazione. Dire che My, M, sono tangenti lungo una curva differenzia-
bile o, vuol dire che esistono o1 : I — M, 09 : I — M, curve differenziabili
tali che o1(t) = o(t) = 02(t) e T,pMy = TouyM, per ogni t € 1. Quindi,
X(01) = X(02). Sia &, (i = 1,2) Doperatore di derivazione covariante su

M;. Se V € X(01) = X(02), dalla (6.26) si ottiene 2LV = (%)T = &V

Dunque, V(t) ¢ parallelo lungo o(t) in M se, e solo se, V (t) ¢ parallelo lungo
U(t) in MQ. ]

La proposizione precedente offre una visualizzazione geometrica del tra-
sporto parallelo per superfici di R®. Sia (), t € I, una curva differenziabile
di una superficie di R*. Consideriamo la famiglia {7, M }e; dei piani tan-
genti a M lungo la curva o. Per ty,t € I, 'intersezione del piano tangente
in o(tg) e del piano tangente in o(t) sara in generale una retta. Il suo limite,
per t — 1y, sara una retta passante per o(tg) nel piano tangente To(t0) M.
La famiglia di queste rette, al variare di ¢y € I, costituisce una superficie
rigata sviluppabile 3 (ossia ¢’¢ un unico piano tangente lungo i punti di una
stessa retta generatrice), detta superficie inviluppo di questa famiglia di pia-
ni, che risulta tangente a M lungo o (cfr. Do Carmo [30], p.196). Poiché
Y. e localmente isometrica al piano euclideo, la stessa superficie puo local-
mente srotolarsi sul piano euclideo, e sul piano euclideo il trasporto parallelo
non ¢ altro che 'ordinaria traslazione. Un cono circolare retto e un cilindro
circolare retto sono esempi di superfici rigate sviluppabili.

Esempio 6.71. Trasporto parallelo sul cono di rotazione.
Consideriamo la superficie ¥ : 2z = ky/2?2 +y2, k > 0, (z,y) # (0,0). ¥ ¢ un

semicono di vertice l'origine O e angolo di apertura 2« definito da tga = %

> ha equazioni parametriche
xr = psinacos B, y = psinasin B, z = pcos q,
dove p > 0 e 8 € [0,27[. Facciamo vedere che la superficie ¥, munita della
metrica riemanniana indotta da quella euclidea di R3, & localmente isometrica
al piano euclideo. Nel seguito denotiamo con gq sia la metrica euclidea di R?
che quella di R3. Sia U I’aperto del piano espresso in coordinate polari (p, )
da
x = pcost, y = psind, dove p >0 e 9 €]0, 27 sin af.
E facile vedere che la metrica euclidea go = dr ® dr + dy ® dy sull’aperto U,
rispetto alle coordinate polari (p, 1), & data da
go = dp @ dp + p*dd @ dv.
Quando ¥ varia nell'intervallo ]0, 27 sin af, 'angolo 5 = Sifa descrive I'in-
tervallo ]0,27[. Quindi, se ry € la generatrice di ¥ ottenuta per § = 0,
I’applicazione
F:U—=3%\ro, (p.9) = (psinacos(z2), psinasin(2-), pcosa),

Si8eRed S o

¢ chiaramente un diffeomorfismo, in termini di coordinate (globali)
F (pv 19) = (p’/B = siga)'
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Sia g = i*go la metrica riemanniana di X\ ry, dove i : ¥\ ry < R3. Allora,
la metrica h = F*g = F*i*gy = (i o F)*go, dove i : U — R3, ha coefficienti

Pertanto F': (U, go) — (X \ 70,g9) ¢ una isometria e quindi ¥ ¢ localmente
isometrica al piano euclideo. Determiniamo ora il trasporto parallelo 7 lungo
un parallelo di ¥. Siano p un fissato punto di 3, con dist(O,p) = p, e ¢ il
parallelo di ¥ passante per p con ¢(0) = o(1) = p. Sia Vj € 7,2, vogliamo
determinare il vettore V; € 7,2 ottenuto da Vj, per trasporto parallelo lungo
o. Y & una superficie localmente isometrica al piano euclideo. Sia ry la
generatrice per p, 3\ rg sviluppata nel piano diventa l'aperto U (cfr. Figura
6.4), ossia il settore angolare definito da: p > 0 e ¥ €]0,27sinal. In U il
parallelo o e rappresentato da un arco di circonferenza . Se ¢ e ’angolo
sotteso dall’arco v, siccome pd = L(y) = L(0) = 2mpsina, si ha:
0 = 2msina.

Sia V] il vettore ottenuto trasportando per parallelismo Vj lungo v nel piano,
quindi effettuando semplicemente una traslazione. Quando riavvolgiamo il
settore angolare sul cono (cfr. Figura 6.4), notiamo che V; e ottenuto da Vj
con una rotazione (nel verso determinato da ¢(t)) di angolo

a =21 — 6 =27n(1 — sina).

Figura 6.4: Trasporto parallelo sul cono.

Si noti che I'angolo a non dipende dal particolare parallelo considerato, ma
solo dall’apertura del cono. Se a (0 < o < 7) tende a 7, allora a tende a 0.
In particolare, se a = 7, ¥ degenera in un piano.
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Esempio 6.72. Trasporto parallelo sulla sfera.

Sia o un parallelo di colatitudine ¢ (0 < ¢ < ) della sfera canonica S, con
o(0) = o(1) = p. Fissato V € T,S% determiniamo Vi = 71(V}), dove 71 ¢
lo spostamento parallelo da 0(0) = p a ¢(1) = p lungo o. Sia ¥ il semicono
tangente alla sfera S? lungo o.

Figura 6.5: Semicono tangente alla sfera.

T _

L’angolo di apertura di X ¢ 2a;, dove o = § — ¢ (cfr. Figura 6.5). Applicando
la Proposizione 6.70, e quanto visto nell’esempio precedente, V; e ottenuto
da Vj con una rotazione (nel verso determinato da (t)) di angolo

a=2m(1—sin(Z — ¢)) = 2m(1 — cosp).
Se ¢ =7, allora a =27 e quindi V; =V, (in tal caso o ¢ un equatore e
¥ un cilindro circolare retto). Se ¢ — 0, allora a — 0.

6.8 Tensori fondamentali su una distribuzio-
ne

Definizione 6.73. Una distribuzione D di dimensione r su una varieta dif-
ferenziabile M di dimensione n (r < m) € una corrispondenza che ad ogni
punto p € M associa un sottospazio r-dimensionale D,, di T},M.

Una distribuzione D si dice differenziabile se per ogni p € M esistono un
intorno U di p ed r campi di vettori linearmente indipendenti Xy,..., X, €
X(U) che definiscono una base di D, per ogni g € U. L'insieme {X,..., X, } &
detto base locale della distribuzione D. Un campo di vettori X € X(M), X, #
0 per ogni p € M, definisce una distribuzione differenziabile 1-dimensionale
su M. Sia D una distribuzione differenziabile r-dimensionale. Un campo di
vettori X € X(M) appartiene alla distribuzione D se X, € D, per ogni p €
M. Indichiamo con I'(D) 'insieme di tutti i campi di vettori differenziabile
di D. Diremo che la distribuzione D ¢ involutiva se per ogni punto p € M,
esiste U intorno di p ed esistono Xi,..., X, € X(U) che costituiscono una
base locale di D, tale che

(X, Xj] = 3y i X 1<i4,5<r
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Le cfj sono funzioni differenziabili (in generale non costanti) definite nell’in-
torno considerato. Equivalentemente,
D ¢ involutiva < [X,Y] e (D) VX,Y e I'(D).

In analogia alle curve integrali di un campo di vettori (distribuzione 1-
dimensionale) abbiamo la nozione di varieta integrale di una distribuzione.
Sia D una distribuzione differenziabile su M. Una sottovarieta (connessa) N
di M si dice varieta integrale di D se Vg € N : T,N C D,. Si noti che una
varieta integrale puo avere dimensione minore di quella di D.

Esempio 6.74. Sia D la distribuzione su M = R"** generata da E; =
0/0x;,i=1,...,n; D associa, ad ogni punto p € M, il sottospazio D, costi-
tuito da tutti i vettori per p e paralleli a R™. Tale distribuzione e involutiva
poiché [E;, Ej| = 0.

La situazione dell’esempio precedente e tipica, almeno localmente, del-
le distribuzioni involutive. Sia D una distribuzione differenziabile su M di
dimensione r < n. Diciamo che D e una distribuzione integrabile, o com-
pletamente integrabile, se ogni punto p € M ha un intorno coordinato
(U, p) tale che, se (x1, ..., x,) sono le coordinate locali, allora i vettori 9/0z;
(¢t = 1,...,r) formano una base locale su U per D. Una distribuzione r-
dimensionale integrabile si dice che definisce una fogliazione di codimensione
n —r di M. In questo caso, per ogni punto g € U, esiste una varieta inte-
grale r-dimensionale N (detta foglia per q ) tale che T,N = D,, quindi lo
spazio tangente ad N ¢ esattamente D in ognuno dei suoi punti. Infatti, se

(ay,...,a,) denotano le coordinate di ¢, una varieta integrale per ¢ ¢ data
dall’insieme N di tutti i punti di U le cui coordinate soddisfano:
Lrrl = Qpyly- -3 Ly = Qp.

Queste equazioni definiscono un sottospazio r-dimensionale di R™, pertan-
to N = ¢z € oU) : z; = aj,j = r+1,...,n} ¢ una fetta di
U. Naturalmente, in questo caso la distribuzione ¢ involutiva in quanto
[Ei, E;] = [0/0x;,0/0x;] = 0, 1 < 4,5 < r. Quindi, una distribuzione

integrabile e involutiva. Viceversa, abbiamo

Teorema 6.75. (di Frobenius, cfr. [14], p. 159) Una distribuzione D su una
varieta M e integrabile se, e solo se, € involutiva.

Esistono distribuzioni che non sono involutive. Su M = R3, la distribuzione
generata da X, = x3(0/0z1) + 0/0x3 e Xy = 0/0xy + 0/0x3 non &
involutiva (infatti [Xi, Xo] = —0/0x;). Una distribuzione D di dimensione
1 ¢ un campo di rette, cio¢ D, ¢ un sottospazio 1-dimensionale. Una base
locale e data da un campo di vettori X, privo di zeri, che appartiene ad D in
ogni punto e, naturalmente, una curva integrale di X ¢ una varieta integrale
di D. Sappiamo che tali varieta integrali passanti per un dato punto, esistono
e sono uniche. Una tale distribuzione ¢ involutiva in quanto [X, X] = 0. Sia
1 una l-forma differenziale su M. Indichiamo con D la distribuzione definita
dal kern. Siccome il differenziale esterno d sulle 1-forme e definito da:
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(dn)(X,Y) = Xn(Y) = Yn(X) —n([X,Y]),

dal Teorema di Frobenius segue che la distribuzione D ¢ integrabile se, e
solo se, dpp = 0. Una warieta integrale massimale di una distribuzione
involutiva S ¢ una varieta integrale (connessa) N che contiene ogni varieta
integrale (connessa) di S che ha un punto in comune con essa. Naturalmente,
per quanto osservato precedentemente, una varieta integrale massimale ha
la stessa dimensione di S. Si puo dimostrare che per ogni punto p € M
passa una ed una sola sottovarieta integrale massimale della distribuzione
involutiva.

Esercizio 6.76. Si consideri su M = R3\ {0} la distribuzione 2-dimensionale
S definita da S, = {V € T,M : go(V,p) = 0}. Verificare che S & involutiva

e trovare le varieta integrali.

Discutiamo ora alcuni tensori fondamentali associati a una distribuzione
(differenziabile) r-dimensionale V su una varieta riemanniana (M, g). Poiché
M e riemanniana, possiamo considerare la distribuzione H ortogonale a V.
Quindi, per ogni p € M:

LM =V, d M, H,= (V)"
Chiamiamo V distribuzione verticale e H distribuzione orizzontale, e deno-
tiamo con v la proiezione su V e con h la proiezione su H. La seconda forma
fondamentale di V ¢ il tensore A, in generale non simmetrico, definito da

AY(X,Y) = ALY == h(V,xvY) VXY € X(M),
dove V ¢ la connessione di Levi-Civita di (M, g). La seconda forma fonda-
mentale ssmmetrizzata di V e il tensore B” definito da

1
BYY = S(AYY + AyX) VXY € X(M).

Il tensore di integrabilita di V ¢ il tensore [V definito da
I'(X)Y) =AY — AV X = huX,vY] VXY € X(M).

Quando V ¢ integrabile, cioe ' = 0, BY = A" ¢ 'usuale seconda forma
fondamentale delle foglie pensate come sottovarieta di M. Anche se V non e
integrabile, il vettore curvatura media di V € il campo vettoriale (orizzontale)
1 definito da

1 :—th— Zh (Vi Ei),

dove {E}, ..., E.} & una base ortonormale locale di I'(V), cioe per ogni p € U
(aperto di M), {(E1)p, ..., (Er),} ¢ una base ortonormale di V,. La distribu-
zione V e detta distribuzione minimale se, per oni p € M, il vettore curvatu-
ra media p¥(p) = 0, mentre ¢ detta distribuzione totalmente geodetica se la
seconda forma fondamentale simmetrizzata B, = 0 per ogni p € M. Siccome
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AY(E,F)=B(E,F)+3I°(E,F) VYE,FeT(V),
allora
A" =0 se, esolose, V ¢ integrabile e totalmente geodetica.

La connessione parziale di Bott su H (lungo V) e applicazione
VI TW) xT(H) = T(H), (V,F) = Vi'F = h(Ly F) = W[V, F)).
La connessione normale V" ¢ definita da
VIF =h(VyF) (VeT(V),FeTl(H)).

Risulta che le due connessioni coincidono, cioe V{PEF = VELF  se e solo
se H & integrabile e V & riemanniana (cioe, (Lyg)(E,F) = 0 per ogni
Vel (V),E,F eTl(H)). Sinoti che in questa discussione i ruoli di H e V si
possono scambiare.

Serm: (M,g) — (M,g) ¢ una sommersione riemanniana (cfr. Sezione 4.3),
allora su M abbiamo una distribuzione orizzontale H e una distribuzione ver-
ticale V. B. O'Neill introdusse due tensori fondametali A e T" per descrivere
la geometria della sommersione. Se V ¢ la connesisone di Levi-Civita di M,
per ogni X, Y € X(M):

AxY = h(VipxvY) +0(VixhY), TxY = h(VexvY) +v(V,xhY).

Il tensore A ¢ una ostruzione all’integrabilita della distribuzione orizzontale,
ed e detto tensore di integrabilita di 7. L’annullarsi del tensore T ci dice che
le fibre della sommersione sono totalmente geodetiche.

6.9 Derivata covariante di tensori

Lunghezza di tensori
Sia (M, g) una varieta riemanniana. La corrispondenza

X(M) — AY(M) =%"(M), X — w, tale che w(Y)=g(X,Y),

definisce un isomorfismo che permette di identificare in modo naturale X(M)
con A'(M). Se X =3 X' e w=g(X,:)=> w#, con (0") base (locale)
duale della base (e;), allora
wi =9 X7 e X'=3",g%w;, dove g = gleie)).

La stessa procedura puo essere applicata ai tensori di tipo (s,r), in questo
modo tutti gli spazi X*"(M), con s + r = p, sono isomorfi. Questi isomorfi-
smi commutano con la derivata covariante che definiremo nella sottosezione
successiva. Se T' € X*"(M) ha componenti Tj!" 7, allora il corrispondente

..... Gro
tensore, che indichiamo ancora con 7, di X™*(M) ha componenti

i1 hiohs kiiv ki
T3 =20 Tl in GinkaoGiahe 949"
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In particolare se g;; = ¢;;, cioe se la base locale (e;) € ortonormale, allora

T =T Se TS € T M,
__ i QUL
<T,S>=73 T;l5 Sl
definisce un prodotto scalare su ;" M. La norma, o lunghezza, ¢ definita da

IT) = (< .7 >)3,

In particolare, se T,S sono due tensori covarianti dello stesso tipo e le
componenti sono considerate rispetto a una base ortonormale, si ha

<T,$>=% Ty Sy.., |TI°=<T,T>=3% (T;..)"
Esercizio 6.77. Siano S, T due tensori covarianti dello stesso tipo su (M, g),
con S simmetrico e T" antisimmetrico. Si verifichi che

<T, S >=0.
Inoltre, se T" ¢ di tipo (1,1) e (F4, ..., E,) € una base ortonormale, si verifichi
che ||T|* =3, (IT(E)|”.

Derivata covariante di tensori

Sia V la connessione di Levi-Civita associata alla varieta riemanniana
(M,g). Se S ¢ un tensore di tipo (s,r), VS ¢ il tensore di tipo (s, + 1)
definito da:

(VS)(O',...,0°, X, Y1, ....Y,) : = (VxS) (0, ....0° Y1,....Y,,)
= VxS0, ...,0°Y1,...Y,)

- 25(917 "'7‘9571/17 "'7Y;fla VXY;aY;Jrla 7Y;“)
i=1
=) S, .0 VX0 0T 00, Y,

=1

dove (6',...,0™) ¢ la base (locale) duale di una fissata base (locale) (e, ..., ¢,)
di X(M). Nel caso riemanniano, come osservato, un tensore di tipo (s,7) si
puo sempre identificare con un tensore di tipo (s — k,r + k) per ogni k € Z
tale che r+k,s—k > 0. Cid & conseguenza del fatto, gia osservato, che X (M)
si puo identificare in modo naturale con A'(M) = X*(M). Quindi, possiamo
limitarci a considerare tensori S del tipo (0,7) oppure di tipo (1,7), in tal
caso per il tensore V.S si ha:

(VS)(X, Vi, ;) i= (Vi S) (Vi o Yi) = Vi S(Yi, oo V)

=D SN, .Yin1, VaYi Yigr, . Y)).

i=1
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Valgono le seguenti proprieta :
Vx<T,S>= X(<T,5>) =< VxT,S>+<T,VxS >,

Vx(S1®52) = (VxS1) ® Sy + 51 ® Vx5,
VX(trS) = tI'VXS,

dove tr denota la traccia rispetto a una coppia di indici. Inoltre, se S; e Sy
sono tensori di tipo (1,1) allora il tensore S; Sy := S; 0 Sy & ancora di tipo
(I,1) e

VX(Sl SQ) = (VXSl)SQ + Sl(VXSQ).

Tensori paralleli

Mentre i campi di vettori paralleli rispetto alla connessione di Levi-Civita
sono rari. Cio non accade, in generale, per i campi tensoriali. Un campo
tensoriale S, di tipo (0,7) o (1,7), lungo una curva differenziabile (t) ¢
un’applicazione che associa ad ogni t € I un tensore S(t) del tipo (0,r) o
(1,r) sullo spazio tangente T,y M che dipende differenziabilmente da ¢, nel
senso che se X1, ..., X, € X(7(t)), S(t) = S(Xi(¢), ..., X, () e differenziabile.

Se f(t) ¢ una funzione differenziabile, si pone % = ‘31—{. Possiamo allora
estendere la derivata covariante ai campi tensoriali lungo v ponendo:

DS D

=2 (X (1), s X, (1) = T S(Xa(0), 0 X, (1)

dt

_ iS(Xl(t), %, o X (1))

DS/dt & un campo tensoriale dello stesso tipo di S. Diremo che S ¢ un
tensore parallelo lungo la curva v se  DS/dt = 0. Come per i campi di
vettori paralleli, fissato un tensore Sy in v(0), si dimostra che esiste un solo
campo tensoriale S(t) parallelo lungo « tale che S(0) = Sy. Inoltre, indicato
con 7y lo spostamento parallelo lungo v e posto

7:(S0) (Vi ooy Vi) 1= So(r7 VA, o 771 V,) se Sy e di tipo (0,7),
7(So)(Vi, .., Vi) i= 1 (So(7y 'VA, ooy 7y 'V2)) se S e ditipo (1,7),

dove Vi, ..., V. € T,y M, risulta S(t) = 74(Sp). Si noti che: se S & un tensore
di tipo (0, r) definito, mediante la metrica g, da un tensore S di tipo (1,r—1),
allora

l()i—f(Xl(t), X)) = gw(t)(l;—f(Xl(t), e X (1), X0 (1))

Se S & un tensore di tipo (1,7) o (0,7r) su M, e v una curva differenziabile,
allora DS

E(O) = V405
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Un campo tensoriale S su M e invariante per parallelismo, oppure € pa-
rallelo, se per ogni curva differenziabile v di M si ha: S(t) = S(y(t)) =
7,(Sp), dove Sy = S(0). Segue facilmente che:

S & invariante per parallelismo < VxS =0, VX € X(M).

Derivata di Lie di un tensore
Nella Sezione 2.7 la derivata di Lie di un tensore S di tipo (0, p) (su una
varieta differenziabile M) ¢ stata definita da:

(EES)(Yi77 ) ‘CES Yia"') ZS le)') -1, 5 YL i+1y - 7Y;))

Se g ¢ una metrica riemanniana su M e V la corrispondente connessione di
Levi-Civita, la precedente formula diventa:

p
(LeS) (Y, s Yy) = (VeS) (Y, s ¥p) + 3 SV Vit Vi, Y, o Y)).

=1

In particolare:
(Leg)(X,Y) = g(VxE,Y) + g(X, VyE),

quindi £ e di Killing (cfr. Capitolo 9) se, e solo se, 'operatore V& & antisim-
metrico. Se ¢ ¢ un tensore di tipo (1,1):

(Le@)Y = (Ved) Y — Vv & + V&
Se w ¢ la 1-forma g-duale di £, w = g(+, &), allora:

(Lew)Y = g(Ve,Y) + g(Vy€, §).

Se M e orientabile e €, ¢ la n-forma di volume riemanniano (cfr. Appendice
A), allora (cfr. Appendice B)

Ve, =0 e LeQ, = (dive)Q,





