Capitolo 5

Struttura di spazio metrico e
isometrie

5.1 Distanza su una varieta riemanniana

Sia (M, g) una varieta riemanniana (connessa). La metrica g permette
di definire la lunghezza di una curva e la distanza tra due punti di M. Se
v € T,M, si pone
] == gp(v, v).
Sia o : [a,b] — M una curva differenziabile. Assumiamo che o([a,b]) C U,
(U, (x;)) carta locale, allora la lunghezza della curva o ¢ definita da:

f||a ||dt >0, dove

Hd(t)HQ=ga<t><a<t>,d<t>>=2”f§dd"f (1),

Si noti che ||6(t)|| non dipende dalle coordinate scelte. Se (y,) sono altre
coordinate definite in U, si ha

, dy, dy dy, dy 9 0
o]|? = o df slo®) =) dfg <ay ¥ (o(t))
dya dyg a«xz al’j 9
a o dt dt (Z aya axz ; ayﬁ a‘rﬂ o(t)
dye Ox; dyg Ox; dz; dz; .
> S au(ot) = Y T gy (t) = 2.

0B dt 8ya dt 8y5

Se o([a,b]) ¢ in un intorno coordinato, o([a, b]) (in quanto compatto) lo si
puo ricoprire con un numero finito di intorni coordinati e si pone

L(o) := > iy L(o3) 2 0,

dove ogni arco o; ha sostegno contenuto in un intorno coordinato. Si ha
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130 5. Struttura di spazio metrico e isometrie

Lic) =0« ||6(t)] =0« (da;/dt) = 0Vi < x;(t) = cost Vi < o(t) = cost.

La lunghezza di una curva non dipende dalla parametrizzazione, cioe, se
0 : [c,d] — [a,b] & un diffeomorfismo, le curve o : [a,b] - M e 6 =000 :
[c,d] — M hanno la stessa lunghezza. Infatti:

= [ @Nde = [L 116 ©0@)Il o2 dr,

dove 6'(t) > 0 oppure 9’ (t) < 0 (essendo 6 un diffeomorfismo). Se 6'(t) > 0
e quindi 0(c) = a e O(d) = b, si ha

/Ha DI (1)t = /Ha )46 = L (o).

Se 0'(t) <0, e quindi #(c) =b e 0(d) = a, si ha

/ o6 # et =~ [ 15(6)1d0 = Lio).

Se ¢ ¢ una curva differenziabile a tratti, L(o) ¢ definita come somma finita
delle lunghezze degli archi differenziabili. Inoltre, vale il seguente

Lemma 5.1. Se M ¢é una varieta differenziabile (connessa), allora M é
connessa per archi differenziabili a tratti.

Dimostrazione. Per ogni fissato p € M, consideriamo l'insieme C), costituito
da tutti i punti ¢ € M per cui esiste y(p, q) curva differenziabile a tratti che
congiunge p e q. C, ¢ # 0 (p € C}) e gode delle seguenti proprieta.
a) C, & connesso per archi differenziabili a tratti (si noti che se ¢ € C,,, allora
esiste v(p, q) C Cp).
b) C, & un aperto, ossia intorno di ogni suo punto. Infatti, se ¢ € C,,
considerando una carta locale (U, ) con ¢ € U e ¢(U) intorno sferico di
centro ¢(q), si ha U C C,.
c) Cp, N C,p, # 0 implica C,, = C,,.

Quindi, {Cp}penr € una partizione di M. Da a),b), c), segue che C, # 0 ¢
connesso, aperto e chiuso, pertanto C, = M. O

Per ogni p,q € M, poniamo
C(p,q) = {curve differenziabili a tratti che congiungono p e ¢}.

Poiché M & connessa, applicando il Lemma 5.1, risulta C(p, q) # (). Definia-
mo la funzione

d: M x M — R (p,q) — d(p,q):= inf L(c)>0.

o€C(p,q)
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Esempio 5.2. La distanza euclidea
Per lo spazio euclideo (R", gg), la corrispondente funzione dy ¢ la distanza
euclidea:

do(p, q) = (271 (ai — pi)?) P —\lg—pll Vp,qeR
Basta osservare che il segmento ~,(t) = (1 —t)p + tq, t € [0,1], ha L(y,) =
lg = pll e, per ogni v € C(p, q),
. . q—p . .
N 2 60 (30, 7 — ) implica L) 2 la =l = L),
Teorema 5.3. Sia (M, g) una varieta riemanniana (connessa). Allora:

(a) d é una distanza (riemanniana) su M ;
(b) la topologia indotta da d coincide con la topologia iniziale di M.

Dimostrazione. Per provare la (a), dobbiamo dimostrare che per ogni p, ¢, «
punti di M:

(1) d(p, q) = d(q,p),

(2)d(p, q) < d(p, ) + d(z,q),

(3)d(p,q) =0, d(p.q) =0 « p=gq.

Per la (1) basta osservare che se o : [0,1] — M congiunge p a ¢, allora
o1 (t) =0(1 —t) congiunge g a p e L(c) = L(c™1).

(2) Dalle definizioni di d(p,z) e d(z, q) segue che :

Ve >0 3y, € C(p,x), Iy € C(x,q) tali che:
L(m) <d(p,x) +€/2, L(72) < d(z,q) +€/2.
Cio implica che
T=nUn€Cpq), L) =Ln)+ L) <dpz)+dqg +e
e quindi d(p,q) = infoccpq) L(o) < d(p,x) +d(x,q) +€ Ve > 0.

Pertanto, d(p, q) < d(p, z) + d(z, q).

(3) Proviamo che d(p,q) =0=p=gq, cioe p+# q= d(p,q) > 0.
Supponiamo p # ¢. Sia (U, ¢) carta locale con ¢(p) = (0,...,0) e ¢ ¢ U.
Sia r > 0 tale che B(O,r) C p(U). Vz € ¢ 1(B(O,r)) e VX € S" !(sfera
unitaria euclidea)C T, M, poniamo

19(‘7;7X) - (gx,so(XaX>>1/2 > 0.

Poiché ¥ : ¢~ 1(B(0,r)) x S — R & una funzione continua, positiva e
definita su un compatto, esistono A, > 0 tali che

0 <A< (gup( X, X))V < (5.1)

dove \ e p sono rispettivamente il max e il min per v. Per ogni X €

T.M, X #0, HXH € S, dove || ||,, ¢ la norma euclidea, la (5.1) diventa

M Xlg, < (9a0(X, X))Y2 < il X, (5-2)
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per ogni X € T,,M e per ogni x € 1 (B(O,r)). Consideriamo ora una curva
v:10,1] = M, v € C(p,q). Poiché ¢ = (1) & ¢~ *(B(O,r)), la componente
connessa di 0 in v (¢ (B(O,r)) ¢ del tipo [0,d] con § < 1 (cfr. Figura
5.1).

v (B(0,r))

Figura 5.1: d(p,q) > 0.

Allora, posto ¥ = ¢ o v|0,4], si ha

1 4
Lowa) = [ 150t = [ fa0,G0. 50
1
= [ Voolioiwm

Applicando la (5.2), si ottiene

0
LOtoa) 23 [ I(0lldt = ALy, () 2 Ar
0

in quanto 7(6) € 9B(0,r) = S" (0, r). Pertanto

L(v) > L(yp,g) = Ar Vv € C(p.q),

e quindi
d(p,q) =inf L(y) > Ar > 0.

(b) Proviamo che per ogni V' intorno di p nella topologia iniziale di M, esiste
U’ intorno di p nella topologia definita da d tale che U" C V. Sia (U, )
intorno coordinato di p, p(p) = O, U C V, e r > 0 tale che B(O,r) C ¢(U).
Preso g € U = {q € M : d(q,p) < 1" < Ar}, dove A ¢ definito dalla (5.1),
necessariamente ¢ € U. Infatti, se fosse ¢ ¢ U, applicando la dimostrazione
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del punto (a) si avrebbe d(p, q) > Ar > ', mentre d(p, q) < r’. Viceversa, per
ogni intorno U’ di p nella topologia definita da d, U' = {q € M : d(q,p) < '},
esiste V' intorno di p nella topologia iniziale di M tale che V' C U’. Sia
(U, ¢) una carta locale con ¢(p) = O, e sia r > 0 tale che B(O,r) C ¢(U).

Consideriamo la palla B(O, p) C B(O,r) tale che p < %’, dove p ¢ definito
dalla (5.1). Allora, V = ¢ (B(O, p)) ¢ intorno di p ed ¢ contenuto in U’.
Infatti: per ¢ € V, consideriamo il segmento 4 = Op(q) parametrizzato da
F(t) = to(q), 0 < t < 1; allora la curva v = ¢! o5 € C(p,q) e inoltre,
applicando la (5.2), si ottiene

1) = [t = [ oG ion
< o [ Ot = [ @t = i@l <<

Pertanto d(q,p) < r’ e quindi g € U". ]

Esempio 5.4. La distanza sulla sfera canonica
Sia (S", g) la sfera canonica di centro l'origine e raggio p. Per ogni x,y € S™
esiste una geodetica minimale v che li congiunge (ed € unica se y # —x) (cfr.

Capitolo 7). Quindi,
d(z,y) = L(v) = pv,

dove ~ & I’arco pitu corto della circonferenza di raggio massimo che congiunge
x ay, e e l'angolo convesso individuato da x e y (pensati come vettori).

Esempio 5.5. La distanza nel piano iperbolico R?

Indichiamo con g la metrica iperbolica su R? (indicata con g nella Sezione
4.4). Per ogni py = (z1,y1),p2 = (22,42) € R esiste un’unica geodetica
minimale che li congiunge (cfr. Capitolo 7). Se la retta che congiunge pq, po
e parallela all’asse y, quindi 1 = x5 = a, la geodetica minimale che li

congiunge ¢ il segmento Yo(t) = t(p2—p1)+p1 = (¢, y1+t(y2— 1)), t € [0, 1],
e

Y
d(pr,p2) = L(70) = |1n—2|.
Y1
Infatti: o(t) = (0,y2 — y1), per cui

1
1+ t(y2 —

170 (@)l = )(yz —11), (assumendo ys > 1),

e quindi

uwzénwmmhﬂmwu@—w%:mf
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Se la retta che congiunge p;, p> non e parallela all’asse y, la geodetica mini-
male passante per pi, ps € la curva

v(t) = (¢ + rcost,rsint), t €]0,7].
v e la semicirconferenza per p; e ps con centro ¢ sull’asse x e di raggio r.

Allora )
y(t) = (—rsint, 7 cost ()|, = — .
() = (~rsint.reost) e (Dl = ——
Quindi, posto p; = (c+rcosa,rsina) e py = (c+rcos B, rsin ), con > a,
si ha:
t 2
N an 3/

5 t1°
d(p1,p2) = L(Vja3) /a 15 (8)]]dt {ntan } tan or/2

2 o
Per «, 8 €]0, 7| arbitrari, si ha:

tan (5/2
tan /2

_— . t 2 i
Usando le formule di bisezione: 22872 — Licosa  sinf o gonando presente che
tan a/2 1+cosB sina’

Ty —c=rcosa, ro—c=rcosf, yy =rsinqa, y; =rsinF, si ha

<$1—C+7" ?JQ)'
In{ ——-=].
To—C+T U

d(p1,p2) = |In

d(p1,p2) =

sl
hpEFr----4

m

Figura 5.2: d(p1,p2) = d(q1,q2)

Osservazione 5.6. a) Si noti che negli esempi precedenti:

Vp,q € M 3~(p,q) tale che L(v)=d(p,q).

Cio non vale sempre, ad esempio se consideriamo (R* \ {0}, go) e i punti
p=(-1,0),¢ = (1,0), si ha:
d(p,q) = 2, ma non esistey(p, q) tale che L(vy) = 2.
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b) Nell’Esempio 5.5, se ¢1, g2 sono punti di una semicirconferenza concentrica
con v, con qi, p1, ¢ allineati e gq, po, ¢ allineati, allora d(q1, g2) = d(p1, p2) (cfr.
Figura 5.2).

Esercizio 5.7. Sia ¢ : (M,g) — (M’,¢’) un’immersione isometrica e siano
d,d le corrispondenti distanze. Verificare che d(p,q) > d'(p,q) per ogni
p,q € M.

Esercizio 5.8. Trovare un esempio di immersione isometrica i : (M, g) —
(M',¢") dove d(p,q) > d'(p,q) per ogni p,q € M e un esempio dove d(p, q) >
d'(p,q) non accade per ogni p,q € M.

5.2 Isometrie di una varieta riemanniana

Definizione 5.9. Un’applicazione f : M — M’ tra due varieta riemanniane
(M,g) e (M g, si dice isometria se f & un diffeomorfismo e f*¢g’ = g, cioe

Iiw)FoXp: fpYp) = (X, Yp) VX, Y, € LM, Vpe M,
in modo equivalente
g(fX fY)o f=g(X)Y) VXY € X(M).
In particolare, la lunghezza di una curva ¢ invariante per isometrie.

Definizione 5.10. Un’applicazione f : M — M’ si dice isometria locale se
per ogni p € M esistono U intorno aperto di p e V' intorno aperto di f(p)
tali che fiy : (U,gu) — (V. ¢'y) € isometria.

Se f: (M,g) — (M',¢') ¢ un’isometria, anche f~!': (M',¢") — (M,g) ¢
un’isometria:
9= fgd=(of)g=yg

Inoltre, la composizione di isometrie € ancora un’isometria, pertanto I’insieme
Iso(M, g) di tutte le isometrie di una varieta riemanniana (M, g), ha una
struttura di gruppo rispetto alla composizione, anzi Iso(M, g) si puod munire
di una struttura di varieta differenziabile in modo tale che risulti un gruppo di
Lie (cfr. [56] vol I, p.239). La topologia del gruppo di Lie Iso(M, g) coincide
con la topologia della convergenza uniforme su sottoinsiemi compatti. Se
(M, g) & una varieta riemanniana n-dimensionale, completa (ad esempio come
spazio metrico), allora 'agebra di Lie di Iso(M, g) ¢ isomorfa all’algebra di
Lie dei campi vettoriali di Killing (cfr. Osservazione 9.8), inoltre

dimIso(M,g) <n(n+1)/2 =dimO(n+ 1),

dove l'uguaglianza vale se, e solo se, (M, g) ¢ isometrica a una delle seguenti
varieta riemanniane: lo spazio euclideo R", lo spazio iperbolico H", la sfera
canonica S", o lo spazio proiettivo P"(R) (cfr. [100], p.117-120).
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Esercizio 5.11. Sia f : (M,g) — (M',¢') un’isometria tra varieta rieman-
niane. Si verifichi che f & un’isometria anche tra i corrispondenti spazi metrici
(M,d) e (M d), cioe

d'(f(p), f(@)) = d(p.q) Vp,q € M.

Vale anche il seguente teorema (cfr. Petersen [97], p. 132]).

Teorema 5.12. Se f: M — M’ é un’applicazione suriettiva che conserva le
distanze tra le varieta riemanniane (M, g) e (M',q'), allora f é un’isometria.

Definizione 5.13. Una varieta riemanniana (M, g) ¢ detta omogenea se il
gruppo delle isometrie opera transitivamente su M, ossia: per ogni p,q € M
esiste f € Iso(M,g) tale che f(p) =q. (M,g) e detta varieta riemanniana
isotropa (cfr. Thurston [108], p. 43) se per ognip € M e per ogni B = {e;},
B’ = {€';} basi ortonormali ordinate di 7,M, esiste f € Iso(M,g) tale che
f(p) =pe fope; =€ per ogni i.

Omogeneita e isotropia insieme sono condizioni molto forti, esse implicano
che lo spazio ha curvatura sezionale costante (cfr. Teorema 8.37). In ogni
dimensione esistono, a meno di isometrie, solo tre tipi di geometrie omoge-
nee, isotrope e semplicemente connesse (cfr. Teorema 8.44) e sono quelle
che corrispondono agli spazi semplicemente connessi con curvatura sezionale
costante K = 0 (geometria euclidea), K > 0 (geometria sferica) e K < 0
(geometria iperbolica). Si noti che la definizione di isotropia data in [62] (cfr.
p. 33 e p. 153) ¢ meno forte di quella data in [108]. Infine, ricordiamo (cfr.
[56] vol.I, p. 187-192)) il seguente

Teorema 5.14. (di decomposizione di de Rham)

Una varieta riemanniana completa semplicemente connessa (M, g) é isome-
trica a un prodotto riemanniano My x My X ... X My, dove My e una varieta
rimanniana piatta e M; (i = 1,...,k) sono varieta riemanniane irriducibi-
lv complete semplicemente connesse. Tale decomposizione ¢ unica a meno
dell’ordine.

5.3 Metriche invarianti a sinistra

Tra tutte le metriche riemanniane che possono essere definite su un gruppo
di Lie, hanno una particolare importanza quelle che sono collegate al prodotto
del gruppo.

Definizione 5.15. Una metrica riemanniana ¢ su un gruppo di Lie G si dice
metrica riemanniana invariante a sinistra se, per ogni a € GG, la traslazione
sinistra L, ¢ un’isometria di (G, g). In tal caso, (G, g) si dice gruppo di Lie
riemanniano



5.3 Metriche invarianti a sinistra 137

Proposizione 5.16. Sia G un gruppo di Lie n-dimensionale e sia g una
metrica riemanniana su G. Allora, le sequenti proprieta sono equivalenti.

(1) g é invariante a sinistra;
(2) 9(X,Y) = costante = g(X,Y)(e) per ogni X,Y € g;
(3) 3 una base g-ortonormale di campi vettoriali invarianti a sinistra.

Dimostrazione. (1) = (2). Siano X,Y € g, allora

Vo € G,
ﬁgax(Xam Y;m:) - ga?(Xx> Y:’t) Vo € G7
—=g(X,Y)(ax) = g(X,Y)(z) Vzed.

Quindi, se g ¢ invariante a sinistra, ossia L:g = ¢ per ogni a € G, allora
g(X,Y) & costante per ogni X,Y € g.
(2) = (3). Assumiamo che la metrica g soddisfi la proprieta

g(X,Y)(x) = costante = g(X,Y)(e) = g.(X,,Y:) VX,V €g.
Se {v1,...,v,} € una base ortonormale di T.G = g, e &1, ..., &, ¢ la corrispon-
dente base di campi di vettori invarianti a sinistra, allora

9(&i, &) = costante = ge(&ie, je) = ge(Viy v5) = 4y

Quindi, esiste una base g-ortonormale di campi vettoriali invarianti a sini-
stra.

(3) = (1). Sia {&1,...,&,} una base g-ortonormale di campi vettoriali inva-
rianti a sinistra. Per X =7 | X' e Y =77 Y/ € X(G):

((Lag) (X, Y)) (@) = Gaa((La)soXa, (La)saYs)

Z Xl(x)yj(x)gaz«[/a)*xgm? (La)*mfjx)

i,j=1

= Z Xi(l’)Yj(l’)gaz(giamv éjam)

= > X @Y(2)5; = g(X,Y)(x).
Pertanto, la ¢ e invariante a sinistra. O

Proposizione 5.17. Esiste una corrispondenza biunivoca tra ['insieme delle
metriche invarianti a sinistra su G e l'insieme dei prodotti scalari su T,G.

Dimostrazione. Sia F' la corrispondenza che ad ogni metrica riemanniana
invariante a sinistra g su G associa il prodotto scalare g, su T.G. Se g1 e ¢
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sono due metriche riemanniane invarianti a sinistra con F(g1) = F(g2) = ge.,
allora g; = go. Infatti, se {vy,...,v,} & una base g.-ortonormale di T.G = g
e &, ..., &, ¢ la corrispondente base di campi di vettori invarianti a sinistra,
allora (cfr. Proposizione 5.16)

91(&,&5) = costante = g1e(ie, §je) = ge(vi, v)) = 055 = ... = 92(&i, &5)-

D’altronde, dato un prodotto scalare gg su T.G, se {v1,...,v,} € una base
go-ortonormale di T,G = g e &, ...,&, € la corrispondente base di campi di
vettori invarianti a sinistra, si puo sempre definire una metrica invariante
a sinistra ponendo g(X,Y) := > " X'Y" per X =37 X% e YV =
> i Yi¢; € X(G), ovvero imponendo che &, ..., &, sia una base ortonomale.
Naturalmente g. = go. O]

Si possono definire, in modo ovvio, le metriche invarianti a destra: esse
hanno proprieta del tutto speculari rispetto a quelle invarianti a sinistra. Una
metrica riemanniana g su un gruppo di Lie G si dice metrica bi-invariante se ¢
invariante a destra e sinistra. Si puo dimostrare che una metrica riemanniana
g su G ¢ bi-invariante se, e solo se, ¢ soddisfatta la seguente relazione (cfr.
Do Carmo [32], p. 40,41):

g([(X,Y],Z2)=9g([Y,Z],X) VXY, Z€g. (5.3)

Ogni gruppo di Lie compatto ammette una metrica bi-invariante (cfr. Do
Carmo [32], p. 46-47).

Esempio 5.18. Una metrica invariante a sinistra su Nil?
Consideriamo il gruppo di Heisenberg

1 1 I3
Nil® = 0 1 x|, 21,290,203 €ERp.
0O 0 1

0 1 Q3
Lo spazio tangente Ty Nil® & dato da 0 0 as |,a,a,a3 R e,
0 0 O

come osservato nella Sezione 3.6, una sua base ¢ data da

010 000 00 1
er=[000]), ea=[ 00 1), es=[000].
000 000 000

I corrispondenti campi vettoriali invarianti a sinistra si ottengono applicando
il differenziale (L 4)., A € Nil3, a queste matrici. Se consideriamo due matrici

1 ay das 0 b1 bg
A= 0 1 ae e B = 0 1 by |, la traslazione sinistra L4 ¢
0 0 1 0 0 1
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data da
1 ar+0b1 b3+ aiby+ as
Ly:Nil>? — Nil>, B— LyB=AB=| 0 1 ay + by
0 0 1

Considerando le coordinate globali (1, 22, x3) su Nil?, si ha

r1(B) = by, x3(B)="0by, x3(B)=bs,
Jfl(AB) = ZL‘l(B) +6L1,
29(AB) = x3(B) + as,
l’g(AB) = {L’3(B)+CL1$2(B) + as.

1 0 0
(LA)*:<O 1 0).
0a1 1

Quindi i corrispondenti campi vettoriali invarianti a sinistra sono

0 0 0 0

= — fr— _ 3 [ —
83:1 7 (%2 (9.173 ' 8x3 ’

Si deduce facilmente che

i quali costituiscono una base per I'algebra di Lie di Nil® e soddisfano
(B, Bo| = Es, [Ey, B3] = [Ey, E3] = 0.

I campi vettoriali (E4, Ey, E3) si possono ottenere anche nel modo seguente:

1Cl1 as 010 010
<E1>A:Aelz<o | )<o ; o>:<o ; 0)
0 0 1 000 0 00
_ (2
N 81'1 A’
1(11 as 0 0 0 00@1
(EQ)A_A@:(() 1 a2><0 0 1):(0 0 1)
0 0 1 0 00 0 0 O
0 0
— _— A _—
(a@)Aerl( )(ax3)A’
1 a as 0 0 1 0 0 1
(Eg)Aergz<o 1 a2><0 0 0):(0 0 0)
0 0 1 0 00 000
_ (9
N al’gA
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Una metrica riemanniana g su Nil® invariante a sinistra si ottiene imponendo
che {E, Es, E5} sia una base g-ortonormale. Siccome 0y = Ey, 0y = Fy —
z1FE3 e 03 = Fs, posto g;; = g(0;,0;), si ha g1 = 1, goo = 1 + 7, g33 = 1,
go3 = —x1, g12 = g13 = 0. Pertanto,
g =dr; @ dzry + dze ® doy + (dog — z1dxs) ® (dog — z1dxs)

¢ una metrica riemanniana su Ni[? invariante a sinistra. Si noti che w; =
dzy, wy = dxg, wy = dog—z1dxs, sono le 1-forme (invarianti a sinistra) duali
di Ey, Ey, F5. In particolare, ws ¢ una 1-forma di contatto.

Esempio 5.19. Una metrica bi-invariante su SO(n)
La metrica euclidea gy di R™" = R™ si puo esprimere in termini matriciali
in questo modo:
Go(X,Y) =Tr(XTY) =3 XY = Tr(YTX) = Tr(XYT)

per ogni X = (X;;),Y = (Y;;) € X(R™"). Il gruppo di Lie SO(n) & una
sottovarieta di R™" e quindi possiamo considerare la metrica riemanniana
indotta dalla metrica euclidea che indichiamo con lo stesso simbolo. Per ogni
X,Y € so(n) (algebra di Lie di SO(n)) e per ogni A, B € SO(n):

90((LB)«Xa, (Lp):Ya) = go(XBa, Yra) = go(BAX, BAY)
= Tr((BAX)"BAY) = Tr (X" A"B"BAY)
= Tr(XTY) = go(X,Y).

Quindi la metrica indotta su SO(n) € invariante a sinistra. Inoltre, con un
calcolo diretto si puo vedere che tale metrica ¢ anche invariante a destra
tenendo conto che (Rp).X4 = Xap = XAB, oppure verificando la (5.3).

Esempio 5.20. La metrica iperbolica di R’ ()

Facciamo vedere che la metrica iperbolica di R’ (-) ¢ invariante a sinistra.

Per il gruppo di Lie R (-) (cfr. Sezione 3.1), le traslazioni sinistre sono
definite da
L(Imao) - p= (x,a) — (x07a0) : (x,a) - (xo + aoxaaoa)~

Quindi il differenziale (L,,), , dove p, = (x,, a,), soddisfa

*p?
_ i (0 _ i (o
L)V =0 () o dove V=300 ()
Di conseguenza, come gia osservato nella Sezione 3.4, i campi vettoriali

ox;
se p = (z,a). Poiché la metrica iperbolica g in R () ¢ definita da

9o (Vo, W) = (1/25,(p)) 90 (Vy, W),
i campi di vettori V;(i = 1,...,n) costituiscono una base g-ortonormale di
campi di vettori invarianti a sinistra, e quindi, applicando la Proposizione

(Vi)p = 2a(p) (2 ’ i =1,...,n, sono invarianti a sinistra, dove x,(p) = a(p)
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5.16, la metrica riemanniana iperbolica g € invariante a sinistra. ¢ non e
bi-invariante in quanto, come e facile verificare, non soddisfa la (5.3).

Diamo ora un’altra presentazione dello spazio iperbolico come gruppo di
Lie. Sia G il sottogruppo di Lie di GL(n,R) costituito da tutte le matrici
del tipo

err 0 ... ... 0 T
0O e~ 0 ... 0 To
A= : : D : :

0O ... ... 0 € x,4

o ... ... ... 0 1
Le cooordinate (z1,xs,...,2,) sono coordinate globali su G. Una base di
campi vettoriali invarianti a sinistra e data da

0 0
E,=c—, E;=ce"™ 1=1,...,n—1
" o, ! ox; ( )

e la parentesi di Lie soddisfa
[E., Bl =cE;, [E;,E;]=0 (neglialtri casi).

La metrica riemanniana ¢ su G definita da: §(E;, E;) = §;; ¢ invariante a
sinistra ed e isometrica alla metrica iperbolica del semispazio di Poincaré
(R%,9): R ={yeR":y, >0} e g= m > dy; ® dy;. L’applicazione
Y G — R’ definita da

A= (1’1, s 7xn) — (ylvaa s 7yn) = (‘Tla B axn—hexn)a

¢ un’isometria e un isomorfismo tra gruppi.

5.4 Isometrie dello spazio euclideo e della sfe-
ra canonica

Teorema 5.21. Le isometrie di (R™, go) sono tutte e sole le trasformazioni
f:R* = R" del tipo
f(z) = h(z) + v

dove h ¢ una trasformazione ortogonale e v € un fissato elemento di R™.

Dimostrazione. Indichiamo con || - || e con dy rispettivamente la norma e la
distanza euclidea di R™. Ricordiamo che un’applicazione lineare i : R" — R"
¢ ortogonale se, e solo se,

[h(@)]| = [lz]l, equivalentemente go(z,y) = go(hz, hy), Vz,y € R".

Sia f un’applicazione del tipo
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f(x) = h(z) + v,
dove h e una trasformazione ortogonale e v & un fissato elemento di R". Per
ogni z,y € R™

do(f(2), f(y)) = [lf(x) = W)l = 1h(z) = h(y)| = [z = y)l|
Iz = yll = do(, ) ,

e quindi f e un’isometria per (R" gp). Oppure, bastava osservare che il
differenziale f, = h. Viceversa, sia ora f : R® — R" una isometria. Basta
provare che I'applicazione h : R™ — R" cosi definita:

h(z) = f(z) — f(0)
¢ una trasformazione ortogonale. Poiché f & una isometria, f conserva le
distanze e quindi per ogni x € R™:

1A ()| = [1f (z) = FO)I] = do(f (), f(0)) = do(x,0) = [l — O[] = [l

Inoltre, per ogni z,y € R™:
1h(z) — ()|l = [[f(x) = F) = do(f (@), f(y)) = do(z,y) = [z —yl,

2 —ylI> = go(z —y. 2 —y) = [|z[]* + lyll* — 290(, ),
[h(z) = h(y)|* = [|@)II> + |h)|I” — 2g0(h(x), h(y)).

Quindi,

Y,y € R": go(h(z), h(y)) = go(,y).
Sia ora {ey, ..., e,} una base ortonormale di R™, poiché h conserva il prodotto
scalare anche {h(ey), ..., h(e,)} & una base ortonormale di R". L’applicazione

h & lineare in quanto, per ogni x € R, x =Y x;e;, si ha:

() =32 go(h(x), hei))hle:) = 32, gol(w, ei)h(e:) = 32, wih(es). .

Teorema 5.22. Per ogni x,y € R" e per ogni B = {e;}, B' = {e.} basi
ortonormali ordinate di T,R™ e T,R"™ rispettivamente, esiste f € Iso(R™, go)
tale che f(z) =y e fie; = €} per ogni i = 1,...,n. In particolare, lo spazio
euclideo ¢ omogeneo e isotropo.

Dimostrazione. Fissati x,y € R™, siano B = {e;}, B’ = {e]} basi orto-
normali ordinate di 7,R" e T, R" rispettivamente. Identifichiamo i vettori
tangenti e; € T,R" e €/; € T,R™ con le loro parti vettoriali. Consideriamo
la trasformazione ortogonale h definita da he; = e, Vi = 1...n. Posto
v = (y — hz) € R", l'isometria f = h + v verifica: f(z) = h(z) +v =y,
fe=h equindi f.e; = €. O
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Il gruppo euclideo E(n)
Diamo ora una diversa presentazione del gruppo delle isometrie dello
spazio euclideo. Sia

E(”)Z{(g1 T)ZAGO(n),UGR”},

dove v & pensato come matrice colonna. F(n) ¢ un sottogruppo di GL(n +
1,R)(:) che viene detto gruppo euclideo. Quindi, E(n) & un gruppo rispetto

al prodotto:
A A v\ [AA Av+d
0 1 0o 1) 0 1 '

E(n) agisce su R", quando R™ ¢ identificato con {(z,1) € R*™ : z € R"},

in questo modo:
A v x\ ([ Az+vw
0 1 1) 1 ’

Sia B = {ey,...,e,} una base ortonormale di R”. Ricordiamo che una tra-
sformazione lineare h di R™ & ortogonale se, e solo se, la matrice A = Mp(h) €
O(n). Un’isometria f € Iso(R") & data da f = h+wv con h trasformazione or-
togonale e v € R™. Inoltre, per ogni f, f’ € Iso(R"), f =h+wv, f'=h"+7,
si ha

flof=noh+hv+v.
Pertanto, la corrispondenza

O : Iso(R") — E(n) tec. f=h+v+— O(f) = ( 61 11) )
e un isomorfismo tra gruppi. Abbiamo quindi la seguente proposizione.
Proposizione 5.23. E(n) ¢é isomorfo a Iso(R").
Inoltre, abbiamo

Proposizione 5.24. [l gruppo euclideo E(n) ¢é isomorfo al prodotto se-
myzl'dz'rez?to R™(4) xo O(n)(+), dove « denota l'azione naturale di O(n) su
H: VA€ O(n), aa:R"—=R" v as(v) = Av.
Dimostrazione. Per ogni A € O(n), ay € un automorfismo e

asn =agoay YA A €0(n).

Ricordiamo che il prodotto semidiretto O(n) x, R™(+4) (cfr. Sezione 3.1) ¢
definito nel modo seguente.

V (v, A), (v, A") € R"(4) X, O(n) :
(v, A) - (V,A) = (v+asv,A-A') = (v+ AV A A').
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Allora, I'applicazione ¢ : E(n) — R"™ x, O(n) definita da
A
(1) e,

soddisfa:
A v A AA" AV 4w , ,
(4 0) (4 Y=o (A ) e an)
Pertanto, 1 definisce un isomorfismo tra E(n) e R"(+) x4 O(n). O

Osservazione 5.25. Per n = 2, con E(2) spesso viene indicato anche il
gruppo euclideo speciale R?*(+) x, SO(2), dove l'azione di SO(2) su R? ¢
definita da

a(t): R - R? con aft) = ( (sj?r?zf —Cglsr;t > € SO(2).

Il seguente teorema classifica le isometrie della sfera canonica.

Teorema 5.26. Le isometrie di (S™,g), g = i*go, sono tutte e sole le restri-
zioni a S"™ delle trasformazioni ortogonali di R"™. Quindi, Iso(S™) si puo
identificare con O(n + 1).

Dimostrazione. Sia h : R*™' — R™"! yna trasformazione ortogonale, allora h
¢ un’isometria di (R go) e h(0) = 0. Di conseguenza h(S™) = S™. Infatti:

1A= @)l = [zl = [A(z)]| = A(S") CS™ e h(S") CS" = h(S")=S".

Inoltre hy = hjge ¢ un diffeomorfismo di S" e dalla commutativita del dia-
gramma

st Ret

hll l h, cioe hoi=10h,

i

St — Rt
si ottiene che h; € un’isometria di S™:
hig = hii*go = (10 h1)*go = (hoi)"go = i*h*go = i"go = g.
Viceversa, sia ora f un’isometria di (S", g). Proviamo che f ¢ la restrizione ad

S™ di una trasformazione ortogonale h di R"*!. Ricordiamo che la distanza
su S" e definita in questo modo:

d(z,y) =d(z,y) VYr,y€eS",
dove ¢ e I'angolo convesso tra x e y. Poiché f e un’isometria di S™:
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~

I(x,y) = 0(f(x), f(y))

go(,y) = go(f(x), f(y))  Va,y €S,
cio¢ f conserva il prodotto scalare di vettori unitari di R"*!. Definiamo

e quindi

0 se x=20
- R R+ = z
hiRTE S R, 2o ) {Hwﬂmpasm¢o

Allora hjs» = f. Inoltre h conserva il prodotto scalare di R™*! infatti per
x?y 6 Rn+17l"y % 07

ot ) = el Tl o (£ (5 ) 7 (1) ) = ol

Poiché h conserva il prodotto scalare, come visto nella dimostrazione del
Teorema 5.21, h ¢ lineare e quindi una trasformazione ortogonale. H

Teorema 5.27. Per ogni p,q € S™ e per ogni B = {v;},B = {w;} basi
ortonormali ordinate di T,S™ e T,S™ rispettivamente, esiste f € O(n + 1)
tale che f(p) = q e fiv; = w;,t = 1,...,n. In particolare, S™ é uno spazio
omogeneo e isotropo.

Dimostrazione. Siano p,q € S" e B = {v;}, B’ = {w;} basi ortonormali
ordinate di 7,S™ e T, S" rispettivamente. Possiamo pensare v = p e w = ¢
come vettori unitari ortogonali a T),S™ e T, S™ rispettivamente. Pertanto B; =
{v,v;}, B} = {w,w;} sono basi ortonormali di T,R""! = R"* e T,R"*! =
R™*1. Consideriamo la trasformazione ortogonale f € O(n + 1) definita da
fv=w e fv; = w;. Tale trasformazione definisce una isometria di S™ che
soddisfa f(p) =q e fiv; = fv; = w;. ]

Osservazione 5.28. Dalla dimostrazione del Teorema 5.27 segue che an-
che SO(n + 1) agisce transitivamente su S™. Infatti, sostituendo in B e B’
(se necessario) vy con —v; e wy con —wi, possiamo assumere By e B basi
ortonormali positive e di conseguenza sara det f = +1.

Esercizio 5.29. Sia A un numero complesso unitario. Si verifichi che I'ap-
plicazione fy : z — Az & un’isometria della sfera unitaria S?**!.

5.5 Isometrie dello spazio iperbolico

Isometrie del modello iperbolico H™

Consideriamo lo spazio di Minkowski R7 ™ =(R"*! ¢), dove g & la metrica
di segnatura (n, 1). Sia O(n, 1) il gruppo delle matrici che corrispondono alle
trasformazioni lineari di R™™! che conservano g¢:

O(n,1) ={A: q(Az, Ay) = q(z,9)}.
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0
On,1)={AeGLn+1,R): A" - I,y - A=1I,.1}.

O(n, 1) & il gruppo di Lorentz della fisica (cfr. [78], p. 235) ed & un gruppo di
Lie di dimensione n(n+1)/2 uguale alla dimensione di O(n+1). Gli elementi
di O(n, 1) applicano l'iperboloide a due fogli {z € R"™! : ¢(z,z) = —1} in se¢.
Tale iperboloide ha due componenti connesse. Sia O, (n, 1) il sottogruppo di
O(n, 1) costituito dalle trasformazioni di Lorentz che applicano H™ (cioe la
componente con Z,; > 0) in se:

O,(n,1)={A€O(n,1): A(H") = H"}

Posto I, = ( In _01 ), risulta

Sia
SO4(n,1) ={A € O04(n,1): detA = +1}.

Sinoti che O(n, 1) ha 4 componenti connesse (detA = +1, A applica H" in sé
oppure no). O(n, 1) ¢ 'analogo del gruppo ortogonale O(n + 1) di (R™*, go)
che ha due componenti connesse. Inoltre, mentre O(n + 1) & compatto,
O(n, 1) non ¢ compatto. Ad esempio, elementi di O(2, 1) del tipo

cosht 0 sinht

0 1 0

sinht 0 cosht
costituiscono un sottoinsieme illimitato di R33.

Sia Iso(R™!, ¢) il gruppo di isometrie dello spazio di Minkowski. Come
nel caso euclideo:

felso®R™q) < |If(2) = fWF = llz =yl & f=h+v,

dove h € O(n,1) e v € R".
Sia

ﬂmn:{<§§):Aemmnwequ,
E(n,1) & un sottogruppo di GL(n+2,R)(+). Come nel caso euclideo, i gruppi
Iso(R™ q), E(n,1) e R"™ %, 0O(n,1)
sono isomorfi. Nel caso particolare di n = 1, si ha

a b

AGO(l,l)(z)Az(c d)talecheAtng:[_Q, a,b,c,d € R.

ALA=L+<=d -c*=1, &*—V=1eab—cd=0

<c¢=0b e d=a oppure c=—-b e d=—a, a°* - =1
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<:>A:i(cosht sinht) oppure A:i(cosht —sinht )

:)A:(Z Z) oppure Az(Z _2) con a®—b =1

sinht¢ cosht sinht —cosht

dove 2cosht = e +e7t, 2sinht = e! —e~* e quindi cosh®t — sinh?t = 1,

t € R. O(1,1) ha 4 componenti connesse che corrispondono ai 4 rami delle

due iperboli a* —b* = 1 e a®* — b* = —1. Infine, si noti che con E(1,1) spesso

si indica anche il gruppo speciale delle isometrie del piano di Minkowski, ossia
il prodotto semidiretto

R2(+) x4 R(+), dove a(t) = ( coshi sinht >

@ ’ sinht cosht |-

Teorema 5.30. Le isometrie dello spazio iperbolico (H™, g = i*q) sono tutte
e sole le restrizioni ad H™ degli elementi di O (n,1). Quindi, Iso(H™) si puo
identificare con O4(n,1).

Dimostrazione. Sia f € O.(n,1), allora f(H") = H" e quindi abbiamo
f= figrn : H* — H". Inoltre, f ¢ un diffeomorfismo e soddisfa

[rg=[fiq=C(iof)q=(foi)'¢=i"fq=i"q=y.
Pertanto f ¢ un’isometria di H". Viceversa, sia f € Iso(H") e, dato x € H",
sia y = f(x). Consideriamo {e;} base ortonormale di 7,,(H") e quindi {v; =
fiz€;} base ortonormale di T,,(H™). Poiché ey =z ha Heg||§ = —1 ed ¢ orto-
gonale (rispetto a ¢) a T, H", analogamente per vy = y, allora {eq, ;}, {vo, v; }
si possono pensare come basi ortonormali di (R"™!, ). Consideriamo la tra-
sformazione F' € O, (n,1) definita da Fx =y e Fe; = v; = fize;. Posto
Fy = Fn, Fy € Iso(H"); inoltre Fy(z) = vy = f(z), (Fo)w = F = fu.
Poiché un’isometria di una varieta riemanniana e univocamente determina-
ta dal suo valore in un punto p e dal suo differenziale nello stesso punto

p (cfr. Proposizione 7.37), f = Fy cioe f & la restrizione a H™ di una
F € 0y(n,1). O

Teorema 5.31. Per ogni x,y € H™ e per ogni B = {v;}, B’ = {w;} basi
ortonormali ordinate di T, H™ e T,H™ rispettivamente, esiste f € O4(n,1) =
Iso(H™) tale che f(x) =y e fov; = wi,i = 1,...,n. In particolare, lo spazio
wperbolico H™ € omogeneo e isotropo.

Dimostrazione. Siano z,y € H" e B = {v;}, B' = {w;} basi ortonormali
come nell’enunciato. Possiamo pensare v = = e w = y come vettori g¢-
ortogonali a T, H" e T, H" rispettivamente e con [|z2 = ||y||2 = —1. Pertan-
to, By = {v,v;}, By = {w,w;} sono basi g-ortonormali di T,R""! = R"*!
e T,R"t = R"*! rispettivamente. Consideriamo la trasformazione lineare f
tale che f(v) = w e f(v;) = w;. f € O4(n,1) in quanto trasforma B; base
g-ortonormale in B} base g-ortonormale e inoltre f(x) =y con x,y € H". Si
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noti che anche SO, (n, 1) agisce transitivamente su H". Infatti, sostituendo
in B e B’ (se necessario) v; con —v; e wy con —w;, possiamo assumere B; e
B’y basi g-ortonormali positive e di conseguenza sara det f = +1. m

Isometrie del modello iperbolico R’}

Le isometrie del modello iperbolico R?} = {z € R" : x,, > 0} sono relative
alle applicazioni conformi di R". Ricordiamo che la metrica iperbolica di R’}

e g=(1/22)go.

Definizione 5.32. Sia A un aperto di R". Un’applicazione differenziabile
fACR" = R"sidice conforme se il suo differenziale conserva gli angoli:

VpeA e Yw,weT,A=R": P(v,w) = ’ﬁ(f*pv:f*pw)

Esercizio 5.33. Sia f: A C R" — R" un’applicazione differenziabile con A
aperto di R™. Si verifichi che le seguenti proprieta sono equivalenti:

1) f e conforme;

2) Ifwvll = AW)lv]| con A(p) >0, Vpe AeVveT,A

3) go( fipv, fipw) = A2 (p)go(v,w), Vp € A e Vv,w € T,A .

La 3) si puo anche esprimere nella forma f*gy = A?go. La funzione positiva
A A= R, p— A(p), si dice coefficiente dell’applicazione conforme.

Esempio 5.34. Le isometrie dello spazio euclideo R™ sono applicazioni con-
formi con coefficiente A\ = 1.

Esempio 5.35. Le dilatazioni (dette anche omotetie), ossia le trasformazioni
di R™ del tipo f(z) = kx + v, sono applicazioni conformi con coefficiente
A = k =cost.> 0. Piu in generale, le similitudini, ossia le trasformazioni di R"
del tipo f(z) = kAx + v, con A trasformazione ortogonale, sono applicazioni
conformi con coefficiente A = k =cost.> 0.

Esempio 5.36. Se f; : A - A C R" e fy : A — R” sono applicazioni
conformi, con A e A’ aperti di R", allora fo o f; : A — R" & conforme con
coefficiente A = (Mg 0 f1) - A1, dove A1, A2 sono i coefficienti delle applicazioni
conformi f, fo rispettivamente.

Esempio 5.37. L’inversione rispetto alla sfera S"~!(zg, r):
TR\ {mo} = R\ {20}, @ 20+ (@ — 70),

¢ un’applicazione conforme con coefficiente Per verificare cio, con-

_rr
S . . . . Na=zoll?” N
sideriamo prima il caso dell’inversione Jy cioe con o = 0. Per semplicita

assumiamo n = 2, analogamente per n > 2. Risulta

2

o) r ( rxy r2xy )
a;’ = x: = —— = —
TP T\ T @ T g )

15) 0 2
T 9y2  OY2 o 4 — —
= 2 ||:v|| 20119 1] — T3
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(o) v\ r? (23 — 23 vy — 221790,
0/ \ "y 2]t \ —2z12201 + (27 — 23)vy

_ r? Iz v\ [ 221 (0121 + vao)
|| z||* Vg 229 (vaxo + v127) )

Pertanto,
2
r
(Jo)szv = W(Hxﬂ% — 2go(v, z)x)
e
2 r 2
Ji *T - .

Quindi Jy e un’applicazione conforme con coefficiente A = ﬁ Consideriamo
ora la traslazione T : R™ \ {0} — R"\ {zo},2 — T'(x) = x¢ + x. Allora,

To%oTAngT(#i£1@l>:xw+igiﬂﬁzju)

[l = ol|? [l = ol|?
e quindi J(z) ¢ conforme in quanto composizione di applicazioni confor-
mi. Inoltre, J ha coefficiente A =

dell’Esempio 5.36).

i E (basta applicare il risultato
r — Tg

Per le applicazioni conformi vale il seguente risultato (cfr. [32], p. 170).

Teorema 5.38. (di Liouville) Se f: A — R"™, A aperto di R™ conn >3, ¢é
un’applicazione conforme, allora f ¢ la restrizione ad A di una composizione

di isometrie, dilatazioni e inversioni, ognuna delle quali compare al piu una
volta, di R™.

Proposizione 5.39. L’inversione Jo(p) = (r?/||p||*)p definisce un’isometria
dello spazio iperbolico (R}, g).

Dimostrazione. Intanto Jy applica R’ in R”!. Inoltre, poiché Jy ¢ conforme
cpnlcoefficiente Ap) = r2/||pl|*, per ogni p € R’} e per ogni v,w € T,R"
risulta:

0 (02 (J0)y) = s (), ().

— 7"4pr?”(p) 90((J0)spv, (Jo)spw)
- x%(mgo(v,w)

= gp(v, w).
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Proposizione 5.40. Le sequenti applicazioni, accanto sono presentate con
notazione complessa (z = x+1iy), sono isometrie del piano iperbolico (R%, g).

1) fi=J:RL = RY, p=(z,y) = (r*/llplPP)p; J(2) =1?/z.

2) fo:RE =R, p=(2,y) = (—z,y); folz) =—Z.

3) f3:R2 = R3, p=(x, )»—>(x+ay) f3(2) = z + a.

4) fi:RY = R%, p=(z,y) = (Az, \y), A =cost > 0; fu(z) = Az

Dimostrazione. La f; & un’inversione, quindi un’isometria (applicando la
Proposizione 5.39). Le applicazioni f, f3, f1, che sono rispettivamente una
simmetria (rispetto all’asse y), una traslazione (parallela all’asse x) e una
dilatazione, si vede facilmente che sono isometrie del piano iperbolico. O]

Sia ora f : (R%},g) — (R, g) un’isometria per la metrica iperbolica.
Allora,
xZ
gp(v, w) = gf(p)(f*pv7 f*pw) = gO(f*pU7 f*pw) = ’;Ezlf(g))go(ﬂ w)
per ognip € R} e per ogni v, w € T,R". Quindi f ¢ un’applicazione conforme.
Pit in generale vale il seguente teorema.

Teorema 5.41. ([32], p. 175) Le isometrie di (R'},g) sono tutte e sole le
restriziont a R, delle applicazioni conformi di R™ che applicano R in R’}

Osservazione 5.42. Per quanto visto nella Sezione 4.4, la proiezione stereo-
grafica iperbolica, che indichiamo con v, definisce un’isometria tra lo spazio
iperbolico H™ e il modello di Poincaré A™. Quindi Iso(A™) = {¢po forp~!:
f € Iso(H™)}. Analogamente, inversione (rispetto alla sfera di centro
zo = (0,...,0,—1) e raggio 7 = v/2) e la proiezione stercografica iperboli-
ca definiscono un’isometria, che indichiamo con ¢, tra lo spazio iperbolico
H™ e il modello di Poincaré R’}. Quindi,

Iso(R%) ={po fop™t: felso(H")}.
Inoltre, poiché H™ & omogeneo e isotropo, anche i modelli iperbolici R” e A"
sono omogenei e isotropi in quanto isometrici ad H".

5.6 Trasformazioni di Mobius e isometrie del
piano iperbolico

In questa sezione esaminiamo piu in dettaglio le isometrie del piano
iperbolico Ri. Trasformazioni del tipo

f:C—C, z— f(2) = (az+b)/(cz + d),

con a,b,c,d € C, ad — bc # 0, sono dette trasformazioni di Mdbius. Esse
sono invertibili con

f7H(z) = (dz = b)/(a — c2).
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Se ¢ # 0:
f(z)=a+pB/(cz+d), dove a=a/c e = (bc—ad)/c.

Sec=0:
f(z)=az+p, dove a=a/d e p=0b/d.

Quindi f(z) si puo esprimere come composizione di trasformazioni di Mébius
“semplici” del tipo:

P1(z) =2z+b, beC (traslazione); 1s(z) =€z (rotazione);
Us3(z) = pz, p>0 (dilatazione); y(z) =1/z.

Si noti che la trasformazione f(z) = az,a € C, & composizione di tra-
sformazioni del tipo ¥y e 3. In particolare, le trasformazioni di Mobius
reali

R ->R:, z+— (az+0b)/(cz+d), a,bc,deR, ad—bc>0,

in coordinate reali

z:(Ly)——>(“C

(2* +y*) + (ad + be)w + db (ad — be)y >
(cz +d)? + (cy)? Hex+d)?+(ey)? )

sono isometrie per (R%,g). Infatti, ogni trasformazione di Mobius reale ¢
composizione di trasformazioni del seguente tipo:

1(z) = z+b, b e R (traslazioni),
a(2) = az, a > 0 (dilatazioni); ¢3(z) = —1/z,

le quali sono isometrie per la metrica iperbolica. Si noti che anche la trasfor-
mazione (3 ¢ un’isometria del piano iperbolico in quanto composizione di
un’inversione (z — 1) e di una simmetria (z — —2).

Poiché la simmetria s : z —+ —Z & un’isometria del piano iperbolico, allora
anche le trasformazioni di Mobius del tipo:

sof(z) =—(az+0b)/(cz+d), con ad—bc>0,

sono isometrie per (]Ri, g). Piu precisamente, si dimostra il seguente teorema
(cfr. [104], p. 141).

Teorema 5.43. (di Poincaré) Le isometrie del piano iperbolico (R%, g) sono
tutte e sole le trasformazioni di Mobius reali del tipo:

az+b az+b
f(z)—m, ad —bc > 0;  oppure f(z)_CZ—i—d’ ad — be < 0.
Poniamo A = ( a b ) Poiché
c d

az+b_ Aaz + \b o )\a2+)\b_a2+b
cz+d  Aez+ M\ AeZ+ N cz+d

VAER, A0,
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il gruppo Iso(R%, g) = Iso™ UIso™, ossia si pud esprimere con

az+b azZ+b

{f:sz, detA:l}U{f:Zl_)ci—i—d

, det A = —1}.

Iso™ & un sottogruppo di Iso(R%, g). Si vede subito che

IstNIs =0 e Is  ={sof:fels"} doves:z— —z.
Consideriamo i seguenti sottogruppi di GL(2,R):

SL(2,R) = {A: ( OCL Z) GRQ’Z:detAz-H}

L(2,R) = {A: ( . fz > € R22: det A = il}.
L’applicazione @ : L(2,R) — Iso(R%,g) tale che:

A:(CCL Z)»—><f:zl—>(az+b)/(cz+d)> se detA =1,

A:<oct Z)r—><f:z+—>(az+b)/(cz+d)> se detA = —1,

¢ un omomorfismo suriettivo con
ker@z{A:@(A)z]}z{:l:(é ?)}

Di conseguenza, I’epimorfismo ® induce I'isomorfismo
d: L(2,R)/{£Id} — Tso(R%,g), [A] — ®(A).
Si puo dimostrare (cfr. [62], p. 45]) che:
PSL(2,R) := SL(2,R)/{x+I} &isomorfoa SO.(2,1),

e quindi opera transitivamente su Ri .

Isometrie del modello iperbolico nel disco A?

La metrica iperbolica di A™ ¢ ottenuta da quella di R’; mediante I'inver-
sione J: A" - RY, Jr = x0+ m(m — 1) con g = (0,...0,—1), che
di conseguenza sara un’isometria. Per n = 2, in coordinate complesse:

J: A5 RE 2 Jz=—i(z2+14) /(2 —1).

Consideriamo ¢ : A? — A% 2z —— ¢(z) = Zz, coniugazione complessa; c ¢
un’isometria del disco iperbolico (in quanto ¢ un’isometria lineare del piano
euclideo). Quindi u : RZ — A? definita da u = co J & un’isometria e

u(z) = % L’isometria inversa ¢ v(z) = u~'(z) = ’_zzjrlz Di conseguenza,
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Iso(A%) = {f =uo fov: f € Iso(R%)}.

Tenendo conto del Teorema 5.43 che descrive le isometrie di Ri, si ottiene la
seguente proposizione (cfr. anche [104], p. 215).

Proposizione 5.44. Le isometrie del disco iperbolico sono le trasformazioni
di Mobius del tipo:

f(z) = (az +0b)/(bz+a), oppure f(2)=(—az+b)/(=bz+a), a,beC,

con lal* —|b|* >0 (che in particolare si puo porre = 1).

5.7 Rivestimenti riemanniani

Siano M, M due varieta differenziabili. Ricordiamo che un’applicazione
differenziabile p : M — M @& detta applicazione di rivestimento se per ogni
x € M esiste un intorno aperto U di z tale che p~'(U) sia unione disgiunta
di aperti U; (di M) con P, U; — U diffeomorfismo per ogni i. Gli aperti

U; si dicono fogli su U, U & detto aperto “ben coperto”e p~!(z) ¢ detta fibra
su .

Definizione 5.45. Siano (M, g), (M, §) due varieta riemanniane. (M, §) si

dice rivestimento riemanniano di (M,g) con proiezione p : M — M se p ¢
un’applicazione di rivestimento e inoltre p*g = g.

Nel caso di un rivestimento riemanniano, p : M — M e un’isometria locale e
se f: M — M e una trasformazione di rivestimento, cioe p o f = p, allora
f ¢ un’isometria di (M, g).

Proposizione 5.46. Siano M, M due varieta differenziabili e p : M — M
un’applicazine di rivestimento. Se g ¢ una metrica riemanniana su M, allora
esiste un’unica metrica g su M tale che (M, g) sia rivestimento riemanniano

di (M, g).

Dimostrazione. L’'unicita segue dal fatto che la metrica g verifica la proprieta
p*g = g. Per l'esistenza basta provare che g := p*g ¢ una metrica riemannia-
na. Dalla definizione segue facilmente che g € un tensore covariante di ordine
2 simmetrico. Inoltre, g ¢ definito positivo in quanto p ¢ un diffeomorfismo
locale e quindi (p.); € un isomorfismo per ogni & € M. ]

In generale, se p : M — M ¢ un’applicazione di rivestimento, una metrica
riemanniana ¢ su M non induce una metrica riemanniana su M. Tuttavia,
in alcuni casi, cio accade come risulta dalla seguente proposizione.

Proposizione 5.47. Siano M, M due varieta differenziabili e p : M — M
un’applicazione di rivestimento. Se g ¢ una metrica riemanniana su M e il
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rivestimento ¢ definito da un gruppo G discreto e propriamente discontinuo
di isometrie di (M, §), allora esiste un’unica metrica g su M tale che (M, g)
sia rivestimento riemanniano di (M, g) con proiezione p.

Dimostrazione. Nel caso in esame, M = M /G e 'applicazione di rivestimen-
top: M — M = M/G ¢ la proiezione definita da p(z) = GZ (orbita di &
rispetto all’azione di GG). Se U & un aperto “ben coperto” di M, i fogli su U
sono del tipo fU con f € G e U aperto di M. Inoltre, gli elementi di GG sono
trasformazioni di rivestimento. Consideriazno un foglio Uy su U, U; = fiU
con f; € G, e il diffeomorfismo p; = P, U — U. Ponendo
9= )q, dove G =3gg,
otteniamo una metrica riemanniana sull’aperto U. Tale definizione di g su
U non dipende dalla scelta del foglio. Sia Uy = foU, fo € G, un altro foglio
su U e sia py = P, Uy — U il diffeomorfismo corrispondente. Allora,
Iisometria f = f, 0 f; ! verifica le proprieta
fU) =0y e pao fio, =p1 cloe fion opi !t =py!
e quindi (denotando, con abuso di notazione, f|01 con f) si ha:
(P2 ) Ga=(fop ™)' G= (17" ) [ Ga= ")
Inoltre, se U e U’ sono due aperti “ben coperti” a intersezione non vuota,
indicate con g e ¢’ le metriche definite su U e U’ rispettivamente, come prima
si puo vedere che gy = ¢’ wnor- Infine, poiché M si puo ricoprire con una
famiglia di aperti “ben coperti”, le considerazioni precedenti assicurano che

possiamo definire una metrica riemanniana g su M per cui p*g = g. Tale
proprieta assicura anche 'unicita di g. O

Un rivestimento riemanniano e chiaramente un’isometria locale, e se M e
compatta vale anche il viceversa. Vale infatti la seguente

Proposizione 5.48. ([100], p. 116; [62], p. 197) Siano (M, g), (M,§) due
varieta riemanniane e p : M — M un’isometria locale con (M, G) completa.
Allora, (M, g) € un rivestimento riemanniano di (M,g) con proiezione p.

Esempio 5.49. G = {I,—1I} & un gruppo di isometrie della sfera canonica
(S™, g), la cui azione e propriamente discontinua su S”. Quindi, la proiezione

quoziente
p:S"—PY(R)=S"/G

definisce un rivestimento dello spazio proiettivo P*(R). Pertanto, possia-
mo definire su P"(R) una metrica riemanniana ¢; per cui p*g; = ¢ (cfr.
Proposizione 5.47).
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Esempio 5.50. Il gruppo G delle traslazioni di R", definite da vettori a
coordinate intere, isomorfo a Z", & un gruppo di isometrie di (R", go) la cui
azione ¢ propriamente discontinua. Quindi, la proiezione quoziente
p:R*— T" =R"/Z"

definisce un rivestimento del toro n-dimensionale T". Pertanto, possiamo de-
finire su T™ una metrica riemanniana g; per cui p*g; = go. T" munito di tale
metrica e un toro piatto. Un toro piatto puo essere definito anche nel modo se-
guente. Siano &1, ..., &, n-vettori linearmente indipendenti di R™. Indichiamo
con G il sottogruppo di R™ generato da &1, ..., &, : G = {& =Y m&,m; € Z}.
L’azione di G su R" e propriamente discontinua e quindi R™ & il rivestimento
universale di R"/G. Inoltre, la varieta quoziente R"/G ¢ diffeomorfa al toro
T™ = R"/Z" e la metrica euclidea gy = dz? + ... + dz? (dove per ogni
r € R":x =) x§) ¢ invariante per I'azione di G. Pertanto gy, come
nel caso di G = Z", induce una metrica riemanniana piatta su T" = R"/G
(cfr. [56] vol.I, p. 210). Inoltre, due tori piatti R"/G e R™/G’ sono isome-
trici se, e solo se, esiste una isometria dello spazio euclideo R™ che scambia i
sottogruppi G e G’ (cfr. [7], p. 5).

Esempio 5.51. Consideriamo una superficie torica T? di R? simmetrica ri-
spetto all’origine, con una metrica riemanniana piatta, che indichiamo con g,
come definita nell’esempio precedente. G = {I, —1} € un gruppo di isometrie
del toro piatto (T?, g), inoltre G opera in modo propriamente discontinuo su
T2. Quindi, la proiezione quoziente
p:T? > K="T%G

definisce un rivestimento della bottiglia di Klein K. Pertanto, possiamo defi-
nire una metrica riemanniana piatta g; su K per cui p*g; = ¢g. La classifica-

zione delle 2-varieta riemanniane compatte piatte si puo trovare in [56] vol.I,
p. 223.

5.8 Isometrie degli spazi modello della geo-
metria semi-riemanniana (cenni)

Maggiori dettagli su questa sezione si possono trovare in [79]. Iniziamo in-
troducendo brevemente gli spazi modello della geometria semi-riemanniana.
Sia M una sottovarieta di una varieta semi-riemanniana (M , ), con immer-
sione i : M < M. Se il tensore ¢ = i*§ ¢ una metrica semi-riemanniana,
allora (M, g) & detta sottovarietd semi-riemanniana di (M, §).

Gli spazi modello della geometria semi-riemanniana sono :

n
v )

e Lo spazio semi-euclideo R?” | ossia R™ con la metrica semi-euclidea g

definita da
Jdo = — Z;'/zl dr; ® do; + Z?:V_H dr; ® dx;.
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go ¢ una metrica semi-riemanniana di indice v.
e La pscudosfera di raggio r > 0 di R"™! n > 2, ¢ lipersuperficie
Sp(r) ={z € RP™ = Y00 o + 2000, af = )
La metrica semi-riemanniana g = i*gg, di segnatura (n — v, v), & la metrica
canonica della pseudosfera S!'(r). Per v = 0, S§(r) & la sfera canonica S"(r)
dello spazio euclideo Rt = R+,
n+1

e Lo spazio pseudoiperbolico di raggio r > 0 di R, n > 2, e l'ipersu-
perficie

1 1
Hr(r)y={z e R : - Z;’; x2 + ZZFUH 22 = —r?}.

La metrica semi-riemanniana g = i*go, di segnatura (n — v,v), e la me-
trica canonica dello spazio pseudoiperbolico H?(r). Per v = 0, H{(r) ha
due componenti connesse, la falda superiore di Hj'(r) e Iiperboloide H"(r),
x1 > 0, con la metrica riemanniana iperbolica indotta dallo spazio di Minko-
wski R}, Lo spazio di Minkowski (R™*!, q) considerato nella Sezione 4.4 si
ottiene da R?H scambiando la coordinata x; con la coordinata x, .

Si noti (tenendo conto che RY consiste di un singolo punto, mentre S
consiste di due punti) che:
e la pseudosfera S?(r) & diffeomorfa alla varieta RY x S"%, e
e lo spazio pseudoiperbolico H]!(r) ¢ diffeomorfo alla varieta S x R" .

Un diffeomorfismo f tra due varieta semi-riemanniane (M, g) e (M, ¢’)
tale che f*g’ = cg, c= cost.# 0, & una omotetia. Naturalmente se la costante

c =1, f € una isometria. Se la costante ¢ = —1, f e detta anti-isometria.
L’applicazione F : R"*! — R't]  data da
(X1, ey T 1) > (Tt ooy Tig 1, Ty eey Ty

¢ una anti-isometria che trasforma la pseudosfera S!(r) nello spazio pseudo-
iperbolico H!'_(r) e viceversa. Di conseguenza, anche I’applicazione
F:Si(r)— H ,(r)
¢ una anti-isometria.
Come vedremo nel capitolo successivo, la connessione di Levi-Civita e
invariante per omotetie (anche nel caso semi-riemanniano) e quindi tutte le

nozioni geometriche che derivano da essa sono invarianti per omotetie (cfr.
Osservazione 6.47).

Isometrie degli spazi R}, S!, H)

Sia I. la matrice segnatura relativa alla metrica semi-euclidea gy dello
spazio R?. I. ¢ la matrice diagonale (g;;) dove

cij=0peri#j,es=—1perperi=1,..,v,ec; =+1lperi=v+1, .., n
In altre parole, se (e;) € una base pseudo-ortonormale di R”, allora

go(ei,ej) =¢&ij € [5 - (90(6i7€j))'



5.8 Isometrie degli spazi modello della geometria semi-riemanniana (cenni)157

Si noti che
I'=1.=1"'e perv=0,I. = I, (matrice identita di ordine n).

Indichiamo con O, (n) il gruppo delle matrici A che corrispondono, rispet-
to a una fissata base pseudo-ortonormale (e;), alle trasformazioni pseudo-
ortogonali di R}: trasformazioni lineari di R} che conservano go. Posto
A = (a;5), siccome

go(Aei, Aej) = golei, €5) < Dk Qi Anj Exn = Eij,

allora O, (n) corrisponde al sottogruppo delle matrici A di GL(n,R) che
soddisfano:

A'TLA = I. (ovvero A' = ILA7'1,).
Per i gruppi di isometrie, abbiamo quanto segue (cfr. [78], p.233-240).
e Il gruppo di isometrie di R” & il gruppo Iso(R?) di tutte le trasformazioni
del tipo
f=A+p, dove A€ O,(n)epeR].
Iso(R”?) ¢ un gruppo di Lie che ha dimensione
dim Iso(R?) = dimR" +dim O,(n) =n+n(n—1)/2=n(n+1)/2.
Iso(R"), 0 < v < n, ha quattro componenti connesse.

e Il gruppo di isometrie della pseudosfera S”, v < n, ¢ il gruppo O,(n + 1);

e [l gruppo di isometrie dello spazio pseudoiperbolico H)!, v > 0, ¢ il gruppo
O,/+1 (n + 1) .

Anche O,(n) € un gruppo di Lie di dimensione n(n — 1)/2 che non dipende
da v. Per v =0, Op(n) & chiaramente il gruppo ortogonale O(n) che ha due
componenti connesse. O,(n), 0 < v < n, ha quattro componenti connesse.

In particolare, nel caso del gruppo ortogonale O(2) il sottogruppo SO(2)
delle rotazioni e definito dalle matrici ortogonali del tipo

Ry — ( cost¥ —sind ),ﬂER;

sind  cosd

SO(2) ¢ la componente connessa dellidentita in O(2) ed ¢ diffeomorfo alla
circonferenza S!.

Nel caso del gruppo pseudo-ortogonale O;(2), il sottogruppo B definito
dalle matrici pseudo-ortogonali del tipo

cosh?¥ sinhd
By = ( sinhd cosh )’ vER,

¢ la componente connessa dell’identita in O;(2), ed ¢ diffeomorfo a R. Ogni
matrice By, detta boost di R? di angolo lorentziano 1, conserva ognuno dei
quattro rami delle iperboli 2% — y? = +1.








