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Lamatematica e generalmente considerata proprio agli anti-
podi della poesia. Eppure la matematica e la poesia sono nella
piu stretta parentela, perché entrambe sono il frutto dell’tm-
maginazione. La poesia € creazione, finzione: e la matemati-
ca ¢ stata detta da un suo ammiratore la piu sublime e la piu
meravigliosa delle finzioni.

D. E. Smith
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Prefazione alla Seconda Edizione

In questa seconda Edizione riveduta, corretta e ampliata di “Un’introdu-
zione alla Geometria Riemanniana - Aracne Editrice - 20117 si conserva la
suddivisione in dodici Capitoli, tuttavia tutti i capitoli sono stati pitt o meno
modificati (cosi come le quattro Appendici), e in alcuni casi anche con cenni
a tematiche di ricerca attuali da sviluppare in un corso di Dottorato. Le
principali modifiche, rispetto alla prima edizione, sono le seguenti.

La Sezione 3.6 del Capitolo 3 e stata ampliata con una presentazione dei
gruppi di Lie 3D unimodulari e non-unimodulari.

Il Capitolo 4 & stato ampliato con la Sezione 4.6 dedicata a una breve
presentazione delle strutture riemanniane di contatto e di speciali strutture
riemanniane di quasi contatto. Quindi, viene studiata l’esistenza di queste
strutture sui gruppi di Lie 3D unimodulari e non-unimodulari.

Nel Capitolo 5 ¢ stata aggiunta la Sezione 5.8 dedicata a una breve presen-
tazione delle isometrie degli spazi modello della geometria semi-riemanniana.

Il Capitolo 8 ¢ stato ampliato con le Sezioni 8.9 e 8.10. Nella Sezione
8.9 si studia la curvatura dei gruppi di Lie riemanniani 30D unimodulari e
non-unimodulari. Nella Sezione 8.10 viene data una breve presentazione dei
solitoni di Ricci. I solitoni di Ricci sono stati introdotti da R. S. Hamilton
come una naturale generalizzazione delle metriche di Einstein. Inoltre, sono
importanti anche per il loro legame con il flusso di Ricci e la comprensione
delle sue singolarita.

Il Capitolo 10 e stato ampliato con la Sezione 10.2 dedicata alle varieta
riemanniane omogenee 30D. In particolare, viene riportata la classificazione
delle varieta riemanniane di contatto omogenee semplicemente connesse 3D.

Infine, nella nuova Sezione C.4 dell’Appendice C, si introduce il fibrato
sferico tangente Ty M? di una varietd riemanniana 2D. In particolare, si
mette in evidenza che Ty M? ammette una struttura riemanniana di contatto
naturale.

Aprile 2023
Domenico Perrone

domenico.perrone@unisalento.it
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Prefazione alla Prima Edizione

La geometria riemanniana, attualmente, costituisce un campo di ricerca
particolarmente attivo dell’area matematica. Tuttavia, in un ordinario testo
avanzato di geometria riemanniana, gli argomenti e soprattutto le dimostra-
zioni dei principali risultati sono presentate, a volte, in un modo abbastanza
ermetico tale da scoraggiare uno studente alle sue prime esperienze con questo
mondo cosi affascinante ma nello stesso tempo tutt’altro che semplice.

Lo scopo principale di questo volume, che non ha la pretesa di costituire
un testo completo di geometria riemanniana, ¢ quello di introdurre lo studen-
te a concetti e metodi della geometria riemanniana in modo graduale, presen-
tandone gli argomenti e le dimostrazioni in modo elementare e comprensibile,
evidenziando anche legami e analogie fra argomenti apparentemente distanti
tra loro, in modo da stimolare la curiosita del lettore per possibili sviluppi
e approfondimenti. Inoltre, particolare attenzione e stata rivolta alla scelta
degli esempi e degli esercizi.

Il volume, nato da una esperienza didattica pluriennale dell’autore nel
corso di Laurea in Matematica, e nel Dottorato di ricerca in Matematica,
dell’Universita del Salento, e il cui contenuto e sostanzialmente assente dalla
letteratura specialistica in lingua italiana, offre un’introduzione moderna e
attuale alla geometria riemanniana, particolarmente adatta per gli studenti
di matematica e fisica dei corsi di Laurea Magistrale e del Dottorato. Inoltre,
puo costituire un volume preliminare o di accompagnamento ai testi avanzati
di geometria riemanniana oggi disponibili (in lingua inglese). Lo studio degli
argomenti trattati richiede una buona conoscenza dell’algebra lineare, della
geometria differenziale di curve e superfici, dell’analisi reale a piu variabili, e
delle nozioni di base in topologia e teoria dei gruppi.

Il libro si puo dividere in due parti. La prima parte, che comprende i
primi otto capitoli, si puo usare per un corso di geometria differenziale della
Laurea Magistrale. In questi capitoli, il cui contenuto si evince chiaramente
dall’indice, si introducono e si studiano concetti di base di geometria rieman-
niana. La seconda parte, che comprende gli ultimi quattro capitoli, ¢ piu
adatta per un corso di Dottorato.

Nel Capitolo IX si studiano i campi vettoriali di Killing su una varieta rie-
manniana (la cui esistenza ¢ intimamente legata alla curvatura della varieta),
e in particolare quelli di Hopf sulla sfera unitaria di dimensione dispari. Tali
campi sono i piu importanti campi vettoriali in geometria riemanniana, ad

xiil



xiv Prefazione

esempio, essi giocano un ruolo fondamentale in geometria sasakiana e nello
studio dell’armonicita e della minimalita dei campi vettoriali.

Nel Capitolo X ¢ data una breve presentazione di due importanti classi
di varieta riemanniane: le varieta riemanniane omogenee e le varieta confor-
memente piatte. Inoltre, si discute il Teorema di Gauss-Bonnet-Chern per
varieta riemanniane compatte orientabili nelle dimensioni 2, 4 e 6.

Nel Capitolo XI si esaminano alcuni problemi variazionali naturali in
geometria, come ad esempio le metriche di Einstein come punti critici del
funzionale definito dall’integrale della curvatura scalare e le curve geodetiche
come punti critici del funzionale energia.

Nell'ultimo Capitolo si vede che lo studio delle curve geodetiche, con 1'uso
di un principio variazionale, ¢ un caso particolare di uno studio molto piu
generale, ovvero quello delle applicazioni armoniche. Tali applicazioni, di cui
si studiano vari aspetti geometrici, si presentano quindi come soluzioni di un
problema variazionale e appaiono in modo naturale in varie questioni di geo-
metria riemanniana. Attualmente, le applicazioni armoniche costituiscono
uno dei pit importanti settori di ricerca della geometria riemanniana.

Infine, nelle Appendici sono brevemente discussi i seguenti temi: orien-
tabilita e integrazione, 'operatore di Laplace su una varieta riemanniana, la
geometria del fibrato tangente e la decomposizione del tensore di curvatura.

Come ulteriore lettura e approfondimento sulla maggior parte degli ar-
gomenti trattati in questo volume, si raccomandano in particolare i testi di
W.M. Boothby [14], M.P. Do Carmo [32], S. Kobayashi - K. Nomizu [56]
vol.I, J.M. Lee [62] e H. Urakawa [112].

Dicembre 2010

Domenico Perrone



Introduzione (storica)

Storicamente la geometria riemanniana rappresenta lo sviluppo natura-
le della geometria differenziale delle superfici dello spazio euclideo R3. 11
passo cruciale di questo sviluppo ¢ il famoso articolo “Disquisitiones Gene-
rales circa Superficies Curvas” (1827) del matematico tedesco Carl Friedrich
Gauss (1777-1855), professore all’Universita di Gottinga oltre che diretto-
re dell’osservatorio astronomico della stessa citta. Per i suoi contempora-
nei Gauss era il princeps mathematicorum. Le sue ricerche, di fondamen-
tale importanza, spaziarono in diversi campi della matematica: aritmeti-
ca, algebra, astronomia, analisi, fisica matematica e geometria differenzia-
le. Gauss, a partire dalle equazioni parametriche di una superficie regolare:
r = z(u,v),y = y(u,v),z = z(u,v), defini la cosiddetta prima forma fonda-
mentale della superficie (come una generalizzazione del concetto di distanza
tra due punti infinitamente vicini) mediante la formula

ds? = da? + dy? + dz? = Edu? + 2Fdudv + Gdo?,

dove £ = 90(¢u> ¢u)v F= gD(¢ua ¢v>a G= gO(¢va va)? 90 denota il prodotto
scalare euclideo, e ¢, ¢, sono i vettori tangenti alle linee coordinate v =cost.

e u =cost. rispettivamente. Quindi, dimostro il “Theorema Egregium”: [a
curvatura gaussiana € un invariante intrinseco della superficie. Piu precisa-
mente, Gauss dimostro che la curvatura gaussiana nel generico punto della
superficie (definita usando un campo vettoriale normale alla superficie) di-
pende solo dalle funzioni F, F, G che definiscono la prima forma fondamentale
(cfr., ad esempio, [96] p. 191,193). Un altro aspetto particolarmente interes-
sante evidenziato da Gauss e il seguente: se T' e un triangolo geodetico su
una superficie di curvatura gaussiana K = kq(costante), allora

ko area(T) = A+ B+ C —,

dove A, B, C denotano le misure (in radianti) degli angoli interni del trian-
golo T' (questo ¢ il Teorema “elegantissimo”di Gauss). D’altronde, uno dei
problemi fondamentali, al tempo di Gauss, era la cosiddetta “questione delle
parallele” , iniziata al tempo di Euclide e conclusasi solo con 'avvento delle
geometrie non euclidee. Si trattava di decidere se il quinto postulato di Eu-
clide fosse indipendente dagli altri quattro postulati. Ben presto si stabili che
il quinto postulato ¢ equivalente al fatto che la somma degli angoli interni di
un triangolo e uguale a 180 gradi (una dimostrazione accurata fu data dal



2 Introduzione

gesuita G. Saccheri (1667-1733)). La scoperta di Gauss faceva intravedere
I'esistenza di geometrie diverse da quella euclidea e quindi di una geometria
sulle superfici senza riferimento allo spazio ambiente. Dunque, Gauss percepi
molto chiaramente le profonde implicazioni della sua scoperta. Tuttavia, egli
non aveva strumenti matematici validi per sviluppare le sue idee (non c’era
ancora l'idea di varieta differenziabile) e preferl non discutere questo argo-
mento apertamente. In effetti, la comparsa di una geometria non euclidea e
dovuta indipendentemente a N. 1. Lobacevskij (1829) e J. Bolyai (1831).

Le idee di Gauss furono raccolte dal matematico tedesco Bernhard Rie-
mann (1826-1866). Nella sua tesi di abilitazione per conseguire la libera
docenza, presentata nel giugno del 1854 (e pubblicata postuma nel 1868),
sviluppando i principi contenuti nell’articolo di Gauss, Riemann introdusse
concetti di straordinaria importanza per la geometria differenziale. Sebbene
anche lui non avesse una adeguata definizione di varieta, usando un linguaggio
intuitivo e senza dimostrazioni rigorose, Riemann introdusse cio che oggi noi
chiamiamo varieta differenziabile n-dimensionale come uno spazio costituito
da regioni i cui punti sono rappresentati da n coordinate. Quindi introdus-
se una “metrica”’, ossia una regola per misurare la lunghezza di curve della
varieta e la distanza tra due punti della stessa varieta. Nel caso di varieta
di dimensione n > 2, Riemann generalizzo 1'idea di curvatura gaussiana in
questo modo: se p € un punto di M e P un piano (una sezione) dello spazio
tangente T,M, la curvatura sezionale riemanniana K(p, P) ¢ la curvatura
gaussiana in p di una varieta bi-dimensionale S, formata dalle geodetiche
di M uscenti da p e tangenti al piano P. Egli non indica un metodo per
calcolare la curvatura sezionale in funzione dei coefficienti della metrica, tale
metodo fu dato nel 1869 da E. B. Christoffel (1829-1900). Anche se nella
sua tesi di abilitazione Riemann non menziono esplicitamente la geometria
non euclidea, il suo lavoro costitui la base su cui quest’ultima avrebbe fatto
il proprio ingresso nella matematica ufficiale: la geometria euclidea non gode
di particolari privilegi divini. L’opera di Riemann, infatti, traccio un quadro
concettuale in cui la geometria non euclidea sembrava altrettanto naturale
di quella euclidea, ed entrambe apparivano come casi particolari di una geo-
metria molto piu ampia: la geometria riemanniana. Il lavoro di Riemann
influenzo radicalmente il modo in cui la geometria e la topologia si sarebbero
sviluppate. Per mancanza di adeguati strumenti matematici, la geometria
riemanniana si sviluppo molto lentamente (il concetto di varieta differenzia-
bile, necessario per formalizzare tale teoria, ¢ apparso esplicitamente solo
nel 1913 in un lavoro di H. Weyl). La questione fondamentale che motivo
Riemann, implicita nello sviluppo delle geometrie non euclidee, ¢ il legame
tra fisica e geometria. Egli introdusse le varieta anche come un modello
matematico per esplorare differenti regioni di spazio.

Un contributo fondamentale per lo sviluppo della geometria riemanniana
fu dato dai matematici italiani. Mainardi (1800-1879) nel 1856 e Codaz-
zi (1824-1875) nel 1858 dimostrarono delle formule relative alla geometria
differenziale delle superfici. Tali formule, che coinvolgono la derivata del-



la seconda forma fondamentale, sono state generalizzate nella teoria delle
sottovarieta riemanniane, e sono oggi note col nome di equazioni di Codazzi-
Mainardi. Eugenio Beltrami (1835-1900) fu il fondatore di quella scuola di
geometria differenziale che vedra tra i suoi piu illustri esponenti L. Bianchi,
G. Ricci-Curbastro e T. Levi-Civita. Beltrami, le cui ricerche furono ispira-
te dai lavori di Gauss, pubblico nel 1868 il “saggio di interpretazione della
geometria non euclidea’ che diede all’autore grande notorieta e reputazione.
Beltrami fu il primo a notare che la geometria iperbolica € una geometria a
curvatura costante negativa, ben noto e il primo modello di geometria iperbo-
lica da lui realizzato: “la pseudosfera di Beltrami’. Si tratta di una superficie
(non completa) generata dalla rotazione di una trattrice intorno al proprio
asintoto. Luigi Cremona (1830-1903), il principale geometra italiano dell’e-
poca, non mostro grande interesse nel leggere la bozza del lavoro di Beltrami,
e cio indusse Beltrami a riporre 'articolo nel cassetto. Tuttavia, Beltrami
lesse la tesi di abilitazione di Riemann e si rese conto che il suo articolo
era particolarmente significativo. Qualche anno dopo, ’articolo di Beltrami
avrebbe esercitato una decisiva influenza su H. Poincaré, il quale scopri poi
altri modelli di geometria iperbolica. Luigi Bianchi (1856-1928), allievo di
E. Betti e di U. Dini, deve la sua notorieta soprattutto ai suoi trattati, in
particolare le sue “lezion: di geometria differenziale” del 1894 sono apparse in
piu edizioni. Ben note sono le celebri identita che oggi portano il suo nome
(cfr. [110] per una presentazione storica delle identita di Bianchi).

A Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925), le cui prime ricerche furono ispi-
rate dai lavori di Beltrami, si deve l'introduzione del calcolo differenziale
assoluto che, gia completamente elaborato nel 1895, fu apprezzato solo do-
po la pubblicazione dell’articolo, scritto insieme al suo allievo Tullio Levi-
Civita (1873-1941), “Méthodes de calcul différentiel absolu et leurs applica-
tions” (Math. Ann. 1900). Una straordinaria applicazione del metodo di cal-
colo introdotto da Ricci-Curbastro (ed esposto nel suddetto articolo) si ebbe,
pochi anni dopo, nella teoria della relativita generale (Einstein pubblico il
suo articolo “I fondamenti della teoria della relativita generale” all’inizio del
1916). In particolare, il tensore di Ricci appare esplicitamente nell’equazio-
ne di campo di Einstein della relativita generale. L’applicazione delle idee
di Riemann alla teoria della relativita generale di Einstein diede un forte
impulso allo sviluppo della geometria riemanniana.

Con Levi-Civita, il calcolo differenziale assoluto di Ricci-Curbastro, ra-
pidamente integratosi con il calcolo tensoriale, si dimostro di fondamentale
importanza per lo sviluppo della geometria riemanniana. La nozione di pa-
rallelismo, introdotta da Levi-Civita nel suo articolo “Nozione di parallelismo
in una varieta qualunque” (Rend. Circ. Mat. di Palermo, 42, 1917, 173-205),
diede un significato geometrico all’operazione di derivazione covariante. Si
noti che il parallelismo permette di introdurre il concetto di curva geodetica
dal punto di vista affine. Il parallelismo di Levi-Civita, inoltre, stimolo anche
le ricerche di Elie Cartan, che nel 1923 generalizzo tale nozione sviluppando
la teoria degli spazi a connessione affine, proiettiva e conforme, e nel 1926 il
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concetto di gruppo di olonomia.

Nel 1927, E. Cartan pubblico un testo sulle varieta riemanniane: “Lecons
sur la géometrie des espaces de Riemann” (ristampato in seconda edizione
nel 1946). Fino al 1960, il testo di Cartan rimase 1'unico testo pubblicato di
geometria riemanniana.

Concludiamo questa introduzione osservando che G. Perelman, all’inizio
di questo millennio, usando e sviluppando la teoria del flusso di Ricci in-
trodotta da R. S. Hamilton, e riuscito a dimostrare la famosa congettura di
Poincaré.



Capitolo 1

Varieta e applicazioni
differenziabili

1.1 Varieta differenziabili

Il concetto di varieta differenziabile viene introdotto come una natu-
rale generalizzazione del concetto di superficie regolare. Quindi, iniziamo
ricordando la definizione di superficie regolare di R3.

Sia M un sottoinsieme di R? con la topologia indotta. Questo sotto-
spazio M ¢ detto superficie regolare se ha una parametrizzazione regolare
nell’intorno di ogni suo punto, ossia:

Vpo € M FVintorno aperto di py in R3, 3D aperto di R?, tali che

r = z(u,v)
a)MﬂV:{yiyEu,vg (u,v) € D,

con z(u,v),y(u,v), z(u,v) funzioni differenziabili;

b) Tu Yu Zu ha rango 2 in ogni punto di D;
'Z"U y'[} Z’U
) ¢:U=VAM =D, p=(o(uwv),y(uv),2(u,0) — (w,v), &
omeomorfimo.
L’aperto U = V N M & detto dominio (o intorno) parametrizzato e (u,v)
parametri. Un aspetto importante della definizione di superficie regolare e
che se consideriamo due parametrizzazioni regolari ((u,v), ) e ((uv/,0'),¢)
con domini a intersezione non vuota, allora il cambio di parametrizzazione

o tipUNU)CR?) = S UNU) CR?

¢ differenziabile (cfr. [30], p.70). Analogamente per 'inversa. Altro aspetto
importante di questa nozione, che pero e un difetto, e la dipendenza dallo
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spazio R? in cui ¢ immersa la superficie. In altre parole, la definizione di
superficie regolare non ha carattere intrinseco.

Come detto all’inizio, il concetto di varieta differenziabile ¢ una naturale
astrazione e generalizzazione del concetto di superficie regolare, e quindi vie-
ne introdotto in modo che sia possibile I"impiego intrinseco degli strumenti
dell’analisi ordinaria. Questo concetto e stato introdotto per la prima volta
da B. Riemann nel 1854 senza una precisa definizione. Hermann Weyl nel
1913 fu il primo a introdurre il concetto in termini piu precisi. Il concetto di
varieta differenziabile divenne completamente chiaro nel famoso articolo di
Hassler Whitney [119].

Definizione 1.1. Una varieta topologica ¢ uno spazio topologico di Hau-
sdorff M che soddisfa la seguente proprieta: per ogni punto py € M esiste
un intorno aperto U omeomorfo a un aperto D di R"™ per qualche n € N.
L’omeomorfismo ¢ : U — D = ¢(U),p — ¢(p) = (1, ..., x,), si dice applica-
zione coordinata, la coppia (U, ¢) si dice carta locale e (z1,...,x,) si dicono
coordinate locali del punto p.

Dalla definizione segue che i domini di tutte le carte ricoprono lo spazio M.
L’intero n = n(py) si dice dimensione della varieta M in py. La dimensione
n = n(p) & costante sulle componenti connesse di M. In particolare, se M &
connessa, 'intero n ¢ detto dimensione della varieta. Nel seguito, le varieta
che si considerano si assumeranno sempre connesse. Inoltre, col termine
differenziabile intenderemo sempre di classe C'*°.

Osservazione 1.2. Ricordiamo alcune nozioni dalla topologia generale. Uno
spazio topologico X si dice localmente connesso per archise ogni punto z € X
possiede un sistema fondamentale di intorni aperti connessi per archi. X si
dice localmente semplicemente connesso se ogni punto x € X ¢ contenuto in
un aperto U tale che m(U,z) = 0. Se X ¢ uno spazio topologico connesso
per archi, localmente connesso per archi e localmente semplicemente connes-
so, allora X possiede un (unico) rivestimento universale X. L’unicita del
rivestimento significa che se py @ (Y1,y1) — (X, z0) € p2 & (Ya,y2) — (X, x0)
sono due rivestimenti universali, quindi due rivestimenti con Y7, Y5 sempli-
cemente connessi, allora esiste un omeomorfismo ¢ : (Y1,y1) — (Ya,v2) tale
che py o » = p;. In particolare, ogni varieta topologica (connessa) possiede
un (unico) rivestimento universale M.

Definizione 1.3. Un atlante differenziabile su una varieta topologica M,
dim M = n, ¢ una famiglia di carte locali {(U;, ¢;)},.; che verifica le seguenti
proprieta:

1) i domini delle carte ricoprono M, cioe M = U;U;;

2) per ogni i, j € I, con U; N U; non vuoto, le applicazioni

gjo ¢, (Ui NU;) — ¢;(U; N U),
(xh ,l‘n) = ¢l<p) = (yla 7yn) = ¢](p>a
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(bi ) (b;l : gﬁj(Ul N UJ) — ¢1<Uz N Uj),
(yl» 7yn) - ¢](p) — (zla 73:71) = ¢1(p)7

sono applicazioni differenziabili tra aperti di R™ (cfr. Figura 1.1). In altre

parole, la proprieta 2) ci dice che il cambiamento di coordinate avviene con
applicazioni differenziabili.

S R

¢j Uint)

A

-(Uintju

Figura 1.1: Cambiamento di coordinate.

Due atlanti differenziabili A = {(U;, ¢;)},c; e A" = {(Vj,4;)},c; su una
varieta topologica M si dicono compatibili se A U A’ ¢ ancora un atlante
differenziabile di M. La relazione di compatibilita tra atlanti differenziabili e

una relazione di equivalenza, e una struttura differenziabile su M e una classe
di equivalenza di atlanti differenziabili compatibili.

Definizione 1.4. Una varieta differenziabile ¢ una varieta topologica M
munita di una struttura differenziabile.
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Naturalmente per avere una varieta differenziabile basta assegnare su una
varieta topologica un atlante differenziabile. Di conseguenza, una super-
ficie regolare di R? ¢ chiaramente un esempio di varieta differenziabile di
dimensione 2.

Osservazione 1.5. Se nelle definizioni precedenti invece di considerare fun-
zioni di classe C'™ si considerano funzioni di classe C* si ha la nozione di
varieta analitica. Inoltre, sempre con riferimento alle definizioni precedenti,
se si sostituisce R™ con C" e funzioni di classe C'* con funzioni olomorfe, si
ha la nozione di varieta complessa di dimensione complessa n. Naturalmente
una varieta complessa di dimensione complessa n € una varieta differenziabile
di dimensione reale 2n. Per la nozione di varieta differenziabile con bordo si
rinvia, ad esempio, a [14] e [28].

Se M ¢ una varieta differenziabile, A = {( Ui, i) };c; un suo atlante
differenziabile e A un aperto di M, allora A ¢ una Varieta,dif,ferenziabﬂe
con la struttura differenziabile definita dall'atlante A’ = {(u;, ¢i)}i€ ;» dove

U =UnNAe¢, = (/51'|U{. L’aperto A munito di questa struttura differenziabile
e detto sottovarieta aperta di M, dim A = dim M.

Nel seguito, quando considereremo una carta locale, questa sara sempre
una carta ammissibile, ossia appartenente a qualche atlante della struttura
differenziabile di M. Si noti che se (U, ¢) € una carta locale ammissibile di
M ed f: ¢(U) — D (aperto di R™) & un diffeomorfismo, allora (U, f o ¢) &

ancora una carta ammissibile.

Proposizione 1.6. Sia M una varieta differenziabile, dim M = n. Allora,
per ogni fissato punto py € M esiste sempre una carta locale (U, ) con
po € U, p(po) = (0,...,0) e o(U) = B(0,r) (palla aperta di centro l'origine e
raggio v di R™).

Dimostrazione. Sia (U, $) una carta locale con py € U e 2o = ¢(po) € @(

).
Siccome @(U) ¢ un aperto di R™, esiste r > 0 tale che B(xo,7) C @(U).
La traslazione T(x) = x — zg trasforma B(xg,r) in B(0,7). Posto U =

¢ Y (B(xg,r)) e p = Topy,, (U, p) & una carta locale che soddisfa le proprieta
richieste. O

Esempio 1.7. R"”
R™ & un esempio banale di varieta differenziabile n-dimensionale. Un atlante
differenziabile per R" & dato da A = {(R"™, Igx)}.

Esempio 1.8. GL(n,R)

11 gruppo lineare GL(n,R) := {A € R™" : detA # 0} ¢ una varieta differen-
ziabile (non connessa) di dimensione n?. Basta osservare che GL(n,R) ¢ un
aperto di R™" = R™ (in quanto immagine inversa, mediante ’applicazione
continua det: R™ — R, A —detA, dell’aperto R \ {0} di R).
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Esempio 1.9. La circonferenza S!
S! si puo pensare definita dalle equazioni x = cos2nt, y = sin2nt, t € R.
Poniamo

U = {(cos 2rt,sin 27t) € S* : ¢ €]0, 1},

V= {(costh’,sinZwt/) cSt:te -1 l[}7

e consideriamo gli omeomorfismi o
o:U —>]0 1], (cos 2mt, sin 27t) + t,
YV =] — 1,1 (cos2nt’, sin 27t’) +— ¢,
Allora, U UV = St e, su U NV, il cambiamento di coordinata ¢ del ti-
po t' = t oppure t' =t — 1. Quindi, {(U,¢), (V,v)} definisce un atlante
differenziabile su S'. Un altro atlante differenziabile su S', equivalente al

primo, ¢ costruito nel modo seguente. Consideriamo S!' definita dall’insieme
{(xz,y) e R?: 2* + y* =1} e poniamo

U ={(z,y) €St 12 >0}, ¢1:U =] —1,1],(z,y) =~ v,

Uy ={(z,y) €S' 1y >0}, po: Uy =] = 1,1[ (2,y) = =,

Vi={(z,y) €Stz <0}, ¢ : Vi =] —1,1[,(z,y) — v,
( —]

Va={(z,y) €St 1y <0}, p:Va—
{(U1, 1), (U, 2), (V1,11), (Va,12)} € un insieme di carte locali i cui domi-

ni ricoprono S!. Inoltre, nell'intersezione di due domini il cambiamento di
coordinata e dato da applicazioni differenziabili, ad esempio su U; N Us il

cambiamento di coordinata y — x € dato da x = /1 — y2. Piu in generale,
ogni curva differenziabile regolare di R ( o di R™) ¢ una varieta differenzia-
bile di dimensione 1. Inoltre, si puo dimostrare che ogni varieta (connessa)
compatta di dimensione 1 ¢ omeomorfa a S' (cfr. [28], p.25).

Esempio 1.10. Varieta differenziabile prodotto

Siano M; ed M, varieta differenziabili con dim M; = n e dim My = m.
Inoltre, siano A = {(Us, ¢i)};c; e A" = {(V},¢;)},c, atlanti differenziabili
di M, ed M, rispettivamente.

=

Figura 1.2: T? = S! x S!

Consideriamo lo spazio topologico prodotto My x Ms. {(U; x Vj)}
un ricoprimento aperto di M; x Ms, le applicazioni

(4,9) €I><J



10 1. Varieta e applicazioni differenziabili

Gi x ;1 Uy x Vi = ¢i(U;) x 95(V;) CRY™™ (p,q) = (65(p), ¥(q))
sono omeomorfismi e (¢; X ;) o (¢, X @/Jk)il = (ngZ o gb,:l) X (wj o ka_l) . Per-

tanto, M; x M; & una varieta differenziabile (n + m)-dimensionale, che viene
detta varieta prodotto.

In modo analogo, si puo definire la varieta prodotto My x My X ... x My, di k
varieta differenziabili. In particolare, il toro n-dimensionale T" = S x ... x St
(n-volte) ¢ una varieta differenziabile n-dimensionale.

Esempio 1.11. La sfera S”

Allo stesso modo in cui si ¢ costruito il secondo atlante su S!', si puo co-
struire su S" = { (21, ..., 2p41) € R™™ s 2f 4+ .+ 22, =1} un atlante diffe-
renziabile formato da 2(n + 1) carte locali {(U;, ¢;), (Vi,¥:)}, i =1,...,n+ 1,
dove

Ui = {('xla "'7xn+1) eS": T; > 0}7‘/; = {(xla "'ax’n-i-l) eS": T; < 0}7

@i :Ui— B"={zeR": ||z|* <1},
©i t (T1y ey Tpg1) > (T oy Tim1, Tig 1y ooy Tl

Y1 V; = B"={z e R": ||z]|* < 1},
Vit (21, ey Tpg1) = (X1, 0, Tty i1y oy Tig1 )

Quindi, S™ ¢ una varieta differenziabile n-dimensionale. Un altro atlante
differenziabile su S™ si puo costruire nel modo seguente.

Kt

X

Figura 1.3: La proiezione stereografica dal polo nord.

Poniamo U = S"\{N} e V =8§"\{S}, dove N ¢ il polo nord (0, ...,0,1) ed
S ¢ il polo sud (0, ...,0,—1). Consideriamo la proiezione stereografica ¢ dal
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polo nord, la quale ad ogni € U associa il punto di intersezione della retta
[z, N| con l'iperpiano x,,; = 0. Quindi,

T Tn
U — R", ey Tpa1) (Y1, ooy Yn) = - ,
¥ (71 Tnr1) = (Y1 Yn) (1 T 1 xn+1)

¢ un omeomorfismo con inverso

B _ 2y 2Yn, 1—|Jy|?

1 1

0 iy =Y, yn) > (y) = ( ey ,— )
L+yl2" T+ lyl? 1+ [|yl?

Analogamente, possiamo definire la proiezione stereografica dal polo sud

Ty Tn,
Vo R" (21,00, Tpp1) = (21,00, 2p) = s ,
! (1 0s0) 1 Gt 2) = (1 )

con omeomorfismo inverso

22 2z, 1-— ||2H2)

—1 —1
sz = (21, 20) z) = s ,
v (21,00 2) = 972) (1+|rz||2 T 2 T+ =2

Le applicazioni

o 1(») = ouw ! __Y_
R E R T

sono diffeomorfismi di R” \ {0} (che rappresentano 'inversione rispetto alla
sfera unitaria S"~! di R"). Quindi {(U, ¢),(V,%)} ¢ un atlante differenzia-
bile su S" (equivalente al precedente). Si noti che, identificato R* con C, gli

omeomorfismi ¢ : p = (z,y,u) — 2z = p(p) = ﬁﬂi’ e Y:ip=(z,yu)—

2= (p) = % definiscono su S? una struttura di varietd complessa 1-

dimensionale (infatti: z-2" =1 su §?\ {N,S}). S? con tale struttura
complessa & detta sfera di Riemann. L’applicazione ¢~!, facendo corrispon-
dere per estensione il polo nord N al punto all’infinito oo del piano complesso,
permette di identificare S? con C U {oo} piano complesso compattificato.

Esercizio 1.12. Si verifichi che i due atlanti definiti su S” sono equivalenti.

Esempio 1.13. Lo spazio proiettivo reale P"(R)
In R*™!\ {0} definiamo la seguente relazione di equivalenza:

Va,y € RN\ {0}, ypr < y=tr per qualche t # 0.

Lo spazio proiettivo reale P"(R), che indicheremo piu brevemente con P,
¢ l'insieme quoziente R™*! \ {0} /o munito della topologia quoziente, dove
su R"1\ {0} si considera la topologia indotta dalla topologia naturale di
R Se 7 : R*™\ {0} — P", 2 — 7(z) = [z], & la proiezione quoziente,
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allora un sottoinsieme A di P" ¢ un aperto di P" se e solo se 7 1(A) ¢
un aperto di R™™\ {0}. T punti di P" si possono pensare come rette per
'origine, private della stessa origine, di R"*\ {0}. Di conseguenza, i coni
aperti di rette per 1'origine sono aperti nella topologia di P”. In particolare,
P™ & uno spazio topologico separato (di Hausdorff). Costruiamo su P" un
atlante differenziabile nel modo seguente. Per ogni ¢ = 1,....,.n + 1, U; =
{p=[z] € P":x; # 0} & un aperto di P". La corrispondenza

Wi - UZ _>]RTL’

T Ti—1 Tiyq1 Tn41
p= [(xly'“vxn-i-l)] = (yh‘“ayn) - (_7 ) . ) as 3y e ) )

¢ un omeomorfismo con inverso

goi_l R = Uy, (Y1s ooy Un) = (Y1 oo Yie1, L, Uiy ooy Yn) |-

D’altronde gli U; ricoprono P™, quindi {(U;, ¢;)} € un atlante di P". Infine,
se U;, U; sono due domini a intersezione non vuota, allora ¢; o ¢ L& del tipo
(assumendo j < i):

Y1 Yi-1 Yir Y1 Loy
(ylv"'ayn)'_)(zla"wzn) = (_7"'7 . ) 2 RS a_v_a"'a_)
Yj Y Yj Yy Yi Yi Yi
e quindi ¢ un’applicazione differenziabile. Pertanto, P" ¢ una varieta diffe-
renziabile n-dimensionale.

Figura 1.4: Il piano proiettivo.

Esercizio 1.14. Verificare che lo spazio proiettivo reale P" ¢ omeomorfo
allo spazio topologico quoziente S"/ {£1;}. In particolare, P" & compatto e
connesso per archi.
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Teorema 1.15. Sia F : R*™" — R" 2w (Fi(2), ..., Fiu(2)), una funzione
differenziabile. Poniamo M = F~1(c), con ¢ = (ci,...,cy) elemento di R".
Se per ogni p € M la matrice jacobiana

1), = (G ) ) = (VF)y) < R

ha rango costante h, allora M, detta n-superficie regolare, ha una struttura
di varieta differenziabile di dimensione n.

Dimostrazione. Sia py un fissato punto di M. Siccome la matrice jaco-
biana J(F'),, ha rango h, cambiando eventualmente ordine alle coordinate,
possiamo assumere che

or, o
or,  oby

det J,(F)p, :=det | o # 0.
oF,  oF,
0o )

Poniamo py = (9, y0) € R"xR". Applicando il Teorema del Dini per funzioni
a valori vettoriali, esiste un intorno aperto W di zy in R™ e un intorno aperto
V di 79 in R" ed un’unica funzione differenziabile G : W Cc R* — V C R*,
tali che

yo=G(zg) e F(z,G(x))=c YreW

U =W xV & un aperto di R"*" intorno di py. L'insieme U = UNM & un in-
torno aperto di py in M rispetto alla topologia indotta. Inoltre, la proiezione
ortogonale sul sottospazio R" ristretta ad U definisce un omeomorfismo

o:U—=W, (x1,...;xnsn) = (Y1, .oy Yn) = (21, .., T,), cOn inverso
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()071 W — U7 <y17 7yn) = (%1, "'7xn+h) = (yb "7yn7G(y17 7yn))

In questo modo si ottiene una famiglia di carte locali (U, ), i cui domini
ricoprono M. Se (U, ) e (U',¢') sono due carte locali di questo tipo i cui
domini hanno intersezione non vuota, il cambiamento di coordinate ¢’ o ¢!
e differenziabile in quanto le sue funzioni componenti sono date da funzioni
banali oppure da funzioni componenti di G. O]

Con riferimento alla dimostrazione del Teorema 1.15, notiamo che se sul-

I’aperto U di R**" intorno di Po, consideriamo le coordinate (z1, ..., Zp1p)
definite da

zi=x; per i=1,..n e z;=x; —Gi(xy,..,x,) per i=n+1,...n+h,

allora la carta (U, ¢, (y;)) di M risulta definita da
U= {pE U : z(p) :0Vi:n+1,...,n+h} e Y= Zju-

Per h = 1, M = F~!(c) ¢ un’ipersuperficie regolare di R"™!. Per h > 1,
M = F~'(c) & lintersezione di h ipersuperfici regolari M; = F; '(c1), ...,
M, = F, '(cp,) indipendenti (nel senso che i vettori (VF),,...,(VF}), sono
linearmente indipendenti per ogni p € M).

Esercizio 1.16. Si verifichi che, per ogni funzione differenziabile f : R*~1 —
R, il grafico di f, ossia Gy = {(z, f(z)) € R" : 2 € R"}, & un’ipersuperficie
regolare di R"™.

Esempio 1.17. Superfici connesse compatte

Le superfici connesse compatte M, = S*pT?, p > 0, e M, = S*#qP?, ¢ > 1,
sono varieta differenziabili di dimensione 2. Infatti, la sfera S?, la superficie
torica T? e il piano proiettivo P? sono varietd differenziabili e la somma con-
nessa £ di varieta differenziabili & ancora una varieta differenziabile (Boothby
[14], pag. 258). Si noti che M, ¢ una superficie orientabile di genere p e M,
¢ una superficie non orientabile di genere q.

1.2 Applicazioni differenziabili

In questa sezione, la nozione di applicazione differenziabile definita su un
aperto di R™ e a valori in R™ (in particolare per m = 1) viene estesa al caso
delle varieta differenziabili.

Definizione 1.18. Sia M una varieta differenziabile di dimensione n. Dire-
mo che un’applicazione f : M — R e differenziabile in un punto py € M se
esiste una carta locale (U, ¢), con py € U, tale che

fogl:p(U)CR" =R sia differenziabile.



1.2 Applicazioni differenziabili 15

Diremo che f ¢ differenziabile su un aperto A di M se ¢ differenziabile in
p per ogni p € A. La definizione data non dipende dalla particolare carta
considerata. Infatti, se (V1) & un’altra carta locale con p, € U NV si ha

fo™t=fogtogoy .
Se (x1, 3, ..., ,,) sono le coordinate locali definite dalla carta (U, ¢), si pone
af (fop™!)

D (p) = = or, (p(p))  VpeUl.

Se (Y1, %2, .-, Yn) sono le coordinate locali definite nel dominio di un’altra

carta (V,4), con UNV # (), risulta

0 "9 O
ai () =2 5—5],(1?) aiﬁ_ (6(p)) VpeUNV.

j=1

Indichiamo con F(A) l'insieme di tutte le funzioni reali differenziabili
definite su A aperto di M. Rispetto alle usuali operazioni di somma e di
prodotto per un numero reale, F(A) ha una struttura di spazio vettoriale
reale. Inoltre, considerando anche il prodotto interno - : F(A) x F(A) —
F(A), (f1, f2) = f1- f2, F(A) ha una struttura di algebra reale commutativa
unitaria. Analogamente per F(p), 'algebra delle funzioni reali differenziabili
definite in un intorno del punto p.

Definizione 1.19. Siano M e M’ due varieta differenziabili ed F' : M — M’
una applicazione da M in M’. Assumiamo dimM = n e dimM’' = m.
Diremo che F' e differenziabile in un punto p, € M se esistono una carta
locale (U, ¢) di M con p, € U, una carta locale (V,¢) di M’ con F(U) C V,
tali che

YpoFog¢ ' :p(U) CR" = (F(U)) Cp(V)CR™ sia differenziabile.

Diremo che F' e differenziabile su un aperto A di M se e differenziabile in p
per ogni p € A. La definizione data non dipende dalle particolari carte locali
scelte. In termini di coordinate locali, se ¢(p) = (21, xa, ..., x,) € V(F(p)) =
(Y1, Y2, .-, Ym), la differenziabilita di F' ¢ data dalla differenziabilita delle m
funzioni reali y; = y;(z1, 22, ..., x,) definite sull’aperto ¢(U) di R". Se F :
M — M’ & un omeomorfismo con F e F~! applicazioni differenziabili, F'
viene detto diffeomorfismo ed M, M’ si dicono diffeomorfe. L’applicazione
F : M — M' e un diffeomorfismo locale se per ogni p € M esistono un
intorno aperto U di p e un intorno aperto U’ di F(p) tali che Fjy : U — U’ ¢
un diffeomorfismo. Se F': M — M’ ¢ bigettiva, allora F' & un diffeomorfismo
se e solo se ¢ un diffeomorfismo locale.

Varieta differenziabile quoziente

Esponiamo ora un metodo che permette di costruire varieta differenzia-
bili mediante I'azione di gruppi di diffeomorfismi. Consideriamo una varieta
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differenziabile M e un gruppo G di diffeomorfismi di M che opera in modo

propriamente discontinuo, cioe, per ogni T € M esiste un intorno aperto U
di z tale che :

gU N U =0, Vg € G, g # 1. (%)

Denotiamo con M lo spazio topologico quoziente M /G. Proviamo che M
induce su M una struttura differenziabile. Dalla teoria degli spazi di rivesti-
mento, & noto che la proiezione quoziente 7 : M — M = M /G, i — n(&) =
G (orbita di Z), & un’applicazione di rivestimento. Dato z € M, consideria-
mo Z € M, con (%) = x, e una carta locale (U, ¢), # € U, di M con U che
verifica la proprieta (). Allora, l’apphcazmne T = Mg U—-U=nx)e¢

un omeomorfismo e quindi ¢ = ¢ o7yt : U — ¢(U) & un omeomorfismo. In
questo modo si costruisce un atlante A di carte locali per M. Resta da vede-
re che tale atlante ¢ differenziabile. Consideriamo due carte locali (Ui, ¢1),

(U, 2) di A con U = Uy NUy; # . Siano Vi, Vs gli aperti di U; e U,
rispettivamente con 7, (V) = U = my(V3). Allora,

$rogy' =dromomody!  ga(Ur NUz) — ¢1(Ur N Ua),
dove ¢o(U; NU,) = QZ;Q(%) e p1(U1NU,) = gzgl(f/l) Inoltre, I’applicazione

T tomy i w(3) = Gi - § = g7,

dove g € G ¢ differenziabile. Pertanto, ¢; o ¢,* & differenziabile in quanto

composizione di applicazioni differenziabili. Infine, dalla costruzione di A

segue che m : M — M ¢ un’applicazione (di rivestimento) differenziabile e

in particolare un diffeomorfismo locale. Ritroviamo che lo spazio proiettivo
" =8"/{£1;} e il toro T" = R"™/Z" sono varieta differenziabili.

Osservazione 1.20. Ricordiamo che due strutture differenziabili sulla stessa
varieta M, definite dagli atlanti A e A’, sono equivalenti se AUA’ ¢ ancora un
atlante differenziabile, in altre parole se I'applicazione identita I, : (M, A) —
(M, A") & un diffeomorfismo. Quindi, strutture differenziabili equivalenti sono
sicuramente diffeomorfe. Non vale pero il viceversa, come risulta dall’esempio
seguente. Consideriamo su R le strutture differenziabili definite dagli atlanti
A ={R,¢p=1;:R=>R)} e Ay={(R,¢0: R =R, ¢t~ t3)}.
Indichiamo con R; e Ry le corrispondenti varieta differenziabili ottenute. Le
due strutture differenziabili definite su R non sono equivalenti, in quanto
I’applicazione
Yoljod iR R, tst3,
non ¢ differenziabile per t = 0. Tuttavia, le due strutture differenziabili sono
diffeomorfe perché 'applicazione
F:R; — Ry, t 13,
¢ un omeomorfismo con F e F~! differenziabili.
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Osservazione 1.21. (Conlon [28], p. 93-94)

a) Siano M; e M, due varieta differenziabili di dimensione n. Se M; e M,
sono omeomorfe ed n < 3, allora M; e M, sono diffeomorfe.

b) Per n # 4, due strutture differenziabili su R™ sono sempre diffeomorfe.
c) S, per n < 6,n # 4, ammette (a meno di diffeomorfismi) un’unica
struttura differenziabile.

Osservazione 1.22. La sfera S7 ha esattamente 28 strutture differenziabili
non equivalenti (cfr. J. Milnor [68]).

Esercizio 1.23. Verificare che le applicazioni
f1:$* = $3 (z,y,2) = (2,9,2,0), fo:R"™N\{0} = S", z+— 2/,
7 : RN\ {0} - P" 2+ 7(z) = [z], e [linclusione i :S" < R"!,
sono differenziabili.

Esercizio 1.24. Si verifichi (con un calcolo diretto) che le applicazioni di
rivestimento

pr:R—=SUt— e e py: S =P a— p(x) =[],
sono diffeomorfismi locali.

Esercizio 1.25. Si verifichi che ogni trasformazione proiettiva di P" ¢ un
diffeomorfismo. Si noti che una trasformazione proiettiva e definita da una
trasformazione lineare omogenea invertibile di R"*!\ {0}.

Esercizio 1.26. Sia F : R*™™ — R™ una funzione differenziabile. Assu-
miamo che M = F~!(c) sia una n-superficie di R"™™ (cfr. Teorema 1.15). Si
verifichi che 'inclusione ¢ : M < R*™™ & differenziabile.

1.3 Costruzione di applicazioni differenziabili

Scopo principale di questa sezione € costruire una partizione dell’'unita
subordinata a un ricoprimento localmente finito di intorni coordinati di una
varieta differenziabile M. La partizione dell'unita ¢ uno strumento essenziale
per incollare oggetti definiti solo localmente in modo da ottenere un singolo
oggetto globalmente ben definito su tutta la varieta. Ad esempio, & utile per
dimostrare ’esistenza di una metrica riemanniana su M e per estendere la
teoria dell’integrazione su M.

Lemma 1.27. Per ogni o, f € R,0 < o < 8, esiste una funzione differen-
ziabile non negativa p: R™ — R tale che

plx) =1 se |z <a; 0<plz) <1l se a<|z| <pB; plr)=0 se
z]| > B.

Dimostrazione. Dati o, € R,0 < o < 3, poniamo a = o?, b = 3?
e ¢c=b—a > 0. Siag: R — R la funzione differenziabile definita da

y =40 s SU  i erafico & dato dalla Figura 1.5
g(x) = o b sop o il culgrafico & dato dalla Figura 1.5.
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Figura 1.5: Il grafico della funzione g.

La funzione h : R — R, definita da

0 se x &) — 3,
—1 —1
e@ %@+’ gexe]—¢

h(z) =

e differenziabile in quanto prodotto di funzioni del tipo ¢g. Quindi anche
la funzione k£ : R — R tale che Fk(z) = h(z — §), non negativa e nulla
all’esterno dell’intervallo ]0, ¢[, & differenziabile. T grafici delle funzioni h e k

sono riportati nella Figura 1.6.

) +f 0 ¢

Figura 1.6: I grafici delle funzioni h e k.

Di conseguenza, la funzione ¢ : R — R definita da

((a) = Iy k(t)dt

Jy k(t)dt’

¢ differenziabile, non negativa, crescente in |0, ¢[ e verifica :
l(x)=0sex<0, 0</liz)<lseO<z<ec [lzr)=lsex>c
La funzione A\(z) = {(x — a) & differenziabile e verifica
AMz)=0sex<a, 0<Az)<lsea<z<b MNz)=1 sex>b.
Infine, la funzione p : R™ — R definita da u(z) = 1—\(||x[|?) ¢ differenziabile
e verifica le proprieta del lemma. ]
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Proposizione 1.28. Sia M una varieta differenziabile di dimensione n. Per
ogni aperto A di M e per ogni punto py € A, esistono V,V' U intorni aperti
coordinati di pg con V', V' compatti, V C V' C U C A, ed esiste £ : M — R
funzione differenziabile, tali che

0<&<T, =1, {umv =0, §>0.
suppé = {p e M : £(p) A0} = V.

Dimostrazione. Consideriamo una carta locale (U,¢) con py € U C A e
é(po) = (0,...,0). Siano o, € R, 0 < a < S, tale che B(0,5) C ¢(U),
dove B(0, 8) denota la palla chiusa di centro l'origine e raggio § di R". Sia
@ R"™ — R una funzione differenziabile non negativa come costruita nel
Lemma 1.27 relativamente ai numeri o e 8. Poniamo V = ¢~!(B(0,q)) e
V'=¢"1(B(0,)), allora V C V' C U C A. La funzione i=po¢: U = R
¢ differenziabile e verifica: 0 < <1, p=1suV, 0<p<lsuV'\V,
fo=0suU\V' suppii =V’ Siccome fijny = 0, definendo

S:M%R,pr(p):{ g(p) zggég:

si ottiene una funzione differenziabile su M che verifica le proprieta richieste.
O

Proposizione 1.29. Sia M una varieta differenziabile. Per ogni aperto A di
M e per ogni compatto K C A, esistono V, V" aperti di M, K CV Cc V' C A
e & M — R applicazione differenziabile tali che

Dimostrazione. Per x € K, indichiamo con V,, V. intorni aperti di x, V, C
V] C A come nella Proposizione 1.28. Sia &, la corrispondente funzione
differenziabile non negativa tale che &y, > 0, &y, =1, Seppyy =0 e
suppé, = V. Siccome K ¢ un compatto, lo si puo ricoprire con un numero
finito di aperti Vi, ..., V;,. La funzione g = (&, + ... +&,,) ¢ differenziabile,
¢ positiva sull’aperto V' =V U..UV, DV =V, U.UV, DK e
gy = 0. Siccome V' ¢ compatto, poniamo ¢ = ming;y > 0. Ora, sia
¢ : R — R la funzione differenziabile costruita nel Lemma 1.27 e che soddisfa
((t)=0set<ec Lt)=1set>c e0<l(t)<1lse0<t<c Allora, la
funzione § = £ o g ¢ differenziabile e soddisfa 0 < <1, {p =1, §u >0,
Eanyr = 0. O

Proposizione 1.30. Siano M una varieta differenziabile, A un aperto di
M ed f: A— R una funzione differenziabile. Per ogni compatto K C A,
esiste V aperto di M, K C 'V C A, ed esiste un’applicazione differenziabile
f:M =R con fiv = fiv.
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Dimostrazione. Applicando la Proposizione 1.29, esistono V, V' aperti, K C
V CV'CA, edesiste { : M — R funzione differenziabile tali che i =1 e
Eanvr = 0. Siccome (€ - f)ja\v = 0, definendo

7. 7oy ) (& f)(p) sepe A,
f-M—>R,p'—>f(p)—{0 sep ¢ A,
si ottiene una funzione differenziabile su M. Inoltre, f(p) = f(p) per ogni
pelV. O

Ricordiamo le seguenti definizioni di natura topologica. Un ricoprimento
(U;)ier di uno spazio topologico M si dice localmente finito se per ogni punto
p € M esiste un intorno aperto di p che ha intersezione non vuota solo con
un numero finito di elementi del ricoprimento (U;);cs; in particolare ogni
punto p di M appartiene solo a un numero finito di aperti U;. Siano (U;);e;
e (V;)jes due ricoprimenti di uno spazio topologico M; (V;);es si dice che
¢ un raffinamento di (U;);er se per ogni j esiste ¢ tale che V; C U;. Uno
spazio topologico M si dice paracompatto se ¢ separato (di Hausdorff) e ogni
ricoprimento aperto (U;);e; di M ammette un raffinamento aperto localmente
finito (V;)jes. Ogni spazio compatto di Hausdorff ¢ paracompatto. Si noti
che per una varieta differenziabile M (quindi connessa e di Hausdorff) le
seguenti proprieta sono equivalenti ([56] vol.I, p.271; [22] p.171): (1) M &
paracompatta; (2) M soddisfa il secondo assioma di numerabilita, cioe M
ammette una base numerabile di aperti; (3) M ¢ metrizzabile; (4) M ammette
una metrica riemanniana.

Definizione 1.31. ([56] vol.I, p.272) Sia M una varieta differenziabile. Una
partizione dell’unita di M subordinata a un ricoprimento aperto localmen-
te finito (U;)ier della stessa varieta M, ¢ una famiglia {g; : M — R}, , di
funzioni differenziabili tale che:

(1) g >0;

(2) suppg; :=={p € M : gi(p) # 0} C Uy;

(3> Zie[ gi = 1.

Teorema 1.32. Ogni varieta differenziabile paracompatta M ammette una
partizione dell’unita {g;} subordinata a un ricoprimento aperto localmente fi-
nito di intorni coordinati di M con suppg; compatto. In particolare, ogni rico-
primento aperto localmente finito {An},cn ammette una partizione dell unita
ad esso subordinata.

Dimostrazione. Sia {Aq}, ., un ricoprimento aperto localmente finito (tale
ricoprimento esiste in quanto M & paracompatta). Fissati « € A e p € A,,

applicando la Proposizione 1.28, esistono V ,, U, o intorni (coordinati) aperti

di p con Vp’ﬂ compatto contenuto in U,, C A,, ed esiste §,, : M = R
applicazione differenziabile tale che §, , > 0, fp,a\v/ >0, suppépa ="V, C
P, )
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Upo C Ay € fp,alM\VAa = 0. {‘/p/va}pGUa,aeA € ancora un ricoprimento aperto
di M. Poiché M e paracompatta, esiste un ricoprimento aperto localmente
finito {V;} con, fissato i, V; C V.. per qualche o; € A e per qualche p € M.
Quindi V; C V.. C Upa, C Ag,. Sinoti che i # j non implica «; # a;.
Poniamo V/ =V , e Uy = Upo,. {Ui} e {Aq,} sono ricoprimenti in quanto
V; C U; C A,,, inoltre sono localmente finiti in quanto sottoricoprimenti di
{Aa},en che € localmente finito. Indichiamo con &; la funzione definita sopra
e corrispondente all’aperto V' (che contiene V; ed ¢ contenuto in U; C A,.).
In particolare le funzioni §; sono non negative, &y, > 0 e supp §;=compatto
C U;. La funzione ) & € ben definita in quanto suppg;, C U; e {U;} ¢
localmente finito. Inoltre, > . &(p) > 0 per ogni p € M in quanto {V;} &
un ricoprimento e &y, > 0. Posto g; = %, si ha che {g;} ¢ una famiglia

di funzioni differenziabili non negative, . ¢g; = 1, supp g; =compatto C
U; e con {U;} ricoprimento aperto localmente finito di intorni coordinati.
In particolare, esiste una partizione dell’'unita subordinata al ricoprimento

{Aa}aen- O






Capitolo 2

Nozioni di base sulle varieta
differenziabili

2.1 Spazio tangente e campi di vettori

Ricordiamo brevemente la nozione di spazio tangente in un punto p di
R"™. Un vettore tangente in p a R” & definito da v, = (p,v) con v € R", p &
la parte puntuale e v ¢ la parte vettoriale del vettore tangente v,. Lo spazio
tangente

T,R" ={v, = (p,v) :v e R"} = {p} xR"

ha una struttura naturale di spazio vettoriale reale. Un vettore tangente
v, lo possiamo presentare come un operatore differenziale del primo ordine
nullo sulle costanti. Tale presentazione si presta, come vedremo, ad essere
generalizzata al caso delle varieta differenziabili. Sia F(p) lalgebra delle
applicazioni f : R" — R differenziabili in un intorno di p. Per ogni f € F(p)
e per ogni v, € T,R", la derwata direzionale di f in p e nella direzione di v
¢ definita da:

on(f) = lim fp+tv) = f(p)

t—0 t

=..= gO((vf)pvv)7

dove Vf denota il gradiente di f e gy e il prodotto scalare euclideo. La
derivata direzionale verifica le seguenti proprieta:

(i) wplaf +bg) = av,(f) + buy(g),
(G)  vp(f-9) = f(p)ve(g) + g(p)vp(f),

per ogni f,g € F(p) e per ogni a,b € R. Poniamo
D(p) ={V, : F(p) — R, V, verifica le proprieta (i) e (j)} .

Chiaramente D(p) e uno spazio vettoriale reale e, per ogni v, € T,R",

23
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vy o Fp) = R, f = up(f),

P
¢ un elemento di D(p). La corrispondenza

T,R" — D(p), v, — vy,

¢ un isomorfismo tra spazi vettoriali che permette di identificare 7,R" con
D(p). In questa identificazione, i vettori della base canonica

er, = (1,0...,0),, €a, = (0,1,0...,0)p, e, €, = (0, ...,0,1),,

di T,R"™ si identificano con le derivate direzionali

9 9 9
0x; p’ 0xy p""’ ox,, p'

Di conseguenza, ogni vettore v, € T,R™ si puo esprimere con la scrittura

E ZU (axi)p.

i=1

Inoltre, T, R™ si puo identificare con R™ mediante 'isomorfismo
¢ :R" — T,R", v O(v) = v,

Sia ora M una varieta differenziabile n-dimensionale. Ricordiamo che
F (M) & lalgebra delle funzioni reali differenziabili su M e, per p € M, F(p)
e l'algebra delle funzioni reali differenziabili in un intorno di p.

Definizione 2.1. Un vettore tangente in p alla varieta M ¢ un’applicazione
X, : F(p) — R che verifica, per ogni a,b € R e per ogni f,g € F(p), le
seguenti proprieta :

(i) Xp(af +bg) = aX,(f) +bX,(9),
() Xp(f -9) = f(p)X,(9) + 9(p) X, ().

Il vettore X, si dice anche derivazione di F(p). L’insieme T,M di tutti i
vettori tangenti in p ad M si dice spazio tangente in p ad M. T,M ha una
struttura naturale di spazio vettoriale reale rispetto alle seguenti operazioni:

(Xp"’_Y;?) (f) :Xp(f) "’_Y;?(f)’

(aXp) (f) = aXp(f),
per ogni X, Y, € T,M, per ogni a € R e per ogni f € F(p).

Proposizione 2.2. Se ¢ € F(p) ¢ una funzione costante, allora per ogni
X, € T,M si ha X,(c) =0.
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Dimostrazione. Per esercizio. OJ

La seguente proposizione mette in evidenza il carattere locale della nozione
di vettore tangente.

Proposizione 2.3. Siano f,g € F(p) e U un intorno aperto di p. Se fiu =
g, allora per ogni X, € T,M si ha X,(f) = X,(g).

Dimostrazione. Basta verificare che, per ogni h € F(p) con hjy = 0, si ha
Xp(h) =0. Sia k € F(p) tale che s(p) =0e wppv =1 (k=1-¢, dove £ &
la funzione della Proposizione 1.28). Allora h = h - k e quindi

X,(h) = X, (h - 5) = £(p) X, (h) + h(p) X, (k) = 0.

Vettori tangenti coordinati

Sia (U, ¢, (x;)) una carta locale con U intorno di p. Le applicazioni

(), 5 1= (2) - ()25

sono vettori tangenti in p che vengono detti vettor: tangenti coordinati in p
rispetto alla carta (U, ¢).

Lemma 2.4. Dato p, € M, siano (x1,...,x,) coordinate locali definite in U
intorno di p, con x;(p,) = 0 per ogni i. Allora, per ogni f € F(p,) esistono
fi, fo, ooy Jn € F(po) ed esiste V intorno di py, V C U, tali che

) = L) o f0) = )+ S D) VpeV

Dimostrazione. Sia ¢ : U — ¢(U) l'applicazione coordinata che definisce le
coordinate (1, ..., z,). Poniamo f = fop~!:¢(U) — R. Poiché (p,) =0,
esiste r > 0 tale che B(0,7) C ¢(U). Perogni (x1,...,x,) € B(0,), possiamo
scrivere

f@y,nzn) = flxy,xn) — f(21, oy 20_1,0) + f(21, ..., Zn_1,0)
— (@1, oy 20-2,0,0) + f(21, ..., 2,-2,0,0) +
f(x ,0, ..., )—I—f(xl, ()

—£(0,0,..,,0) + £(0,0, .., ,0).
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La relazione precedente si puo anche scrivere nella forma seguente:

1

f(il}l,...,.’lfn) = f~(0,,0) +Z [f(.l'l, $i,1,t$i,0,...,0)i|

0

dove si e posto

_ Lof

fi<I1, ceey IL’n) axz (.Th ey Li—1, tl’i, 0, ceey O)dt

Le f; : B(0,r) — R sono differenziabili e quindi le f; = f; 0 ¢ sono elementi
di F(p,), dove V = 1(B(0,r)). Inoltre,

la]?

0 61’1

filpo) = fi(0,...,0) =

(0, ..., 0)dt =

e per ogni p € V:

f0) = flep) = flar, ... )If(0707---70)+in(p)fi(rc1,---,xn)

Teorema 2.5. Sia M una varieta differenziabile n-dimensionale. Se p, € M
e (U, ( ) e carta locale con p, € U, allora i vettor: tangent: coordinati

( ) 1,...,n) costituiscono una base per T, M. Inoltre, per ogni
Xp, € T, M si ha:

Xp, =D A (81‘@-) , dove N =X, (z;).
i=1 Po

In particolare, dim T, M =n = dim M.
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Dimostrazione. Per ogni p € U, poniamo y;(p) = x:(p) — (Do) (Y1, s Yn)
sono coordinate locali definite in U con y;(p,) = 0 per ogni i = 1,...,n.
Applicando il Lemma 2.4, relativamente alle coordinate (yi, ..., y,), per ogni

f € F(po) esistono fi, fa, ..., fn € F(po), con fi(p,) = g—yfi(po) = %(po), tali
che

f(p) = f(po) + > _wi(p)filp) ~ V¥p €V (intorno di p,),V C U.
i=1
Quindi, per ogni X, € T, M e per ogni f € F(p,) si ha:
Xpo () = X0, (f(P0)) + Y X (i - fi)
i=1

= Z {i(Po) Xp, (fi) + fi(po) Xp, (i) }

=1

=S ), ()

—_
)) (),

:(;)\ (axi
9

dove si & posto A" = X, (z;). Resta da verificare che i vettori ( 890-) sono
*/ po

linearmente indipendenti:

Za (ax)po—O, adeR = Zla <3xi)po(m)_0’ Vh =

i=1

Zai<%> =0, Vh :Zai@hzo Vh = a"=0 Vh.
Po

i=1

Esercizio 2.6. Siano (21, ...,2,) € (Y1, ..., yn) due sistemi di coordinate locali
definiti in un intorno di un fissato punto p. Siano (A\*) e (17) le componenti

di un vettore tangente X, rispetto alle basi % e % rispettivamente.
‘/p P

Osservare che la matrice del cambiamento di base ¢ la matrice jacobiana del
cambiamento di coordinate. Quindi, determinare le formule che esprimono
le A" in funzione delle 7’ e viceversa.
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Campi di vettori

Sia A un aperto della varieta differenziabile n-dimensionale M. Poniamo
TA - UpGATpM’

Definizione 2.7. Un campo di vettori su A e una corrispondenza
X:A—=TA p— X(p) =X, € T,M.

Se X, Y sono campi di vettori definiti su A, h: A — Re X € R, si possono
definire in modo naturale i campi di vettori X + Y, hX, A\X:

(X+Y),=X,+Y,, (hX),=h(p)Xy, (AX),=AX,.
Se X ¢ un campo di vettori su A ed f € F(A), possiamo definire la funzione
X(f): A= R, pr— X(f)(p) = X,(f)-
Diremo che un campo di vettori X (definito su A) e differenziabile se
Ve F(A): X(f) e F(A).

Denotiamo con X(A) I'insieme di tutti i campi di vettori differenziabili definiti
su A. X(A) ha una struttura naturale di spazio vettoriale reale rispetto alle
operazioni:

+:X(A) xX(A) = X(4), (X,)Y)— X+Y,
R X(A) = X(4), (A\X) = AX.
Inoltre, il prodotto
F(A) x X(A) = X(A4), (f,X)— fX,
soddisfa le seguenti proprieta
JOAX) =(ANX =A(fX), f(X+Y)=[fX+[Y,
(f+9)X =fX+gY, f(gX)=(f9)X, 1X=X,

per ogni f,g € F(A) e per ogni X,V € X(A). Quindi, X(A) & un F(A)-
modulo. Anche per gli F-moduli possiamo parlare di lineare indipendenza e
di base, dove gli scalari sono gli elementi di F.

Siano (x1, ..., z,,) coordinate locali definite in U, U C A. I campi di vettori

0 0
: T =
010 o (5 ) @ (ax)

sono chiaramente differenziabili e sono detti campi di vettori coordinati. Per
ogni X € X(A) e per ogni p € U, si ha:

- X, ZX x( ) ZX:UZ (ai)(p)
= @X“i) ) 0)

8362-
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Quindi, per ogni X € X(A) si ha

~ . 0 i
X ;g o dove &' = X(z;) € F(U). (2.1)
I campi di vettori coordinati (0/ (?a;i)l. costituiscono una base locale per X(A),
tuttavia X(A) come spazio vettoriale reale non ha dimensione finita. Le &' si
dicono funzioni componenti di X rispetto alle coordinate (z;). La rappresen-
tazione (2.1) vale anche per campi di vettori, in generale, non differenziabili
con le £ funzioni, in generale, non differenziabili. Siano (y, ..., y,) altre coor-
dinate definite in U. Se X € un campo di vettori definito su A, localmente

si ha
X:i:1€axi ‘ X:Zn]_‘7

dove &%, 17 sono funzioni definite su U. Inoltre, siccome

n

. - 8y] : ~8$]’
W= 20 e =) 0o,
i1 Ox; Yi

=1

le £ sono differenziabili < le n® sono differenziabili.

Quindi, la proprieta che X abbia funzioni componenti differenziabili non
dipende dal particolare sistema di coordinate scelto, e di conseguenza vale la
seguente proposizione.

Proposizione 2.8. Sia X un campo di vettori definito su A. Allora, X e
differenziabile se e solo se le sue funzioni componenti, in un fissato sistema
di coordinate, sono differenziabili.

Un campo di vettori X € X(A) si puo presentare anche come una deriva-
zione dell’algebra F(A)

Proposizione 2.9. Sia A un aperto di M. Allora, X € X(A) se e solo se
X ¢ una trasformazione F(A) — F(A) che soddisfa le sequenti proprieta:

(1) X(af +bg) =aX(f)+bX(g), Vf,g€ F(A), VYa,b e R,
(1) X(fg) = fX(9) +9X(f), Vf g€ F(A).

Dimostrazione. Sia X € X(A). Allora, per ogni f € F(A) : X(f) € F(A).
Inoltre, per ogni f,g € F(A), le proprieta X (af + bg)(p) = X,(af + bg)
e X(f-9)(p) = X,(f-g) implicano (z) e (iz). Viceversa, se X : F(A) —
F(A) soddista (7) e (ii), la corrispondenza p — X,,, dove X, (f) := X(f)(p),
definisce un campo di vettori differenziabile su A. H
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Definizione 2.10. Sia £ uno spazio vettoriale reale. £ si dice algebra di Lie
(reale) se ¢ definito un prodotto [,] : L x £ — L,(X,Y) — [X,Y], detto
parentest di Lie, tale che

(1) [,] e bilineare,

(2) [,] e antisimmetrica : [X,Y] = —[Y, X],

3) [X,[YV,Z]|+1Y,[Z,X]]+[Z,[X,Y]] =0 (identita di Jacobi).
R3 con I'usuale prodotto vettoriale e lo spazio vettoriale delle matrici qua-
drate R™" con [A, B] := AB — BA, dove AB denota 'usuale prodotto tra
matrici, sono esempi di algebre di Lie. Se £ e un’algebra di Lie abeliana,

cioe [X,Y] = [Y, X], allora la parentesi di Lie [,] = 0. Nello spazio vettoriale
X(A), A aperto di M, definiamo

[]:X(A) x X(A) = X(A), (X,Y)— [X,Y], dove
(X Y](f) = XY (f) =YX ().
E facile verificare che
VX, Y € X(A): [X,Y] € X(A).
Inoltre, valgono le seguenti proprieta :

(1) X+Y.Z=[X,Z]+]|Y, 7],

(2) [XY]=-[vX]
(3> [X7 [Y,Z]]—i—[Y, {Z,X]]—l—[Z,[X,Y]]:O,
(4) [fX,gY]= fglX, Y]+ [X(9)Y — gV ()X,

per ogni X,Y,Z € X(A) e per ogni f,g € F(A). In particolare, se a,b € R
si ha [aX,bY] = ab[X,Y], e quindi X(A) ¢ un’algebra di Lie.

o,
Esercizio 2.11. Siano X,Y € X(A), localmente X = Z?:l gza_ 0 Y =
T
.0
Z?’:l 7’ a—xj Verificare che:

. | D
X, Y] = Sy (X () = Y (€) 5 —
j
Esercizio 2.12. Considerati i seguenti campi di vettori (come elementi di
X(R?)): X = z(% — y%, Y = x% - Z{%’ Z = —I% +y%, verificare
che

X,Y]=2 [Y,Z]=X, [Z,X] =Y.
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2.2 TM come fibrato vettoriale

Sia M una varieta differenziabile n-dimensionale. Poniamo
TM = UpeMTpM (unione disgiunta).

Consideriamo l'applicazione 7 : TM — M, X, — p, tale applicazione e
suriettivae 7! {p} = T, M. Quindi un campo di vettori su M si pud pensare
come un’applicazione X : M — T M tale che wo X = I,.

Teorema 2.13. L’insieme T'M, detto varieta tangente (o fibrato tangente),
ha una struttura di varieta differenziabile 2n-dimensionale rispetto alla quale
lapplicazione 7 e differenziabile.

Dimostrazione. Sia A = {(U;, ¢;)},c; un atlante differenziabile di M. Con-
sideriamo i seguenti sottoinsiemi di 7'M

7'[‘71 (Uz) = {Xp eTM: 7T(Xp) =pc Ul} = jﬁUvZ

{7~ (U:)},; © un ricoprimento di TM in quanto {U;},.; ¢ un ricoprimento
di M. L’applicazione

@i H(U) = 0i(Us) xR, Xy = (21(p), oo 20 (D), €1 (D), -, €"(D))

dove ¢i(p) = (@1(p), - 2a(p)) € X, = S0, €(p) () , ¢ wna corrispon-
p
denza biunivoca. Si noti che, per ogni p € U,

Pip = Pip,nr * TpyM = ' {p} = {pi(p)} x R" = T, ) R”
e un isomorfismo (tra spazi vettoriali). Consideriamo la seguente famiglia di
sottoinsiemi di 7'M

Fr={¢ (W) : W aperto di p(U) x R" CR*", (U,p) € A }.

Tale famiglia soddisfa le seguenti proprieta:

a) per ogni X, € T'M, esiste un elemento B di Fr tale che X, € B;

b) se By e By sono due elementi di Fr con B;N By non vuoto, e X, € B1N By,
allora esiste un elemento B € Fp tale che X, € B C By N Bs.

Pertanto esiste un’unica topologia su T'M avente Fr come base, questa ¢
la topologia che si considera su T'M. Rispetto a tale topologia, i sottoin-
siemi 7 1(U;) sono aperti di TM e le ¢; sono omeomorfismi. Inoltre, TM
€ uno spazio topologico separato. Quindi T'M ¢ una varieta topologica 2n-
dimensionale. Verifichiamo che latlante {(7'(U;),¢;)}, ¢ differenziabile:
siano (7 1U;), ;) e (7 1(Uj), ¢;) due carte con 7 H(U;) N7 (U;) #0 (e
quindi U; N U; # 0), allora I'applicazione

Giogitt @i (T UNUy)) = @i(U; NU;) x R* = ¢;(U; N U;) x R,
(@1(p), s 2n(p), €1 (D), -, () = (W1 (D), s yn(P), 1" (D), -, 1" (D))
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¢ differenziabile (insieme alla sua inversa) in quanto y; = y;(z1,...,x,) € il

. . ; ; 0y, o . R
cambio di coordinate su U;NUj e 7’ =371, 5. Quindi TM & una varieta
differenziabile di dimensione 2n. Infine, la proiezione 7 e differenziabile in
quanto in coordinate locali ¢ espressa dall'usuale proiezione (x;,&") — (z;).

O
Il fibrato tangente ¢ solo un esempio della seguente nozione.

Definizione 2.14. Siano date due varieta differenziabili £/, M e un’applica-
zione differenziabile 7 : E'— M. Diremo che E, o piu precisamente la terna
(E, M, ), & un fibrato vettoriale su M di rango k se:

(1) Vp € M, la fibra E, = 7 '(p) ha una struttura di spazio vettoriale
reale k-dimensionale;

(2) Vp € M, 3 U (intorno aperto di p) e un diffeomorfismo ¢ : 7= 1(U) —
U x R* che conserva le fibre, cioe 7 o 1; =rmdoverm : UxRF =5 Ucela
proiezione sul primo fattore;

(3) Vg € U, la restrizione di ¢ alla fibra 1, := ¢y, : E; = {¢} x RF ¢ un
isomorfismo (tra spazi vettoriali).

La coppia (U,@E) si dice carta locale del fibrato (F, M, ). Siano (Ui, ;) e
(Uj, ;) due carte locali del fibrato (E, M, ) con U; N U; # 0. Le funzioni

by UiNU; = GL(k,R), p 5,09y} € GL(k,R),

si dicono funzioni di transizione. Sia G un sottogruppo di GL(k,R), ad
esempio GL*(k,R), O(k) o SO(k). Si dice che il fibrato vettoriale (£, M, )
ha gruppo strutturale riducibile a G se esiste un atlante {(Ua,¢a)} di carte
locali del fibrato, quindi UU, = M, le cui funzioni di transizione hanno i
loro valori in G, cioe

VpeUaNUs # 0 :bg, 01 ) €G.
Un fibrato vettoriale di rango k si dice orientabile se il gruppo strutturale
GL(k,R) ¢ riducibile al sottogruppo GL*(k,R).

Il piu semplice esempio di fibrato vettoriale di rango k ¢ la varieta pro-
dotto Eg =M xR conm=m : Eg — M (proiezione sul primo fattore). La
varieta tangente T'M & un fibrato vettoriale di rango n = dim M con grup-
po strutturale GL(n,R), se M ha una struttura riemanniana allora il suo
gruppo strutturale ¢ riducibile a O(n) (cf. Teorema 4.5). Siano (Ey, M, m)
e (Fy, M, ms) due fibrati vettoriali sulla stessa varieta base M. Un’applica-
zione differenziabile (risp. un diffeomorfismo) f : Fy — Es che conserva
le fibre, cio¢ con my o f = m, econ f,: Ey, — FE,, applicazione lineare
(risp. isomorfismo), e detta omomorfismo (risp. isomorfismo) tra fibrati. Un
fibrato vettoriale (E, M, ) ¢ detto banale se ¢ isomorfo a Ey = M x R,
Un fibrato vettoriale 7 : /' — M di rango k e localmente una varieta prodot-
to U x R* con U aperto di M, quindi si pud pensare come una famiglia di
spazi vettoriali {E,} ), isomorfi a R, parametrizzata (in modo localmente
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banale) da M. Sia (F,M,n) un fibrato vettoriale di rango k. Sia E’ una
sottovarieta immersa in F, poniamo 7’ = g, e supponiamo che per ogni

p € M esista una carta locale (U, ) del fibrato, con p € U, tale che
V(Y U)NE)=UxRN(C U xRF h < k).
Il fibrato vettoriale ottenuto (E’, M, n") ¢ detto sottofibrato di E di rango h.

Definizione 2.15. Una sezione (differenziabile) del fibrato vettoriale (E, M,
7) ¢ un’applicazione (differenziabile) s : M — E tale che 7o s = Iy.

Sia ora f : M — N un’applicazione differenziabile e sia (£, N, ) un
fibrato vettoriale su N. L’applicazione f induce un fibrato vettoriale su M,
che si indica con f~'E oppure con f*E, le cui fibre sono Eyy,), p € M.
Le carte locali del fibrato f‘lE, detto pull back di E via f, sono del tipo
(f_l(U),Q/J o f), dove (U, 1) ¢ una carta locale del fibrato vettoriale E. In

particolare: f'T'N = (J ., TN e le sezioni di f~'TN sono esattamente

le applicazioni differenziabili X : M — f'TN,p — Xp € Ty N, dette
anche campi di vettori lungo f.

Proposizione 2.16. Sia M una varieta differenziabile. Allora, X € X(M)
se e solo se X e una sezione differenziabile di TM, ovvero X : M — T M é

differenziabile e m o X = Iy;. Pertanto, linsieme delle sezioni differenziabili
di TM ¢ esattamente l'insieme X(M).

Dimostrazione. Ricordiamo (cfr. Definizione 2.7) che un campo di vettori X
su M si puo pensare come un’applicazione X : M — T M tale che mo X = I,
quindi come una sezione di 7M. Inoltre, X (come sezione) localmente ¢
I’applicazione

X :ip= (21, .,p) = (21, 00y 0, EYT1), o, EM(5)),
dove X, = >0 &(w) (%) . Quindi, la sezione X : M — TM & dif-
i/p '
ferenziabile se e solo se le funzioni ¢'(xy, ..., z,) sono differenziabili, ma cio

equivale a dire che X come campo di vettori ha funzioni componenti (locali)
differenziabili e quindi X € X(M). O

Molte nozioni in geometria differenziale possono essere viste come sezioni
di un appropriato fibrato vettoriale. Oltre ai campi vettoriali su M che si
possono pensare come sezioni di 7'M, i tensori di tipo (s,r) su M possono
essere visti come sezioni del fibrato vettoriale T°"M = U,en/ T (1,M), le
k-fome differenziali su M possono essere viste come sezioni del fibrato vet-
toriale A¥T'M = U,epA*(T,M), in particolare A'TM = TM* = Upep/ T, M*
e il fibrato tangente duale. Se nella definizione di fibrato vettoriale si sosti-
tuisce R con C, si ha la nozione fibrato vettoriale complesso di rango k. Un
fibrato vettoriale complesso E su M e detto olomorfo se E ed M sono varieta
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complesse, m ¢ un’applicazione olomorfa e zﬁ e un diffeomorfismo olomorfo
(cioe 1 e )~ sono olomorfe). Il gruppo lineare complesso GL(k, C) pud es-
sere identificato con il sottogruppo di GL(2k,R) costituito dalle matrici che
commutano con la matrice J, = ( _(}k % ) Questa rappresentazione di
GL(k,C) in GL(2k,R), detta rappresentazione reale di GL(k,C), & data da
A+1iB+— ( _AB i ) per ogni A+ iB € GL(k,C),

dove A, B sono matrici reali di ordine k. Un fibrato vettoriale complesso F
su M di rango k puo essere considerato come un fibrato vettoriale reale di
rango 2k. Siccome il suo gruppo strutturale GL(k,C) ¢ GL*(2k,R), E &
orientato in modo naturale come fibrato vettoriale reale.

Teorema 2.17. Il fibrato tangente T M ¢é banale se, e solo se, esistonon (n =
dim M) campi vettoriali E, ..., E, € X(M) linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Supponiamo T'M banale e sia f : M x R" — TM un dif-
feomorfismo che conserva le fibre, cio¢ mo f = m, e con f, : {p} x R" —
T,M, (p,v) — f(p,v) € T,M, isomorfismo tra spazi vettoriali. Sia (e, ..., e,)
la base canonica di R™. Definiamo
E;: M — TM, p— Ei(p) := f(p,e;), i=1,....n.

Questi E; sono campi vettoriali in quanto wo E;(p) = wo f(p,e;) = m1(p, €;) =
p, sono differenziabili in quanto f e un diffeomorfismo, e sono linearmente
indipendenti in quanto f, : {p} x R* — T,M, (p,e;) — f(p,e;) = Ei(p) ¢
un isomorfismo tra spazi vettoriali. Viceversa, se Fy,..., E, € X(M) sono
linearmente indipendenti, basta definire

[ M xR*— TM, (p, (v}, ...,0") — > v'Ei(p) € T,M.

Questa f chiaramente conserva le fibre (7 o f(p,v) = p = m(p,v)) con

fp A{Ap} xR = T,M, (p,v) — > v'E;(p), isomorfismo tra spazi vettoriali.

Inoltre f ¢ un diffeomorfismo in quanto localmente, posto E; = > i1 al T
L

si ha
fo(@y, @, vt ") = (T, @, Do VA, o VAl

con det(al) # 0. O

Se una varieta differenziabile M di dimensione n ammette n campi vet-
toriali £y, ..., E, € X(M) lincarmente indipendenti, allora M ¢ detta va-
rieta parallelizzabile. R" ¢ chiaramente parallelizzabile. Inoltre, le sfere
St S3,S7 sono parallelizzabili, cid dipende essenzialmente dall’esistenza di un
prodotto in R? (tra numeri complessi), in R* (tra quaternioni) e in R® (tra
numeri di Cayley).

L’applicazione
0 0

X :S' = TR2,p = X, = —ay | =— —
— 0= (a1,a2) = X, a2(8x1>p+a1(8x2)p’
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definisce un campo differenziabile di vettori unitari tangenti a S*.
Le applicazioni X,Y,Z : S? — TR*, definite da

P >\ o, , "\ O, , 4 Ors , S\ Oy , ’
P ’ 8x1 p 4 axg p ! 8273 p 2 8x4 » ’
P 4 8:171 p 3 6@ P 2 (91‘3 p ! 61’4 P ’

per ogni p = (ai,as,a3,a4) € S, definiscono tre campi differenziabili di
vettori ortonormali tangenti alla sfera S3.

Nel caso della sfera S7, identifichiamo il vettore X, = S5 a; (0/0x;),
con X, = (ay,as,...,as), e quindi consideriamo le applicazioni X; : S” —
TR i =1,...,7, definite, per ogni p = (ay, as, as, as, as, ag, az, ag) € S7, da

Xl(p):(a2> —ay, G4, —a3, G, —0s, g, —07),
Xo(p) = (a3 —ay, Gz, a7, —Gs, —0s, (),
Xs(p) = (a as, —Qg, —ay, —ag, —a7, Gg, A5 ),
Xy(p) = (a5,—ae, —ar, ag, —ay, Gz, 3, —0y),
X5(p) = (ae, as, ag, ag, —ag, —ay, —a4, —ag),
Xe(p) = (a7, —as, as, —ag, —as, ag, —ay, az),

X7(p) - (a87 a7, —ag, —0Us, A4, a3, —A2, _al)-
Anche in questo caso, X;,i = 1,...,7, sono campi differenziabili di vettori
ortonormali e tangenti a S”.
Si noti che le sfere S', S*, ST sono le sole sfere parallelizzabili [15]. Inoltre,
si puo vedere che esiste un campo vettoriale non nullo (in ogni punto) su S"
se e solo se n ¢ dispari (cioe se e solo se la caratteristica di Eulero-Poincaré

x(S") € nulla). Questo € un caso particolare del seguente risultato generale
(cfr. [105], p.203).

Teorema 2.18. Sia M una varieta differenziabile (connessa) compatta. Al-
lora esiste su M un campo vettoriale continuo non nullo (in ogni punto) se,
e solo se, la caratteristica di Eulero-Poincaré x(M) = 0.

In particolare, per una superficie connessa compatta orientabile M esiste un
campo vettoriale continuo non nullo (in ogni punto) se, e solo se, M & una
superficie torica.

2.3 1l differenziale di funzioni

Siano M una varieta differenziabile, p un punto di M ed f: M — R una
funzione differenziabile in un intorno di p. Il differenziale di f nel punto p e
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definito dall’applicazione
(df)p: LM = R, Xp = (df)p(Xp) == Xp(f).

In altre parole, il differenziale (df), ¢ un operatore che assegna ad ogni
vettore tangente in p la derivata direzionale della funzione nella direzione
di quel vettore. (df), e un’applicazione lineare, quindi un elemento dello
spazio vettoriale duale T7M. Se (x1, ..., ;) sono coordinate locali definite in

un intorno di p, allora
0 _(Of
@ (5r) = (o) @

Prendendo come f la funzione coordinata z, : U C M — R, p — x,(p), si

(’3 - al‘h _ ch
(), (m) - (a) .

Dunque i differenziali (dwy),, ..., (dz,), costituiscono la base di TyM duale
della base coordinata (i> s <i> di 7,M. Pertanto:
p

ox1 Ozn
p

@an =3 () (@,

=1

Esercizio 2.19. Verificare che:

(d(f-9)), = [(p)(dg)p + g(p)(df), Vf,g € F(p)
Se f: A — R ¢ una funzione differenziabile su A aperto di M, il differenziale

di f e I'applicazione
df : X(A) = F(A), X — (df)(X) := X(f).

df ¢ una applicazione F(A)-lineare, dunque df € A'(A) = X*(A) F(A)-
modulo duale di X(A). A'(A) ¢ anche detto F(A)-modulo delle 1-forme
differenziali su A. Se (x1,...,x,) ¢ un sistema di coordinate locali, allora

0 af
d = :
Prendendo come f la funzione coordinata xj, si ha
8 8£L'h
d = = oh.
( lL’h) 81‘, 8:701 ‘
Dunque i differenziali dzy, ..., dz,, costituiscono una base locale di A'(A) dua-

le della base locale i,...,ai di X(A). Pertanto, df localmente si puo
1 T

0
esprimere con
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Si noti che per ogni w € A'(A) e per ogni p € A, si pud definire la forma
0

lineare w, : T,M — R tale che wp(a—)p = (w(a—))(p) perogni i =1,...,n
ZT; Z;

Quindi, per ogni w € A'(A) e per ogni p € A, siha w, € TM.

Siano ora M e N due varieta differenziabili, p € M ed FF : M — N
un’applicazione differenziabile in un intorno di p.

Definizione 2.20. Si definisce differenziale di F' in p 'applicazione
Fop : T,M — Tr,) N, X, — F,,X,, taleche
Fop(Xp)(9) == Xp(go F) Vg € F(F(p)).

F,, ¢ un’applicazione R-lineare. Siano (xy,...,x,,) coordinate locali defini-
te in un intorno U di p e siano (yi, ..., y,) coordinate locali definite in un
intorno V' di F(p) con F(U) C V, siano inoltre ¢ e v le corrispondenti
applicazioni coordinate. Possiamo determinare la matrice associata a (Fl),

rispetto alle basi coordinate {(9/0x;),} e {(9/9y;)pq,}t di T,M e TpepN
rispettivamente. Poiché

(89:7,) ZF*p (c‘m) w) <aiyﬂ) F(p)

S0 (),

la suddetta matrice ¢ data da:

O(yioF O(y10F O(yioF

8;;; (p) 6?);%; (p) - —aig;mF; ()

(0(yjoF))(p): (D) Thmo () o 5 (D)
Ox; : : : :
O(ynoF O(ynoF O(ynoF

Gl (p) Agecbl(p) ... 2mefl(p)

Questa matrice viene detta matrice jacobiana di F' nel punto p rispetto ai
fissati sistemi di coordinate. Si noti che la matrice jacobiana di F' in p e
esattamente la matrice jacobiana di F' =1 o F o™t in ¢(p). Se F & un’ap-
plicazione differenziabile da R™ in R", il differenziale F}, si puo identificare

con la matrice jacobiana J(F'), come un’applicazione lineare da R™ = T,,R™
in R" = TF(p)Rn.

Esercizio 2.21. Sia f : M — R una applicazione differenziabile. Indicata
con t la coordinata su R, si verifichi che

Fep(Xp) = (df)p(X )(d/dt) w 7 X €TM.



38 2. Nozioni di base sulle varieta differenziabili

Esercizio 2.22. Sia F' : R" — R™ x — F(z) = Ax + v, dove A rappre-
senta un’applicazione lineare da R™ in R™ e v e un fissato vettore di R™.
Determinare F,, per ogni fissato z € R".

Esercizio 2.23. Sia F': M — N una applicazione differenziabile tra varieta.
Verificare che
F,:TM — TN, X, — F,X,,

e un’applicazione differenziabile tra le varieta tangenti.

Proposizione 2.24. Siano M, N, P, tre varieta differenziabili ed F - M —
N, G : N — P due applicazioni differenziabili. Allora

(GoF)y=Guppyoly, YpeM.

Dimostrazione. Basta osservare che per ogni X, € T,M e per ogni h €

F(G(F(p)):
(G o F)up(Xp)(h) = Xp(hoGoF),

(Girg 0 Fip) (Xp)(h) = (Gar) (Fiop(X5))) (h) = (FipXy) (h o G)
= X,(hoGoF).

]

Corollario 2.25. Se F' : M — N ¢ un diffeomorfismo, allora F, é un
isomorfismo e F' = (F7"),p() per ogni p € M. In particolare, dim M =

dim N e la matrice jacobiana (%) € GL(n,R).

Y p
Dimostrazione. Basta osservare che F o F~! = Iy, F~'o F = I); e applicare
la Proposizione 2.24. O

Esercizio 2.26. Sia M una superficie regolare di R? rappresentata, local-
mente, con equazioni parametriche r = z(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v).
Siano @) = (@, Yu, 2u)p € O = (Ty, Yy, 20)p 1 vettori tangenti, in un fis-
sato punto p, alle linee coordinate v = cost. e u = cost. rispettivamen-
te. Si noti che l'inclusione ¢ : M < R3, espressa in coordinate locali da
(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), ¢ differenziabile. Determinare i vettori
tangenti (2 ), i.(Z2)p, quindi trovare il legame tra le basi ((Z),, (2),)
e (4%, ¢Y) del piano tangente T, M.

Nel caso di un diffeomorfismo F': M — N, possiamo definire un differen-
ziale che opera sui campi di vettori. Per ogni X € X(M), F.X ¢ il campo di
vettori su NV definito, per ogni ¢ € N, F'(p) = q, da

(F.X), = FipX,.

Inoltre, per f € F(M), si pone
F.f = foF'e F(N).
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Proposizione 2.27. Se F': M — N e un diffeomorfismo, il differenziale
F, definisce una corrispondenza X(M) — X(N), X — F.X, che verifica le
sequenti proprieta:

(1) Fu(X)(g)=X(goF)o F~' (in particolare F,X € X(N)),

(2) F. é una corrispondenza biunivoca,

3) Fu(X+Y)=F(X)+ F(Y) e F(fX) = F(f)F(X),

(4) F.[X,Y]=[F.X, Y],

per ogni X, Y € X(M), g € F(N) ed f € F(M). In particolare, F, é un
isomorfismo tra le algebre di Lie X(M) e X(N).

Dimostrazione. (1) Per ogni ¢ € N,q = F(p), si ha:

(LX) (9)(q) = (FiX)q(9) = (FpXp)(9) = Xp(g 0 F) = X(g 0 F)(p)
— X(g0 F)(F™(q)) = (X(go F) o F™Y) (q).
(2) Iniettivita : F,.X = FY = (F.X), = (F.Y),Vg € N = F, X, =
F,Y, VpeM=X,=Y, VpeM = X =Y.

Suriettivita : dato Y € X(NN), prendendo X = (F1),Y elemento di X(M),
si ha F,L.X =Y.

(3) Fu(X +Y) = F.(X) + F.(Y) ¢ ovvia. Verifichiamo che F,(fX) =
F.(f)F.(X). Applicando la definizione di F\, per ogni ¢ € N,q = F(p):

(F*(fX))q = F*p(fX)p = f(p)F*po
= [(F Y (q)(F.X)q
= ((foF_l)F*X) .

q

(4) Applicando la (1), si ha

(X Y])(9) = (X, Y](go F)) o F
=(XY(goF))oF ' —(YX(go F))oF1.

Inoltre,
(FX)(FY)(g) = (F.X)(Y(go F)o F™)
= (X(Y(goF)oF'oF))oF!
= (XY(goF))oF
Pertanto,

(FL X, Y)(9) = (FX)(EY)(g) — (BY)(FX)(9) = [FX, FY](g). O
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F.X in coordinate locali.
Siano (U, (z;)) e (V. (y;)), F(U) =V, carte locali di M ed N rispetti-

vamente. Assumiamo X = Y " & con & € F(U). Allora F.X =

8[[’,‘
ZTI(F*gl)F*a%, dove F.&¢=¢oF~ ! e

i

0 < 3} 0 ~~(0yjoF) 0
F*a—%—Z<F*a—%>(?JJ)8_%_Zé—%OF 1_,'

J=1 J=1

Quindi, . N
F.X = Zl { Zzl(gi o F~1) (% o F—1> }a%‘

Osservazione 2.28. Si noti che se ¢ : U — ¢(U) & l'applicazione coordi-

nata relativa alle coordinate (x;), allora p,— = e quindi
or, Oz,
X=3m"r¢g 0 si puod identificare con X = p, X = S é@ 9

dove £ e F(U) e & =¢cop ! e Flo(U)).

Il rango di un’applicazione differenziabile /' : M — N in un fissato punto
p € M ¢, per definizione, il rango del differenziale F,,. Quindi:

rango(F), := rangoF,, = dimF,,(T,M), F.,(T,M) C TrypN,

= rango della matrice jacobiana di F'in p

= dim7,M — dimker F,;, (< min{dim M,dimN}).
Si noti che:

rango(F),=dimM (risp. dimN) < F,, ¢ iniettivo (risp. suriettivo).
Teorema 2.29. (delle funzioni inverse) Se F': M — N ¢é un’applicazione
differenziabile tra varieta, le sequenti proprieta sono equivalenti.
(1) Fop : TyM — Trpy N - € un isomorfismo.
(2) rango(F), = dim M = dim N = n.
(3) Esistono U,V intorni aperti di p ed F(p) rispettivamente, tali che
Fy U =V sia un diffeomorfismo.

Dimostrazione. (1) = (2) segue facilmente dalle relazioni precedenti. (2) =

(3): basta ricondursi, mediante carte locali, al caso di una applicazione dif-

ferenziabile F' tra aperti di R™ e applicare il relativo teorema delle fun-
zioni inverse. (3) = (1): se Fy : U — V ¢ un diffeomorfismo, allo-
ra (Fiu)y @ T,U = T,M — Tpp)V = TpepyN ¢ un isomorfismo e quindi
F., = (Fjy)sp € un isomorfismo. O
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Proposizione 2.30. Sia F' : M — N wuna applicazione differenziabile tra
varieta (con M connessa). Se F., = 0 per ogni p € M, allora F' é un’appli-
cazione costante.

Dimostrazione. Sia ¢ € F(M). Proviamo che F~!'(¢g) = M. F~!(g) ¢ un
sottoinsieme chiuso e non vuoto di M. Poiché M ¢ connessa, per provare che
F & costante basta provare che F'~1(¢) ¢ anche aperto. Proviamo che F'~1(q)
¢ intorno di ogni suo punto. Dato py € F~'(q), consideriamo (U, ) carta
locale di M e (V,4) carta locale di N con py € U e F(U) C V. Poniamo
F=1v¢oFop F, =0 perognip € U implica che la matrice jacobiana
di F'in p e la matrice nulla per ogni p € U, ossia la matrice jacobiana di F’
¢ la matrice nulla per ogni punto di ¢(U). Di conseguenza, F' & costante su
©(U) e quindi F ¢ costante su U. Pertanto F'(p) = cost. = F(py) = ¢ per
ogni p € U, implica U C F~!(q) e quindi F~*(q) ¢ intorno di py. O

Esercizio 2.31. Sia m : M — M un’applicazione di rivestimento tra varieta
differenziabili. Si verifichi che:

VX € X(M) 3|X € X(M) tale che m.;X; = X5 Vp€E M.

2.4 Curve differenziabili

Sia M una varieta differenziabile di dimensione n. Una curva differen-
ziabile di M ¢ un’applicazione differenziabile o : I — M con I aperto di R.
Quando si considera o : [a,b] — M, si intende che o ¢ definita su un aperto
che contiene [a,b]. Una curva o : [a,b] — M si dice differenziabile a tratti se
esiste una suddivisione a = ag < a1 < as... < a1 < a = b di [a, b] tale che
O|las,a0.1) Sia differenziabile per ogni ¢ = 0,1,...,k — 1. Se 0 : I — M ¢ una
curva differenziabile, diremo vettore tangente a o nel punto o(tg) il vettore

& (to) := (0),, (d/dt), . dove (04)s : TR = Tysq) M.

Sia (U, ¢, (z;)) una carta locale con o(ty) € U; posto 6(t) = pooa(t) e
zi(t) = (zi 0 0)(t) = (x;05)(1), si ha

1=

. 1 2
O'(to) - QO*U(tO)O'(to).
Se M = R™ ¢(t) ¢ 'usuale vettore velocita per le curve parametrizzate di
R".
Significato geometrico del differenziale: sia F': M — M’ un’applicazione
differenziabile tra varieta. Se o : I — M & una curva differenziabile di M,
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7 = F oo & una curva differenziabile di M’ e
i d d .
#lt0) = (Fo )y () = Faw o) (§7) = (Placofétto)
to to

Quindi il differenziale trasforma vettori tangenti alla curva o(t) in vettori
tangenti alla curva 7(t) = F o o(t).

Proposizione 2.32. Sia 0 : I — M wuna curva differenziabile ed f €
F(o(ty)). Posto f(t) = f(o(t)), si ha
(e

s(t)(f) = (5 (t).

Dimostrazione. Poniamo f(t) = f(o(t)) e consideriamo una carta locale
a

(U, (z;)) con o(ty) € U. Allor

s =3 S (5) =

=1

]

Vediamo ora che, cosi come per le superfici di R?, anche per una arbitraria
varieta differenziabile lo spazio tangente 7, M ¢ costituito dai vettori tangenti
a curve della stessa varieta passanti per il punto p. Piu precisamente abbiamo
la seguente

Proposizione 2.33. Sia p un fissato punto di M. Allora, per ogni V, €
T,M esiste o:(—e,e) = M (differenziabile) tale che
2(0) = p € 5(0) = V),
Dimostrazione. Sia V, € T,M e sia (U, ¢, (z;)) una carta locale con p € U.
Poniamo R
zo=p(p) €pU) e V=(V . V") eR"

dove 7", V' (9/0x;), = V. Consideriamo in R" il segmento 7(t) = o +
tV, |t| < e. Prendendo e abbastanza piccolo, possiamo assumere che & abb~ia
sostegno in ¢(U) (aperto di R™). Tale curva soddisfa: 6(0) = zg e 6(0) = V.

Poniamo ora o(t) := ¢ '(5(t)). o(t) ¢ una curva differenziabile di M che
soddisfa .
7(0) = ¢71(6(0)) = ¢ (e(p)) = p, @i(t) = zi(0(t)) = o; + V"

0 =T GO (5) =TV (G) =% 0
? o(0 7 P

Gruppo locale a un parametro

Siano M una varieta differenziabile, A un aperto di M, X € X(A), e
o:1=]—¢€¢e[— AC M una curva differenziabile di M. La curva o si dice
curva integrale del campo di vettori X con inizio in pg se:

0(0) =po e o(t) = Xou Vtel.
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Teorema 2.34. Sia X € X(A) con A aperto di M. Allora, per ogni fissato
punto pg € A, esiste un € > 0 ed esiste un’unica curva differenziabile o : 1 =
| — €, €[ M curva integrale di X con inizio in po.

Dimostrazione. Sia (U, ¢, (x;)) una carta locale di M con py € U C A e
o(po) = (a1, ...,a,). Allora, su U: X =" £i% con & € F(U). Se o(t) &
una curva differenziabile di M con sostegno in U, poniamo &(t) := ¢(o(t)) =
(21(t), ...,z (1)) e & = ot Allora le condizioni o(0) = poed(t) = Xy,
in termini di coordinate locali, diventano:

dIi i ~. .

7(0) =i e = =& (0(t) = E(@a(t), s zalt) i =1 om. (2:2)
Questo e un sistema di n equazioni differenziali del primo ordine insieme a
n condizioni iniziali. Dalla teoria delle equazioni differenziali segue ’esisten-
za e l'unicita della n-pla di funzioni differenziabili (z1(t), ..., z,(t)) € ©(U),

definita per t € I =] — €,¢[, che verifica il suddetto sistema. La curva
o(t) =@ (z1(t),...,2,(t)) ¢la curva integrale di X con inizio in py definita
pert e l. ]

Si noti che la curva integrale o determinata nel Teorema 2.34 non e detto che
sia quella massimale. Sempre dalla teoria delle equazioni differenziali ordi-
narie, tenendo conto del teorema d’esistenza locale, di unicita e dipendenza
C* dai dati iniziali, applicato al sistema di equazioni differenziali ordinarie
(2.2), si ottiene il seguente risultato.

Teorema 2.35. Sia X € X(A), A aperto di M. Per ogni fissato punto py €
A, esistono un intorno aperto U di py, U C A, un € > 0 e una applicazione
differenziabile ¢ : (—e, ) x U — M, (t,p) — 0,(t), dove o,(t) € l'unica curva
integrale di X con inizio in p definita per t € (—e,€) e per ogni p € U.
Inoltre, per ogni fissato |t| < e, si ha che ¢y : U — ¢(U), p— ¢(p) = o,(t),
e un diffeomorfismo che soddisfa

Gro ps = Pris Vi, s € (—€,€) cont+ s € (—¢¢€).

¢; € detto flusso locale di X, oppure gruppo locale a un parametro, generato
da X. Un campo di vettori X € X(M) si dice completo se genera un gruppo
globale ad un parametro, cioe (—¢,¢) x U =R x M. Se M ¢ compatta, ogni
campo X € X(M) ¢ completo. Un campo di vettori invariante a sinistra su
un gruppo di Lie & completo. Per approfondimenti sul flusso locale generato
da un campo di vettori si rinvia al testo [14] (Cap.IV, Sez. 3).

Esempio 2.36. Siano XY, Z € X(R?) definiti rispettivamente da

X = 1'161 + 13262, Y = Igal — :1:182, ZJ = 1'161 - l‘gag, dove 8, - é%l
La curva integrale di X con inizio in p = (a1,a2) # (0,0) ¢ data da o(t) =
(ar€', ase’), t € R. Quindi, le curve integrali di X sono semirette radiali (il

parametro non ¢ affine). Si noti che

Di(ps(ar, az)) = gu(are’, aze®) = (a1€'%, aze™®) = ¢yi5(as, az).
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La curva integrale di Y con inizio in p = (a1,a2) # (0,0) & data da o(t) =
(ay cost — agsint,ay sint + ag cost), t € R, che & una circonferenza di centro
I’origine e passante per p. Anche in questo caso, usando le formule di somma
per seno e coseno, si ha ¢;(¢ps(ar,as)) = ¢ris(ar, az). La curva integrale di Z
con inizio in p = (a1, as) # (0,0) ¢ data da o(t) = (a1€!,aze7?), t € R. In
questo caso una curva integrale ¢ un semiasse coordinato oppure un ramo di
iperbole equilatera. Inoltre, come prima, si ha ¢ (¢s(a, as)) = dpys(ar, az).

X,

Figura 2.1: Curve integrali di X e Y.

2.5 Immersioni e sottovarieta

Definizione 2.37. Siano M, M’ varieta differenziabili ed f : M — M’
un’applicazione differenziabile. Diremo che f € una immersione se il suo
differenziale f,, ¢ iniettivo per ogni p € M. In tal caso n' = dim Ty M’ >
rango f., = dim T, M = n.

Se f e un’immersione iniettiva, diremo che M e una sottovarieta immersa
di M’. Data 'immersione iniettiva f : M — M’ e considerata su f(M) la
topologia indotta da M’, se f : M — f(M) & un omeomorfismo, allora diremo
che f & un imbedding e in tal caso f(M) ¢ detta sottovarieta imbedded di M'.
Chiaramente l'immersione i : R” < R"™* (z,...,2,) + (71, ..., 2,,0...,0), &
un imbedding.

Esercizio 2.38. Verificare che 'applicazione
f:R—= R ¢t f(t) = (cos2nt,sin 2mt),
e un’immersione non iniettiva.

Esercizio 2.39. Verificare che ’applicazione

[ iR =Rt f(t) = (cos2mt,sin 2nt, t),
¢ un imbedding. Di conseguenza, ’elica cilindrica con la topologia indotta e
una sottovarieta imbedded di R3.
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Esercizio 2.40. a) Verificare che I’applicazione

F:R—R*t— F(t) = (2cos(t — 5),sin2(t — 7)),
¢ un’immersione non iniettiva.
b) Sia data g :] — 0o, +00[—]0,27[,t — g(t) = 7 + 2arctgt, e sia F' quella
dell’esercizio precedente. Verificare che I'applicazione G(t) : R — R?, t
G(t) = F(g(t)), € una immersione iniettiva che non ¢ un imbedding e quindi
G(R) “figura a otto” & una sottovarieta immersa non imbedded di R?.

L —

Figura 2.2: figure relative all’Esercizio 2.40.

Esercizio 2.41. Sia X € X(M). Si verifichi che X : M — TM ¢
un’immersione iniettiva.

Il classico teorema del rango costante per applicazioni differenziabili da
A (aperto di R") in B (aperto di R™) la cui dimostrazione (cf. ad esempio
[28], p.56) ¢ abbastanza simile a quella del Teorema 1.15, ¢ un teorema di
natura locale. Pertanto possiamo enunciarlo direttamente per applicazioni
tra varieta differenziabili.

Teorema 2.42. (del rango costante) Sia f: A C M — B C M’ un’applica-
zione differenziabile, con rangof., = k per ogni p € A, dove A e un aperto
di M e B ¢ un aperto di M', dim M = n,dim M’ = n' . Allora, per ogni
po € A esistono due carte locali (U, ¢, (x;)), po € U C A, e (V,4¢,(y;)) con
f(U) CV C B, tali che
o fopt i) — p(V),
(mlyx% 7$n) — (yh Y2, '-'yyn/) = (33'1, L2y -y Thy 07 ey 0)

In particolare, se k = n < n’, allora
o fop o) — ¢(f(U))NR",
(21, T2y ooy Tn) — (Y1, Y2y ooy Yy ) = (21, T2y oory T, 0, ..., 0),

definisce chiaramente un diffeomorfismo; inoltre,
fU)={qeV:yjq=0j=n+1..n} e
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y;(f(p)) = x;(p) per ogni i =1,..,n e per ogni p € U.

Pertanto, una conseguenza del Teorema 2.42 ¢ il seguente risultato il quale
mostra che la differenza tra sottovarieta immerse e sottovarieta imbedded e
solo globale e non locale.

Teorema 2.43. Siano M, M’ varieta differenziabili, dim M = n, dim M’ =
n ed f: M — M un’immersione (quindi rangof,, = n < n' per ogni
p € M). Allora, per ogni py € M esistono (U, (x;)) intorno coordinato di py,
(V. (y;)) intorno coordinato di f(po), tali che

(1) fU U— M ¢éun imbedding,

(2) f( )={q€V:y(q) =0,j=n+1,..n} ey;(f(p)) = z;(p) per ogni
7=1,..,n eperognip e U.

Definizione 2.44. Siano M, M varieta differenziabili con dimM =n < n =
dim M. Diremo che M & una sottovarieta di M se M C M e inoltre per ogni
po € M esiste (U, @) carta locale di M, con py € U, e funzioni coordinate
(y1, ..., Yn), avente la seguente proprleta

U .= {p €U Yni1(p) = ... = yn(p) = 0} C U ¢ intorno coordinato di py in
M con funzioni coordmate T = Yy » 1 = 1,...,n; quindi (U, ¢) ¢ carta locale

di M con ¢(p) = (y1(p), ..., yn(p)) per ogni p € U. Le carte (U, p) e (U, p)
sono dette carte locali speciali.

Si noti che nella definizione di sottovarieta non ¢ richiesto che U = U N M,
cioe non ¢ detto che la topologia di M sia quella indotta da M, in ogni caso
la topologia di M ¢ piu fine di quella indotta da M, cioe per ogni aperto A
di M, ANM ¢ un aperto di M (basta osservare che 1 inclusione 7 : M < M
e differenziabile e quindi continua). In particolare U N M & un aperto di M.
La sottovarieta M ¢ detta sottovarieta regolare di M se la topologla di M
coincide con quella indotta da M. Una sottovarieta aperta di M & costituita
da un aperto A di M con la struttura differenziabile indotta.

Proposizione 2.45. Se M ¢ una sottovarieta (risp. regolare) di M, allora
Vinclusione 1 : M < M ¢ un’immersione iniettiva (risp. un imbedding).

Dimostrazione. i e chiaramente iniettiva. Inoltre, fissato p € M e considerate
carte locali speciali (U, ¢, (zx)) e (U, @, (yn)), si ha

i (x1, . xn) = (21,0, 20, 0,...,0), e quindi
0 0
i (—) = (=) Vk=1,..,
Zp(al'k;)p (ayk)p n
Di conseguenza, rg(i,) = dimM. Se M e anche regolare, allora la sua

topologia & quella indotta da M e quindi i : M < M & un imbedding. O

Vale anche la proposizione inversa.
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Proposizione 2.46. Siano M, M wvarieta differenziabili con M C M. Se
Uinclusione i : M — M ¢ un’immersione (risp. un imbedding), allora M é
una sottovarieta (risp. regolare) di M.

Dimostrazione. Basta applicare il Teorema 2.43 e notare che se i : M — M
e un imbedding allora la topologia di M e quella indotta da M. H

Osservazione 2.47. Sia M una sottovarietda immersa (risp. imbedded)
di M’ con immersione iniettiva (risp. imbedding) f : M — M’'. Sia
N = f(M) ¢ M'. Poiché f; : M — N & una corrispondenza biunivoca,
possiamo trasportare su N la topologia e la struttura differenziabile di M in
modo naturale. Di conseguenza f; ¢ un diffeomorfismo e quindi, essendo f
un’immersione (risp. un imbedding), I'inclusione

i:fofﬁfl:N%M%M’

¢ un’immersione (risp. un imbedding). Pertanto, tenendo anche conto del-
la Proposizione 2.46, le sottovarieta immerse (risp. imbedded) si possono
identificare con le sottovarieta (risp. regolari).

Proposizione 2.48. Ogni sottovarieta immersa compatta ¢ imbedded.

Dimostrazione. Sia M una sottovarieta compatta immersa in M’, con im-
mersione f : M — M’. Consideriamo su f(M) la topologia indotta da M.
Allora f: M — f(M) & un’applicazione bigettiva e continua. Inoltre, f(M)
e separato in quanto sottospazio di uno spazio separato. Pertanto, 'applica-
zione f: M — f(M) & un omeomorfismo in quanto applicazione bigettiva e
continua da uno spazio compatto in uno separato. ]

Se M & una sottovarieta di M, fissato p € M e considerate carte locali
speciali (U, (zy)) e (U, (yn)), tp : TyM — 1,,T,M C T,M & un isomorfismo
e inoltre iy, (0/83}k)p = (8/8yk)p. Quindi 7., permette di identificare T,M
con 1,,1,M; inoltre, indicato con F, il sottospazio generato da (8/ 8yh)p
(h=n+1,..,n),si ha

T,M = i, T,M & E, = T,M & E,.
Sia ora X € X(U), un campo di vettori X € X(U) si dice estensione di X su
U, esiscrive X|y = X, se X, = 1,,X), € 1,,1,M =T,M Vp € U. Risulta:
Xov=X Xy =X(fv) VfeF(U),
dove fiy = foi€ F(U). Infatti,

Xp(f) = i Xp(f) Vpe U & X(f)(p) = Xp(foi)Vpe U
<:>X(JF)\U :X(ﬁU)’

Proposizione 2.49. Siano M,,M, sottovarieta di M, My rispettivamente.
Inoltre, sia [ : My — My un’applicazione differenziabile. Allora:
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(71) fi= ﬁM1 M, — My ¢ differenziabile (in particolare, se M ¢é sottovarieta
dzMszhagfg‘ME}"( ) Vg € F(M));
(j2) se f(My) C My, fo= ﬁM1 : My — My é differenziabile.

Dimostrazione. Per la (j;) basta osservare che f; = foi dove i: My — M.
Proviamo la (j;). Dato py € M;, consideriamo (U, ) carta locale di M;,
po €U, (V.9),(V, w) carte locali speciali di My e M, con f(po) € V. Siccome
f(My) C Ms, posswumo assumere f(U) C V. Poiché f; ¢ differenziabile, si
ha che o f; o ¢~! & differenziabile. D’altronde f(U) C V C V, per cui

Yo frop i (z) = (yi(24), ..y Yny (24,0, ...0).
Di conseguenza anche

Yo faop i (zi) = (Yi(i), s Yny ()

¢ differenziabile, ossia fy € differenziabile in un intorno di py.

Corollario 2.50. Sia M una sottovarieta di M. Allora TM ¢ una sottova-
rieta di TM . Inoltre, se X € X(M), si ha
(a) Xy : M — TM ¢ differenziabile;
(b) se X(M) C TM, ossia X, € T,M per ogni p € M, allora
X = X‘M S %(M)

Dimostrazione. Se M & una sottovarieta di M, allora M C M e T,M C T,M
per ogni p € M, quindi 7'M C T'M. Inoltre, I'inclusione ¢ : TM — T'M,
considerando coordinate locali speciali su M e M, e data da

i (@, €Y EY) = (T, e, T, 0,0, 681,670, ., 0).
Pertanto i : TM < T'M & un’immersione efqumdl per la Proposmone 2.46,
TM & una sottovarieta di TM. Inoltre, X € X(M) si pud pensare come
una applicazione differenziabile da M in TM. Quindi, per avere (a) e (b),
basta applicare la Proposizione 2.49 con My = M, My = TM, M; = M e

My, =TM. [l

I1 Corollario 2.50 implica in particolare che i campi vettoriali X,Y, Z (con-
siderati dopo il Teorema 2.17) che parallelizzano S? sono elementi di X(S?%)
(cf. anche Esempio 2.56).

Proposizione 2.51. Sia M una sottovarieta di M con n = dimM e n =
dim M. Per ogni py € M, esistono (U, ) e (U, @) intorni coordinati speciali
di po, tali che: - - -

(1) VfeFWU), 3f € F(U) tale che fiv = f;

(2) VX € X(U) 3X € X(U) estensione di X;

(3) se X,Y € X (U) sono estensioni di X,Y € X(U), allora

[X,Y] ¢ unestensione di [X,Y].

Dimostrazione. Siano (U, ¢, (z;)) e (U, $, (y;)) carte locali speciali con py €
U. Poiché ¢ (U ) ¢ un intorno aperto di ¢(pg), possiamo assumere che sia un
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intorno sferico aperto di centro il punto ¢(pg) = (9, ...,4°,0,...,0). Compo-
nendo con la traslazione definita da @(pp), possiamo assumere che ¢(pg) = 0.
Inoltre, componendo entrambe le applicazioni coordinate speciali con tale
traslazione otteniamo ancora applicazioni coordinate speciali. Sia quindi
¢ (U) = B™ intorno sferico aperto di R™ di centro 0 = ¢ (py) = ¢(po) e
raggio r, allora p(U) ={y € B" : y,11 = ... = ys = 0} = B™ intorno sferico
di R™ di centro 0 e raggio r. La proiezione

™ B" — Bna (yla ooy Yns "'7yﬁ) = (:Ela 7xn) = (yla -"7yn)
e differenziabile. Pertanto, l'applicazione ( = ¢~ omop : U — U e
differenziabile e

VpeU: ((p)=¢ Hm(@(p) = ¢ (ep) =p.
Adesso verifichiamo le proprieta enunciate.

(1) Ve FU), f=foCeF(U) efu="F
(2) Sia X € X(U), X —ijléjgj con & e FU

)
Posto ¢ = ¢l o¢ e F(U), 7|JU = ¢ allora X =5 :1@'3%]_ cX() e
Xp = Z? 1 gj(p) <aiyj>p = Z?:l fj(p)(i*)p (%)p = (ix)pXp, VpeU.

) segue da

La (3
XY \U—(XY(f)) (VX)) =X ()y) — Y
X(Y(fr) =Y (X (i) = [XY](ﬁU)NfEJTU)-

Osservazione 2.52. Siano U e U intorni coordinati speciali come nella Pro-
posizione 2.51. Sia V un campo differenziabile di vettori tangenti a M definito
su U (aperto di M), cio vuol dire che

Vip) = X0, F() (0/0y),, dove fI € F(U).
Dalla (1) della Proposizione 2.51 segue che esiste V' € X(U) estensione di V.

Esercizio 2.53. Sia M una sottovarietd imbedded di M con M paracom-
patta. Si verifichi che per ogni f € F(M) e per ogni X € X(M) esistono
feF(M)eX eX(M)tali che finy = f e X = X.

Esempio 2.54. n-superfici regolari.

Consideriamo una funzione differenziabile F' : R"*" — R™ e sia M = F~*(c).
Se per ogni p € M la matrice jacobiana J(F'), ha rango m, allora M, detta
n-superficie regolare, ha una struttura di varieta differenziabile di dimensione
n. La costruzione della struttura differenziabile su M (cf. Teorema 1.15 e
commento successivo) mostra che M & una sottovarieta regolare di R™*™. Per
ogni p € M, un vettore V,, € T,,M lo possiamo pensare del tipo V), = 4(0)
dove ~(t) € una curva di M con v(0) = p (cf. Proposizione 2.33), quindi
F(y(t)) = c. Allora
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Fop(Vp) = Fop(1(0)) = 5 (F(2(2)) (0) = 0.
D’altronde T,M e kerF,, sono entrambi sottospazi di dimensione n dello
spazio T,R"*™ pertanto T,M = ker F,,, .

Il caso delle n-superfici in effetti € solo un caso particolare del seguente teo-
rema, la cui dimostrazione si ottiene esattamente come per il Teorema 1.15
esprimendo la F' in coordinate locali.

Teorema 2.55. Sia F' : M — M un’applicazione differenziabile con n =
dim M > dim M = m. Sia My = F~'{q} C M con qo € F(M). Se per ogni
p € My, il differenziale F, ¢ suriettivo, cioe rangoF,, = m = dim M, allora
My ha una struttura di sottovarieta regolare di M di dimensione n —m e
T,My = kerF,, per ogni p € My. In particolare, se F' ¢ una sommersione
(cioé F,, ¢ suriettivo per ogni p € M), My = F~'{q} ¢é una sottovarieta
regolare di M di dimensione n —m per ogni qo € F(M)

Esempio 2.56. Sia M un’ipersuperficie regolare di R"™'. Quindi, M =
f~Y(c) dove f : R™™ — R e per ogni p € M il gradiente (Vf), # 0. In
questo caso:

T,M = (Vf), Vpe M.

Sia V, € T,M, V, = 4(0) dove (t) ¢ una curva di M con v(0) = p, quindi
f(y(t)) = c. Allora, posto f(t) = f(y(t)) = ¢, si ha

90V (V1)) = 90(3(0), (V f),) = §£(0) =0,

dove go denota il prodotto scalare euclideo di R"™!. Pertanto T,M C (V f )j
e quindi T,M = (Vf),-. In particolare, per la sfera S":
T,S" = pt.

Sia ora M una n-superficie regolare di R"™™: M = F~!(c), dove ¢ =
(c1yeyem) €ER™ed F:R"™™ — R™ x— F(z) = (Fi(2),..., Fin(x)), ¢ una
funzione differenziabile, con matrice jacobiana J(F"), di rango costante m per
ogni p € M. Notiamo che M e l'intersezione delle m ipersuperfici regolari
M, = F{'¢1), ..., M,, = F;'(cn), le quali sono indipendenti nel senso che
i vettori (VFy),,...,(VF,,), sono linearmente indipendenti (difatti sono le m
righe di J(F'),). Inoltre, per ogni p € M, si ha

T,M =", T,M,.
Infatti, per ogni ¢ = 1, ..., m, abbiamo

Vo € T,M < FoyVp = 0 & J(F),V, = 0 & go(V, (VE),) = 0.

Esercizio 2.57. Si consideri ’applicazione

2
pll©—1
|| HQ 790(p7v))7

dove gy denota il prodotto scalare euclideo di R™™!. Si verifichi che:
F~1{(0,0)} = TS™ ¢ una sottovarieta regolare di R"*! x R*"*! = TR"*1,

F R xR - R2, (p,v) — (
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Esempio 2.58. La bottiglia di Klein e il piano proiettivo.
Dall’Esempio 2.54 segue che le superfici regolari di R?® sono sottovarieta rego-
lari (quindi imbedded) di R3. D’altronde le superfici regolari compatte di R?
sono orientabili, pertanto le 2-varieta connesse compatte non orientabili non
possono essere imbedded in R?. Tuttavia, la bottiglia di Klein K e il piano
proiettivo P? (che sono superfici non orientabili) possono essere imbedded in
R*. Per la bottiglia di Klein X, consideriamo 'applicazione

9

G:R* = RY, (¥,¢) — (cospcost),cospsind, sinpcos 2, sinpsin 2).

Poiché G(v, p) = G(9 + 2mm, 2nm — ¢), G induce 'applicazione
P K= ([0,27] x [0,27))/R = R, p = [2] = 9(p) = G(),
dove R ¢ la relazione di equivalenza che identifica (0,¢) con (27,27 — ¢)
e (9,0) con (9,27). Inoltre, indicata con 7 : R? — S! x S! la proiezione
naturale di rivestimento e con
St xSt = K= (S' x SY)/{£I}

la proiezione quoziente (considerando S* x S* come una superficie simmetrica
rispetto all’origine), risulta G = 9 o ow. Poiché 7 e m; sono diffeomorfismi
locali, ¢ ¢ differenziabile e il rango di v, coincide con il rango di G, che
e 2. Pertanto 1 ¢ una immersione, e quindi un imbedding essendo X un
compatto. Per il piano proiettivo P2, consideriamo 1’applicazione

F:R* =R (z,y,2) = (2 —y*, zy,xz,y2) e f = Figz : S* = R%
Poiché f(p) = f(—p), f induce un’applicazione f : P2 — R*, [p] — f(p). In
coordinate locali f e data da :

foe™ i (z,y) — (z,y,D) = (2 — y* 2y, 2D,y D) ,
dove D = \/7 Pertanto, f ha rango 2 e quindi ¢ un’immersione.
D’altronde, f om = f, dove m : S? — P? ¢ l'applicazione di rivestimento, per

cui anche f ¢ un’immersione. Inoltre si vede facﬂmente che f ¢ iniettiva, e
quindi, per la compattezza di P?, si conclude che f e un imbedding.

Infine, ricordiamo che Whitney nel 1936 dimostro che ogni varieta diffe-
renziabile M puo essere imbedded in R” con m < 2dim M + 1 (cfr. [14], p.
195).

2.6 Tensori su una varieta differenziabile

Sia M una varieta differenziabile di dimensione n. Un tensore T su M di
tipo (s,r) € una applicazione F (M )-multilineare

T: X5 (M) x X" (M) x X(M) x ... x X(M) — F(M).

J/

Vo vV
s—volte r—volte
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s ¢ detto indice di controvarianza ed r indice di covarianza. Un tensore
covariante di ordine 7 & un tensore di tipo (0,r), un tensore controvariante
di ordine s ¢ un tensore di tipo (s,0). Denotiamo con X*"(M) l'insieme di
tutti i tensori di tipo (s,7) su M e con X" (M) = X% (M) I'insieme di tutti i
tensori covarianti di ordine r su M. X*"(M) e X"(M) hanno una struttura
di F(M)-modulo definendo in modo naturale Ty + T3, AT e f7T. Si noti che
XY M) = x*(M) = AY(M) F(M)-modulo delle 1-forme differenziali su M.
Se h, k sono indici con h < s, k < r, si puo definire I’operazione di contrazione
degli indici (h, k), cf @ X5"(M) — X571 M), nel modo seguente. Sia
{E\, ..., E,} una base locale di X(M) e sia {6, ..., 0"} la corrispondente base
locale duale. Allora

CZ(T)(wl, ...,wsjl, Xl, ceny erl)

n
E : 1 h—=1 pnj ,.h s—1

= T(w s e, W ,Hj,w yeeey, W 7X1,...,Xk_l,Ej,Xk...7XT_1)
J=1

per ogni w!, ..., Wt € X*(M), X1,..., X,_1 € X(M). Si verifica che la con-
trazione € ben definita, cioe non dipende dalla particolare base considerata.

Una r-forma differenziale o« su M ¢ un tensore covariante di ordine r
antisimmetrico, ossia:

Oé(Xl, --aXia ..,Xj, --aXr) = —Oé(Xl, ..,Xj, -'7Xi7 --aXr) VZ,j = 1, ..T.

Denotiamo con A"(M) 'insieme di tutte le r-forme differenziali su M, anche
A"(M) ha una strutturale naturale di (M )-modulo. Se (o(1),0(2),...,0(r))
¢ una permutazione degli indici (1,2, ...,7), allora per ogni aw € A"(M):

Oz(XU(l), XU(Q), ceey Xg(r)) = E(U)CM(Xl, XQ, ceey XT),

dove €(o) denota il segno della permutazione considerata. Sia a € A"(M), se
X1, Xo, ..., X, sono linearmente dipendenti, allora

Oé(X17X2, ...,XT) =0.

In particolare, A" (M) = {0} se r > n. Inoltre, si pone A°(M) = F(M).
Un tensore T covariante di ordine r si dice simmetrico se:

T(Xl, --7Xi7 ..,Xj, --7Xr) - T(Xl, ..,Xj, ..,Xi, ..,XT>.

Un’applicazione F (M )-multilineare

r—volte

si identifica in modo naturale con un tensore T' € X" (M) :

T(0, X1, ... X,) = 0(T(X1, ..., X,).
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Il prodotto tensoriale
®: X" (M) x XP(M) — X"P(M), (T1,Ty) — Ty @ Ty,
¢ definito da
(Th @ To) (X4, ..., X;, Y1, ..., Y,) =Ti(Xq, ..., X,) Th(Y5, ..., Y,).
Tale prodotto ¢ F (M )-bilineare, inoltre ¢ associativo:

(M) T =T ® (T, ®T3).

In particolare, il prodotto tensoriale di r 1-forme definisce un tensore co-
variante di ordine r.  Su X"(M) si possono definire gli operatori S (di
simmetrizzazione ) ed A (di antisimmetrizzazione):

1
S(T)(Xla ..'7X7‘) = ﬁ ZT(XO-(]_), "'7XO'(T))7
1
A(T)(X17 ceey Xqﬂ) = ﬁ Z E(O-)T(Xo—(l)7 ceey 4)(70—(7»))7

dove in entrambi i casi la sommatoria e estesa a tutte le 7! permutazioni o
degli indici 1,...,7. § e A sono applicazioni F(M)-lineari. Per r = 2:

S(T) (X1, Xy) = % (T(X1, X2) + T(X2, X1)) ,

1
A<T)(X17 XQ) = 5 (T(Xla XQ) - T(X27X1)> 9
T=8T)+ A).
Se a € A"(M) e p € A*(M), il prodotto esterno a A ¢la (r + s)-forma

In particolare, per o, 3 € A'Y(M), v € A2 (M) e w e AP(M):

(@A B)X,Y) =a(X)B(Y) = B(X)a(Y), (2.3)
(aANXY, Z) = a(X)v(Y, Z) + a(Z2)y(X,Y) + a(Y)v(Z, X),
p+1
(a Aw) (X1, . Xpi1) = Z (=) a(X)w(X, . Xy, 0y Xpi1),

per ogni X,Y,Z Xq,..., X1 € X(M).
Il prodotto esterno A : A"(M) x A*(M) — A"™5(M) & F(M)-bilineare,
associativo e verifica

aNB=(=1)"BAa.
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Quindi, se @ € A* (M) si ha a Aa = 0. Se 8 € A*(M), in generale si
ha S A B # 0. Ad esempio, se 61,602,603, 6* € A'(M) sono quattro 1-forme
linearmente indipendenti, 5 = 0' A 62 + 62 A 6* & una 2-forma e
BAB=20"NO*NG NGO #0.
Altra proprieta del prodotto esterno: se ay,...,a, € AY(M) e Xy,..., X} €
X(M), allora
(a1 Ao Aag) (X, 0, X)) = det (s (X)) (2.4)

Per provare la (2.4) procediamo per induzione su k. Per k = 1, la (2.4)
e ovviamente vera. Supponiamo che essa valga per k — 1. Sviluppando il
determinante rispetto alla prima riga, si ottiene

061<X1) Oél(Xk)
det S
ak(Xl) ak(Xk)

" | as(X1)  on(X)) . an(Xy)
= D (1) an(X;)det : B :
=t ap(X1) (X)) . ow(X)

_ Z(_l)jfl&l(xj)(ag/\ ..... A ag) (X1, oy Xjy ooy X

J
= (al/\ ..... /\Ozk) (X1,---,Xk)~

Se (x1, ..., x,) sono coordinate locali definite in U, {0/0x;} € base locale per
X(M) e {dz;} ¢ base locale per A*(M). Gli n" prodotti tensoriali

{df]?il R ... dxiT}lgil...irgn

costituiscono una base locale per X"(M). Per ogni T € X"(M) si ha

T= Y Tdn . 0dr,

1<iy.ip<n

dove T;, s, = T(52—, ..., 32-) € F(U). Gli (*) prodotti esterni
i1 ir

{dzi, A A dxir}1§i1<i2<...<ir§n

costituiscono una base locale per A"(M). Per ogni v € A"(M) si ha

o = Z ail...i,«dwil NN dxiT,

1<i1 <i9<...<ir<n
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dove ;. i = a2 9y ¢ F(U). La n-forma

Owiy ' "7 Owmy,.

wo = dxy A ... Adx,,

costituisce una base locale per A"(M). Sia {e;} una base per X(U), e sia
{0} la corrispondente base (duale) di A'(U). Allora

( +1 se (j1,..., ) & una permutazione
pari di(iy, ..., 1),

—1 se (ji, ..., jr) € una permutazione
dispari di (i1, ..., 4, ),

0  se (J1,...,Jr) DON & una permutazione
di (i1, ..y 4p).

Hil FANAN Qir(e‘jl, veey €jr) =

\

Sia ora {v;} un’altra base per X(U) con v; = > aje;, ay; € F(U).
Indichiamo con {n'} la base di A'(U) duale di {v;}. Poniamo

W=0"AN. A" e W' =n'A..AD"
Dalla (2.4) segue che

w(vy, ..., v,) = det(6'(v;)) = det(a;;)

W' (€1, ..., e,) = det(n'(e;)) = det(ay;),

dove (d;;) € la matrice inversa di (a;;), e quindi
w = det(a;)w’ e W =det(dy;)w.

Se €2 € una arbitraria n-forma, da

Q(v1, .o, v = Q= Qe ..., en)w = Qeq, ..., e,)det(a;;)w’
segue che

Qv1, ..., v,) = det(a;;)Qeq, ..., €n).

Facciamo ora alcune considerazioni sui tensori di tipo (s, r), che per sem-
plicita di notazione riferiremo a uno spazio vettoriale reale £ di dimensione
n. Denotiamo con E* lo spazio duale e con E** lo spazio biduale. Conside-
riamo una base {e;} di E, {#'} la base di E* duale di {e;} e {¢;} la base di
E** duale di {#"}. Sia X la matrice colonna delle componenti di un vettore
v di E rispetto alla base {e;}. Indichiamo con 6 I'elemento di E* avente co-
me componenti X rispetto alla base {6} e con ¢ I'elemento del biduale E**
avente come componenti X rispetto alla base {¢;}. Adesso consideriamo una
nuova base {€/;}, €/; =Y. a;je;, e siano {0} e {¢}} le corrispondenti basi di
E* e E**. Indichiamo con X', X" X" le componenti di v, 0, ¢ rispetto alle
rispettive nuove basi. Allora, posto A = (a;;), si ha:

X'=A1X, X'=ATX, X"=A"'X.
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Quindi £ e E*, pur essendo isomorfi, non sono identificabili nel senso che
I’isomorfismo non & canonico ossia dipende dalla base fissata. Invece, I/ e E**
si possono identificare in quanto tra loro sussiste un isomorfismo naturale, e
ogni vettore v di E si puo pensare come una applicazione lineare v : F* —
R, 9 — ¥(v). Se v,w € E, si puo quindi definire il prodotto tensoriale v ® w
e il prodotto esterno v A w. Inoltre, €;, ® ... ® e;, rappresenta un tensore
di tipo (s,0) su E. Naturalmente, £ e E* si possono identificare in modo
naturale quando E ¢ munito di un prodotto scalare. Si puo dimostrare che
gli n*t" prodotti tensoriali

{ei ®.®e, @0 ®..0 60

}1§i1...i5§n;1§j1...j}§n;

costituiscono una base per lo spazio T*"(E), e per ogni T' € T*"(E) :
T=>Tl%e®. Q600 ..Q00

dove T;ll ; = T(0",....,0% ¢j,...,e;,). Analogamente, se M & una varieta
differenziabile e (1, ...,x,) un sistema di coordinate locali, gli n**" prodotti

tensoriali
{(0/zi) ® ... @ (Ofz;,) @dzj, @ ... ® dxjr}19‘1...z‘sgn;1§jl...j,.§n;

costituiscono una base locale per X*"(M). In termini di componenti locali,

la contrazione ¢} si esprime con

AT = D Tl
Esercizio 2.59. Si verifichi che un tensore T di tipo (1,7) su M si puo
identificare in modo naturale con una applicazione F (M )-multilineare
T:X(M)x ... x X(M) — X(M).

~
r—volte

Osservazione 2.60. Se S € X"(M), per ogni p € M si puo considerare il
tensore S, covariante di ordine r su T,M :

SP((%); 0 (ai)p) = S(ai-l"”’ a%)“”

Viceversa, se S ¢ un campo di tensori covarianti di ordine r su M, cioe per
ogni p € M ¢ definito un tensore S, covariante di ordine r su T,M, e inoltre
per ogni Xy, ..., X, € X(M)

S(X1, s X))t M =R, ps S(X1, o, X)) 1= Sp(X1ps ooy Xop),

¢ un’applicazione differenziabile, allora S € X"(M). Analogo discorso vale
per le r-forme e piu in generale per i tensori di tipo (s, r).
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L’applicazione duale

Sia F' : M — N un’applicazione differenziabile tra le varieta M ed N.
Per ogni p € M, lapplicazione duale (del differenziale F,,) ¢ I'applicazione
lineare

dove (Fyw)(V,) = w(F.,V,) per ogni V), € T,M. Consideriamo (z;) coordi-
nate locali definite in un intorno di p e (y;) coordinate locali definite in un
intorno di F'(p). Se w = Y w;(dy;)r(y), allora

w = Z w; I dy] Z Wy Z dy] (aaxz )p(dxi)p

= Z w; (dy;) Fp) (F*p(aixi)p) (dzi)p,

dove ) oo F 0
F*p(a_xi)p => oz, (P)(a—%)p(p)
Quindi,
By )rg = 3 2425 0) (o)
:

Z (Z w; ayﬂ °F ) (dz),. (2.5)

L’applicazione duale
F*:X*(N) — X*(M), w+— Ffuw,
e definita da
(Fw)p = Fywr(), (2.6)
e quindi

(Frw)(X)(p) = (F*w>p(Xp) = (F;wF(p))(Xp> = WF(p)<F*po) (2.7)

per ogni X € X(M) e per ogni p € M.
In termini di coordinate locali, se w = > w; dy;, da (2.5) e (2.6) segue

¥ Oy; o F
Fw:z<2wjoF éxi >dx,~. (2.8)

i J
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Tale formula implica
F*(fw)=(F"f)F*w, dove F*f=foF.
Inoltre, dalla (2.8) segue che

;o F
Frdy; = Z ay(%; dr; =d(yjo F) e quindi F*dy; = d(F"y;).

Di conseguenza, F* commuta con il differenziale:
Fxdf =d(F*f) VfeF(N).
Se F' ¢ un diffeomorfismo, F., X, = (F.X)p(p) e quindi dalla (2.7), si ottiene
(Ffw)(X) = w(F,X) o F.
Se FF': M — N e G: N — P sono applicazioni differenziabili, si ha
(GoF)*=F*oG*, cioe (GolF)r= Fy o Gry,-
In particolare, se F': M — N ¢ un diffeomorfismo, F;; ¢ un isomorfismo e

()™ = (FY;

F(p)*
L licazi duale si de ai . S
applicazione duale si estende ai tensori covarianti:

F*27(N) = X"(M), T — F*T,
dove
(F*T)(Xla 7X7“)(p) = TF(p)(F*lepa ) F*per)

per ogni Xi,.., X, € X(M) e per ogni p € M. F* soddisfa le seguenti
proprieta:

(T + 1) = F*(Th) + F*(Tz),  F*(fT) = F*(f)F*(T),
P @ Ty) = (L) @ FY(),  Fr(ahB) = F () A F*(8).
Localmente, se
T = Zlgn...iTSm Ty i dyy, @ ... @dy;,,, dimN =m,
allora
F'T= Y (T40F)dy,oF)®..@d(y, oF).
1<iy...ip<n

Se F': M — N e un diffeomorfismo,
(F*T) (X4, ... X)) =T(F. Xy, ..., F.X,) o F.

Inoltre, quando F' & un diffeomorfismo, possiamo definire F* su X*"(N). In
tal caso, se Y € X(N) = X*(N) = X"(N), poniamo F*Y = F 'Y e quindi
F* si puo estendere a X*"(N) ponendo

FFY1®.0Y,00'®.00)=FMY)®. F(Y,) F* (") ®..0 F*(0"),
dove Y1, ...,Ys € X(N) e 6, ....,0" € X*(N).
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2.7 Differenziale esterno e derivata di Lie

1l differenziale sulle funzioni d : F(M) = A°(M) — A'(M) si estende
a un operatore sulle r-forme d : A"(M) — A""(M), detto differenziale
esterno, e definito per ogni a € A"(M) dalla formula

r+1
(do) (X1, o, Xopr) = D (=) XXy, o, Xy ooy X))
=1
r+1
+ Z Z+JCY XZ,X] Xla---7Xi7-'-7Xj7-'-7X7“+1)-
1<i<j<r+1

Il differenziale esterno verifica le seguenti proprieta:
d(a+ ') =da+dd, d(fa)=df Na+ fda,
d(aAp) = (da) A B+ (=1)"aAdp,

dod =0,

per ogni «a,a’ € A"(M) e per ogni [ € A°(M). Di conseguenza, se
a € A"(M) e data localmente da o = ) Gy dry AN dxg
allora

1<i1<...<ip<n

da = Z dah...ir VAN d[L’il VANRTRAN dl‘ir'

1<ii <. <ir<n

Inoltre, se F': M — N & un’applicazione differenziabile tra le varieta M ed
N, vale

doF*=F*od,
dove d ¢ il differenziale di M e d’ ¢ il differenziale di N. Formule esplicite,
abbastanza semplici, si hanno per il differenziale di forme di grado basso.
Per forme di grado zero si ha (df)(X) = X(f). Se a € ALY(M) e B € A*>(M),

abbiamo

(da)(X,Y) = Xa(Y) - Ya(X) — a([X,Y]) (2.9)

+ Zﬁ(X> Y) o 5([Z>X]7Y>

Infine, si noti che il differenziale esterno permette di definire i gruppi di coo-
mologia di de Rham H*(M) = kerdy,/Imdy_, dove dy : A¥(M) — A*L(M)
e Imd,_; C kerdg. Tali gruppi sono in effetti spazi vettoriali reali che, se
M & compatta e orientata, risultano anche di dimensione finita (cfr. [52], p

69).
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Osservazione 2.61. Alcuni autori definiscono il differenziale esterno con il

coefficiente 7«%1 che moltiplica tutto il secondo membro della definizione del

differenziale do, a € A"(M), data all’inizio di questa sezione. In tal caso, se
a € AY(M), la (2.9) diventa

(da)(X,Y) = = (Xa(Y) - Ya(X) — a([X,Y])). (2.10)

N | —

S . . . . . 1
Questa formula ¢ usata ad esempio in [11]. Quando si usa il coefficiente —

nella definizione del differenziale esterno di r-forme, per il prodotto esterno
di solito si usa la seguente definizione. Se aw € A"(M) e f € A*(M),

ahp=Ala®p)
dove A e l'operatore di antisimmetrizzazione. Quindi,

1
a N\ ﬁ(Xl, ey XT+S) = — E - 6(0)05<XU(1), ey X(,(T))B(XU(T+1), ey XU(H_S))
(r 4+ s)!

Con questa definizione, per a, 3 € AY(M) e v € A*(M), si ha

(@A BXY) = S (a(X)B(Y) = B(X)a(Y)), (2.11)

N | —

(@ ANX,Y, Z) = 2 (a(X)(Y, Z) + a(Y)y(Z, X) + a(Z)y(X,Y))

W

Derivata di Lie

Sia M una varieta differenziabile e sia X € X(M). Vogliamo definire la
derivata di Lie, rispetto a X, di un tensore. Consideriamo (¢;)e; gruppo ad
un parametro di diffeomorfismi locali generato da X. ¢y, definisce un iso-
morfismo tra gli spazi vettoriali T,,(M) e Ty, (M), e quindi un isomorfismo
¢y tra gli spazi di tensori T (Ty,y(M)) e T (T,(M)). Se S & un tensore
su M di tipo (s,7), la derivata di Lie di S nella direzione di X ¢ il tensore
dello stesso tipo di .S definito da

(ﬁ)@S)p = hmt_m% (ngZ‘S(bt(p) — Sp) .
L’operatore Lx verifica le seguenti proprieta. Se f e una funzione differen-
ziabile:
Lxf=(df)(X)=X(f)

Infatti: considerata la curva y(t) = ¢(¢,p), abbiamo v(0) = p e ¥(0) = X,
quindi

X0) = 4000 = (5760) 0 = (§160) ©
= tim - (7(6(p) — F(p)) = lim+ (65f — 1)) = (Lx)(p)

t—0 ¢ t—
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Se X, Y € X(M):
EXY - [Xv Y]a
e 'identita di Jacobi diventa

Lx]Y,Z] = [LxY, Z]) + Y, Lx Z].

La derivata di Lie commuta con le contrazioni. Se S € un tensore di tipo
(0,p), oppure di tipo (1,p), si ha

(LeS) (Y, Yy) = LeS(YVh oY) = X0, S(Yi, o Vi, [6,Yi], Y, . Y)),
dove &,Y1,...Y, € X(M). In particolare, se g € X02(M),
(Leg)(X,Y) = Eg(X,Y) —g([§, X].Y) — g(X, [§, Y]).
Se ¢ € XM (M) e n € AY(M), risulta
(Led)Y = [, 0(Y)] = ¢([¢, Y]),

(Len)Y = En(Y) = (& Y]).
Per ogni X,Y € X(M), si ha:

LX OLY - ﬁy o EX = L[ny].

Se d ¢ il differenziale esterno sulle p-forme differenziali:

Eg od=do Eg
e
Le=icod+doie (nota anche come formula di Cartan),
dove
(igOé)(Xl, ceey Xp—l) = Oé(f, Xl, ceey Xp—l)-
Inoltre:

Le(a N B) = (Lea) NS+ a N (Lef),
‘CE(Tl X Tg) = (,Cng) &® T2 + T1 & (,Cng),
dove a, 3 sono forme differenziali e T7, T, tensori.

Osservazione 2.62. La formula di Cartan, nel caso delle 1-forme, si ottiene
facilmente come conseguenza della (2.9). Infatti, se « € A} (M) e X,Y €
X(M), si ha:

<@'Xdoz + d@'Xa> (V) = (da)(X, V) + d(a(X)) (V)
(da)(X,Y) + Ya(X) = Xa(Y) — o([X,Y]) = (Lxa)(Y).

Per maggiori dettagli e altre proprieta sulla derivata di Lie, si puo con-
sultare ad esempio [56] vol.I e [14].






Capitolo 3

Gruppi di Lie

I gruppi di Lie e le loro algebre di Lie giocano un ruolo importante in
geometria e in Fisica teorica. Nella concezione del programma di Erlangen
(1872) formulato da Felix Klein, la geometria ¢ vista come lo studio delle
proprieta invarianti rispetto a gruppi di trasformazioni: differenti gruppi
di trasformazioni su uno stesso spazio definiscono differenti geometrie. 1
gruppi che emergono nelle geometrie piu semplici vennero studiati per la
prima volta Sophie Lie (un amico di Klein). In questo capitolo vengono
studiati i principali esempi di gruppi di Lie (i gruppi classici) e loro algebre
di Lie. Inoltre, si presentano brevemente alcune delle principali proprieta dei
gruppi di Lie e delle algebre di Lie. Infine, si introducono i gruppi di Lie 3D
unimodulari e non-unimodulari. Per maggiori dettagli e sviluppi si rinvia,
oltre agli articoli citati nel corso della presentazione, a Boothby [14], Conlon
(28], Kirillov[55], Milnor [69], Tricerri-Vanhecke [111], Warner [117].

3.1 Esempi di gruppi di Lie

Definizione 3.1. Un gruppo di Lie (reale) ¢ una varieta differenziabile G
munita di una struttura di gruppo tale che le applicazioni
GxG—G,(a,b)—~ab, e G—G,ar—al,

siano differenziabili.

Se si assume che G sia soltanto uno spazio topologico di Hausdorff e che
le applicazioni considerate siano solo continue, si ha la nozione di gruppo
topologico. Nella definizione di gruppo di Lie si puo sostituire la differenzia-
bilita con la nozione di analiticita reale senza perdere di generalita (cfr. [28],
pag.161).

Un isomorfismo tra due gruppi di Lie G e G’, &€ un omomorfismo f : G —
G’ che & anche un diffeomorfismo. Un isomorfismo locale tra due gruppi di
Lie G e G', ¢ un omomorfismo f : U — U’, ossia f(ab) = f(a)f(b) per ogni
a,b € U con ab € U, che ¢ anche un diffeomorfismo, dove U (risp. U’) ¢ un
intorno aperto di e (risp. €’) elemento neutro di G (risp. G’).

63
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Definizione 3.2. Sia G un gruppo di Lie e sia H C G. H si dice sottogruppo
di Lie di G se H ¢ un sottogruppo algebrico e inoltre ¢ una sottovarieta di

G.

In particolare, applicando alcune proprieta della teoria delle sottovarieta, si
vede che un sottogruppo di Lie ha una struttura di gruppo di Lie (cfr. [55],
Definizione 3.39 e Proposizione 3.42). Se un sottogruppo di Lie H di G ¢
una sottovarieta regolare, allora H € un chiuso come sottoinsieme di GG. Se
H & un sottogruppo algebrico di GG che e anche un sottoinsieme chiuso di G,
allora H e un sottogruppo di Lie di GG, inoltre H ¢ anche sottovarieta regolare
(cfr. [14], [28], [55]). Di seguito alcuni esempi.

La circonferenza S'
S' = {2z € C:| z |=1} ¢ un gruppo di Lie rispetto al prodotto tra numeri
complessi. Si noti che S* ¢ isomorfo al gruppo delle rotazioni

SO(2) = {( cost —sini ) ,te]R}

sint cost

e al toro unidimensionale T! = R/Z (gruppo quoziente rispetto alla con-
gruenza modulo Z).

Anche i gruppi moltiplicativi R*(:) e R (+) sono gruppi di Lie di dimensione
1, dove R* =R\ {0} e R, ={a € R:a > 0}.

I1 gruppo abeliano R"(+)
R™(4) & un gruppo di Lie (abeliano) rispetto alla struttura differenziabile
ordinaria. C"(4) & un gruppo di Lie (abeliano) complesso.

Il gruppo lineare GL(n,R)

GL(n,R) = {A€R™ :det A+# 0} & un gruppo rispetto al prodotto.
Inoltre ¢ una varieta differenziabile di dimensione n? (cfr. Esempio 1.8) e
l'operazione di gruppo (A, B) — AB ¢ chiaramente differenziabile (analo-
gamente per linversa A — A~!). Quindi GL(n,R) ¢ un gruppo di Lie di
dimensione n?. Se E, & uno spazio vettoriale reale di dimensione n, il gruppo
degli automorfismi di E,,, GL(E,), & un gruppo di Lie isomorfo a GL(n,R).

Il prodotto semidiretto

Dati due gruppi di Lie G e H, ¢ possibile costruire altri gruppi di Lie nel
modo seguente. Supponiamo che per ogni a € G esista un automorfismo «,
di H tale che

(1) perognia,be G: g = a0,

(2) lapplicazione H x G — H,(h,a) — a,(h), ¢ differenziabile.

In tal caso, si verifica che la varieta differenziabile H x GG dotata dell’opera-
zione

(h7a)(h17b) = (haa(h1>7ab) Vha hl € Ha Cl,b € G7

e un gruppo di Lie che viene detto prodotto semidiretto di H e G rispetto ad
a. Tale gruppo si indica con H X, G. Se per ogni a € GG 'automorfismo «,
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¢ l'identita su H, allora si ottiene il prodotto diretto che viene indicato con
H x G. Il toro T" = S' x ... x S' & un gruppo di Lie.

Siano dati i gruppi GL(n,R) e H = R". Per ogni A € GL(n,R) consideriamo
lautomorfismo ay : H — H,u +— Au. Allora, R" x, GL(n,R) non ¢ altro
che il gruppo delle affinita di R™ che si puo identificare con il gruppo delle
matrici .

{B € GL(n+1,R): B = ( 161 i ) A€ GL(n,R),ue R”}.

Il semispazio R’

Siano dati i gruppi di Lie R"'(+) e R, (-). Per ogni a € R, con-
sideriamo l'automorfismo o, : R* 1 — R*" ! 2 + az. Allora il grup-
po di Lie prodotto semidiretto R"! x, R, non ¢ altro che il semispazio
R = {(z,a) € R* ! x R:a > 0} con il prodotto

(x,a)-(2',d) = (z+ ax’,ad),
dove I'elemento neutro ¢ e = (0, 1). Si noti che la metrica iperbolica che defi-
niremo su R” (cfr. Sezione 4.4) ¢ invariante a sinistra rispetto alla suddetta
struttura di gruppo.

Il gruppo lineare speciale

SL(n,R) = {A € GL(n,R) : det A = 1}, detto gruppo lineare speciale, &
chiaramente un sottogruppo di GL(n,R)(-). Per verificare che ¢ una varieta
differenziabile, consideriamo l'applicazione F' : GL(n,R) — R, A — det A.
Posto A = (z;;), siccome

F(A) = det A = 2;1 A + zip A + zi;Aij + .+ 2 A,
si ha
OF [Ox;; = A;;, dove A;; ¢ il complemento algebrico di = x5,

per cui il gradiente (VF')4 # 0 per ogni A € SL(n,R) (altrimenti si avrebbe
det A = 0). Applicando il Teorema 1.15 (oppure il Teorema 2.55) si ottiene
che SL(n,R) = F~1(1) & una varieta differenziabile di dimensione n?—1, anzi
¢ una sottovarieta chiusa di GL(n,R). Le operazioni (A, B) — AB e A —
A1 sono differenziabili anche quando ristrette a SL(n,R) (cfr. Proposizione
2.49). Quindi SL(n,R) & un gruppo di Lie, anzi ¢ un sottogruppo di Lie di
GL(n,R).

Il gruppo ortogonale
O(n) = {A € GL(n,R): AT - A= ]}, detto gruppo ortogonale, & un sot-
togruppo di GL(n,R). Vediamo che ¢ anche una varieta differenziabile avente

?’L2—TL

2
n (che possiamo identificare con R”Q). Consideriamo il sottospazio vettoriale
Sym(R™™) di R™" costituito dalle matrici simmetriche:

dimensione

. Sia R™™ lo spazio vettoriale delle matrici quadrate di ordine

Sym(R™") = {Ae R : A=A"}.
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La dimensione di Sym(R™") ¢ n(n +1)/2, e quindi Sym(R™") si puo identi-
ficare con R™ . Consideriamo I’applicazione

n(n+1)

F:RY=R" Rz =Sym(R™), A F(A) = AAT.

Chiaramente
O(n)={AeR": AA" =1} = F7'(I).

Quindi O(n) € un chiuso, inoltre ¢ anche limitato per cui ¢ un compatto.

Per ogni A € R™", il differenziale F, 4, pensato come applicazione lineare da
n(n+1) n(n+1)

R — n? = TA]Rn2 n Sym(R”’”)Z R~ = TF(A)R 2, ¢ dato da
FoA(X) = AXT 4+ XA,

Per verificare I'espressione di F,4 si puo procedere in questo modo. Data
X € R™", consideriamo una curva differenziabile v(t) di R™" con v(0) = A
e (0) = X, allora

FoaX = Fay(0) = %(0) — W(O)
= 4(0) 47(0) +~(0) 57(0)
= XAT + AXT.

Inoltre, data Y € Sym(R™"), la matrice X := 3Y' A € R™" soddisfa

YA\" YA
Fou(X)=A (7) + 7AT =Y VAeO(n).

Quindi, Fl4 ¢ suriettivo per ogni A € O(n), ossia la matrice jacobiana J(F')
ha rango costante k = n(n + 1)/2. Applicando il risultato del Teorema 1.15,

1 -1
si ha che O(n) & una n? — nn+1) = n(n )—superﬁcie di R" e quindi

una varieta differenziabile di dimensione n(n — 1)/2. Si noti che la F' si puo
anche pensare definita su GL(n,R) che ¢ un aperto di R™", per cui O(n)
¢ una sottovarieta di GL(n,R). Come per gli altri gruppi matriciali, anche
in questo caso le operazioni (A, B) — AB e A — A~! sono differenziabili.
Quindi O(n) € un gruppo di Lie, anzi ¢ un sottogruppo di Lie di GL(n,R).
Si noti che O(n) ha due componenti connesse SO(n) e O~ (n) definite da:

SO(n)={A€O0(n):det A=1},0"(n) ={A € O(n):det A = —1}.
Inoltre,

(=1 0
O(n) = SO(n)u( 01 )SO(n).

SO(n) € una sottovarieta aperta di O(n), quindi & un sottogruppo di Lie di
O(n), detto gruppo ortogonale speciale, dimSO(n)=dimO(n) = =2 Per

2
n > 3 il gruppo spinoriale Spin(n) & il rivestimento universale di SO(n).
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Il gruppo unitario -

Una matrice A € C™" si dice hermitiana se A* = A, dove A* = AT,
mentre si dice unitaria se A*A = I. Si noti che (AB)* = AB' = BTAT =
B*A*. L’insieme

Un)={Ae€GL(n,C): A*-A=1}

¢ chiaramente un gruppo, detto gruppo unitario. L’insieme
cyt={AeCm: A* = A}

her

N . . . 9. . 2_ . .
¢ uno spazio vettoriale reale di dimensione k& = n+2%5" = n?. Consideriamo
I’applicazione

F:.Cv" =R - O =RY, Ars F(A) = A*A= AT A,

F ¢ differenziabile e, procedendo come nel caso di O(n), si ha Fia X = X*A+
A*X per ogni X € C*" = T,C™". Inoltre, per ogni A € U(n), il differenziale
F.4 ¢ suriettivo. Infatti, data Y € C}2", quindi Y* = Y, prendendo X =
%A Y, si ha

FoaX = (1/2)Y* A* A+ (1/2)A* AY = (1/2)Y* + (1/2)Y =Y.

Quindi per ogni A € U(n) = F~!(I), la matrice jacobiana di F' in A ha rango
costante k = n?. Pertanto U(n) ha una struttura di varieta differenziabile di
dimensione 2n? — n? = n?. Inoltre, le operazioni (A, B) — AB e A+ A™!
sono differenziabili, per cui U(n) ¢ un gruppo di Lie reale di dimensione n?.
U(n) & compatto in quanto chiuso e limitato, Il gruppo unitario speciale &

il sottogruppo algebrico di U(n) definito da
SUn)={AeU(n):det A=1}.

Per A € U(n), |det A| = 1 e quindi SU(n) = det™" {1} & un chiuso di U(n).
Pertanto SU(n) ¢ un gruppo di Lie di dimensione n*— 1, anzi un sottogruppo
di Lie di U(n). Cosi come O(n) ¢ il gruppo delle trasformazioni ortogonali
di R™ munito di un prodotto scalare definito positivo, il gruppo unitario e
legato alla presenza di un prodotto hermitiano su C".

Esercizio 3.3. Verificare che
Un)={A € GL(n,C) :< Az, Aw >=< z,w >},
dove
< z,w >i= Yo 2,

e il prodotto scalare hermitiano su C™.

Osservazione 3.4. Il gruppo lineare complesso G'L(n, C) puo essere identifi-
cato con il sottogruppo di GL(2n,R) costituito dalle matrici che commutano

con la matrice J, = < _9 %L ) Questa rappresentazione di GL(n,C) in
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GL(2n,R), detta rappresentazione reale di GL(n,C), ¢ data dall’omomorfi-
smo iniettivo (tra gruppi)

A B

A+iB— (g

) V A+ iB € GL(n,C),

dove A, B sono matrici reali di ordine n. Inoltre, si noti che
SO(1) = SU(1) ={e}, O(1)=2S° SO(2)=U(1)=x=S!,
dove il simbolo = indica che i gruppi sono isomorfi.

Il gruppo simplettico reale
Sia E,, uno spazio vettoriale reale di dimensione m e sia ® una forma
bilineare antisimmetrica non degenere su F,,. Poiché ® ¢ antisimmetrica, si

ha
det® = det(—®7T) = (—1)"det®? = (—1)"det®,
inoltre ® ¢ non degenere per cui la dimensione m deve essere pari, m = 2n.
Quindi esiste una base {vy, ..., v,, w1, ..., w, } tale che
(v, v5) =0,  P(vi, wy) =dij,  Pwi,vy) = by, P(wi, wy) = 0.

Posto e; = v; peri = 1,....ne e, = w; per i = n+1,...,2n, si ha & =

(@(ei,ej)) =J, = ( _(]]n IéL ) La matrice .J,, soddisfa

Jg;:_Jn; Jg:_IZn € Jn<z>:<_yx) V(m,y)ERnXRn.

Inoltre,
®(u,v) = go(u, Jov) Yu,v,c R*™,
dove go ¢ il prodotto scalare euclideo di R*". Per A € R?™?" abbiamo
O (Au, Av) = go(Au, J,, Av) = go(u, AT J, Av).
Quindi:
O(Au, Av) = ®(u,v) Vu,v, € R — ATJ,A=J,.

Una matrice che soddisfa la precedente condizione si dice matrice simplettica.
L’insieme

Sp(2n,R) = {A € GL(2n,R) : AT J,A = J,}
¢ il gruppo simplettico reale. Sinoti che (AT.J,A)T = —AT J,A. Consideriamo
I’applicazione

FR™™ 5 RV =R™ ™ A F(A) = ATJ,A.

antsim

F ¢ differenziabile e F,uX = XTJ,A 4+ ATJ,X per ogni X € R?™?" =
TAR* 2" Tnoltre, per ogni A € Sp(2n,R), il differenziale F,4 ¢ suriettivo:
data Y antisimmetrica, quindi Y7 = —Y, considerando X = —%AJY, si ha
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FoaX =Y.

Quindi per ogni A € Sp(2n,R) = F~!(I), la matrice jacobiana di F in A ha
rango costante k = 2n* — n. Pertanto Sp(2n,R) ha una struttura di varieta
differenziabile di dimensione 4n? —2n?+n = n(2n+1). Inoltre, le applicazioni
(A, B) = AB e A+ A~! sono differenziabili, per cui Sp(2n,R) ¢ un gruppo
di Lie di dimensione n(2n + 1). Sp(2n,R) ¢ compatto in quanto chiuso e
limitato, In modo analogo si puo definire il gruppo simplettico complesso

Sp(2n,C) ={A € GL(2n,C) : ATJ, A= J,},
dim¢ Sp(2n,C) = n(2n + 1).

Il gruppo simplettico quaternionico

Richiamiamo brevemente il corpo dei quaternioni. Considerata la base
canonica {1,4,7,k} di R* si definisce un prodotto tra gli elementi di R*
ponendo li =i, 1j =4, lk =k, i’ =32 =k = —1,ij = —ji = k, ik = —j,
ki = j, kj = —i, jk = 1, e si estende per linearita tale prodotto a tutti gli
elementi di R%. R*, con tale prodotto, & un corpo (non commutativo), detto
corpo dei quaternioni che si indica con H. Se g =a+bi+cj+dk € H, il
suo coniugato ¢ ¢ =a—bi—cj— dk. Si verificano facilmente le seguenti
proprieta:

pra=p+a¢ Pa=ap qq=lal*=a®+b"++d* >0
Considerato H" come spazio vettoriale a destra su H ((g,\) — ¢}\)), il
prodotto

<p,q>= Z?:lpi%a dove b= (plv"'apn>7q: ((11’---7%),

soddisfa le seguenti proprieta:

1) <p,g+q >=<p,qg>+<pdq >,

2) <pg>=<¢p>,

3) <pAg>=A<p,g>, <pg\>=<p,q> )\

4) <q,q>>0 e <q,q>=0seesoloseq=0,

5) < Ap,q >=<p, ATq >,
per ogni p,q,q¢ € H"™ e per ogni A\ € H. <,> e detto prodotto scalare
quaternionico. In particolare <,> e R-lineare. Un’applicazione R-lineare
A H" — H" si dice H-lineare se A(g\) = A(q)A per ogni A € H e ¢ € H".
L’insieme di tutte le applicazioni R-lineari di H" ¢ uno spazio vettoriale reale
isomorfo allo spazio vettoriale reale H™" di dimensione 4n? delle matrici di

ordine n a elementi in H. Un’applicazione H-lineare A si dice H-isometria,
oppure quaternionica unitaria, se

< Ap,Aq >=<p,q> Vp,q€H"
Per A € H™", siccome < p, Ag >=< ATp,q >, abbiamo
< Ap,Aq >=< ATAp,q > .
Quindi



70 3. Gruppi di Lie

< Ap,Aq >=<p,q> Vp,qeH" — ATA=1.
L’insieme

Sp(n) = Sp(n,H) = {A € H"" : A H-isometria}
={AeH": A"A=1}

e un gruppo, che viene detto gruppo simplettico quaternionico oppure gruppo
quaternionico unitario. Sp(n) ¢ un gruppo compatto ed ¢ I'analogo di U(n) e
O(n) nel caso quaternionico. Sinoti pero che non esiste un gruppo simplettico
quaternionico speciale in quanto si dimostra che Sp(n) ¢ gia speciale. Posto
A* = AT una matrice A € H™" si dice H-hermitiana se A* = A. Notiamo
che A*A & hermitiana, inoltre (AB)* = B*A* e H}"" ~ha dimensione reale

herm
2_ . .
k =n+ 425" = 2n* — n. Consideriamo I'applicazione

F:H" =R"™ S H" =R™" A F(A) = A*A.

herm —

F ¢ differenziabile e F,iuX = X*A + A*X per ogni X € R*’. Per ogni
A € Sp(n), il differenziale F,4 ¢ suriettivo. Infatti, data Y H-hermitiana,
quindi Y* =Y, considerando X = (1/2)AY’, si ha

FoaX = X*A+ A*X = (1/2)(Y*A*A + A*AY) =

Quindi per ogni A € Sp(n) = F~(I), la matrice jacobiana di F in A ha
rango costante k = 2n® — n. Pertanto, Sp(n) ha una struttura di varieta
differenziabile di dimensione 4n*—2n%+n = n(2n+1). Inoltre, le applicazioni
(A,B) = AB e A — A~! sono differenziabili, per cui Sp(n) ¢ un gruppo di
Lie reale di dimensione n(2n + 1). Sp(n) ¢ compatto in quanto chiuso e
limitato.

La sfera S?

Sia H il corpo non commutativo dei quaternioni. H*(-) = H—{0}(-) ¢ un
gruppo algebrico (non commutativo) con ¢=' = ¢/||q||?, che ¢ chiaramente
anche un gruppo di Lie (come varieta differenziabile H* = R* — {0} ¢ un
aperto di R?). La sfera unitaria S* la possiamo pensare come il gruppo dei
quaternioni unitari:

={geH* :|qIP=qgq=1}={¢qeH : ¢! =7},

quindi si vede facilmente che S* & un sottogruppo algebrico di H*. Inoltre, S
¢ una sottovarieta (regolare) di H* = R*—{0}. Pertanto S & un sottogruppo
di Lie di H*, e quindi ha una struttura di gruppo di Lie. Tuttavia, si poteva
osservare subito che S* & un gruppo di Lie in quanto S* = Sp(1). Altra
presentazione di S* come gruppo di Lie ¢ data dal gruppo unitario speciale

SU2)={A e GL(2,C) A=1}
_ {AeGL(Q,(C) A= (2 T ) P P = 1} s

L’applicazione
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O:S*— SU12),qg=a+xi+yj+zk— A= < _zw ;U),

dove z = a+xi e w = y+ zi, ¢ un isomorfismo tra gruppi di Lie che
identifica S* con SU(2).

Si noti che S' = SO(2) e S* = SU(2) sono le sole sfere che ammettono
una struttura di gruppo di Lie (cfr. [98], p.197).

Osservazione 3.5. I gruppi matriciali studiati in questa sezione sono noti
in letteratura col nome di gruppt classici. Riguardo alla topologia di que-
sti gruppi, osserviamo che SO(n), SU(n), U(n) e Sp(n,H) sono connessi
e compatti; O(n) & compatto ma ha due componenti connesse; SL(n,R) &
connesso ma non compatto; SU(n) e Sp(n,H) sono semplicemente connessi;
m(SO(n)) = Zy per n > 3 e m(SO(2)) = Z. 1 gruppi simplettici Sp(2n,R)
e Sp(2n,C) sono connessi ma non compatti.

3.2 Relazioni tra un gruppo di Lie e la sua
algebra di Lie

Iniziamo con una breve premessa sulle algebre di Lie. Ricordiamo che una
algebra di Lie (reale) & uno spazio vettoriale reale g munito di un prodotto

[]:gxg—g,(X,Y)— [X,Y], detto parentesi di Lie,
che soddisfa le seguenti proprieta
(1) ¢ bilineare,
(2) ¢ antisimmetrico : [X,Y] = —[Y, X],
(3) wvale l'identita di Jacobi: [X,[Y,Z]]+[Y,[Z, X]] + [Z,[X,Y]] = 0.

Un’algebra di Lie ¢ abeliana se, e solo se, la parentesi di Lie ¢ identicamente
nulla. Un sottospazio vettoriale f di g si dice sottoalgebra di Lie di g se
[h,h] C b, cioe [X,Y] € h per ogni X,Y € h. Un sottospazio vettoriale b di
g si dice ideale di g se [h, g] C b; in particolare, gli ideali sono sottoalgebre
di Lie.

Se g e b sono due algebre di Lie, si puo definire la somma diretta di
algebre di Lie b & g. Basta considerare b x g dotato della struttura di spazio
vettoriale somma diretta e definire il prodotto parentesi di Lie [,] in b x g
nel modo seguente

(U, X), (V,Y)]=(U,V],[X,Y]) YUV eheVX Y €g.

Un omomorfismo tra algebre di Lie € un’applicazione lineare ¥ tra due algebre
di Lie tale che U[X, Y] = [VX,VY]. Un isomorfismo tra algebre di Lie ¢ un
omomorfismo bigettivo tra algebre di Lie.

Sia g un’algebra di Lie. Un endomorfismo (di spazi vettoriali) ¢ di g si dice
deriwazione di g se

¢([K Z]) = [¢(Y)7Z] + [Y7¢(Z>]7 VY, Z € g.
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Se ¢, 1 sono derivazioni di g e A € R, allora anche

O+, Ao e [p, )] :=¢o1)—1o¢ sono derivazioni di g.
Quindi I'insieme Der(g) di tutte le derivazioni di g € una algebra di Lie che

viene detta algebra di Lie delle derivazioni di g . In particolare, per ogni
X € g, 'endomorfismo

ady :g— g, Y —adxY = [X,Y],

e una derivazione di g, detta derivazione interna. Infatti, applicando 'iden-
tita di Jacobi, si ha la relazione [X,[Y,Z]| +[Y,[Z, X]] + [Z,[X,Y]] = 0 per
ogni XY, Z € g, la quale si puo anche esprimere nella forma
ladx, ady] = adx o ady — ady o adx = ad|x y].
Sia G un gruppo di Lie. Per ogni a € GG, consideriamo le seguenti applicazioni
L,:G— G,b— Ly(b)=ab, R,:G— G,b— R,(b) = ba.
L, e R, sono diffeomorfismi (ma non omomorfismi di gruppi), detti trasla-

zione sinistra e traslazione destra.

Definizione 3.6. Sia X € X(G). X si dice invariante a sinistra (risp.
invariante a destra) se (Ly)«X = X (risp. (Rq).X = X), cioe

(La)*bXb = XLa(b) = Xab (I'iSp. (Ra>*bXb = Xba) Va, b c G
Se X e Y sono due campi di vettori invarianti a sinistra (risp. a destra) anche
icampi X +Y, AX con A € R, e [X,Y] sono invarianti a sinistra (risp. a

destra). Quest’ultima proprieta segue dal fatto che L, & un diffeomorfismo e
quindi vale (cfr. Proposizione 2.27):

Lau[X,Y] = [Las X, Lo, Y] = [X, Y],

Da tali proprieta segue che I'insieme g dei campi vettoriali invarianti a sinistra
ha una struttura di algebra di Lie, detta algebra di Lie del gruppo di Lie G.

Tra gli spazi vettoriali g e T.G, spazio tangente a G nell’elemento neutro
e di G, possiamo definire ’applicazione

O:g—-T.G, X —d(X)=X,.

La corrispondenza ® e chiaramente lineare. Inoltre, fissato v € T.G, esiste
un unico X € g tale che X, = v. Basta definire, per ogni a € G,

Xy = (Lg)sev. (3.1)
Tale X e invariante a sinistra in quanto

Xab = (Lab)*ev = (La o Lb)*ev
- (La)*b(Lb)*ev = (La)*bXb'

Inoltre, si dimostra che X ¢ differenziabile (anzi analitico). Pertanto, abbia-
mo il seguente teorema.
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Teorema 3.7. L’algebra di Lie g di un gruppo di Lie G é isomorfa (come
spazio vettoriale) a T,G. Quindi, dimg = dim G.

In particolare, ogni gruppo di Lie € parallelizzabile e orientabile. In base al
risultato precedente, si puo introdurre su 7,G una struttura di algebra di Lie
definendo, per ogni v, w € T,G,

[v,w] = [®X, Y] = B[X, Y] = [X,Y].. (3.2)

In tal modo, ® risulta un isomorfismo tra algebre di Lie. Di solito le due
algebre di Lie T.G e g, in quanto isomorfe, vengono identificate.

La seguente proposizione fornisce una caratterizzazione dei campi vetto-
riali invarianti a sinistra.

Proposizione 3.8. Sia G' un gruppo di Lie e (&, ...,&,) una base della sua
algebra di Lie g. Allora per ogni X € X(G), X =), X" &, risulta che:

X e invariante a sinistra < le X' sono funzioni costanti.

Dimostrazione. Sia X € X(G), allora

sz Vi, X(az) = X¥(az)ian,
=1

(La)*x T — a *zZXl gzm

= Z XZ( *wfzx Z X’L gmx
=1

Di conseguenza,

Xege= Xopo = (La)saXa

n

<~ ZXi(&x)giax - ZXZ<Z.)£ZG$

i=1 i=1
= X'(ax) = X'(2)
< X"’ sono costanti.

I teoremi di Lie
Sia [ : G — G’' un omomorfismo differenziabile tra due gruppi di Lie G e &,
quindi

flab) = (@) f(B). ciod  (foLa)(b) = (Lyw o)), VabeG.
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Inoltre f(e) = €. L’omomorfismo f induce un omomorfismo (tra spazi
vettoriali) f,:g = g, X — X' = ,.X = (' o f,. 0 ®)X, cioe

fiig—=T.G =T.0" =g, X— X, fiX.— X',

quindi
Xé/ - f*eXe (§ X(ll/ - LCL’*Xé"

Ovviamente f, € un isomorfismo se, e solo se, f,. € un isomorfismo. I campi
vettoriali X e X’ risultano f-riferiti, i.e, soddisfano

X}(a) = fraXa-

Infatti
X = L@ X = Ly JreXe = (Lya) © feeXe = (f 0 La)seXe = fraXa.
Inoltre, notiamo che

X e X! friferiti & X'(p)of=X(pof) VeeF(G). (3.3)
Infatti,

X e X' f-riferiti < X}(a) = fraXo Va € G,
& Xiw(p) = (fuXa)(p) Vo€ F(G), Yaed,

& X'(9)(f(a) = Xa(po f) Vo€ F(G), VacG,
& X'(p)of=X(pof) YpeF().

Se X’ e Y’ sono f-riferiti a X e Y rispettivamente, dalla (3.3) segue che

(XY (@) o f =X'(Y(9)) o f =X (Y'(¢) o f) = X(Y(po0[)).
e quindi [X', Y] e friferito a [X, Y], cioe f.[X,Y] = [f.X, f.Y]. Dunque,

feig— g, X — X' = f,X, ¢ un omomorfismo tra algebre di Lie e di
conseguenza f,(g) € una sottoalgebra di Lie di g’. Abbiamo quindi dimostrato
la seguente

Proposizione 3.9. Se f : G — G ¢ un omomorfismo differenziabile tra due
gruppi di Lie G e G', allora resta definito un omomorfismo tra algebre di Lie
f« 98— ¢ In particolare, f.(g) é una sottoalgebra di Lie di g¢'.

Se GG ¢ un sottogruppo di Lie di G', 'immersione i : G — G’ € un omomorfi-
smo iniettivo e il differenziale 7., soddisfa i,.1.G = T,G. Dalla Proposizione
3.9 segue quindi il seguente

Corollario 3.10. Se G ¢ un sottogruppo di Lie di G', allora g é una sottoal-
gebra di Lie di g'.
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Si osservi che il risultato precedente e valido anche per un omomorfismo
locale tra due gruppi di Lie G e G', cioeé per un’applicazione differenziabile
f:U —= U (dove U & un intorno di e e U’ ¢ un intorno di €’') che soddisfa

flab) = f(a)f(b), ciot (foLa)(b) = (Lo f)b)

perogni a,b € U taleche abe U e f(ab) € U'. Infatti, per costruire f, si
utilizza solo il differenziale di f in e e, quindi, e sufficiente conoscere il valore
di f in un intorno dell’elemento neutro. Se f : U — U’ & un diffeomorfismo,
f« € un isomorfismo di algebre di Lie. Dalla Proposizione 3.9 segue quindi
che se due gruppi di Lie sono localmente isomorfi, allora le corrispondenti
algebre di Lie sono isomorfe. Viceversa, anche un’algebra di Lie determina
univocamente un gruppo di Lie. Valgono infatti i seguenti teoremi.

Teorema 3.11. (primo e secondo Teorema di Lie). Siano G e G' due gruppi
di Lie. Se G e G' sono localmente isomorfi, allora le loro algebre di Lie g e
g’ sono isomorfe. Viceversa, se le algebre di Lie g e g’ sono isomorfe, allora
G e G’ sono localmente isomorfi.

Teorema 3.12. Se G ¢ semplicemente connesso, ogni omomorfismo loca-
le f:U C G — G sipuo estendere in modo unico ad un omomorfismo
differenziabile globale f : G — G'.

Teorema 3.13. Due gruppi di Lie semplicemente connessi sono isomorfi se,
e solo se, le loro algebre di Lie sono isomorfe.

Teorema 3.14. (terzo Teorema di Lie). Data un’algebra di Lie g esiste
sempre un gruppo di Lie G la cui algebra di Lie e isomorfa a g.

Infine definiamo alcune classi speciali di algebre di Lie. Sia g un’algebra
di Lie. L’applicazione

B:gxg—g, (X,Y)r— tr(adx o ady),

e una forma bilineare simmetrica, detta forma di Killing, invariante rispetto
agli automorfismi di g. Un’algebra di Lie g si dice semisemplice se B € non
degenere. g si dice semplice se ¢ semisemplice e contiene solo ideali banali.
Quindi, un gruppo di Lie G si dice semplice (risp. semisemplice) se la sua
algebra di Lie ¢ semplice (risp. semisemplice). D'g = [g, g, che ¢ un ideale
di g, viene detto derivato primo, o algebra derivata, di g. Per induzione si
definiscono i derivati successivi:

Drg = D(D" 1g).
g si dice risolubile se esiste un intero n tale che D"g = {0}. Poniamo
g’ =D'g g’ =[g,0',..0" = [g.0"']

g si dice nilpotente se esiste un intero n tale che g" = {0}. Da notare che ogni
algebra di Lie nilpotente é risolubile (non vale il viceversa). Un gruppo di
Lie G si dice risolubile (risp. nilpotente) se la sua algebra di Lie ¢ risolubile
(risp. nilpotente).
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3.3 Le costanti di struttura

Sia GG un gruppo di Lie con algebra di Lie g. Una 1-forma differenziale w
su G si dice invariante a sinistra se
(Ly)'w=w Vae€Q@G,

dove (L,)*w & la 1-forma definita da

((La)*w)bXb = wab((La)*bXb) = wab(Xab)

per ogni b € G e X € g. Quindi, w e invariante a sinistra se, e solo se,
Wap(Xap) = wp(Xp) Va,be G e VX € g,
ovvero  we(X,) = we(X.) Yae G e VX € g.

Segue che w ¢ una 1-forma invariante a sinistra se, e solo se, la funzione w(X)
¢ costante per ogni X € g. Pertanto, vale la proprieta:

w ¢ invariante a sinistra se, e solo se, w(X)(a) =cost.VX € g.

Ora, fissata una base (F1, ..., E,) di g, poniamo

[Ei Ej) =) B, eR
k

ij

Le cfj si dicono costanti di struttura dell’algebra di Lie g, rispetto alla base
(E;), e verificano le seguenti proprieta

k k k k k . LN . .
Cii = —Cji, g (i Cmn + CihCmi + Chicy;) = 0 (identita di Jacobi).

m

Viceversa, assegnate n® costanti cf; che verificano le precedenti due proprieta,
allora esiste una sola algebra di Lie le cui costanti di struttura siano proprio
le cfj date. Se tutte le costanti di struttura sono nulle, allora ’algebra di Lie
e abeliana.

Osservazione 3.15. (cfr. Conlon [28], p. 167-168)

a) Un gruppo di Lie ¢ abeliano se, e solo se, la sua algebra di Lie ¢ abeliana.
b) Ogni gruppo di Lie (connesso) abeliano n-dimensionale ¢ isomorfo a T* x
R"~* per qualche k = 0,1, ..., n. In particolare, ogni gruppo di Lie (connesso)
compatto abeliano e un toro.

Teorema 3.16. (cfr.Tricerri-Vanhecke [111], pag.10) Sia M una varieta dif-
ferenziabile semplicemente connessa di dimensione n. Supponiamo che esi-
stano n campi di vettori Ey,--- | E, € X(M) completi, linearmente indipen-
denti e tali che

[Ei, Ej] =3, By, dove cf; € R.

Allora, per ogni fissato p € M, M ha un’unica struttura di gruppo di Lie
avente p come elemento neutro ed E1, . .., E, come campi di vettori invariants
a sinistra.
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Se w e una l-forma differenziale, il differenziale di w e la 2-forma dw
definita da
dw(X,Y) = Xa(Y) - Yw(X) - w([X,Y]),

per ogni coppia di campi di vettori X e Y. In particolare, se X e Y sono
campi invarianti a sinistra e w e una l-forma invariante a sinistra di un
gruppo di Lie G, I'espressione precedente si riduce a

dw(X,Y) = —w([X,Y]).

Quindi, se (w!,...,w") ¢ la base duale della base (F1,..., E,) di g, si ha

dw* (E;, E;) = —w*([Ey, E]) Z cwk(By) =

da cui, tenendo conto che (wy Aw2)(X,Y) = wi(X)w2(Y) — w1 (Y)wa(X), si

ricava
ko j
— Z Cij W N w’.
,J

Queste equazioni sono dette equazioni di Maurer-Cartan. Si dimostra che
esse determinano (localmente) 'operazione prodotto in GG. Per determinare
le equazioni di Maurer-Cartan abbiamo usato per dw e wy Aws le formule (2.9)
e (2.3). Usando (2.10) e (2.11) si ottengono le equazioni di Maurer-Cartan
nella stessa forma.

3.4 Esempi di algebre di Lie

L’algebra di Lie di R"(+)

Per il gruppo di Lie R™(4), le traslazioni sinistre sono le usuali traslazioni
e quindi i campi di vettori % sono invarianti a sinistra. Infatti la funzione

xjo Ly, =x;+ x;(p,) = x;+cost., e quindi

o Ox;o L, 0 0
(Lpo)*o(g)O - Z ]&B, : (0)(ax]>Lpo(0) - (a_aji)p"

J

Un arbitrario campo di vettori invariante a sinistra X ¢ definito, per ogni
p € R*, da X(p) = (Lp)s0ov, dove v & un fissato vettore di ToR". Se

v=> 0 (8—) , allora X, = >, v* (5= ) Di conseguenza i campi di vettori

invarianti a sinistra su R™ sono del tipo X = > X"~ 3., con X funzioni
costanti. In particolare: [X,Y] = 0 per ogni X,Y invarianti a sinistra.
Pertanto [’algebra di Lie di R"(+) é abeliana.

In generale, l’algebra di Lie di un gruppo abeliano é abeliana.
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L’algebra di Lie di R’ ()
Per il gruppo di Lie R’} (-) le traslazioni sinistre sono definite da
Ligyan) i 0= (x,0) = (0, a0) - (z,a) = (To + o, aoa),
e quindi i campi vettoriali
0
ox;

Vi(p) :aa(p)< >p, a=cost. #0,i=1,...,n,

sono invarianti a sinistra. Pertanto, Vj,...,V,, generano 1’algebra di Lie di
R" (-) e soddisfano

V. Vil=aV, e [ViVj]=0 Vij=1.n—1 (3.4)

L’algebra di Lie di GL(n,R)
Sia gl(n,R) lo spazio vettoriale di tutte le matrici reali di ordine n.
gl(n,R) ¢ un’algebra di Lie rispetto al prodotto
[A,B] .= AB — BA, YA, B € gl(n,R).

Vogliamo provare che gl(n,R) ¢ l'algebra di Lie del gruppo di Lie GL(n,R).
Introduciamo un sistema di coordinate globali su GL(n,R) ponendo

xij(a) = Uiy, VZ,j - 1727 o, n, Va = (%‘j) S GL(H,R)

Denotiamo con I l’elemento neutro del gruppo GL(n,R). Ogni vettore v
dello spazio tangente T;G'L(n,R) si puo scrivere nel modo seguente

0= 3 Au(pe) s Ay ER

ij=1
e quindi possiamo considerare ’isomorfismo tra spazi vettoriali
U :Ti(GL(n,R)) — gl(n,R), v — A= (A;).

Per verificare che gl(n,R) ¢ l'algebra di Lie di GL(n,R), verifichiamo che la
struttura di algebra di Lie di T7(GL(n,R)), ossia quella definita dalla (3.2),
e isomorfa tramite W a quella di gl(n, R):
Vv, w] = [V, Yw).

Dato v € T;(GL(n,R)), consideriamo il campo di vettori invariante a sinistra
X tale che X = X; = v, e quindi X, = (Lg).«sv per ogni a € GL(n,R). Sia
v(t) una curva differenziabile di GL(n,R) (cfr. Proposizione 2.33) tale che

10) =1, (0) =v=A=T(v).
Sia a € GL(n,R), dalla definizione di differenziale segue che
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Xa = (La)uv =7(0), dove  F(t) = (Laov)(t) = ay(t).
Quindi, ¥(0) =a e

Di conseguenza,

In termini matriciali:
X, =aA=1x(a)A VYae GL(n,R), siponequindi X =zA.

Analogamente considerato un secondo vettore w € T;(GL(n,R)) del tipo

“ 0
= > By(5) . BycR
v z—:l J 8172']' I J <

1,]=
allora W(v) = B e il campo invariante a sinistra Y tale che Y; = w ¢ dato da
Y = ZZj:l (> h_i ik Buj) (a%j), Y=x B.

Pertanto, dopo qualche calcolo, si ottiene

X,Y] = ];1 i (A Bjy — BijAyy) (%) - kzl il A, Blis (a%)
ossia in termini matriciali
[X,Y] = z[A, B],
e quindi
VIX,Y]; =[A B].
Di conseguenza,
Ulv,w] = V[OX,dY] =VP[X, Y] = V[X,Y]; = [A, B] = [Yv, V|

e Tr(GL(n,R)) ¢ isomorfo, come algebra di Lie, a gl(n,R). Si noti che iden-
tificando il campo di vettori invariante a sinistra X con il vettore tangente
O(X)=X; =v=A¢€ gl(n,R), si puo scrivere

X, =aX VYaeGL(n,R).
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Osservazione 3.17. Si noti che ogni algebra di Lie reale g e isomorfa ad
una sottoalgebra di gl(n,R), per qualche n, quindi esiste un sottogruppo di
Lie di GL(n,R) la cui algebra di Lie ¢ isomorfa a g (cfr. Ado [3]).

L’algebra di Lie di SL(n,R)

Indichiamo con sl(n, R) l'insieme di tutte le matrici di ordine n a traccia
nulla, quindi sl(n,R) = {X € gl(n,R) : trX = 0}. sl(n,R) ¢ un’algebra di
Lie, anzi una sottoalgebra di Lie di gl(n, R), infatti € un sottospazio vettoriale
e inoltre

tr[ X, Y] =tr(XY) —tr(YX) =0 per X,Y € gl(n,R).

Per vedere che sl(n,R) ¢ l'algebra di Lie di SL(n,R), basta far vedere, te-
nendo presente il Corollario 3.10, che sl(n,R) coincide con lo spazio tangente
T;SL(n,R). Premettiamo il seguente

Lemma 3.18. Sia A(t) = (a;;(t)) una matrice di ordine n i cui elementi
sono funzioni differenziabili di t variabile in un aperto di R. Sia adj(A) =
(Aij)T Uaggiunta classica di A, dove A;; é il complemento algebrico dell’ele-
mento a;; di A. Posto D(t) = det A(t), si ha

D'(t) = tr(adj(A)(t) - A'(t)).
In particolare se A(t) é invertibile, abbiamo
D'(t) = (det A(t))tr(A~'(t) - A'(1)). (3.5)

Dimostrazione. Per la regola di derivazione delle funzioni composte

(9D dal~
DO =25 3oy ar
vy

Siccome
D(t) = det A(t) = aﬂAil + aiQAZ‘Q... -+ aiinj + ...+ (lmAm,

allora 9D
Ba, ~ Ay e quindi D'(t) = ;a;j@)Aij(t).

Di conseguenza

tr(adj(A) - A') = Z (adj(A) - A')..
= Z Z (adj(A))ij a;’i

o oy
= g Ajiay, =D
0]
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Sia ora X € TySL(n,R) e A(t) una curva differenziabile di SL(n,R) con
A(0) =1 e A(0) = X. Siccome D(t) := det A(t) = 1 per ogni t, applicando
la (3.5), si ottiene 0 = D'(t) = (det A(¢))tr(A7'(t) - A’(t)) e quindi

0= D'(0) = (det A(0))tr(A~"(0) - 4'(0)) = trA'(0) = trX.
Dunque X € sl(n,R). D’altronde dimsl(n,R) = n? — 1 = dim SL(n,R) per
cui T;SL(n,R) = sl(n,R).

Esercizio 3.19. Si verifichi che le matrici

0 1 1 0 01
Xl:(_l 0)7X2:(0 _1>aX3:(1 0)7

costituiscono una base di sl(2, R) e soddisfano

(X1, Xo] = —2X5, [ Xy, X3] =2X,,  [Xo, X3] = 2X;.

L’algebra di Lie di SO(n)
Indichiamo con so(n,R) I'insieme di tutte le matrici reali di ordine n e
antisimmetriche, quindi

so(n,R) = {X € gl(n,R) : X" + X =0}.
Vogliamo provare che so(n,R) & I'algebra di Lie di SO(n). Intanto, osservia-

mo che so(n,R) ¢ un’algebra di Lie, anzi una sottoalgebra di Lie di sl(n, R)
e di gl(n,R), infatti & un sottospazio vettoriale e inoltre

XY =XV (v X) ' =yTXT - XTYT =YX - XY = —[X,Y]
per ogni X,Y € so(n,R). Sia X € T;50(n) e A(t) una curva differenziabile
di SO(n) con A(0) =1 e A'/(O) = X. Siccome A(t) - A(t)T =1,

0= (A®) - AB)T) (0) = A(0) - A(0)" + A(0) - A(0)T = X + X7

Poiché dimso(n,R) = "22’" = dim77S0(n), so(n,R) coincide con lo spazio
tangente 7750(n) e quindi e l'algebra di Lie di SO(n). D’altronde, SO(n) &
una componente connessa di O(n) e Tp.SO(n) = T;0(n), per cui so(n,R) &
anche Ialgebra di Lie di O(n).

Esercizio 3.20. Si verifichi che le matrici

00 0 0 0 1 0 -1 0
Vi=[ 00 -1 ),%=| 0 00],v3=(1 0 0
01 0 ~1 0 0 0 0 0

costituiscono una base di s0(3,R) e soddisfano

V.Y =Ys, [ Yi]=Ys [VaYi]=Y.

Concludere che l'algebra di Lie so(3,R) ¢ isomorfa all’algebra di Lie dei
vettori dello spazio euclideo rispetto al prodotto vettoriale.
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Riportiamo brevemente le algebre di Lie degli altri gruppi matriciali
introdotti nella Sezione 3.1:

L’algebra di Lie del gruppo unitario U(n) é lo spazio delle matrici hermitiane
antisimmetriche

u(n) = {X € gl(n,C) : X + X =0}.
L’algebra di Lie del gruppo unitario speciale SU(n) &
su(n) ={X eu(n) : TrX = 0}.
Una base di su(2) ¢ data da

0 0 1 0
6o b)) es () we (V)

Tali matrici soddisfano
[XlaXZ] = 2X37 [X37X1] - 2X27 [XQa X3] - 2AXVI
L’algebra di Lie del gruppo simplettico reale Sp(2n,R) e

sp(2n,R) = {X € gl(2n,R) : J,X ¢ simmetrica}
={X €gl2n,R): J, X" +XJ, =0}
={X egl2n,R): X" J,+ J,X =0}.

L’algebra di Lie del gruppo simplettico quaternionico Sp(n) € lo spazio delle
matrici hermitiane quaternioniche antisimmetriche

sp(n) = {X e H"": XT = —X}.

3.5 L’applicazione esponenziale

Consideriamo lo spazio R™"™ munito della metrica euclidea:

VA = (a;),B = (b;) ER™, <AB>=> a;by, [A]P=) dl.
i.j i\j

Lemma 3.21. VA, B € R™":

1) [[A+ B|| < [|A]l + B

2) | A-Bl <Al IBIl e quindi [|A*] < ||A]l*.

Dimostrazione. La 1) € la ben nota disuguaglianza triangolare. Per provare

la 2), indichiamo con 7y, ...,7, le righe della matrice A e con ¢y, ...,c, le
colonne di B. Allora

A-B=(d;) = ( <Ticp > ), dove < rj,c; >= )", apby;
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e quindi, applicando la disuguaglianza di Schwarz, si ha

1A-BI? =3 (<rie; > ) < S rll? - ey 2
i,j i,J
= (XU - (Y llesl®) = 11AJ12 - 1 B>
i 7

Per ogni X € R™", consideriamo la seguente serie di matrici:

Lo, Loy X
_I+X+2'X + o X0+ ZH
k=0

Lemma 3.22. Siano X,Y € gl(n,R) = R™", allora:

X ¢ convergente;

(1) la serie e
(2) se X,Y commutano, cio¢ XY =YX, allora eXtY =eXe¥;
(3) la matrice e € GL(n,R) e (eX)™! =e;

(4) det(e™) = e,

(5) X" = (N7 .

Dimostrazione. (1) Applicando il Lemma 3.21, si ha

Xm Xm+1 Xm+k—1 HXHm
1=+ ot | <

m!  (m+1)! (m+k—1)

m! (m—+k—1

Siccome la serie numerica elXIl & convergente per ogni X, le somme parziali
di eX costituiscono una successione di Cauchy nella norma delle matrici per
cui anche la serie eX & convergente.

(2) Se X,Y commutano, per calcolare (X + Y')? si usa la formula binomiale
come per gli scalari, per cui

= X =Y =1 P
= (55) (2 z) Sz )
Xgp (X +Y)P .

(3) Poiché X e —X commutano, applicando la proprieta (2), si ha

I = 60 _ 6X+(—X) _ eXe—X

e quindi dete® #£0 e e X = (e¥)7L.
4) Siano A1, ... , A, gli autovalori (eventualmente complessi) di X. Allora
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¥ AF sono gli autovalori di X* e quindi e, ..., e* saranno gli autovalori
di eX. Pertanto

deteX = et et . et = hitthn = otr X
(5) Segue dalla definizione di eX tenendo conto che (X7)F = (X*)T. O

Il Lemma 3.22 permette di considerare ’applicazione
e:gl(n,R) = GL(n,R), X s e¥,

che viene detta applicazione esponenziale di matrici. Inoltre, sempre come
conseguenza del Lemma 3.22; risulta che: se X € sl(n,R), allora trX =0 e
det(eX) = "™ = ¥ =1 e quindi
e:sl(n,R) = SL(n,R).
Se X € so(n,R), allora X7 = —X e X commutano e quindi (e®X)TeX =
X eX = XTHX = 0 = [ Tnoltre, det(eX) = ™ = ¢ = 1 e quindi
e:s0(n,R) — SO(n) C O(n).
Questa proprietd vale per ogni gruppo di Lie matriciale G, cioe: eX € G
per ogni X € g. Ricordiamo che per X € T;G il corrispondente campo
vettoriale invariante a sinistra, che per semplicita denotiamo con lo stesso
simbolo X, & definito da X4 = (La).X;, X; = X, per ogni matrice A € G.
Detta v(t) una curva differenziabile di G' con v(0) = I e 4(0) = X/, si ha
X = (La)4(0) = (Lay(£))(0) = (A-7(1))'(0) = A-(0) = A~ X. Quindi,
Xp=A-X VXegeVAecG.
Osserviamo che, fissato X € g, ¢x(t) = X, t € R, & una curva differenziabile
di G che soddisfa

ox(0) =€’ =1, ox(t+s)=ox(t)ox(s),
%(ﬁx(t) =X X = XetX = Xd)x(t)'

Quindi ¢x(t) = X & la curva integrale di X uscente dall’elemento neutro [
e Papplicazione t+— e & un omomorfismo tra i gruppi R(+) e G(-).

0
Esempio 3.23. Prendendo la matrice X = ( 0
0

o O

b
c ) come elemento di
0

0 0 ac

T;GL(3,R), si ha X? = ( 00 0 ) e X¥ = 0 per ogni k > 3. Quindi,
00 0

eX =T+tX + (t3/2)X? e

0 a b+ tac
Xox=e®-X=1{00 ¢ = (et
00 0

Le considerazioni fatte per ’esponenziale dei gruppi di Lie matriciali si
estendono per un arbitrario gruppo di Lie. Sia quindi G un arbitrario gruppo
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di Lie. Dato un campo di vettori X €g, indichiamo con ¢x(t) la curva
integrale di X passante per I’elemento neutro e di G, quindi

6x(0) =€, SOx(H) = Xy, Vi€ (—e.6)

In generale, una curva integrale ¢ definita solo per t sufficientemente piccolo.
Tuttavia, poiché X e invariante a sinistra, ¢x € definita su tutto R. Infatti,
se ¢x(t) e definita per |t| < ¢, la curva

’Y(t) = ¢X(E)¢X(t - 6) = L¢X(€)¢X(t - E)v € <t < 2e
soddisfa y(e) = ¢x(€) e
5(0) = (Loxiwox(t — )., (5)

- (L¢X(€))*|¢X(t_e) (éX (t—e)

= (Lox(@) sigx (t—e) Xox (t-0

Pertanto, ponendo

-
53
=
Il
—N
-
>
=
)
D
~+
IA
m

si ottiene una curva integrale di X che estende ¢y (t) all’intervallo (—e, 2¢).
Cosi procedendo si estende ¢x(t) su tutto R.

Proposizione 3.24. Per X € g, la curva integrale ¢x(t) soddisfa:
(a) px(t +s) = ox(t)dx(s) per ogni t,s € R;
(b) dx(ts) = ¢ix(s) per ogni t,s € R;
(¢) la curva integrale di X passante per a € G ¢é :

V() = adx(t) = (La o ¢x)(1).
Dimostrazione. (a) Fissato t € R, consideriamo le curve v, (s) = ¢x(t+s) e
712(s) = ¢x(t)px(s). Chiaramente ;(s) e curva integrale di X passante per
il punto v1(0) = ¢x (). Anche 1(s) passa per 12(0) = ¢px(t)px(0) = dx (1),
inoltre e curva integrale di X in quanto:

: d
Ya(s) = <L¢X(t)¢X(S)>*(£) - (L¢X(t)>*¢X(S)X¢X(S)

= XL¢X(t)¢X(S) = Xoa(s)-

Per 'unicita delle curve integrali passanti per uno stesso punto, si puo con-
cludere che v1(s) = 72(s).
(b) Siprova in modo analogo, in questo caso v, (s) = ¢x (ts) e v2(s) = dix(s)
sono entrambe curve integrali di tX passanti per e.
(c) Basta osservare che
(fraox(t) = (La)*|¢x(t) (5r0x(1) = (La)*|¢x(t)X¢’X(t) = Xaox t)-
]
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Dalla Proposizione 3.24 segue che, per ogni fissato X € g, 'applicazione
ox R— G, tr— dx(t),

¢ un omomorfismo tra gruppi. Per questo motivo, ¢x(t) prende il nome di
sottogruppo ad un parametro di G. L’ applicazione esponenziale di un gruppo
di Lie G e I'applicazione

exp:g— G, X —expX = ¢x(1),
dove ¢x(t) e il gruppo ad un parametro generato da X.

Proposizione 3.25. L’applicazione exp : g — G soddisfa:

exp(t + s) X = (exp tX)(exp sX) e oéx(t) =exp tX,
per ogni t,s € R e per ogni X € g. Inoltre, exp e un diffeomorfismo da un
intorno di O € g in un intorno die € G.

Dimostrazione. La prima parte segue dalla Proposizione 3.25. Ricordiamo
che per un sistema di equazioni differenziabili ordinarie che dipendono dai
parametri (a',...;a") € R™ (componenti di un fissato campo di vettori in-
variante a sinistra), le soluzioni dipendono in modo differenziabile dai pa-
rametri in un intorno dell’origine di R”, cio implica che exp e differenzia-
bile in un intorno di 0 € g. Per vedere che ¢ un diffeomorfismo in un
intorno di 0 € g, basta verificare che il differenziale (exp).o ¢ un isomor-
fismo. Poiché g ¢ uno spazio vettoriale, identifichiamo g con lo spazio tan-
gente Tpg. Sia X € g, allora y(t) = tX ¢ una curva di g con (0) = 0
e 4(0) = X, per cui posto a(t) = exp o y(t) = exp(tX) = ¢x(t), si ha
(exp).o(X) = &(0) = ¢x(0) = X4 (0) = Xe e quindi (exp).o : g = Tog — Teg

N

€ un isomorfismo.

Osservazione 3.26. Si noti che, se f : G — G’ &€ un omomorfismo dif-
ferenziabile, dalla definizione di applicazione esponenziale segue che I'omo-
morfismo tra le algebre di Lie f, : g — g’ commuta con 'esponenziale, cioe

f(expgX) = expe (f. X).

3.6 Gruppi di Lie 3D

Gruppi di Lie unimodulari

Siano V' uno spazio vettoriale reale di dimensione n e G un gruppo di Lie.

Una rappresentazione di G su V' & un omomorfismo differenziabile
¢:G— GL(V).

In particolare, se V' = R", la rappresentazione si dice matriciale. Se g e
un’algebra di Lie reale, una rappresentazione di g su V di rango n, ¢ un
omomorfismo di algebre di Lie ¢: g — gl(V).

La rappresentazione aggiunta di g su g e definita da

ad: g — gl(g), X — ady,

dove
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adx 19— 9, Y —adx(Y) =[X,Y].

Si noti che ad(g) € Der(g), inoltre il nucleo dell’omomorfismo ad, ossia
((g)=kerad={X€g:adxy =0} ={X €g:[X,Y]=0VY € g},

si dice centro di g. Ogni gruppo di Lie ammette una rappresentazione molto
importante sulla sua algebra di Lie, costruita nel modo seguente. Se a €
G, I, : G — G,b+ aba™!, & un automorfismo di G' e quindi (I,), ¢ un
isomorfismo dell’algebra di Lie g di G. Pertanto, si puo definire 'applicazione

Ad: G — GL(g),a — Ad(a) = (1,)..
Ad e una rappresentazione di G in g che viene detta rappresentazione ag-
giunta di G in g. Se (Ey, Es, ..., E,) ¢ una base di g e (w!,w?,...,w") ¢ la
corrispondente base duale, la n-forma differenziale

Q=wAW?A.. AW

e non nulla in ogni punto di G ed ¢ invariante rispetto alle traslazioni sinistre,
vale a dire (L,)*Q = Q per ogni a € G. In particolare, cio implica che ogni
gruppo di Lie e orientabile. Un’altra importante conseguenza ¢ la possibilita
di estendere ai gruppi di Lie la nozione di integrale. Indicato con F.(G)

I'insieme delle funzioni continue su G, a valori reali e a supporto compatto,
si dimostra che esiste un’unica funzione (a meno di un fattore costante), detta

misura di Haar,
p:Fo(G) =R, f e ul(f) = [ fQ,
avente le seguenti proprieta
(1) plaf +bh) = au(f) + bu(h), Vf, h € F(G), Va,b € R;
(2) se f € F(G) e f >0, allora u(f) > 0
(3) ¢ invariante rispetto alle traslazioni sinistre:
u(folLy)=pu(f), perogni f € F.(G) e per ogni a € G.

Definizione 3.27. Un gruppo di Lie G si dice unimodulare se la sua misura
di Haar (invariante a sinistra per definizione) ¢ anche invariante a destra.

Una caratterizzazione dei gruppi di Lie unimodulari ¢ data dal seguente

Teorema 3.28. Un gruppo di Lie G é unimodulare se e solo se
| detAd(a) |=1 Va € G.

Sia g I'algebra di Lie di un gruppo di Lie G. L’applicazione
¢:9— R, X tr(ady),

e un omomorfismo tra algebre di Lie. u = ker¢ si dice nucleo unimodulare
ed e un ideale di g.

Definizione 3.29. Un’algebra di Lie g si dice unimodulare se ker¢=g, cioe
tr(ady) = 0 VX €g.

Proposizione 3.30. Siano G un gruppo di Lie e g la sua algebra di Lie.
Allora, G ¢ unimodulare se, e solo se, la sua algebra di Lie g é unimodulare.
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Sia GG un gruppo di Lie compatto. L’applicazione
a:G—Ri(), a— ala) =| det Ad(a) |,
¢ analitica ed ¢ anche un omomorfismo:
a(ab) =| det Ad(ab) |=| det(Ad(a)Ad(D)) |= a(a)a(b).
Quindi «(G) ¢ un sottogruppo compatto di R, (-) e di conseguenza sara

a(G) = {+1}. Pertanto, dal Teorema 3.28 segue il

Corollario 3.31. Ogni gruppo di Lie compatto é unimodulare.

3.6.1 Gruppi di Lie 3D unimodulari

Diamo ora una rapida descrizione dei gruppi di Lie unimodulari 3D (ovve-
ro di dimensione tre), gruppi che si sono rivelati particolarmente significativi
in diversi contesti. Consideriamo un’algebra di Lie g 3D munita di un pro-
dotto scalare <,>. Fissata una orientazione su g, si puo identificare g con
R3 e definire un prodotto vettoriale X AY per ogni X,Y €g. Si noti che A
dipende dall’orientazione scelta. Consideriamo I’endomorfismo

L:g—g taleche L(XAY)=[X,Y].
Tale endomorfismo ¢ univocamente determinato, infatti se (e, s, €3) € una
base ortonormale positiva di g si ha:

L(ey) = L(ea N e3)

L(ea) = L(es A er) = [es, e1],

L(e3) = L(ey A e3) = [eq, ea).
(

La condizione di unimodularita tr(adyx) = 0, applicata a X = e;, diventa:

[627 63]7

< [e1,ea],e2 >+ < e, e3),e3 >=0, cioe < L(ez),e2 >=< L(ez),e3 > .

Ripetendo il discorso per gli altri vettori della base, si ottiene che

g ¢ unimodulare se, e solo se, L ¢ un endomorfismo simmetrico.
Quindi se g ¢ unimodulare, esiste una base ortonormale (eq, ez, e3) di g che
diagonalizza I’endomorfismo L:

[627 63] = )\1617 [€3a 61] = /\2627 [617 62] = )\3637 (36)

dove Ai, A9, A3 € R. La classificazione, a meno di isomorfismi, delle algebre
di Lie 3D ¢ ben nota [69]. Cambiando, se necessario, l'orientazione di g, si
hanno i seguenti casi:

1) Ay > 0,A3 > 0,A3 >0 che corrisponde a su(2) (algebra di Lie del gruppo
di Lie SU(2));
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2) Ay > 0,A2 > 0,A3 < 0 che corrisponde a s[(2,R) (algebra di Lie del
gruppo di Lie SL(2,R)) ;

3) A1 <0,A >0,\3 =0 che corrisponde a ¢(1, 1) (algebra di Lie del gruppo
di Lie E(1,1), gruppo speciale delle isometrie del piano di Minkowski);

4) Ay > 0,A2 > 0,A3 = 0 che corrisponde a ¢(2) (algebra di Lie del gruppo
di Lie F(2), gruppo speciale delle isometrie del piano euclideo);

5) A1 > 0,A\y = A3 = 0 che corrisponde a h? (algebra di Lie del gruppo di
Heisenberg Nil?);

6) A1 = Aa = A3 = 0 che corrisponde all’algebra di Lie del gruppo abeliano
R3.

In questo capitolo abbiamo gia incontrato i gruppi di Lie unimodulari
SU(2) e SL(2,R), entrambi semplici, e il gruppo abeliano R?. Diamo ora

una presentazione dei rimanenti gruppi di Lie 3D unimodulari.

Il gruppo di Heisenberg Nil?

Il gruppo di Heisenberg Nil® (a volte indicato anche con H?) ¢ il gruppo
di Lie dato da

1
Nﬂsz{<o
0

La sua algebra di Lie ¢ generata dalle matrici

010 000 001
ee=[000], ea={ 00 1), es=[000],
000 000 000

le quali soddisfano

) LT, Y,z € R} C GL(3,R)(-).

o8
— W

ler,e2) =e3 e [er,e3] = [ea, e3] = 0.
Si puod vedere che Nil? & un gruppo di Lie nilpotente.

Il gruppo E(2)

Con E(2) denotiamo il gruppo speciale delle isometrie del piano euclideo.
E(2) ¢ il gruppo di Lie prodotto semidiretto

R2(+) %, SO(2) dove af(t) = ( Gt cont )
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Il rivestimento universale E(2) & R%(4) %, R, quindi E(2) si pud identificare
con il seguente gruppo matriciale

cost —sint x
sint cost y |:x,y,teR,.
0 0 1

La sua algebra di Lie ¢ generata dalle matrici

0 01 000 0 -1 0
€1 = 0 00 s €y — 0 0 1 s €3 — 1 0 1 ,
000 0 00 0 0 O

le quali soddisfano

[61762] =0, [63761] =62 € [@2,63] = €1.

E(2) ¢ un gruppo di Lie semplicemente connesso risolubile.

Il gruppo E(1,1)

Denotiamo con E(1,1) il gruppo speciale delle isometrie del piano di
Minkowski (a volte indicato anche con Sol?). FE(1,1) ¢ il gruppo di Lie
prodotto semidiretto

R2(+) %, R(+), dove a(t) = ( cosht sinht ) ‘

sinht cosht

Quindi

cosht sinht =x
E(1,1) = sinht cosht y |:z,y,teR ;.
0 0 1

La sua algebra di Lie ¢ generata dalle seguenti matrici

001 000 010
€1 = 0 00 s €9 = 0 0 1 s €3 = 1 01 ,
000 0 00 000

per cui

[617 62] =0, [637 61] =€ € [62, 63] = —e;.

Anche F(1,1) & un gruppo di Lie semplicemente connesso risolubile.
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3.6.2 Gruppi di Lie 3D non-unimodulari

Un modo naturale di presentare i gruppi di Lie semplicemente connessi
non-unimodulari 3D ¢ considerare prodotti semidiretti G = R?x 4R, dove A &
una matrice reale 2x2 con trA # 0. Piu precisamente, seguendo [67], indicata
oo tn n
n=0 n!
gruppo di Lie G semplicemente connesso 3D e non-unimodulare se, e solo se, &
isomorfo a un gruppo di Lie prodotto semidiretto R?x 4R = (R? = R2x R, %),
trA #£ 0, dove il prodotto x & definito da

(p1,t1) * (p2.t2) = (Pl + ey, by + tz)-

tAp , allora un

con e usuale matrice esponenziale, ossia et =

Se A = ( CCL Z ), a + d # 0, allora esiste una base di campi vettoriali

invarianti a sinistra (e, eq, e3) tale che
[61, 62] = 0, [63, 61] = aeq + Cea, [63, 62] = b@l + d€2. (37)

L’algebra di Lie g definita dalla (3.7) si dice che e l'algebra di Lie in for-
ma canonica del prodotto semidiretto G = R? x4 R. In tal caso il nucleo
unimodulare u =span(e;, e3) ¢ un ideale 2-dimensionale, e R? x4 {0) ¢ il
sottogruppo normale 2-dimensionale di G associato ad u.

Possiamo distinguere due casi: A=al, e A# als.

10

e Se la matrice A = aly, = « ( 0 1

definita da

), a € R, a # 0, l'algebra di Lie &

[617 62] - Oa [637 61] = «eq, [€3a 62] = Q€y.

In questo caso il gruppo di Lie non-unimodulare G ¢ isomorfo al gruppo di Lie
R? (+) con la struttura naturale di gruppo di Lie definita dalla (3.4). Infatti,

in tal caso, posto RY = {(x1,x2,t) € R*: ¢ > 0}, i campi vettoriali
El :041581, Eg :Oétﬁg, E3 :at(?t

sono invarianti a sinistra e generano lalgebra di Lie di R3(-). Inoltre,
soddisfano
[Eg, El] = O[El, [Eg, EQ] = OZEQ (& [El, EQ] = O

Questo gruppo di Lie si indica anche con H?(—a?).
e [l seguente e un esempio con A # als.

Esempio 3.32. Consideriamo R (), R? = {(z1,22) € R 25 > 0}, con 'u-
suale struttura di gruppo di Lie, quindi i campi vettoriali
E1 = ax90;, B3 = ax905, a # 0,
sono invarianti a sinistra. Ora consideriamo il gruppo di Lie prodotto diretto
Go = R%(:) x R, che si indica anche con H*(—a?) x R,
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allora E1, F» = 0y, 3 sono invarianti a sinistra e soddisfano
[Ela EQ] - 07 [E37 El] - OéEl, [E37 EZ] =0.

Quindi, G, ¢ il gruppo di Lie non-unimodulare dato dal prodotto semidiretto

2 [ a0
RNAR,doveA—(O O)'

Proposizione 3.33. Ogni gruppo di Lie non-unimodulare G = R?> x4 R, con
A#al,, T=trA#0eD =det A, ¢ isomorfo al gruppo di Lie

Q:R2>QA]R, dove A:((l) _TD>.

In particolare, ogni gruppo di Lie non-unimodulare

Goe = R?2 x4 R, doveA:(CCL 8),&7&0,

e isomorfo al gruppo di Lie

G. = HY(~a?) x R=R2 x4 R, dove A= (8 8)

Dimostrazione. Assumiamo che il gruppo di Lie non-unimodulare G sia de-
finito dall’algebra di Lie (3.7). Siccome la matrice A # aly, ¢ facile vedere
che esiste un campo vettoriale E; = e, + fesy tale che Ey, Ey = [es, F1|
siano linearmente indipendenti (ad esempio, se ¢ # 0 si puo prendere E; = e;
e Ey = les,e1] = aeq + cep). Quindi, consideriamo i nuovi campi vettoriali
invarianti a sinistra, linearmente indipendenti,

Ei, E;=les, Ei], Ej;=e;s.

Allora, [Ey, Es] =0, e [Es3, Ey| = E5. Per determinare [Es, Es:
se ¢ # 0, usando la (3.7), si ha

[Eg, EQ] = CLE2 -+ 6[63, 62] = CLE2 -+ CbEl + d(EQ — CLE1> = —DE1 -+ TEQ,
se ¢ = 0, sempre usando la (3.7), si ha
[E3, Eo] = [es, [es, E1]] = [es, [es, aver + Bea]]
= (aa® + Bba + Bbd)e, + Bdes
=—DEy +TEs.

Per la seconda parte, basta osservare che entrambi i gruppi di Lie G,. e G,
sono isomorfi al gruppo di Lie non-unimodulare definito dalla matrice

(17)-(ve)

Piu in generale vale quanto segue.

Se G = R? x4 R con la matrice A # al,, o € R, allora lo scalare
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(ad — bc)
(a+d)*”

detto invariante di Milnor, determina I’algebra di Lie (e quindi il corrispon-
dente gruppo di Lie) a meno di isomorfismi ([69], p. 309, 321).

Osservazione 3.34. Si noti che esistono gruppi di Lie unimodulari 3D che
si possono esprimere come prodotti semidiretti del tipo R? x4 R. Sia G un
gruppo di Lie unimodulare semplicemente connesso 3D la cui algebra di Lie
¢ definita dalla (3.6) con A3 = 0, ossia:

[61, 62] =0, [63,61] = A\aea, [63762] = —\ey.

Allora, G ¢ il gruppo di Lie prodotto semidiretto R? x4 R dove la matrice

A= 2 8 con b = —\; e ¢ = )\y. Pertanto, si distinguono i seguenti

casi:

e Se A =0, G & l'usuale prodotto diretto di gruppi R? x R, ossia il
gruppo abeliano R3.

e Se A+#0edetA=0,il gruppo di Lie unimodulare G ¢ il gruppo di
Heisenberg Nil?.

e Se A+#0and det A > 0, il gruppo di Lie unimodulare G ¢ E(Q)
e Se A# 0 and det A <0, il gruppo di Lie unimodulare G ¢ E(1,1).






Capitolo 4

Varieta riemanniane

4.1 Metriche riemanniane

Definizione 4.1. Una metrica riemanniana su una varieta differenziabile M

e un tensore covariante g del secondo ordine, simmetrico e definito positivo,
cioe un’applicazione g : X(M) x X(M) — F(M) F-bilineare, che soddisfa

9(X.Y) =g, X), g(X,X)=>0, g<X>X)(p):O:>XP:0'

Una varieta differenziabile M dotata di una metrica riemanniana g ¢ detta
varieta riemanniana, e si indica con (M, g). Una metrica riemanniana g
induce un prodotto scalare g, su ogni spazio tangente:

0 (G (o)) =05 50 ) W)

Viceversa, una metrica riemanniana si puo anche definire come una famiglia
di prodotti scalari {g, : T,M xT,M — R}, tali che per ogni X, Y € X(M),
I’applicazione

g X, Y): M =R, p—g(X,Y)(p) :=gp(X,,Y,), ¢ differenziabile.

Per assegnare una metrica riemanniana su M basta definire una metrica
riemanniana g, su ogni aperto U, di un ricoprimento (U,), di M tale che
comunque si considerino due aperti U,, Ug, con U, N Ug non vuoto, si abbia:

goc|UaﬁUg = gﬁ\UamUﬁ' (41)
In tal caso, per ogni X,Y € X(M), g(X,Y) & la funzione definita da
g(X7 Y)(p) :gOC(X‘UoU}/‘Ua)(p) perp 6 UCY'

La metrica in coordinate locali

Sia (M, g) una varieta riemanniana di dimensione n. Sia (z1,...,x,)
un sistema di coordinate locali definito in U, allora {(9/0z;)} & base per

95
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X(U), {dz;} ¢ base per X*(U) e quindi gli n? prodotti tensoriali {dz; ®
dz;} costituiscono una base locale per i tensori covarianti del secondo ordine.
Le funzioni g;; = g(a‘z ) B 22y ¢ F(U) sono le componenti di g rispetto alle
coordinate (z;):

9=">_; gijdr; ® dz;.

(gi;) € una matrice simmetrica definita positiva che determina univocamente

gsulU. Se X =5 X" 0 eY:Zin,allora

8:1:Z- 833]-
g(X,)Y) = Z” X'Y7g;;.

Sia (y1,...,y,) un altro sistema di coordinate locali definito in un aperto V,
VU #§0. Postogag—g(ay ) Bug S2), su VNU si ha

(9ap) = @ (9:5)®, (4.2)
dove @ = (®;,) = ( 3 ) ¢ la matrice Jacoblana del cambiamento di coordina-

Yo
Ox; N
te, ossia del cambiamento di base 8_ =>. ax . Quindi, per assegnare
Yo Yo O

una metrica riemanniana g su M basta assegnare, in ogni carta locale di un
atlante di M, le n(n +1)/2 funzioni g;; = g;; di una matrice simmetrica
(gi;) definita positiva che soddisfa la (4.2) (che traduce in coordinate locali
la (4.1) ) .

Osservazione 4.2. Se {ey, ..., e,} € una base ortonormale locale di campi di
vettori definiti su un aperto U e {9',.,9"} ¢ la corrispondente base duale,
allora su U si ha:
g=>,0" 9"

Una base ortonormale locale di campi di vettori si puo ottenere applicando il
metodo di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt a una base locale di campi
di vettori coordinati. Tuttavia, non ¢ sempre possibile trovare una carta
locale (U, ¢) tale che la base coordinata sia ortonormale in U (infatti, cio e
equivalente a richiedere che la metrica riemanniana sia piatta su U).

Osservazione 4.3. Se (M, g) ¢ una varieta riemanniana di dimensione 2,
localmente g = g;1dr; ® day + grodr; ® dog + g1odrs ® day + goodars ® das.
Le coordinate locali (z1,x2) si dicono isoterme se g11 = ga2 € g12 = 0. Per
ogni varieta riemanniana 2-dimensionale esistono sempre coordinate locali
isoterme (71, 23), cioe localmente g = €*/(dz; ® da; + dzo ® day) con f
funzione differenziabile.

Esempio 4.4. Lo spazio euclideo (R", go).
La metrica euclidea gy ¢ il pitt semplice esempio di metrica riemanniana, essa
e definita da
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90(X7 Y) = Z?:l XiYi?

dove X = (X', .., X"),Y = (Y .., Y") € X(R"). Le funzioni componenti
sono go;; = 05, € quindi

go =Y i de; @da; = >0 (day)?
Lo spazio R™ con questa metrica riemanniana ¢ detto spazio euclideo e la
corrispondente geometria riemanniana e quella euclidea.

Teorema 4.5. Il gruppo strutturale del fibrato tangente T M di una varieta
riemanniana ¢ riducibile al gruppo ortogonale O(n).

Dimostrazione. Indichiamo con (T'M, M, 7 : TM — M) il fibrato tangen-
te. Sia (U,, pa) una carta locale di M con funzioni coordinate (x;). Sia
{e1,...,en} una base ortonormale locale di campi di vettori definiti su U,.
Definiamo

@a . Ua = 7T_1(U> — Soa(Ua> X Rn’ Xp = Zl nieip = (%(P),ﬁi)-
(Ua, Pa) © una carta locale per TM e, per ogni fissato p € Uy, I'isomorfismo

(Ba)p : TyM =771 p) = palp) x R, X =37 e = (01, .., 7"),
definisce una trasformazione ortogonale tra (7,M,g,) e lo spazio euclideo
(R™, go). Applicando questo procedimento ad ogni carta locale di un atlante
di M, si ottiene un atlante di T'M le cui funzioni di transizione associano ad
ogni punto del loro dominio di definizione un elemento del gruppo ortogonale

O(n). O

Teorema 4.6. Ogni varieta differenziabile paracompatta M ammette una
metrica Temanniana.

Dimostrazione. Poiché M e paracompatta, possiamo considerare una parti-
zione dell’unita (f,), subordinata a un ricoprimento localmente finito (U, )a
di intorni coordinati (cfr. Teorema 1.32). Ricordiamo che le f, sono funzioni
differenziabili non negative, con supporto compatto K, contenuto in U, e tali
che )" fo = 1. Sia ¢, l'applicazione coordinata relativa a U,. La metrica
euclidea gy sull’aperto A, = ¢, (U,) di R" induce una metrica riemanniana
Ja SU Uyt go = (pa)*go. Poiché f, =0 su M\ K, (complementare di K,),
fage © un tensore (differenziabile su M) covariante del secondo ordine, sim-
metrico, semi-definito positivo, e nullo su M \ K,. Il tensore g := )" faga
definisce una metrica riemanniana su M.

Esercizio 4.7. Verificare che le funzioni componenti della metrica euclidea
go sull’aperto R? \ {0}, rispetto alle coordinate polari (yi,y2) = (p,6), sono
date da:  goi1 = 1, go12 = 0, goz2 = p*.

Esercizio 4.8. Siano g, go, g1 metriche Riemanniane su M e o € F(M).
Verificare che ¢7g e ¢; = tgo + (1 — t)g1, con t € [0,1], sono metriche
riemanniane su M.
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Osservazione 4.9. (Varieta semi-riemanniane)

Sia g un tensore covariante di ordine 2 su una varieta differenziabile M.
Se g & simmetrico, non degenere e di segnatura (n — v,v), v > 0, costante,
allora (M, g) e detta varieta semi-riemanniana (cfr. [79]) di indice v. In
particolare, (M, g) & riemanniana se di segnatura (n,0). (M, g) e detta varieta
lorentziana se la segnatura di g € (n, 1) con dim M = n + 1. Per una varieta
semi-riemanniana, un vettore tangente X, ¢ detto:

tipo-spazio se g,(X,, X,) > 0 oppure X, = 0,
tipo-tempo se g,(X,, X,) <0,
tipo-luce se g,(X,, X,) =0e X, # 0.

L’insieme {X, € T,M : g,(X,, X,) =0, X, # 0} ¢ detto cono di luce in p.
Abbiamo provato che ogni varieta differenziabile paracompatta ammette
una metrica riemanniana, cio non accade in generale se richiediamo che la me-
trica sia semi-riemanniana. D’altronde, € ben noto che una varieta compatta
ammette un campo differenziabile di vettori, non nulli, globalmente definito
su M, se e solo se la caratteristica di Eulero-Poincaré ¢ nulla. Quindi, una va-
rieta compatta M con caratteristica di Eulero-Poincaré nulla ammette una
metrica lorentziana. Infatti, M ammette una metrica riemanniana g e un
campo di vettori Xy non nullo (in ogni punto), quindi possiamo supporre
Xo unitario. Indicata con n la 1-forma duale di X, e facile verificare che il
tensore
definisce una metrica lorentziana su M. Rispetto a tale metrica, il campo di
vettori Xy e tipo-tempo. In generale una varieta lorentziana puo non avere un
campo di vettori tipo-tempo globalmente definito. Una varieta lorentziana
con un campo di vettori tipo-tempo globalmente definito ¢ detta varieta
lorentziana tempo-orientabile, nota in fisica col nome di varieta spazio-tempo.
La relativita generale si basa su una varieta spazio-tempo 4-dimensionale.

Esercizio 4.10. Sia X, un campo di vettori unitario definito su una varieta
riemanniana (M, g). Indicata con 7 la 1-forma g-duale di Xy, si verifichi che
perognit € Rt >0,¢=1tg(X,Y)+t(t—1)n®n & una metrica riemanniana.

4.2 Immersioni isometriche e la sfera canoni-
ca
Siano @\_4 ,g) una varieta riemanniana, M una varieta differenziabile ed

f M — M un’immersione iniettiva. La metrica g induce su M una metrica
riemanniana: g = f*g, ossia

9(X,Y)(P) = 950 (fp(Xp), fup(Yp))  Vp € MeVX,Y € X(M).

Si vede facilmente che il tensore g definisce una metrica riemannniana su M,
in particolare g, ¢ definito positivo in ogni punto p € M in quanto f,, ¢
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iniettivo. La varieta riemanniana (M, g) ¢ detta sottovarieta riemanniana di
(M, qg) ed f e detta immersione isometrica. Determiniamo ¢ in coordinate
locali. Sia (U, ¢, (y;)) una carta locale di M e (V,1), (z;)) una carta locale di
M con f(U) C V. SuV la metrica g ¢ data da

g = Zi,j gz]dl'z X d(L’j,

e quindi 'espressione di g su U, tenendo conto delle proprieta dell’applica-
zione duale f*, ¢ data da :

g=[f"g= Z(f*?]ij)f*dxi ® frdz; = Z(gij o f)d(zio f)@d(z;o f)

(9f’ (9fj
- Z gz] o f 31/5 dyﬁa

dove le f' = ;o0 f: p(U) = R,y = o(p) = z;(f(p)) = z:(¥(f(p))) sono le
funzioni componenti di f (rispetto alle fissate coordinate locali). Pertanto,

ofop
aya ay,@ ‘

g = Zgaﬂdya X dyﬁv dove Gap = Z(gw o f)

a,f ,J

Se (M, g) & una sottovarieta riemanniana dello spazio euclideo (R", go), allora
Gij = 9oij = 0;; € quindi

Gop = Z O of Z (ggi) . (4.3)

Yo Oyps

In tal caso, la metrica g = f*g, e detta la metrica canonica di M.

Esempio 4.11. Sia M una superficie regolare di R? con parametrizzazione
locale z = z(u,v), y = y(u,v), z = (u,v). Siano ¢, e ¢, i vettori tangenti
alle linee coordinate v = cost. e u = cost. rispettivamente. Posto E =
gO(¢u7 ¢u)7 F= gO((bw ¢v) e G= gO((bva (bv)u la metrica riemanniana g = " go
¢ determinata, rispetto alla coordinate (x1,z2) = (u,v), da g11 = E, g12 =
g1 =F, g =G.

Osservazione 4.12. Sia (M, g) una sottovarieta di (M, g) con immersione
isometrica i : M — M. Se (U, (ya)) € ( , (z;)) sono carte locali speciali, cioe
Yo = Taju € U= {p cU:azp)=0,i=n+1,...,7}, allora JaplU = JaBlU
per ogni o, 5 =1, ...,n. Infatti, per ogni p € U :

o) =50 ((5) 1 (50),) = p(@*)p(%)p, i0(5,5),)
=9 <(aia) 7(%)19) = 9(%,%)@) = Jas(p).
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Osservazione 4.13. Un importante Teorema di John Nash [74] afferma che
ogni varieta riemanniana (M™, g) puo essere realizzata come sottovarieta rie-
manniana embedded dello spazio euclideo (R™, gg) per m abbastanza grande.
La dimostrazione di Nash e stata successivamente semplificata da M. Gunther
[43]. Quindi, si potrebbero studiare solo sottovarieta embedded di R™ con
la metrica indotta. Tuttavia , se si vogliono capire le proprieta intrinseche
di una varieta riemanniana l'introduzione di un embedding crea informa-
zioni estranee e in alcuni casi potrebbe essere difficile distinguere proprieta
intrinseche da quelle estrinseche.

La sfera canonica S™

Come caso particolare di sottovarieta riemanniana di R"™!, esaminiamo
la sfera canonica (S™, g), dove S™ ¢ la sfera unitaria di R"™, g =i*gy e i:
Sm s RHL, Con51der1amo la carta locale definita dalla proiezione stereogra-
fica dal polo sud: ¥ : V =8"\ {S} — R",

T T
¢:(1.17"'axn+1)'_>(yla"'7yn):< PRI )

1+ 2Tpp I+ xp4q

L’applicazione F = I;oio0~! & l'inclusione i : S* — R"™! espressa in
coordinate locali, quindi

2y 2y 1—|lyl?
F:(y,oooyn) = (T1,...,2p 1):( e ,
’ 1+ [ly[[? L+ [lyll2" 1+ [yl
Posto ) H ||2
i Yi . n+1 Yy
F'= — (z:l,...,n), Frt = —7
1+ [ly[[? 1+ [ly[[2
risulta
an o —4%%

= se 1#Fa e i1<n+1,
Oya (L [lyl?)?
oF* 21+ |lyl*) — 42
Yo (1 + [ly[*)?
OFn™t! — 4y,

Oyo (L4 [yl

Applicando la (4.3), si ottiene

. _Z<3i>_ !
AN (1 +[lyl*)*

B % OF' OF
aya 8y5

se 1=a<n+1,

=0 per a # f.
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Di conseguenza, la metrica canonica g = 1*¢gy ¢ data da

4
S — s VY SR AN

Esercizio 4.14. Sia S?(r) la sfera di centro lorigine e raggio 7, ottenuta
ruotando la curva v : z = rcos(%),y = rsin(t), z = 0,t € R , intorno all’asse
x. Si verifichi che la metrica canonica g di S?(r) ¢ data da

g =dt ®dt + r’sin*(1)dd @ dv.

Esercizio 4.15. Verificare che la proiezione stereografica trasforma circon-
ferenze della sfera S? in circonferenze o rette del piano equatoriale.

Esercizio 4.16. Si consideri la sfera S?*(r) di centro I'origine e raggio r, rap-
presentata con equazioni parametriche x = rsinucosv, y = rsinusinv, z =
reosu, 0 <u <7 0<wv <21 =z = u (colatitudine) e x5 = v (longi-
tudine) sono coordinate locali per S?. Determinare le funzioni componenti
g11, G12, g22 della metrica canonica di S? rispetto alle coordinate geografiche
(u,v).

Esercizio 4.17. Si consideri la sfera unitaria S® con equazioni parametriche:
x1 = cos(t)costly, xe = cos(t)sintdy, x3 = sin(t)costly, x4 = sin(t)sindsy.
Si verifichi che la metrica canonica g di S* ¢ data da

g = dt ® dt + cos?(t)d; ® dv; + sin?(t)dvy @ ddy.

Osservazione 4.18. (La metrica lorentziana canonica su S*"*1)

Sia S?"*! la sfera unitaria di R?"*? = C"*!. Indichiamo con J; la
struttura complessa canonica di C"*!, quindi per ogni z € C"*!,
Z = (Zla X3) Zn+1> = (xl + iy1, ooy Tpg1 iyn+1) =p= (xla Y15 -y Tty yn+1>7
abbiamo

Joz =iz, ossia Jop = (—y1, T1y ooy —Yns1, Tnil)-
Ora, per ogni p = (71,1, s Tny1, Ynt1) € Szpq1, Poniamo
é'p = Jop = (_yla L1, .oy =Ynt1, xn-ﬁ-l)'

¢ definisce un campo differenziabile di vettori unitari tangenti alla sfera S+,
detto campo vettoriale di Hopf standard (cfr. Sez. 9.5). Se gr € la metrica
riemanniana canonica su S***!, ponendo

9L = gr — 210 @ 19, dove 1y = go(&, ),
si ottiene la metrica lorentziana canonica su ST,
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4.3 Sommersioni riemanniane

Metrica riemanniana prodotto.

Siano (M, g1), (Ms, g2) due varieta riemanniane. Con M; x M, indichia-
mo la varieta differenziabile prodotto e con 7, my le proiezioni canoniche
su My e M, rispettivamente. Poniamo dim M; = ny; e dim My = ny. Per
ogni p = (p1,p2) € My x M,, lo spazio tangente T,(M; x M) puod essere
identificato con T}, M; @ T, M, mediante I'isomorfismo:

Xp — Xy + Xp, = (T1)ipXp + (72)1p X
Su M; x My si puo definire una metrica riemanniana ¢, detta metrica rie-
manniana prodotto, ponendo per ogni X,Y € X(M; x M,) e per ogni p =
(p1,p2) € My X My :

9g(X,Y)p) = 91, (71)epXp, (T1)wpYp) + 92, ((72)sp X, (72)up¥))
= glp1 (Xpn YZD1) + 92p2 (Xp27 Y;n)

La metrica prodotto g si indica con g; X go. In particolare T, M, e T,, M,
pensati come sottospazi di T,,(M; x M), sono ortogonali:

X 1* = 11X, 17 + 11X 1%

Se (z;) e (Ya) sono coordinate locali su M; e M, rispettivamente, allora
(x4, Ya) sono coordinate locali su My x M. Inoltre, se

n=2 o qydr@dr; e ga =301 ganpdye @ dyg,
allora
g = 22}11 glijd$i ® de + ZZ;:1 92a5dyo¢ & dyﬁ-

Piu in generale, se f € F(M;) € una funzione positiva, la varieta prodotto
M; x M, munita della metrica riemanniana g = ¢; + f g2 si dice warped
product. In particolare, se ¢g; ¢ la metrica canonica della sfera unitaria S"!
e dt? ¢ la metrica su un intervallo aperto I, la metrica ¢ = dt® + sin®¢ ¢,
rappresenta (localmente) la metrica canonica della sfera unitaria S™ ([97], p.
14).

Sommersioni riemanniane

Siano M, M varieta differenziabili ed 7 : M — M un’applicazione dif-
ferenziabile. Diremo che 7 ¢ una sommersione se il suo differenziale m,,
suriettivo per ogni p € M. In tal caso:

n = dim M = dim ker Teptrango(m,,) = dimker 7, +n > n = dim M.

Sia ora m : M — M una sommersione suriettiva, allora per il Teorema
2.55 (del rango) le fibre M, = 7 '{x} sono sottovarieta imbedded di M
per ogni € M, dim M, = 7 —n. Ponendo V, =kerm,, per ogni p € M,
otteniamo una distribuzione integrabile V (cfr. Sezione 6.8) che corrisponde
alla foliazione di M determinata da 7 in quanto T,M, = kerm,, per ogni

p € M,. I vettori tangenti alle fibre sono detti vettori verticali e V ¢ detta
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distribuzione verticale. Siano ora g ed g metriche riemanniane su M e M
rispettivamente. La metrica riemanniana g su M determina una distribuzione
H complementare di V, detta distribuzione orizzontale. Per ogni p € M, H,
¢ il sottospazio di T,M ortogonale a kerm,, C T,M, e quindi abbiamo la
decomposizione ortogonale T,M = kerm,, ® H,, dove dimH, = n e m,, :
H, = TrpM € un isomorfismo. I vettori del sottospazio H, sono detti
vettori orizzontali. La sommersione 7 : (M, g) — (M, g) si dice sommersione
riemanniana se I'isomorfismo ., : H, — Tr) M ¢ isometrico, ossia

9p(Xp, Yp) = Gr() (mep Xp, T Y3) VX, Y, € H,,
Si noti che per sommersioni suriettive, per ogni X € X(M) esiste un unico
X € X(M) (detto sollevamento orizzontale di X) m-riferito a X, i.e., X, € H,,

e TpXp = Xn(p) Per ogni p € M. Inoltre, n*p[)”(, Y] =[X,Y].
L’usuale proiezione

7 (R go) — (R, g0), (T1, Doy ooy Ty ooy Togn) = (21, Toy ooy Ty,

€ una sommersione riemanniana. Piu in generale, se M; x M, ¢ una varieta
riemanniana prodotto, le proiezioni m;, i = 1,2, sono esempi di sommersioni
riemanniane. Rispetto a 7, i vettori di 7, M, sono verticali mentre quelli
di T}, M; sono orizzontali. Se (M, g1), Ms, g2) sono due varieta riemanniane
e My x M, e la varieta prodotto munita della metrica riemanniana "warped
product” g = g1+ hgs, allora la proiezione my : (M x My, g1+hgs) — (M1, 1)
¢ un altro esempio di sommersione riemanniana. Rivestimenti riemanniani
definiscono sommersioni riemanniane con fibre discrete. Un importante esem-
pio di sommersione riemanniana & la fibrazione di Hopfw : S® — 82(%) che
verra discussa nella Sezione 9.3. Se sul fibrato tangente T'M di una varieta
riemanniana si considera la metrica riemanniana di Sasaki G (cfr. Appen-
dice C), allora la proiezione 7 : (T'M,Gs) — (M, g) ¢ un altro interessante
esempio di sommersione riemanniana.

Esercizio 4.19. Determinare la metrica indotta su S' dalla metrica euclidea
di R? e la metrica riemanniana prodotto sul toro n-dimensionale T" = S' x
... X SY(n-volte).

Esercizio 4.20. Sia T? la superficie torica generata dalla rotazione, intorno
all’asse z, della circonferenza ~ di centro C(0,a,0) e raggio b, a > b > 0.
Determinare la metrica g indotta sulla superficie torica T? dalla metrica
euclidea di R3. ¢ ¢ una metrica riemanniana prodotto?

Esercizio 4.21. Sia M la superficie ottenuta ruotando la curva v : x =
0,y = r(u) > 0,z = z(u),u ascissa curvilinea, intorno all’asse z, quindi M
ha equazioni parametriche

x=r(u)cost, y =r(u)sind, z = z(u).
Si verifichi che la metrica g indotta su M = v x S', dalla metrica euclidea di
R3, & data da
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g = du® du+ r*(u)dd @ dv.

In tal caso, g € una metrica riemanniana prodotto?

Esercizio 4.22. Si verifichi che 'applicazione seguente :
m:S3(1) = S3(2), (cos(t)e', sin(t)e™2) — (Lcos(2t), $sin(2t)e'?17V2)),

€ una sommersione riemanniana.

4.4 Lo spazio iperbolico e suoi modelli

Consideriamo su R"*! la metrica di Minkowski, ossia, la forma bilineare
simmetrica ¢ : R"™ x R"™! — R definita da

q(z,y) = 2191+ + TpYn — Tng1Yni1-

q definisce una metrica semi-riemanniana di segnatura (n, 1). Infatti, se {e;}
¢ la base canonica di R™™! g(e;,¢;) = 1peri=1,...,neq(eni1,nr1) = —1;
i+ = n (indice di positivita), i_ = 1 (indice di negativita) e i =i, —i_ =n—1
(indice della metrica). Lo spazio di Minkowski (R"*1 ¢) & il pitt semplice
esempio di varieta lorentziana ed & indicato brevemente con R}™!. Poniamo

H"={z e R"": q(x,z) = -1, =z, > 0}.

H™ & una ipersuperficie regolare di R™™!, precisamente ¢ la falda superiore
dell’iperboloide di equazione:

2 2 .2 _
Tyt =y = 1
e si puo ricoprire con 'unica carta (H", ¢):
w: H" = R™ (r1,...,2n,Tp1) — (1, ..., 25).

H™ & una sottovarieta regolare di R"™! con immersione 7 : H™ — R*H1,

Proposizione 4.23. [l tensore g = i*q definisce una metrica riemanniana
su H™.

Dimostrazione. 1l tensore g ¢ chiaramente covariante di ordine 2 e simmetri-
co. Quindi, basta verificare che & definito positivo. Sia X € T,H" e sia (t)
una curva differenziabile di H™ con v(0) = a e ¥(0) = X. Poiché ~(t) € H"
per ogni ¢, si ha g(y(t),5(t)) = 0, ossia ¢(a,X) = 0 e quindi T,H" C a'.
D’altronde dim T, H" = n = dim a—, pertanto
T,H" = at = {v e R"™ : ¢(v,a) = 0}.

Poiché ¢(a,a) = —1, esiste una base by, b, . ..,b, di R"™ con by = a, che
soddisfa g(b;,b;) =1 per ogni i =1,...,n, e q(b;,b;) = 0 per ogni i # j. Cio
segue dal fatto che I'indice di una forma quadratica non dipende dalla base
scelta (Teorema di Sylvester). Quindi, {b,...,b,} ¢ una base g-ortonormale
di T, H". Di conseguenza, g, ¢ definito positivo in quanto g, = q7, gn. O]
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Dalla Proposizione 4.23 segue che (H",g) ¢ una varieta riemanniana, che
viene detta spazio iperbolico e la metrica g ¢ detta metrica riemanniana
iperbolica. Per tale metrica possiamo costruire i modelli di Poincaré nel disco
A" ={y € R": |ly||* < 1} e nel semispazio R} = {y € R" : y,, > 0}.

Il modello di Poincaré nel disco unitario A"
Sia zg = (0,...,0,—1) € R™"!. L’applicazione
f:H" - A" x— f(z) = retta(zzy) NR™,

dove R™ ¢ l'iperpiano z,,; = 0 di R*™!, & detta proiezione stereografica
iperbolica (cfr. Figura 4.1). Con facili calcoli si trova:

f(.’L'l,. .. 7xn+1) = ( T .. n ) .

1—i_xn—|—17 .71+In+1

Chiaramente f(x) € A™ in quanto: ||f(z)]|*> = ini—;i < 1Vx € H™. Inoltre,

usando la metrica di Minkoswski ¢, V& = (z1,...2,41) € H™
q(x —zo,x —x0) =2t + -+ 22 — (T + 1) = —2(1 + 2,11)
e quindi 'applicazione f si puo esprimere anche con la seguente espressione:

2(x — xp)

f(x) =29 — Vo e H".

q(z — xo,x — )

Figura 4.1: La proiezione stereografica iperbolica.

L’applicazione f e invertibile e la sua inversa e 'applicazione
LA™ — H' oy f7H(y) = retta(yzo) N H™,

_ 2y 29n 1+ [yl
nyl(y):<—77 ) .
1—|[y[]? L—lyll* 1= [[y[]?

quindi
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Pertanto f e un diffeomorfismo e

g=(")g="(iof")q
¢ la metrica iperbolica nel disco unitario A", dove g € la metrica iperbolica
nell'iperboloide H™ e i : H™ < R™"!. Poniamo

F=ioft=(F . F): A" - R dove

2y; 1+ lyll?
1=yl 1=yl
Ricordiamo che ¢ = dx; ® dxy + - - - + dz,, ® dz,, — dz1 ® d2yy1. Operan-

do come nel caso della metrica indotta su una sottovarieta di una varieta
riemanniana, si ha:

gi= (9= (i =Fq= 13,5 Japdya ® dys,

Fj(yl...yn): Vi=1,...,n, F"H(yl,...,yn):

dove ' '
} "\ OF" OF'  QF™! gFnt!
=2 5 T on o
iy Y Ys Yo Ys
Poiché
OF! 4yl , ,
= ————— per iFa e i<n+l,
O (1= ly[]?)?
oF” 2(1 — [ly|I*) + 4y . oFmH! 4y
Y 2)2 per 1= a, - 22’
Oy (1= 1lyll*) Oya (L= lylI?)
si ha
_ 2”: <8F")2 N (aFa>2 (8F”+1)2 4
Joaa = - e TR
2 o) "o 5y 0= lP?
e per a # 3
_ OF" OF' OF* OF“ OF° QF° QF™! QFnt!
DDl Tl VAL vkl W Al PR T P
iz Yo OYp Yo OYp Ya  OYp Yo Ys

Pertanto, abbiamo la seguente proposizione.

Proposizione 4.24. La metrica iperbolica nel disco unitario A" ¢é data da :

Nel disco AT di raggio r, la metrica iperbolica e data da:
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La (4.4) e la rappresentazione della metrica iperbolica nel disco A", di conse-
guenza, la proiezione stereografica iperbolica f : (H™, g) — (A", g) € un’iso-
metria. Sinoti 'analogia dell’espressione di g con 1’espressione della metrica
canonica di S" rispetto alle coordinate definite dalla proiezione stereografica.

Il modello di Poincaré nel semispazio R’

Al fine di presentare il modello di Poincaré nel semispazio R} = {y €
R™ : y,, > 0} introduciamo la nozione di inversione.

Inversione rispetto a una circonferenza

Sia S! la circonferenza del piano di centro O e raggio r. L’inversione rispetto
a tale circonferenza ¢ lapplicazione J : R*\ {O} — R?\ {0}, P+ P
dove P’ ¢ il punto della semiretta OP tale che OP-OP’ = r2. Se P ¢ interno
(risp. esterno) a S', allora P’ ¢ esterno (risp. interno). Se P € S', allora
P’ = P. Quindi J scambia l'interno con 'esterno e mantiene fissi i punti di
SY (O, 7). Geometricamente I'inversione si puo costruire come segue. Se P
interno al cerchio, mandiamo da P la perpendicolare alla retta OP e siano
H e K le intersezioni di tale perpendicolare con la circonferenza.

Le tangenti alla circonferenza in H e K si incontrano nel punto corrisponden-
te P’ (applicando il primo Teorema di Euclide si ha OP-OP' = OH = r?).
Se invece il punto P e esterno, basta condurre da esso le tangenti alla cir-
conferenza e congiungere i loro punti di contatto; tale congiungente incontra
OP nel punto corrispondente P’. Usando coordinate cartesiane, se O(ug, vg),
P(u,v) e P'(u',v"), si vede facilmente che I'inversione & rappresentata dalle
equazioni:

(u—up)? + (v — v,)? (u—uy), v =wp+ (= w2+ (0= 0)? (v—0,).

u = ug+

Inversione rispetto a una sfera
L inversione rispetto alla sfera S" (g, 7) : ||z — 20/|> = r? (di centro x¢ e
raggio r) di R™ ¢ la trasformazione

J :R"\{zo} — R"\ {0},

7,2

J: J = /: - _ .
r—J(z) ==z :1:0+||x_x0||2(:1: o)
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J(x) ¢ il punto 2’ della semiretta zox tale che ||zox’| - |Zod|| = r2. J lascia
fissi i punti di S"!(zg,7) ed ¢ involutoria: J? = Id (e quindi J~' = J).
Infatti:

7"2

JA(z) = J(Jx) = —(J1 —
($) ( ZL‘) To + H']x _ 1'0"2( x xO)
= 2o+ 712 r? (z = 20) =
|2 2=20) H2 |z — xol|?
llz—=ol?

J scambia l'interno di S"~!(zg,r) con lesterno di S"~!(zg,r):

||J(x)—$0]|:;7“<r<:>;<l<:>r< |z — x0]].
[l = o [l = o

Siano ora zg = (0,...,0,—1) e r =+/2. Allora,

2
Jil‘:(l'l...l‘n)P—)I'/:(O,...,O,—l)‘f‘m(wlw--axn—laxn"_l)
e poiché ||z — zo]|? = ||z||* + 22, + 1, si ha
J:ix= (1 T,) — o = ( 221 2 1 2l )
T [z = zoll*™ "l — wol*” [l — wol|?

Quindi
Ve e A" J(x) € RY,

dove A" ={zeR":|[z| <1} e R} ={z € R": 2, > 0}. Inoltre,

At + -+l )+ 14 |zt =2z

J(x 2 =
7@ i
_ Al — )+ 1l = 2l (1 el — 42,
(Ll 4 20)° (L + ]2 + 22,)?
L+ [l - 22,
- <1 se x, >0.
1+ [[zf]* + 225
Quindi,

Ve e R : J(x) € A"

Di conseguenza, f = ‘]IRi (R} — A",

; 2y 21 1=yl
f:(yla"'vyn)H( P ) ;
|y — @ol[? ly = zol*” [ly — 2o?

¢ un diffeomorfismo con f~' = Jjan : A" — R7 che ha la stessa espressione

analitica di f.
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Proposizione 4.25. Se § ¢ la metrica di Poincaré nel disco A™ (risp. A7),
allora la corrispondente metrica di Poincaré g = f*g nel semispazio R ¢

espressa da
B n B 2 N
§=—5> dy®dy risp. §= ) dyi® dy,
no;_q n =1

Di conseguenza, linversione Jjan : (A", g) — (RY, §) € un’isometria.

Dimostrazione.
g=Fa=r"g="of)yg=(f"of)iq=(iof " of)q=Fq
dove F =io f~'o f. Inoltre, si ha
F:R? — A" — H" — R
f / / th 1 - ”y||2 )
sy UYn) /> Sy = s
o D e t) = (T TR,
1 2 / 1_|_ /112 i 2 / 1+ /112
s ( v IIy/||2> R ( /S ||y/||2 |
L—1[ly[?" 1= Iyl L—1ly[?" 1= Iy
dove h variadalan—1e k da 1l an. Siccome
1 n—1
1y |I” = 4 i+ 14+ yllt =2l
AR

Ayl = 4yn + 14 yll* =20yl
(L4 (lyll* + 2yn)?
1 2 _9y.)(1 2 42y,
_ A+l -2y )2( +||y||2 +20) G ha
(L+Nlyll* + 2yn)

4y, 2(1 + |jy[|?)
] . e 14y = U

(L+ [[yll* + 2y,) (L4 lyll* + 2y,)
Allora,

: 2y; Yi .
Fly) = ———=> Vi=1,...,n—1,
L=ylI> yn
Sl 4 7]

2y;z _ 1— ||y||2 Fn+1<y)
’ 1—ly|]? 2Yn

Fr(y) =
W = T = o
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Di conseguenza,

4. Varieta riemanniane

OF!
=0 Vi=1,....n—1, Va#i, «a#n,
Ya
oF“ 1
=— VYa=i=1,...,n—1, e quindi
o Yn
oFt 4!
== Via=1,...,n—1.
o  Yn
Inoltre, abbiamo
OF! ; oF™ o
— B ovi—t, -1, =% ya—1 -,
OYn Yn Yo Yn
oF™ 2% 4+ 1 — 2 Frtl o
B e G PP
ayn 2yr21 aya Yn
oF™t 2yn —1—ly|?
o 2y '
La metrica § ¢ espressa da
Gg=F*q = ZF"‘(dJ:z ® dz;) — F*(dz,1 @ dzgyq)
=1
= ) ([AF®dF) — (AFm © dF)
i=1
= ) - ) Ya Y
G\ e Oys Oya Oys ’
= éaﬁdya ®dy,37
a,B=1
dove i coefficienti §a5 sono dati da:
n—1 i\ 2 2 2
x OF" oF™ gFn"tl
Joa = Z + -
~ \Oa Yo Yo
1 2 2 1
=@t A w sesnh
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n—1 2 2
F :Zy_3+ L+2y; — Iyl (1—2y; + [yl
=y 2y2 2y2

_ lylP =y 1y IP)” + 224, — llyl®)

Yn 4y,
—1 = (lyll* = 292)* = 2(llyllI* — 2v2)
+ 4
4y
_ Ayl —dyn — 4yl + 8y 1
Ay, vi

ZaFl OF! 8F” oF"  QF"t gFmt!
0Ya ayﬁ 0Yo Oyp 0Ya dys

gaﬁ
e quindi:

n—1 ¢
; 225_@<_g)+(_y_a) (_2y3+1—|!y\|2)
o=y \ v Yn 2y2

y_.<yn 2y2 ||y||>:07 peI“Oé:L--'an_L

n—1 : 1
- 0 05 | Yals  Yalp
Jap = . =4 =0, pera,f=1,...,n—1.
’ Z YUn Yn Y2 Un?

Pertanto, § = (1/y2) Y1 dy?. O

Osservazione 4.26. Nel caso n = 2, possiamo definire con notazioni com-
plesse A?={zeC:|z] <1}, RIi={zeC:Imz>0}, z=(0-1)=
—i. Per cui l'inversione J(z) = zy + m(z — %), con 7 = /2, & data da:

r? 2(x + iy +1)
J(z 2o + zZ—2Z)=—1+—=
B) =20t et =) RS
2 _ 2 2_1 = - B
2z —i(at 4y ) —f+z:—z’0(z),
2+ (y+1)? zZ—1i

Osservazione 4.27. (I1 modello di Klein)

Lo spazio proiettivo reale P™ si puo pensare definito dalla sfera unitaria S",
centrata nell’origine, identificando i punti antipodali. G = {£1;} & un grup-
po di diffeomorfismi di S”. Nello spazio di Minkowski R?™, 1a sfera di raggio
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i = /=1 ¢ liperboloide a due falde H" = {z € R""! : ¢(z,x) = —1}.
G = {%1,} ¢ anche un gruppo di diffeomorfismi di H". Identificando pun-
ti antipodali di H™ si ottiene un sottoinsieme di P". Poiché punti anti-
podali stanno in componenti connesse disgiunte di H™, questo sottoinsie-
me di P" puo essere modellato da una delle due componenti, ad esem-
pio da H" = {x € R"™ : ¢(x,2) = —1,z,41 > 0}. Con riferimen-
to alla struttura differenziabile definita su P", consideriamo la carta locale
(Un—H - {p - [JI] epP: Tp+1 7A 0} ) Spn+1)a dove

Pn+1 - Un+1 — Rna

P10 = (@1, s Tpg1)] > (Y1, 0, Yn) = ( - - ) :

-Tn+1’ Y Tn4+1

H" C Upy1 € pnp1(H™) = A™ (disco aperto unitario di R™). La presentazione
dello spazio iperbolico H™ su A™ mediante la v, 1 € detto modello iperbolico
proiettivo o modello di Klein. La proiezione stereografica ¢ su S™ dal polo
sud S(0,...,0, —1) applica la semisfera superiore S nel disco unitario A" .
Mediante la proiezione 1 si ottiene il modello iperbolico di Poincaré nella
semisfera S} .

4.5 Metriche associate a una struttura sim-
plettica

La nozione di gruppo simplettico introdotta nel Capitolo sui gruppi di Lie
¢ legata alla nozione di varieta simplettica che adesso esponiamo brevemente
in relazione alle metriche riemanniane associate. Per maggiori dettagli, svi-
luppi e approfondimenti sulle metriche riemanniane associate a una struttura
simplettica si consiglia la monografia di D.E. Blair [11].

Definizione 4.28. Una varieta simplettica ¢ una varieta differenziabile M,
dim M = 2n, con una assegnata 2-forma & chiusa (d® = 0) non degenere

(d™ #£0).
Localmente la 2-forma ® si puo esprimere nella forma normale
S=0"Ant+... +0" AR,

dove {6',n',....,0™, "} & una base locale di 1-forme. Un cambiamento di
base che lascia invariata la forma normale ® = >"" 6" A n' ¢ dato da una
matrice simplettica. In particolare il gruppo strutturale del fibrato tangente
di una varieta simplettica ¢ riducibile a Sp(2n,R). 1l classico esempio di
varieta simplettica & R*" con la 2-forma ® = """ | dz; Ady;, un altro esempio
(usato in meccanica classica) ¢ il fibrato cotangente T*M di una varieta
differenziabile.

Sia (M, ®) una varieta simplettica 2n-dimensionale. Sia h una arbitraria
metrica riemanniana su M e sia {E), Es, ..., Es,} una base h-ortonormale
locale di campi vettoriali. Sia ®;; = ®(E;, E;). A = (®;;) ¢ una matrice
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antisimmetrica non degenere di ordine 2n. Per il teorema di decomposizione
polare, esiste una matrice ortogonale F' di ordine 2n ed esiste una matrice
simmetrica definita positiva GG di ordine 2n che soddisfano:

A=FG (decomposizione polare destra).
Definiamo i tensori g e J ponendo:

La definizione di g ¢ indipendente dalla scelta della base { E;}. Se {4, ..., Vo, }
¢ un’altra base h-ortonormale locale di campi vettoriali, indicata con P la
matrice ortogonale del cambiamento di base, si ha

B = VZ,‘/; ZP]ﬂEk,ZPmE ZpkiAkTPTj
k,r

= (PTAP);.

Quindi, se B = F'G’ ¢ la decomposizione polare destra di B, F'G' = B =
PTAP = PTFGP = PTFPPTGP e per I'unicita della decomposizione po-
lare si ha I = PTFP e ' = P'GP. In particolare g e J sono globalmente
definiti su M. Inoltre, essendo ® antisimmetrica, risulta F? = —I. Infatti,
® = FG e &7 = —® implicano GT FT = —F G dove GT = G, per cui
GFTF = -FGF,equindi G = ~-FGF = ~-FFF'GF dove FITGF ¢
simmetrica ed e definita positiva; siccome G' = I GG, per 'unicita della decom-
posizione polare destra si ha F? = —J ed F ¢ anche antisimmetrica (essendo
F ortogonale, F = —F~t = —FT). Infine, per come definiti i tensori g e J,

si ha g(X,JY) = ®(X,Y) e quindi
g(JX,JY)=®(JX,Y)=—-d(Y,JX) = —g(V, J2X) = g(X,Y).
Pertanto, abbiamo il seguente

Teorema 4.29. Sia (M, ®) una varieta simplettica di dimensione 2n. Allora
esistono una metrica riemanniana g e una struttura quasi complessa J (un
tensore di tipo (1,1) con J* = —1I) tali che
G(X,JY) = B(X,Y) e g(JX,JV)=g(X,Y).
Una varieta differenziabile 2n-dimensionale munita di una struttura quasi
complessa J e detta varieta quasi complessa. Una varieta complessa ammette

una struttura quasi complessa naturale J. Se z; = x; +1iy;, 1 = V—1,j =
1,...,n = dim¢ M, sono coordinate complesse, J ¢ definita da

J(0/0x;) =0/0y; e J(0/0y;) =—0/0x;.
In tal caso J e detta struttura complessa. Se .J € una struttura quasi com-
plessa, il tensore di torsione di J ¢ il tensore N di tipo (1,2) definito da
N(X,Y)=[JX,JY] - [X, Y] - JJX,Y] - JX,JY]
per ogni X,Y € X(M). Si dimostra (cfr. [56] vol.II, p.124) che: il tensore di
torsione N di J ¢ nullo se, e solo se, J € una struttura complessa.
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Ogni struttura quasi complessa J su una varieta 2-dimensionale ha tensore
di torsione N = 0. Infatti,

N(X,JX) =[JX,J2X] — [X,JX] - J[JX,JX] - J[X,J?X] = 0.

D’altronde, N(X,X) = 0 e, nell'intorno di un punto dove X ¢ # 0, ogni
campo vettoriale Y ¢ combinazione lineare di X e JX. Pertanto, N = 0.

Una metrica riemanniana g su una varieta quasi complessa (M, J) & detta
metrica hermitiana se

g(JX,JY) = g(X,Y) VX,Y € X(M),

in tal caso la coppia (J, g) ¢ detta struttura quasi hermitiana. Si noti che ogni
varieta quasi complessa (paracompatta) M ammette una metrica hermitiana.
Infatti, siccome M e paracompatta, esiste una metrica riemanniana g e quindi
ponendo

g(X,Y) =g(X,Y) +g(JX,JY)
si ottiene una metrica hermitiana su M. La 2-forma
(X,Y)=g(X,JY),

e detta 2-forma fondamentale della struttura quasi hermitiana. Se (J,g) ¢
una struttura quasi hermitiana, le seguenti proprieta sono equivalenti:

(a) VJ =0, (b) V=0, (c)dP=0 e N=0,

dove V ¢ la connessione di Levi-Civita associata alla metrica g. Una struttura
quasi hermitiana (J,g) ¢ detta: di Kdhler (o kihleriana) se il tensore J
(equivalentemente ®) & parallelo rispetto alla connessione di Levi-Civita di
g; almost Kahler se d® = 0. Quindi, le metriche riemanniane definite dal
Teorema 4.29 si possono pensare come metriche di strutture almost Kahler
la cui 2-forma fondamentale e la data forma simplettica. Inoltre, le varieta
kahleriane sono particolari varieta simplettiche.

Ogni metrica riemanniana g su una varieta 2-dimensionale orientata M
definisce una struttura quasi complessa (una rotazione) J in modo naturale.
Infatti, se F;, E5 € una base ortonormale locale positiva, basta definire

JEl = EQ e JE2 = _El- (45)

Inoltre, g ¢ hermitiana rispetto a tale J. In particolare, se M ¢ una superficie
di R? orientata da £ (campo unitario normale alla superficie), la struttura
quasi complessa naturale .J e definita da

JX =¢NX.

Esercizio 4.30. Si verifichi che la struttura quasi complessa J definita dalla
(4.5) non dipende dalla particolare base ortonormale positiva considerata.

Per uno studio sullo varieta quasi-complesse, complesse, hermitiane e
kahleriane si consigliano i testi [10] e [56] vol.IL.
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4.6 Metriche associate a una struttura di (qua-
si) contatto

L’analogo in dimensione dispari delle varieta quasi complesse sono le
varieta di quasi contatto. In questa sezione diamo una rapida presenta-
zione delle varieta riemanniane di (quasi) contatto. Per maggiori dettagli,
approfondimenti e motivazioni si consigliano le monografie [11] e [16].

Strutture riemanniane di (quasi) contatto

Una varieta differenziabile (2n + 1)-dimensionale M si dice varieta di
contatto se ammette una l-forma di contatto 7, ossia la (2n + 1)-forma
n A (dn)™ ¢ diversa da zero in ogni punto. In particolare, una varieta di
contatto ¢ orientabile (cfr. Appendice A). Il classico Teorema di Darboux
afferma che per ogni punto di una varieta di contatto esiste un intorno con
coordinate locali (x;,y;, 2), i = 1, ..., n, rispetto alle quali

n=dz—>Y ", yda;.
Dalla condizione di contatto n A (dn)™ # 0 segue che la distribuzione di con-
tatto 2n-dimensionale D=kern non ¢ integrabile. Data n forma di contatto,
esiste ed ¢ unico un campo vettoriale £, detto campo vettoriale di Reeb,
o campo vettoriale caratteristico, determinato dalle condizioni

(&) =1edn(E,-)=0.
Inoltre, vale il seguente

Teorema 4.31. ([11]) Sia (M,n) una varieta di contatto con campo vetto-
riale di Reeb &. Allora, esiste una metrica riemanniana g, detta metrica
associata, e un tensore ¢ di tipo (1,1) tali che

n=g&:-), dy=g(.p), ¢=-Id+nQE.

In tal caso (n,&, ¢, g), o (1, g), si dice struttura riemanniana di contatto
(oppure struttura metrica di contatto). Una metrica associata soddisfa

9(@X,0Y) = (dn)(pX,Y) = —(dn)(Y, X)) = —g(Y, 9*X),
e quindi

9(pX,pY) = g(X,Y) = n(X)n(Y). (4.6)

In particolare, g;p ¢ hermitiana. Sinoti che per una struttura riemanniana di
contatto le curve integrali del campo vettoriale di Reeb sono curve geodetiche.
Inoltre, lo spazio A(n) di tutte le metriche associate a una fissata forma di
contatto e infinito-dimensionale, e si possono studiare problemi variazionali
per funzionali della curvatura definiti su A(n) ([11], Capitolo 10).

Osserviamo che data una varieta riemanniana di contatto (M,n, &, p, g)
e un diffeomorfismo f : M — M con f*n = n, allora f*g € una metrica
associata a 7. Piu precisamente vale la seguente
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Proposizione 4.32. Sia (M,n,&, ¢, g) una varieta riemanniana di contatto
ed f: M — M un diffeomorfismo con f*n=mn. Allora:

(n, &, ¢ = flowo fo, f*g) & una struttura riemanniana di contatto su M.

Dimostrazione. Intanto f.£ = £ in quanto

n(f:8) = (fn)(€) =n(§) =1
(dn)(f.€, £.X) = (f<dn)(€, X) = (dfn) (&, X) = (dn)(€, X) = 0.

Inoltre,
= ([fdn)(X.Y) = (df'n)(X,Y) = (dn)(X,Y) e

e

@*=flopofiofitopofi=ftop’ o,
=N =fet (o f)®&) =—1+(fn)® f'¢
=—-I+n®E¢.

Pertanto, (n,&, @, f*g) € una struttura riemanniana di contatto. O]

Piu in generale, si puo definire una struttura di quasi contatto come
una terna di tensori (7,&,¢) su M dove n & una 1-forma, £ un campo di
vettori e ¢ ¢ un tensore di tipo (1, 1), che soddisfano

) =1 e ¢?*=-Id+n®¢
Notiamo che se (n,&,¢) € una struttura di quasi contatto, allora anche
(n,&,—¢), (=, =&, ), (—n, —&, —p) sono strutture di quasi contatto.

Si puo dimostrare la seguente

Proposizione 4.33. ([11]) Se (n,&, ) € una struttura di quasi contatto su
M, allora & =0, now =20 e l’endomorfismo ¢ ha rango 2n.

Una metrica riemanniana g su M si dice metrica compatibile con una
fissata struttura di quasi contatto (n,&, ¢) se € soddisfatta la (4.6). In que-
sto caso, (n,&, ¢, g) € detta struttura riemanniana di quasi contatto (oppure
struttura metrica di quasi contatto). Posto Y = & la (4.6) implica che la
1-forma n = g(¢, ), quindi il fibrato tangente di una varieta riemanniana di
quasi contatto si puo decomporre come somma ortogonale della distribuzione
2n-dimensionale D=kern e della distribuzione 1-dimensionale definita da &.
Dalla (4.6), tenendo anche conto che 1o ¢ = 0, si ottiene

9(eX.Y) = g(¢*X, Y ) + n(eX)n(Y) = —g(X, ¢Y).
La 2-forma & definita da
O(X,Y) = g(X,¢Y)
e la 2-forma fondamentale della struttura riemanniana di quasi contatto
(n,€,¢,9). In particolare, n A ®" & una forma di volume su M, e quindi
M ¢ orientabile. If & = dn, allora n ¢ chiaramente una forma di contatto e
in tal caso (1,€, ¢, g) € una struttura riemanniana di contatto.
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Esercizio 4.34. (Esistenza di metriche compatibili)

Sia (n,€, ) una struttura di quasi contatto su M e sia § una arbitraria
metrica riemanniana su M. Si verifichi che il tensore

1,. ~
9 =53 %) + (¢ ) +n@n

definisce una metrica riemanniana su M compatibile con la struttura di quasi
contatto (1, €, ¢). Quindi, data una struttura di quasi contatto (1, £, @), esiste
sempre una metrica riemanniana g su M compatibile con tale struttura

Esercizio 4.35. Sia (1,&,¢) una struttura di quasi contatto su M. Si
verifichi che
Len=0 < dn,-) =0,

dove L¢ ¢ la derivata di Lie. Se g € una metrica compatibile con (n,&, ¢),
usando proprieta della connessione di Levi-Civita V (cfr. Capitolo 6), si puo
vedere che le precedenti condizioni sono equivalenti alla condizione V¢ = 0
(le curve integrali di £ sono curve geodetiche).

Per una struttura riemanniana di contatto (n,&, ¢, g), il tensore h definito

da

h=(1/2)Lep,
e simmetrico e soddisfa hé =0, ph = —hp. Esso gioca un ruolo fondamen-
tale nello studio della geometria di una varieta riemanniana di contatto. In

particolare, si puo vedere che il tensore h e la torsione scalare ||7||, 7 = L¢g,
introdotta in [26], soddisfano:

7=29(,hp:) e |7||* = 4trh%

e quindi 2~ = 0 se e solo se 7 = 0, ovvero il campo vettoriale di Reeb ¢ ¢ di
Killing (cfr. Capitolo 9).

Strutture riemanniane di contatto speciali

Una struttura di quasi contatto (n,&, ) si dice normale se la struttura
quasi complessa J on M x R, definita da J (X,f%) = (ng — ff,n(X)%) ,
¢ integrabile. Equivalentemente, una struttura di quasi contatto ¢ normale
se, e solo se, vale la condizione [p, p] + 2dn ® £ = 0, dove [p, ¢] € il tensore
di tipo (1,2) definito da

[, o](X,Y) = @?[X, Y]+ [0X, oY ] — [pX, Y] — ¢[X, pY].

Una struttura riemanniana di contatto si dice struttura sasakiana se la
struttura di quasi contatto associata e normale. Caratterizzazioni delle va-
rieta sasakiane, usando la connessione di Levi-Civita V (che studieremo nel
Capitolo 6) e il tensore di curvatura di tipo (1,3) R (che studieremo nel
Capitolo 8), sono date dalla seguente proposizione.

Proposizione 4.36. ([11], p. 86,114)

e Una struttura riemanniana di quasi contatto (n,€, ¢, g) € sasakiana se, e
solo se,
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(Vxp)Y =g(X,Y)§ —n(Y)X.

e Una struttura riemanniana di contatto (n,&,¢,q) é sasakiana se, e solo
se,

R(X,Y)E =n(X)Y —n(Y)X.

e Una varieta riemanniana di contatto (M, n,&, ¢, g) si dice:
e varieta di K-contatto se il campo vettoriale di Reeb ¢ e di Killing;
e varieta di H-contatto se il campo vettoriale di Reeb £ € un campo
vettoriale armonico ([33], Cap. IV), in modo equivalente M ¢ di H-contatto
se ¢ e un autovettore dell’operatore di Ricci.
Una varieta sasakiana e di K-contatto, il viceversa vale solo in dimensione
tre. Una varieta di K-contatto ¢ di H-contatto, in generale non vale il vice-
versa. Maggiori informazioni su queste speciali classi di varieta riemanniane
di contatto si possono trovare in [11].

Il cono metrico

Le varieta sasakiane sono l’analogo in dimensione dispari delle varieta
kahleriane. In effetti, una diversa presentazione delle strutture metriche di
(quasi) contatto ¢ la seguente. Ricordiamo che il cono metrico (detto anche
cono riemanniano) su una varieta riemanniana (M, g) ¢ la varieta rieman-
niana C(M) = (R, x M,G = dt* + t%g), i.e., la varieta warped product
R, x4 M. Il campo vettoriale ¢ su C'(M) definito da

0
C—tg

¢ detto campo vettoriale di Liouville (o di Eulero). Geometria di C(M) che
corrisponde a una struttura riemanniana di quasi contatto e considerata, ad
esempio, in [16] Section 6.5. Se (M,n,&, ) € una varieta di quasi contatto,
possiamo definire un tensore J di tipo (1,1) su C'(M) ponendo

JX =X per X ekern, JE=(, J(=-E

J € una struttura quasi complessa. Inoltre, se g ¢ una metrica riemanniana
su M compatibile con la struttura di quasi contatto (1, £, ¢), allora la metrica
riemanniana G = dt? + t2¢ definita sul cono ¢ hermitiana rispetto a J. In
questa corrispondenza ([16], p.202-206):

e (1,£,p,9) € una struttura riemanniana di quasi contatto su M se, e
solo se, (J,G) & una struttura quasi hermitiana su C'(M);

e 1 & una forma di contatto su M se, e solo se, la 2-form Q = d(t?n) &
una forma simplettica su C'(M);

e (1,&,¢,9) & una struttura riemanniana di contatto su M se, e solo se,
(J,G,Q) e una struttura almost Kahler su C'(M);

e (1,&,,¢g) € una struttura sasakiana su M se, e solo se, (J,G,2) ¢ una
struttura di Kahler su C(M).
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Deformazioni di metriche compatibili/associate
Se g € una metrica compatibile con (7, &, ¢), mediante una deformazione
D-conforme:
g=¢e"g+(1—e?)np®mn, dove o e una funzione positiva differenziabile,

otteniamo una nuova metrica compatibile con la stessa struttura di quasi
contatto (n,, ). Infatti,

J(pX,0Y) = e"g(eX, oY) = 7 (g(X,Y) = n(X)n(Y))
=g(X,Y) —n(X)n(Y).

Se g € una metrica riemanniana associata a una forma di contatto: dn =
g(+, ¢+), la nuova metrica riemanniana ¢ ottenuta da g con una deformazione
D-conforme non ¢ una metrica associata a 7:
g 0) = e7g(, @) = e7dn.

Quindi, e possibile avere strutture riemanniane di contatto (1, &, ¢, g) e strut-
ture riemanniane di quasi contatto (1, £, ¢, g), con la stessa struttura di quasi
contatto (n, &, ¢), ma con § metrica compatibile e non associata. Tuttavia, se
(n,€,,¢g) € una struttura riemanniana di contatto (risp. di quasi contatto),
mediante la seguente deformazione, detta deformazione D-omotetica,

(=an, =1 ¢=p, g=ag+ala—1)n®n), a=cost.> 0,

si ottiene una nuova struttura riemanniana di contatto (risp. di quasi con-
tatto). Strutture sasakiane, di K-contatto e di H-contatto sono invarianti
per deformazioni D-omotetiche.

Esempi
Nel seguito diamo alcuni esempi di varieta riemanniane di contatto.

Esempio 4.37. La sfera canonica S**™! ¢ un esempio classico di varieta con
struttura sasakiana costruita come ipersuperficie dello spazio euclideo R?*+2,
Pili in generale consideriamo M ipersuperficie orientabile di una varieta quasi
hermitiana (M, g, J) di dimensione 2n + 2. Poiché M & orientabile, esiste N
campo vettoriale unitario ortogonale all’ipersuperficie M. Il campo vettoriale

§=JN,
detto campo vettoriale di Hopf di M, ¢ tangente ad M in quanto g(&, N) =

g(JN,N) = 0. Indichiamo con ¢ la metrica riemanniana indotta da g su M,
e con n la 1-forma duale:

n(X) =g X) perogni X € X(M).

Osserviamo che g(JX,N) = —g(X,JN) = —g(X,¢) = —n(X) per ogni
X € X(M). Quindi, indichiamo con ¢ il tensore di tipo (1,1) su M definito
da:

—pX = JX — §(JX,N)N = JX + n(X)N, VX € x(M),
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ovvero —pX ¢ la componente tangente di JX. Siccome g(X, N) = g({, N) =
0 per X € X(M), il tensore ¢ soddisfa:

¢*X = (—9)’X = —p(JX — g(JX,N)N)
=..=J?X - g(JX,N)JN
= —-X +n(X)<E

Inoltre,
9(@X, 0X) = g(JX + n(X)N,JY +q(Y)N) = ... = g(X,Y) = n(X)n(Y).

Pertanto, (1,€, ¢, g) € una struttura riemanniana di quasi contatto sull’iper-
superficie M. In particolare, se consideriamo la sfera S***! come ipersuper-
ficie dello spazio euclideo R?"™2  (n,&,p, g) ¢ una struttura sasakiana (cfr.
Osservazione 9.25).

Un altro esempio classico di varieta con struttura sasakiana e il seguente

Esempio 4.38. Consideriamo lo spazio R*"™!(z;,v;,2), i = 1,...,n, con
forma di contatto di Darboux (con coefficiente 1/2)

n=5(dz = 3L, yiday).
Il campo vettoriale di Reeb ¢ & = 20, e la distribuzione di contatto D = kern ¢
generata dai campi vettoriali E; = 20,,, E,,4; = 2(0,, +v:0). Se consideriamo
la metrica riemanniana (non euclidea)

g =n@n+ (X (dw:)’ + (dy)?),
e il tensore ¢ definito da
(,0& = O, QOEZ = En+i e @En-m = —E|z 1= ]., .., n,

allora (n,&, ¢, g) definisce una struttura sasakiana sullo spazio R***1. Si
noti che per n = 1, questo esempio e spesso identificato con il gruppo di
Heisenberg Nil® munito di una struttura sasakiana invariante a sinistra (cfr.
Osservazione 4.47).

Esempio 4.39. Data una varieta riemanniana (M, g), sul fibrato tangente
TM si puo considerare la metrica di Sasaki G (da non confondere con la
metrica sasakiana delle strutture di contatto). Il fibrato sferico tangente 77 M
definito come ipersuperficie del fibrato tangente 7'M, ammette una struttura
riemanniana di contatto naturale, dove il campo vettoriale di Reeb e il flusso
geodetico (normalizzato) e la metrica riemanniana di contatto & la metrica
di Sasaki (normalizzata) indotta dalla metrica di Sasaki G, di TM (cfr.
Osservazione C.4). Tale struttura, in generale, non ¢ sasakiana. In effetti,
un classico risultato di Y. Tashiro [107] afferma che la struttura riemanniana
di contatto naturale di 73 M ¢ di K-contatto se, e solo se, la varieta (M, g)
ha curvatura sezionale costante +1, e in tal caso la struttura e sasakiana.

Osservazione 4.40. Anche nel caso semi-riemanniano, si possono definire
strutture semi-riemanniane di (quasi) contatto (cfr., ad esempio, [94]).
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Osservazioni in dimensione 3

Ogni varieta differenziabile M orientabile di dimensione tre e parallelizza-
bile (cfr. Osservazione A.1), quindi esistono tre campi vettoriali linearmente
indipendenti X, X5, X3 globalmente definiti su M. Possiamo quindi defini-
re una metrica riemanniana g ponendo ¢(X;, X;) = d;;, cioé in modo che
(& = X1, By = X5, E5 = X3) sia una base ortonormale. Se g & una fissata
metrica riemanniana su M, possiamo ortonormalizzare la base (X7, X, X3)
in modo da avere una base g-ortonormale che indichiamo con &, Fy, F>. In
ogni caso, ponendo

n= g(ga ')7 905 = 07 (;OEl = E2 € QOEQ = _E17
otteniamo una 1-forma 7 e un tensore ¢ di tipo (1,1) che insieme a £ e alla
metrica g definiscono una struttura riemanniana di quasi contatto. D’altron-
de, una varieta che ammette una struttura riemanniana di quasi contatto e
orientabile. Pertanto, vale la seguente

Proposizione 4.41. Una varieta differenziabile M di dimensione tre e orien-
tabile se, e solo se, ammette una struttura riemanniana di quasi contatto. Se
(M, g) & una varieta riemanniana orientabile di dimensione tre, allora M
ammette una struttura riemanniana di quasi contatto avente la metrica g
come metrica compatibile.

Si noti che se una varieta differenziabile orientabile M di dimensione tre
¢ anche compatta, allora M ¢ parallelizzabile con tre forme di contatto (cfr.
[42]). Inoltre, in dimensione tre, vale anche la seguente proposizione.

Proposizione 4.42. ([18]) In dimensione tre, una struttura di quasi contatto
(n,&,¢) € normale se, e solo se, il tensore h =0 .

Strutture (quasi) cosimplettiche

Concludiamo questa sezione osservando che esistono speciali classi di
strutture riemanniane di quasi contatto (n,¢,&, g), con n non di contatto.
Una struttura quasi cosimplettica su una varieta M di dimensione 2n + 1 ¢
una coppia (n,w), dove n ¢ una 1-forma e w ¢ una 2-forma, tale che n A wW"
sia una forma di volume su M. Chiaramente se w = dn, allora n ¢ una forma
di contatto. Se

dn=0 e dw=0,

la struttura e detta cosimplettica. Se
dp=0 e dw=2anAw per qualche a € R,

la struttura e detta a-cosimplettica. Una struttura a-cosimplettica con o = 0
e cosimplettica. Anche una struttura quasi cosimplettica (n,w) determina
univocamente un campo vettoriale £ su M, detto campo vettoriale di Reeb,
completamente caratterizzato dalle condizioni

nE)=1 e iqw=0.
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Se (n,&, ¢, g) € una struttura riemanniana di quasi contatto con 2-forma
fondamentale ®(X,Y) = g(X, pY), allora nA®™ & una forma di volume su M,
e quindi (n, ®) & una struttura quasi cosimplettica. Viceversa, per ogni strut-
tura quasi cosymplettica (n,w) su M, con campo vettoriale di Reeb &, esiste
una struttura riemanniana di quasi contatto (p,&,1,g) tale che w = ®. In-
fatti, mediante polarizzazione si puo costruire una struttura quasi hermitiana
(J,gp) con 2-forma di Kéhler w su D = kern, cioe:

J? = _I|D7 g|D(J7 J) - g|D('7 ')a (,d(', ) - g|D(" J)
Quindi, se poniamo g = gjp + 17 ® n e definiamo ¢ con pp = J e § = 0,
otteniamo che (1, ¢, &, g) € una struttura riemanniana di quasi contatto, con
2-forma fundamentale & = w.

Definizione 4.43. Se (7, w) ¢ una struttura cosimplettica su M e (n,&, ¢, g) €
una struttura riemanniana di quasi contatto associata, allora (M, n, £, ¢, g) si
dice varieta almost coKahler (o almost cokihleriana). Se inoltre la struttura
di quasi contatto ¢ normale, allora (M, n,&, ¢, g) ¢ detta varieta di coKahler
(o cokahleriana).

Analogamente, se partiamo da una struttura a-cosimplettica, abbiamo le
corrispondenti strutture almost a-coKahler e a-coKahler.

Riassumendo, data una struttura riemanniana di quasi contatto (1, &, ¢, g)
con forma fondamentale ®, si ha:
a) se dn = @, allora (1,£, ¢, g) € una struttura riemanniana di contatto;
b) se dn =0e dd =0, allora (1, &, ¢, g) & una struttura almost cokdhleriana;
c)se dnp = 0 e d® = 2an A @, allora (n,£,p,g) € una struttura almost
a-cokdahleriana.
Inoltre, se la struttura di quasi contatto ¢ normale, allora nel caso a) la
struttura ¢ sasakiana, nel caso b) la struttura ¢ cokdhleriana e nel caso ¢) la
struttura ¢ a-cokahleriana.

Esempio 4.44. Se (N,G,J) ¢ una varieta almost Kahler (risp. Kihler),
allora la varieta prodotto M = N x R, oppure M = N x S!, con i tensori
(n,€, ¢, g) definiti da

n=dt, ¢&=d/dt, go(X,f(d/dt) = (JX,0), X €e X(N), ¢g=G+dt?

¢ una varieta almost coKahler (risp. coKahler).

Osservazione 4.45. Se (M,n,&, ¢, g) € una varieta almost coKahler, la di-
stribuzione D = ker 7 ¢ integrabile e quindi definisce una foliazione F su M,
detta foliazione canonica. Inoltre, la struttura almost coKahler di M induce
una struttura almost Kahler sulle foglie. Se M ha dimensione tre, oppure M
e coKdahler, allora le foglie della foliazione canonica sono varieta di Kahler.

Per maggiori dettagli e approfondimenti su queste speciali strutture me-
triche di quasi contatto si consiglia, ad esempio, [19], [64] e [92].
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4.7 Strutture metriche di (quasi) contatto su
gruppi di Lie 3D

In dimensione 2n + 1, non e difficile vedere che ogni gruppo di Lie G
ammette una struttura riemanniana di quasi contatto (invariante a sinistra).
Esaminiamo il caso speciale della dimensione tre.

Caso unimodulare

Facciamo vedere che in dimensione tre, ogni gruppo di Lie G unimodulare
non abeliano ammette una struttura di contatto . Tale struttura e invarian-
te a sinistra nel senso che i tensori coinvolti sono invarianti per traslazioni
sinistre (cfr. Sezione 5.3 per le metriche invarianti a sinistra). Usando le no-
tazioni della Sezione 3.6.1, se G ¢ un gruppo di Lie unimodulare di dimensione
tre, esiste una base di campi vettoriali ey, e, e3 € g i quali soddisfano

[32, 63] =\ e, [63761] = A2 e, [61762] = A3 e3. (4.7)

Siccome G € non abeliano, necessariamente qualche \; # 0, quindi possiamo
assumere, ad esempio, A\; # 0. Sia 7 la 1-form duale di e;:

77(61) = 512’, 1= 1,2,3.
Usando la (4.7), e la definizione di dn data dalla (2.10), si ha
2d7](627€3) = _77([62763]) = _)‘17 dn(eivej) =0 per (Zaj) % (273)7 (372>7
cio implica che n A dn ¢ un forma volume e quindi 1 ¢ una forma di contatto
con campo di Reeb & = e;. Inoltre, se prendiamo A\; = 2 e definiamo la
metrica g e il tensore ¢ con
g(eiaej) =0y, P& =0, pes = e3, ez = —ey
allora (n,£, p, g) € una struttura riemanniana di contatto (invariante a sini-
stra). Inoltre, usando la (4.7), il tensore h soddisfa:
2hey = [€, pea] — @[S, ea] = len, es] — pler, ea] = (A3 — Ag)ez,
2hes = [, pes] — @[, es] = [e1, —ea] — pler, e3] = (A2 — Az)es.

Poiché siamo in dimensione tre, la struttura e sasakiana se e solo se h = 0,
ovvero se e solo se Ay = A3. Pertanto, abbiamo la seguente proposizione.

Proposizione 4.46. Ogni gruppo di Lie G unimodulare, non abeliano e di
dimensione tre, ammette una struttura riemanniana di contatto invariante
a sinistra. In particolare, un gruppo di Lie G unimodulare semplicemente
connesso di dimensione tre, ammette una struttura sasakiana invariante a
sinistra solo nei sequenti casi:

o G:SU(Q)ES3 ()\1:26)\2:)\3>0);
° G:SL(Q,R) ()\1:2 6)\2:)\3<0);
[ G:NZZ3 ()\1:26)\2:)\320).
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Osservazione 4.47. Per n = 1, la struttura sasakiana definita nell’Esempio
4.38, e spesso identificata con la struttura sasakiana invariante a sinistra
definita sul gruppo di Heisenberg Nil3. Infatti, per n = 1, i campi vettoriali
eg =& =20, e =FE, =20, eg = Ey = 2(0, + y0,) definiti nell’Esempio
4.38, soddisfano
le1,ea] = 4[0,,0,] =0, [e1,e3] = 4[0,, 0, + y0.| =0,
[627 63] - 4[831’ aac + yaz] - 2617
e la metrica riemanniana ¢ dello stesso Esempio soddisfa g(e;, e;) = d;;.

Esercizio 4.48. Determinare sul gruppo di Heisenberg Nil® una struttura
riemanniana di quasi contatto (invariante a sinistra) (1, &, ¢, g) dove i non &
di contatto.

Caso non-unimodulare

Sia G un gruppo di Lie semplicemente connesso non-unimodulare di di-
mensione tre. Usando le notazioni della Sezione 3.6.2, G si puo presentare
come un gruppo di Lie prodotto semidiretto R? x4 R dove A = < Z Z ),

a+ d # 0. Quindi, esiste una base di campi vettoriali invarianti a sinistra
(e1, €2, e3) tale che

[61, 62] = 0, [63, 61] = aeq + C€a, [63, 62] = b€1 -+ d€2. (48)

Definiamo i tensori (invarianti a sinistra) 7, &, ¢ e g ponendo:

f = €2, g<€i7 e]) = 51]7 n= g(gv ')7 905 = 07 pe3z = €1, Ppe1 = —e3.
Usando la (4.8) e la definizione di dn data dalla (2.10), si ha
2d77(€17 63) = _n<[el7 63]) =6 d77(€27 61) =0, 2d77(627 63) =d.

Quindi, prendendo ¢ = 2 e d = 0, si ha che (1,§,p,g) ¢ una struttura
riemanniana di contatto su G. Inoltre,

2hes = [§, pes] — ¢[€, es] = |ea, e1] — plea, €3] = —bes,

2her = [§, pe1] — ¢[€, e1] = [ea, —es] — plea, e1] = bey.
Quindi la stuttura e sasakiana, cioe h = 0, se e solo se la costante b = 0.
Pertanto, abbiamo la seguente proposizione.

Proposizione 4.49. Ogni gruppo di Lie semplicemente connesso G non-
unimodulare di dimensione tre, definito dal prodotto semidiretto R? x4 R

a b

dove A = 9 0 )@ £ 0, ammette una struttura riemanniana di contatto

mvariante a sinistra. In particolare, tale struttura is sasakiana se, e solo se,

b=0.

I risultati riportati nelle Proposizioni 4.46 e 4.49 sono in accordo con il
Teorema di classificazione delle varieta riemanniane di contatto omogenee di
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dimensione tre dato in [88] (cfr. anche Teorema 10.5). Inoltre, uno studio
sulla curvatura dei gruppi di Lie di questi Esempi si puo trovare nella Sezione
8.9 (cfr. Osservazioni 8.69, 8.74).

Strutture metriche di bi-contatto su gruppi di Lie 3D

Sia M una varieta 3-dimensionale. Ricordiamo che una struttura rieman-
niana di bi-contatto (detta anche struttura metrica di bi-contatto) su M &
definita da una terna (1,72, 9), dove (n1,72) € una coppia di forme di con-
tatto e g € una metrica riemanniana associata a entrambe le forme di contatto
con i corrispondenti campi vettoriali di Reeb &1, & ortogonali rispetto a g.
Questo concetto introdotto in [92] & legato al concetto di taut contact circle
introdotto da H. Geiges e J. Gonzalo [39] che ora richiamiamo brevemente.

Una coppia di forme di contatto (n;,72) su M ¢ detta contact circle se
per ogni a = (a,az) € S' C R? la 1-forma 7, = a1n; + azns & una forma
di contatto. Se inoltre le forme di volume 71, A (dn,) sono uguali per ogni
a € S*, allora la coppia (1, 72) ¢ detta taut contact circle. Siccome

N A dng = a2n1 A dny + aing A dna + aras(m A dng + 2 A dny),

allora una coppia di forme di contatto (n1,72) € una taut contact circle se,
e solo se,
mAdn =mn ANdne and  1my Adng = —ny A dny.

In particolare, una taut contact circle (m,m2) ¢ detta struttura di Cartan if
T A dng = 1) VAN d?’]l = 0.

Una varieta differenziabile compatta M di dimensione tre ammette una
taut contact circle se, e solo se, M & un quoziente compatto (mediante l'azione
di un sottogruppo discreto) di uno dei seguenti gruppi di Lie : SU(2), E(2)
e SL(2,R) (cfr. [39]).

Ora facciamo vedere che i gruppi di Lie SU(2), E(2) e 571/}(2, R) ammet-
tono una struttura riemanniana di bi-contatto invariante a sinistra. Sia G

un gruppo di Lie 3D unimodulare semplicemente connesso con algebra di Lie
definita da

[ea,e3] =2 €1, [es,er] =2 ea, [e1,e2] = A3 e3, (4.9)

e sia g la metrica invariante a sinistra definita da g(e;, e;) = 0;;. Natural-
mente, G = SU(2) se A\g > 0, G = SL(2,)R) se A3 < 0 ¢ G = E(2) se
A3 =0.
Consideriamo le 1-forme invarianti a sinistra
m=gle,:) e m=gle,).
Allora, dalla (4.9) si ottiene

(dm)(ez,e3) = =1, (dmz)(er,e3) =1,  (dm)(er,r) =0, (dna)(e2,-) =0.
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Di conseguenza, con un semplice calcolo si ha

mAdy =nAdnpe #0 e m Adnpe=mn Adp =0.
Pertanto, le 1-forme (1, 72) definiscono una struttura di Cartan su G. Inol-
tre, le condizioni

771(‘91) =1, (d771)(€17 ) =0 e 772(62) =1, (d772)(€27 ) =0,
ci dicono che & = e1 e & = e sono i campi vettoriali di Reeb delle 1-forme di
contatto n; e n, rispettivamente. Ora, se definiamo i tensori 1 e o ponendo

01§ =0, pi&a=e3, pres=—& e & =0, poez =&, 261 = —es,

si ottiene facilmente che
(dnl)(a) 29(7801) € <d772)(7) :§<7302)

Pertanto, (n;, &, ¢i,d), i = 1,2, sono strutture riemanniane di contatto inva-
rianti a sinistra su G' con g(&1,&) = 0. Di conseguenza, (1,12, g) definisce
una struttura riemanniana di bi-contatto invariante a sinistra su GG. Dunque,
vale la seguente

Proposizione 4.50. I gruppi di Lie SU(2), E(2) e 5;]/)(2,]1%) ammettono
una struttura riemanniana di bi-contatto (my,n2, g) invariante a sinistra con
(m1,m2) che definisce una struttura di Cartan.

Osservazione 4.51. Si noti che i gruppi di Lie E(1,1) e SL(2,R) ammet-
tono una struttura riemanniana di bi-contatto (11,19, g) invariante a sinistra
con (n1,m2) che definisce una taut contact hyperbola (cfr. [93], [95]). Una
taut contact hyperbola si definisce come nel caso di una taut contact circle
sostituendo la circonferenza S' con H! : 2? — y*> = r,r = +1 (quattro ra-
mi delle iperboli equilatere). Tale struttura si pud caratterizzare come una

coppia (11,12) di 1-forme di contatto che soddisfano le condizioni (cfr. [95])

N ANdny = —m Adm  and  n Adna = —na Adn.

Esempi di strutture a-cokahleriane

Infine, riportiamo un esempio di struttura cokahleriana invariante a sini-
stra e un esempio di struttura a-cokahleriana invariante a sinistra, rispetti-
vamente sui gruppi di Lie non-unimodulari H?*(—k*) x R e H*(—Fk?).

Esempio 4.52. La struttura cokdhleriana standard su H?(—k?) x R.

Consideriamo il gruppo di Lie prodotto diretto H?*(—k?) x R, dove
H?*(—k?*) ¢ il piano iperbolico dato dal modello semipiano superiore R (-)
con la metrica iperbolica di curvatura sezionale costante —k? < 0, e con 1'u-
suale struttura di gruppo di Lie. Tale gruppo si indica anche con R2 (+) x R.
Siano (x1,29) le coordinate su R% e ¢ la coordinata su R. Allora, i campi
vettoriali
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‘/IkaQah %:kx2827 ‘/}):at
sono invarianti a sinistra e soddisfano

Inoltre, V4, V5 sono ortonormali rispetto alla metrica iperbolica di R%, e quin-
di Vi, Vs, V3 sono ortonormali rispetto alla metrica riemanniana prodotto g
(che ¢ invariante a sinistra). Sia (11,72,73) la base duale di (Vi, Vs, V3):
ni(V;) = 6;;. Definiamo i tensori &, 1, ¢ ponendo:

62‘/3? 772773:9(67)’ QOSZO,QOV&:‘/Q,QOV'Q:—%

E facile verificare che (n,€,¢) & una struttura di quasi contatto e g & una
metrica compatibile. La 2-forma fondamentale ® = g(-, ¢-) e le 1-forme ;
soddisfano

@2772/\771, d?’h:k”fh/\’f]g € dngzdngzo

Di conseguenza 1 e ® sono chiuse, e quindi (7, ®) € una struttura cosymplet-
tica. Inoltre, il tensore h soddisfa

2hV1 = [Va, V1] = @[V3, Vi] =0, 2hVa = [V3, V5] — [V3, V5] = 0.

Siccome il tensore h = 0, applicando la Proposizione 4.42, abbiamo che
(n,&,¢) & una struttura di quasi contatto normale. Pertanto, (1,&, ¢, 9)
definisce una struttura cokdhleriana su H?(—k?) x R dove g & la metrica
riemanniana prodotto.

Esempio 4.53. La struttura a-cokahleriana standard su H?(—k?).

Sia H?(—k?) lo spazio iperbolico di dimensione tre con la metrica iperbo-
lica g di curvatura sezionale costante —k* < 0. Consideriamo per H?(—k?)
il modello del semispazio R3 = {(z1,29,t) € R*: ¢t >0} con la struttura
standard di gruppo di Lie. I campi vettoriali

E1 = kt@l, E2 = k}tag, E3 = kt@t,

definiscono una base ortonormale di campi vettoriali invarianti a sinistra e
[Eg, El] - ]CEl, [E3, EQ] - k'EQ, [El, EQ] = 0 (410)
Se poniamo ¢ = —FEj3 e definiamo ¢ e i ponendo

0 =0, B =kE, ¢E=-E, n=g.:),

allora (n,,,g) € una struttura di quasi contatto invariante a sinistra su
H3(—k?*). Usando la (4.10), la 1-forma n e la 2-forma fondamentale ®
soddisfano

dpn=0 e d®=2knAo.

Inoltre, sempre facendo uso della (4.10), otteniamo 2h = L¢p = 0. Pertan-
to, tenendo anche conto della Proposizione 4.42; si ha che (£, ¢, 7,9) € una
struttura a-cokdhleriana, con o = k, su H?(—k?).
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Osservazione 4.54. Anche la varieta prodotto S* x R (che non ¢ un gruppo
di Lie, ed & una delle varieta modello delle otto geometrie di Thurston) am-
mette una struttura cokéahleriana (n, £, ¢, g), dove g & la metrica riemanniana
prodotto (cfr. Esempio 4.44 e, in forma piu esplicita, 'Esempio 10.7).

Osservazione 4.55. In generale una varieta riemanniana (M, g) orientabile
di dimensione tre ammette una struttura a-cokéleriana, che ha la metrica g
come metrica compatibile, se e solo se M ammette una foliazione, definita da
una 1-forma 7 chiusa, unitaria e con curvatura media costante (cfr. [92]). Si
noti che, come conseguenza della (6.21), la curvatura media della foliazione
definita da kern, n = g(&, ), & data da —(1/2)div¢.



Capitolo 5

Struttura di spazio metrico e
isometrie

5.1 Distanza su una varieta riemanniana

Sia (M, g) una varieta riemanniana (connessa). La metrica g permette
di definire la lunghezza di una curva e la distanza tra due punti di M. Se
v € T,M, si pone
] == gp(v, v).
Sia 0 : [a,b] — M una curva differenziabile. Assumiamo che o([a,b]) C U,
(U, (x;)) carta locale, allora la lunghezza della curva o ¢ definita da:

f||a ||dt >0, dove

Hd(t)HQ=ga<t><a<t>,d<t>>=2”f§dd"f (1),

Si noti che ||6(t)|| non dipende dalle coordinate scelte. Se (y,) sono altre
coordinate definite in U, si ha

, dy, dy dy, dy 9 0
o]|? = o df slo®) =) dfg <ay ¥ (o(t))
dya dyg a«xz al’j 9
a o dt dt (Z aya axz ; ayﬁ a‘rﬂ o(t)
dye Ox; dyg Ox; dz; dz; .
> S au(ot) = Y T gy (t) = 2.

0B dt 8ya dt 8y5

Se o([a,b]) € in un intorno coordinato, o([a, b]) (in quanto compatto) lo si
puo ricoprire con un numero finito di intorni coordinati e si pone

L(o) := > iy L(o3) 2 0,

dove ogni arco o; ha sostegno contenuto in un intorno coordinato. Si ha

129
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Lic) =0« ||6(t)] =0« (da;/dt) = 0Vi < x;(t) = cost Vi < o(t) = cost.

La lunghezza di una curva non dipende dalla parametrizzazione, cioe, se
0 : [c,d] — [a,b] & un diffeomorfismo, le curve o : [a,b] = M e 6 =000 :
[c,d] — M hanno la stessa lunghezza. Infatti:

= [ @Nde = [L 116 ©0@)Il o2 dr,

dove 6'(t) > 0 oppure 9’ (t) < 0 (essendo 6 un diffeomorfismo). Se 6'(t) > 0
e quindi 0(c) = a e O(d) = b, si ha

/Ha DI (1)t = /Ha )46 = L (o).

Se 0'(t) <0, e quindi f(c) = b e O(d) = a, si ha

/ o6 # et =~ [ 15(6)1d0 = Lio).

Se ¢ ¢ una curva differenziabile a tratti, L(o) ¢ definita come somma finita
delle lunghezze degli archi differenziabili. Inoltre, vale il seguente

Lemma 5.1. Se M ¢é una varieta differenziabile (connessa), allora M é
connessa per archi differenziabili a tratti.

Dimostrazione. Per ogni fissato p € M, consideriamo l'insieme C,, costituito
da tutti i punti ¢ € M per cui esiste y(p, q) curva differenziabile a tratti che
congiunge p e q. C, ¢ # 0 (p € C}) e gode delle seguenti proprieta.
a) C, & connesso per archi differenziabili a tratti (si noti che se ¢ € C,,, allora
esiste v(p, q) C Cp).
b) C, & un aperto, ossia intorno di ogni suo punto. Infatti, se ¢ € C,,
considerando una carta locale (U, ) con ¢ € U e ¢(U) intorno sferico di
centro ¢(q), si ha U C C,.
¢) Cp, N C,p, # 0 implica C,, = C,,.

Quindi, {Cp}penr € una partizione di M. Da a),b), c), segue che C, # 0 ¢
connesso, aperto e chiuso, pertanto C, = M. O

Per ogni p,q € M, poniamo
C(p,q) = {curve differenziabili a tratti che congiungono p e ¢}.

Poiché M & connessa, applicando il Lemma 5.1, risulta C(p, q) # (). Definia-
mo la funzione

d: M x M — R (p,q) —d(p,q):== inf L(c)>0.

o€C(p,q)
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Esempio 5.2. La distanza euclidea
Per lo spazio euclideo (R", gg), la corrispondente funzione dy ¢ la distanza
euclidea:

do(p, q) = (271 (ai — pi)?) P —\lg—pll Vp,qeR
Basta osservare che il segmento ~,(t) = (1 —t)p + tq, t € [0,1], ha L(vy,) =
lg = pll e, per ogni v € C(p, q),
. . q—p . .
N 2 60 (30, 7 — ) implica L) 2 la =l = L),
Teorema 5.3. Sia (M, g) una varieta riemanniana (connessa). Allora:

(a) d é una distanza (riemanniana) su M ;
(b) la topologia indotta da d coincide con la topologia iniziale di M.

Dimostrazione. Per provare la (a), dobbiamo dimostrare che per ogni p, ¢, «
punti di M:

(1) d(p, q) = d(q,p),

(2)d(p, q) < d(p, ) + d(z,q),

(3)d(p,q) =0, d(p.q) =0 < p=gq.

Per la (1) basta osservare che se o : [0,1] — M congiunge p a ¢, allora
o1 (t) =0(1 —t) congiunge g a p e L(c) = L(c™).

(2) Dalle definizioni di d(p, z) e d(z, q) segue che :

Ve >0 3y, € C(p,x), Iyo € C(x,q) tali che:
L(m) <d(p,x) +€/2, L(v2) < d(z,q) +¢/2.
Cio implica che
Y=mUr €C(p,q), L(v)=Ln)+L(y) <dpz)+dzq)+e
e quindi d(p,q) = infoccpq) L(o) < d(p,x) +d(x,q) +€ Ve > 0.

Pertanto, d(p, q) < d(p, z) + d(x, q).

(3) Proviamo che d(p,q) =0=p=gq, cioe p+# q= d(p,q) > 0.
Supponiamo p # ¢. Sia (U, ¢) carta locale con ¢(p) = (0,...,0) e ¢ ¢ U.
Sia r > 0 tale che B(O,r) C p(U). Vz € ¢ 1(B(O,r)) e VX € S" !(sfera
unitaria euclidea)C T, M, poniamo

19(‘7;7X) - (gx,so(XaX>>1/2 > 0.

Poiché ¥ : ¢~ 1(B(0,r)) x S — R & una funzione continua, positiva e
definita su un compatto, esistono A, > 0 tali che

0 <A< (gup( X, X))V < (5.1)

dove \ e p sono rispettivamente il max e il min per v. Per ogni X €

T.M, X #0, HXH € S, dove || ||, ¢ la norma euclidea, la (5.1) diventa

M Xlg, < (9a0(X, X))Y2 < il X, (5-2)



132 5. Struttura di spazio metrico e isometrie

per ogni X € T,,M e per ogni x € p~1(B(O,r)). Consideriamo ora una curva
v:10,1] = M, v € C(p,q). Poiché ¢ = (1) & ¢~ *(B(O,r)), la componente
connessa di 0 in v (¢ (B(O,r)) ¢ del tipo [0,d] con § < 1 (cfr. Figura
5.1).

v (B(0,r))

Figura 5.1: d(p,q) > 0.

Allora, posto ¥ = ¢ o 0,4, si ha

1 4
Lowa) = [ 150t = [ fa0,G0. 50
1
= [ Voolioiwm

Applicando la (5.2), si ottiene

0
LOtoa) 23 [ I(0lldt = ALy, () 2 Ar
0

in quanto 7(6) € 9B(0,r) = S" (0, r). Pertanto

L(v) > L(yp,g) = Ar Vv € C(p.q),

e quindi
d(p,q) =inf L(y) > Ar > 0.

(b) Proviamo che per ogni V' intorno di p nella topologia iniziale di M, esiste
U’ intorno di p nella topologia definita da d tale che U" C V. Sia (U, )
intorno coordinato di p, p(p) = O, U C V, e r > 0 tale che B(O,r) C ¢(U).
Preso g € U = {q € M : d(q,p) <1’ < Ar}, dove X ¢ definito dalla (5.1),
necessariamente ¢ € U. Infatti, se fosse ¢ ¢ U, applicando la dimostrazione
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del punto (a) si avrebbe d(p,q) > Ar > ', mentre d(p, q¢) < r’. Viceversa, per
ogni intorno U’ di p nella topologia definita da d, U’ = {q € M : d(q,p) < '},
esiste V' intorno di p nella topologia iniziale di M tale che V' C U’. Sia
(U, ¢) una carta locale con ¢(p) = O, e sia r > 0 tale che B(O,r) C ¢(U).

Consideriamo la palla B(O, p) C B(O,r) tale che p < %’, dove p ¢ definito
dalla (5.1). Allora, V = ¢ 1(B(O, p)) ¢ intorno di p ed ¢ contenuto in U’.
Infatti: per ¢ € V, consideriamo il segmento 4 = Op(q) parametrizzato da
F(t) = to(q), 0 < t < 1; allora la curva v = ¢ ' o5 € C(p,q) e inoltre,
applicando la (5.2), si ottiene

1) = [t = [ oG ion
< o [ Ot = [ @t = i@l <<

Pertanto d(q,p) < r’ e quindi g € U". ]

Esempio 5.4. La distanza sulla sfera canonica
Sia (S", g) la sfera canonica di centro l'origine e raggio p. Per ogni x,y € S™
esiste una geodetica minimale v che li congiunge (ed € unica se y # —x) (cfr.

Capitolo 7). Quindi,
d(z,y) = L(v) = pv,

dove « & I'arco piu corto della circonferenza di raggio massimo che congiunge
x ay, e e l'angolo convesso individuato da x e y (pensati come vettori).

Esempio 5.5. La distanza nel piano iperbolico R?

Indichiamo con g la metrica iperbolica su R? (indicata con g nella Sezione
4.4). Per ogni py = (z1,y1),p2 = (22,42) € R} esiste un’unica geodetica
minimale che li congiunge (cfr. Capitolo 7). Se la retta che congiunge pq, po
e parallela all’asse y, quindi 1 = x9 = a, la geodetica minimale che li

congiunge ¢ il segmento Yo(t) = t(p2—p1)+p1 = (¢, y1+t(y2— 1)), t € [0, 1],
e

Y
d(pr,p2) = L(70) = |1n—2|.
Y1
Infatti: o(t) = (0,y2 — y1), per cui

1
1+ t(y2 —

170 (@)l = )(yz —11), (assumendo ys > 1),

e quindi

uwzénwmmhﬂmwu@—w%:mf
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Se la retta che congiunge pq, p> non e parallela all’asse y, la geodetica mini-
male passante per pi, ps € la curva

(t) = (¢ + rcost,rsint), t €]0,7].
v e la semicirconferenza per p; e ps con centro ¢ sull’asse x e di raggio r.

Allora )
y(t) = (—rsint, 7 cost ()|, = — .
i) = (~rsint.reost) e [4(Dll, = ——
Quindi, posto p; = (c+rcosa,rsina) e py = (c+rcos B, rsin ), con > a,
si ha:
t 2
N an 3/

8 t1°
d(p1, p2) (M) /a [17(8) ] gt {ntan } tan /2

2 o
Per «, 8 €]0, 7| arbitrari, si ha:

tan (5/2
tan /2

— . t 2 i
Usando le formule di bisezione: 22872 — Licosa  sinf o gonando presente che
tan a/2 1+cosB sina’

Ty —Cc=rcosa, ro—c=rcosf, y =rsina, y; =rsinf, si ha

<$1—C+7" ?JQ)'
In{ ——-=]].
To—C+T U

d(p1,p2) = | In

d(p1,p2) =

sl
hpEFr----4

m

Figura 5.2: d(p1,p2) = d(q1, q2)

Osservazione 5.6. a) Si noti che negli esempi precedenti:

Vp,q € M 3~(p,q) tale che L(v)=d(p,q).

Cio non vale sempre, ad esempio se consideriamo (R* \ {0}, go) e i punti
p=(-1,0),¢ = (1,0), si ha:
d(p,q) = 2, ma non esistey(p, q) tale che L(vy) = 2.
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b) Nell’Esempio 5.5, se ¢1, g2 sono punti di una semicirconferenza concentrica
con v, con qi, p1, ¢ allineati e gq, po, ¢ allineati, allora d(q1, g2) = d(p1, p2) (cfr.
Figura 5.2).

Esercizio 5.7. Sia ¢ : (M,g) — (M’,¢') un’immersione isometrica e siano
d,d le corrispondenti distanze. Verificare che d(p,q) > d'(p,q) per ogni
p,q € M.

Esercizio 5.8. Trovare un esempio di immersione isometrica i : (M, g) —
(M',¢") dove d(p,q) > d'(p,q) per ogni p,q € M e un esempio dove d(p, q) >
d'(p,q) non accade per ogni p,q € M.

5.2 Isometrie di una varieta riemanniana

Definizione 5.9. Un’applicazione f : M — M’ tra due varieta riemanniane
(M,g) e (M g, si dice isometria se f & un diffeomorfismo e f*¢g’ = g, cioe

Iiw)FoXp: fpYp) = (X, Yp) VX, Y, € LM, Vpe M,
in modo equivalente
g(fX fY)o f=g(X)Y) VXY € X(M).
In particolare, la lunghezza di una curva ¢ invariante per isometrie.

Definizione 5.10. Un’applicazione f : M — M’ si dice isometria locale se
per ogni p € M esistono U intorno aperto di p e V' intorno aperto di f(p)
tali che fiy : (U,gu) — (V. ¢'y) € isometria.

Se f: (M,g) — (M',¢') ¢ un’isometria, anche f~!': (M',¢') — (M,g) ¢
un’isometria:
9= fgd=(of)g=yg

Inoltre, la composizione di isometrie € ancora un’isometria, pertanto I'insieme
Iso(M, g) di tutte le isometrie di una varieta riemanniana (M, g), ha una
struttura di gruppo rispetto alla composizione, anzi Iso(M, g) si puo munire
di una struttura di varieta differenziabile in modo tale che risulti un gruppo di
Lie (cfr. [56] vol I, p.239). La topologia del gruppo di Lie Iso(M, g) coincide
con la topologia della convergenza uniforme su sottoinsiemi compatti. Se
(M, g) & una varieta riemanniana n-dimensionale, completa (ad esempio come
spazio metrico), allora 'agebra di Lie di Iso(M, g) ¢ isomorfa all’algebra di
Lie dei campi vettoriali di Killing (cfr. Osservazione 9.8), inoltre

dimIso(M,g) <n(n+1)/2 =dimO(n+ 1),

dove l'uguaglianza vale se, e solo se, (M, g) ¢ isometrica a una delle seguenti
varieta riemanniane: lo spazio euclideo R", lo spazio iperbolico H", la sfera
canonica S", o lo spazio proiettivo P"(R) (cfr. [100], p.117-120).
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Esercizio 5.11. Sia f : (M,g) — (M',¢') un’isometria tra varieta rieman-
niane. Si verifichi che f & un’isometria anche tra i corrispondenti spazi metrici
(M,d) e (M d), cioe

d'(f(p), f(@)) = d(p.q) Vp,q € M.

Vale anche il seguente teorema (cfr. Petersen [97], p. 132]).

Teorema 5.12. Se [ : M — M’ é un’applicazione suriettiva che conserva le
distanze tra le varieta riemanniane (M, g) e (M',q'), allora f é un’isometria.

Definizione 5.13. Una varieta riemanniana (M, g) ¢ detta omogenea se il
gruppo delle isometrie opera transitivamente su M, ossia: per ogni p,q € M
esiste f € Iso(M,g) tale che f(p) = q. (M,g) e detta varieta riemanniana
isotropa (cfr. Thurston [108], p. 43) se per ognip € M e per ogni B = {e;},
B’ = {€';} basi ortonormali ordinate di T,M, esiste f € Iso(M,g) tale che
f(p) =pe fope; =€ per ogni i.

Omogeneita e isotropia insieme sono condizioni molto forti, esse implicano
che lo spazio ha curvatura sezionale costante (cfr. Teorema 8.37). In ogni
dimensione esistono, a meno di isometrie, solo tre tipi di geometrie omoge-
nee, isotrope e semplicemente connesse (cfr. Teorema 8.44) e sono quelle
che corrispondono agli spazi semplicemente connessi con curvatura sezionale
costante K = 0 (geometria euclidea), K > 0 (geometria sferica) e K < 0
(geometria iperbolica). Si noti che la definizione di isotropia data in [62] (cfr.
p. 33 e p. 153) ¢ meno forte di quella data in [108]. Infine, ricordiamo (cfr.
[56] vol.I, p. 187-192)) il seguente

Teorema 5.14. (di decomposizione di de Rham)

Una varieta riemanniana completa semplicemente connessa (M, g) é isome-
trica a un prodotto riemanniano My x My X ... X My, dove My e una varieta
rimanniana piatta e M; (i = 1,...,k) sono varieta riemanniane irriducibi-
lv complete semplicemente connesse. Tale decomposizione ¢ unica a meno
dell’ordine.

5.3 Metriche invarianti a sinistra

Tra tutte le metriche riemanniane che possono essere definite su un gruppo
di Lie, hanno una particolare importanza quelle che sono collegate al prodotto
del gruppo.

Definizione 5.15. Una metrica riemanniana ¢ su un gruppo di Lie G si dice
metrica riemanniana invariante a sinistra se, per ogni a € G, la traslazione
sinistra L, ¢ un’isometria di (G, g). In tal caso, (G, g) si dice gruppo di Lie
riemanniano
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Proposizione 5.16. Sia G un gruppo di Lie n-dimensionale e sia g una
metrica riemanniana su G. Allora, le sequenti proprieta sono equivalenti.

(1) g é invariante a sinistra;
(2) 9(X,Y) = costante = g(X,Y)(e) per ogni X,Y € g;
(3) 3 una base g-ortonormale di campi vettoriali invarianti a sinistra.

Dimostrazione. (1) = (2). Siano X,Y € g, allora

Vo € G,
ﬁgax(Xam Y;m:) - ga?(Xx> Y:’t) Vo € G7
—=g(X,Y)(ax) = g(X,Y)(z) Vzed.

Quindi, se g ¢ invariante a sinistra, ossia L:g = ¢ per ogni a € G, allora
g(X,Y) & costante per ogni X,Y € g.
(2) = (3). Assumiamo che la metrica g soddisfi la proprieta

g(X,Y)(x) = costante = g(X,Y)(e) = g.(X,,Y:) VX,V €g.
Se {v1,...,v,} € una base ortonormale di T.G = g, e &1, ..., &, ¢ la corrispon-
dente base di campi di vettori invarianti a sinistra, allora

9(&i, &) = costante = g.(&ie, o) = ge(Viy v5) = 4.

Quindi, esiste una base g-ortonormale di campi vettoriali invarianti a sini-
stra.

(3) = (1). Sia {&1,...,&,} una base g-ortonormale di campi vettoriali inva-
rianti a sinistra. Per X =77 | X' e Y =77 | Y/ € X(G):

((Lag) (X, Y)) (@) = Gaa((La)soXa, (La)saYs)

Z Xl(x)yj(x)gaz«[/a)*xgm? (La)*mfjx)

i,j=1

= Z Xi(l’)Yj(l’)gaz(giamv éjam)

= > X @Y(2)5; = g(X,Y)(x).
Pertanto, la ¢ e invariante a sinistra. O

Proposizione 5.17. Esiste una corrispondenza biunivoca tra [insieme delle
metriche invarianti a sinistra su G e l'insieme dei prodotti scalari su T,G.

Dimostrazione. Sia F' la corrispondenza che ad ogni metrica riemanniana
invariante a sinistra g su G associa il prodotto scalare g, su T.G. Se g1 e ¢
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sono due metriche riemanniane invarianti a sinistra con F(g1) = F(g2) = ge.,
allora g; = go. Infatti, se {vy,...,v,} & una base g.-ortonormale di T.G = g
e &, ..., &, ¢ la corrispondente base di campi di vettori invarianti a sinistra,
allora (cfr. Proposizione 5.16)

91(&,&5) = costante = g1e(ie, §je) = ge(vi, v)) = 055 = ... = 92(&,&5)-

D’altronde, dato un prodotto scalare gg su T.G, se {v1,...,v,} € una base
go-ortonormale di T,G = g e &, ...,&, € la corrispondente base di campi di
vettori invarianti a sinistra, si puo sempre definire una metrica invariante
a sinistra ponendo g(X,Y) := > X'Y" per X =37 X% e YV =
> i Yi¢; € X(G), ovvero imponendo che &, ..., &, sia una base ortonomale.
Naturalmente g. = go. O]

Si possono definire, in modo ovvio, le metriche invarianti a destra: esse
hanno proprieta del tutto speculari rispetto a quelle invarianti a sinistra. Una
metrica riemanniana g su un gruppo di Lie G si dice metrica bi-invariante se ¢
invariante a destra e sinistra. Si puo dimostrare che una metrica riemanniana
g su G ¢ bi-invariante se, e solo se, ¢ soddisfatta la seguente relazione (cfr.
Do Carmo [32], p. 40,41):

g([(X,Y],Z2)=9g([Y,Z],X) VXY, Z€g. (5.3)

Ogni gruppo di Lie compatto ammette una metrica bi-invariante (cfr. Do
Carmo [32], p. 46-47).

Esempio 5.18. Una metrica invariante a sinistra su Nil?
Consideriamo il gruppo di Heisenberg

1 1 I3
Nil® = 0 1 @z |, 21,290,203 €R .
0O 0 1

0 1 Q3
Lo spazio tangente TyNil® ¢ dato da 0 0 as |,a,a,a3 R e,
0 0 O

come osservato nella Sezione 3.6, una sua base ¢ data da

010 000 00 1
eb=[000])], ea=[ 00 1), es=[000].
000 000 000

I corrispondenti campi vettoriali invarianti a sinistra si ottengono applicando
il differenziale (L 4)., A € Nil3, a queste matrici. Se consideriamo due matrici

1 ay das 0 b1 bg
A= 0 1 ae e B = 0 1 by |, la traslazione sinistra L4 ¢
0 0 1 0 0 1
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data da
1 ar+0b1 b3+ aiby+as
Ly:Nil>? — Nil>, B— LyB=AB=| 0 1 ay + by
0 0 1

Considerando le coordinate globali (1, 22, x3) su Nil?, si ha

r1(B) = by, x3(B)="0by, x3(B)=bs,
Jfl(AB) = ZL‘l(B) +6L1,
29(AB) = x3(B) + as,
l’g(AB) = {L’3(B)+CL1$2(B) + as.

1 0 0
(LA)*:<O 1 0).
0a1 1

Quindi i corrispondenti campi vettoriali invarianti a sinistra sono

0 0 0 0

= — = _— 3 = —
83:1 7 (%2 (9.173 ' 8x3 ’

Si deduce facilmente che

i quali costituiscono una base per I'algebra di Lie di Nil® e soddisfano
(B, Bo| = Es, [Ey, B3] = [Ey, E3] = 0.

I campi vettoriali (E4, Ey, E3) si possono ottenere anche nel modo seguente:

1Cl1 as 010 010
<E1>A:Aelz<o | )<o ; o>:<o ; 0)
0 0 1 000 0 00
_ (2
N 81'1 A’
]_(11 as 0 0 0 00@1
(EQ)A_A@:(() 1 a2><0 0 1):(0 0 1)
0 0 1 0 00 0 0 O
0 0
— _— A _—
(a@)Aerl( )(ax3)A’
1 ay as 0 0 1 0 0 1
(Eg)Aergz<o 1 a2><0 0 0):(0 0 0)
0 0 1 0 00 000
_ (9
N al’gA
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Una metrica riemanniana g su N3 invariante a sinistra si ottiene imponendo
che {E, Es, E5} sia una base g-ortonormale. Siccome 0y = Ey, 0y = Fy —
z1E3 e 03 = Fs, posto g;; = g(0;,0;), si ha g1 = 1, gop = 1 + 7, g33 = 1,
go3 = —x1, g12 = g13 = 0. Pertanto,
g =dr; @ dzry + dze ® doy + (dog — z1dxs) ® (dog — z1dxs)

¢ una metrica riemanniana su Ni[? invariante a sinistra. Si noti che w; =
dzy, wy = dxg, wy = dog—z1dxs, sono le 1-forme (invarianti a sinistra) duali
di Ey, Ey, F5. In particolare, ws ¢ una 1-forma di contatto.

Esempio 5.19. Una metrica bi-invariante su SO(n)
La metrica euclidea gy di R™" = R™ si puo esprimere in termini matriciali
in questo modo:
go(X,Y) =Tr(XTY) =3 XY = Tr(YTX) = Tr(XYT)

per ogni X = (X;;),Y = (Y;;) € X(R™"). 1l gruppo di Lie SO(n) & una
sottovarieta di R™" e quindi possiamo considerare la metrica riemanniana
indotta dalla metrica euclidea che indichiamo con lo stesso simbolo. Per ogni
X,Y € so(n) (algebra di Lie di SO(n)) e per ogni A, B € SO(n):

90((LB)«Xa, (Lp):Ya) = go(XBa, Yra) = go(BAX, BAY)
= Tr((BAX)"BAY) = Tr (X" A"B"BAY)
= Tr(XTY) = go(X,Y).

Quindi la metrica indotta su SO(n) € invariante a sinistra. Inoltre, con un
calcolo diretto si puo vedere che tale metrica ¢ anche invariante a destra
tenendo conto che (Rp).X4 = Xap = XAB, oppure verificando la (5.3).

Esempio 5.20. La metrica iperbolica di R’ ()

Facciamo vedere che la metrica iperbolica di R’ (-) ¢ invariante a sinistra.

Per il gruppo di Lie R (-) (cfr. Sezione 3.1), le traslazioni sinistre sono
definite da
L(Imao) - p= (x,a) — (x07a0) : (x,a) - (xo + aoxaaoa)~

Quindi il differenziale (L,,), , dove p, = (x,, a,), soddisfa

*p?
_ i (0 _ i (o
(L) Vo = Syt () dove V= 3,00 ()
Pop p
Di conseguenza, come gia osservato nella Sezione 3.4, i campi vettoriali

ox;
se p = (z,a). Poiché la metrica iperbolica g in R (-) ¢ definita da

95 (Vo, W) = (1/25,(p)) 90 (Vy, W),
i campi di vettori V;(i = 1,...,n) costituiscono una base g-ortonormale di
campi di vettori invarianti a sinistra, e quindi, applicando la Proposizione

(Vi)p = 2a(p) (2 ’ i =1,...,n, sono invarianti a sinistra, dove x,(p) = a(p)
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5.16, la metrica riemanniana iperbolica ¢ ¢ invariante a sinistra. ¢ non ¢
bi-invariante in quanto, come e facile verificare, non soddisfa la (5.3).

Diamo ora un’altra presentazione dello spazio iperbolico come gruppo di
Lie. Sia G il sottogruppo di Lie di GL(n,R) costituito da tutte le matrici
del tipo

err 0 ... ... 0 T
0O e~ 0 ... 0 To
A= : : D : :

0O ... ... 0 € x,4

o ... ... ... 0 1
Le cooordinate (z1,xs,...,2,) sono coordinate globali su G. Una base di
campi vettoriali invarianti a sinistra e data da

0 0
E,=c—, E;=ce"™ 1=1,...,n—1
" o, ! ox; ( )

e la parentesi di Lie soddisfa
[E., Bl =cE;, [E;,E;]=0 (neglialtri casi).

La metrica riemanniana g su G definita da: §(E;, E;) = §;; ¢ invariante a
sinistra ed e isometrica alla metrica iperbolica del semispazio di Poincaré
(RY,9): Rt ={yeR":y,>0} e g= m >, dy; ® dy;. L’applicazione
Y G — R definita da

A= (1’1, s 7xn) — (ylvaa s 7yn) = (‘Tla B axn—hexn)a

¢ un’isometria e un isomorfismo tra gruppi.

5.4 Isometrie dello spazio euclideo e della sfe-
ra canonica

Teorema 5.21. Le isometrie di (R™, go) sono tutte e sole le trasformazioni
f:R* = R" del tipo
f(z) = h(z) + v

dove h ¢ una trasformazione ortogonale e v € un fissato elemento di R™.

Dimostrazione. Indichiamo con || - || e con dy rispettivamente la norma e la
distanza euclidea di R™. Ricordiamo che un’applicazione lineare h : R" — R"
¢ ortogonale se, e solo se,

[h(@)[| = [lz]l, equivalentemente go(z,y) = go(hz,hy), Vz,y € R".

Sia f un’applicazione del tipo
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f(x) = h(z) + v,
dove h e una trasformazione ortogonale e v & un fissato elemento di R". Per
ogni z,y € R™

do(f(2), f(y)) = [lf(x) = W)l = 1h(z) = h(y)| = [z = y)l|
Iz = yll = do(, ) ,

e quindi f e un’isometria per (R" gp). Oppure, bastava osservare che il
differenziale f, = h. Viceversa, sia ora f : R®" — R" una isometria. Basta
provare che 'applicazione h : R™ — R™ cosi definita:

h(z) = f(z) — f(0)
¢ una trasformazione ortogonale. Poiché f e una isometria, f conserva le
distanze e quindi per ogni x € R™:

1A ()| = [1f (z) = FO)I] = do(f (), f(0)) = do(x,0) = [l — O[] = [l

Inoltre, per ogni z,y € R™:
1h(z) — ()|l = [[f(x) = F) = do(f (@), f(y)) = do(z,y) = [z —yl,

2 —ylI> = go(z —y. 2 —y) = [|z[]* + lyll* — 290(, ),
[h(z) = h(y)|* = [|@)II> + |h)|I” — 2g0(h(x), h(y)).

Quindi,

Y,y € R": go(h(z), h(y)) = go(,y).
Sia ora {ey, ..., e,} una base ortonormale di R™, poiché h conserva il prodotto
scalare anche {h(e;), ..., h(e,)} & una base ortonormale di R". L’applicazione

h & lineare in quanto, per ogni € R, x = x;e;, si ha:

() =32 go(h(x), hei))hle:) = 32, gol(w, ei)h(e:) = 32, wih(es). .

Teorema 5.22. Per ogni x,y € R" e per ogni B = {e;}, B' = {e.} basi
ortonormali ordinate di T,R™ e T,R"™ rispettivamente, esiste f € Iso(R™, go)
tale che f(z) =y e fie; = €} per ogni i = 1,...,n. In particolare, lo spazio
euclideo ¢ omogeneo e isotropo.

Dimostrazione. Fissati x,y € R™, siano B = {e;}, B’ = {e,} basi orto-
normali ordinate di 7,R" e T, R" rispettivamente. Identifichiamo i vettori
tangenti e; € T,R" e €/; € T,R™ con le loro parti vettoriali. Consideriamo
la trasformazione ortogonale h definita da he; = e, Vi = 1...n. Posto
v = (y — hz) € R", l'isometria f = h + v verifica: f(z) = h(z) +v =y,
fe=h equindi fie; = €. O
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Il gruppo euclideo E(n)
Diamo ora una diversa presentazione del gruppo delle isometrie dello
spazio euclideo. Sia

E(”)Z{(g1 T)ZAGO(n),UGR”},

dove v & pensato come matrice colonna. F(n) ¢ un sottogruppo di GL(n +
1,R)(:) che viene detto gruppo euclideo. Quindi, E(n) & un gruppo rispetto

al prodotto:
A A v\ [AA Av+d
0 1 0o 1) 0 1 '

E(n) agisce su R", quando R™ ¢ identificato con {(z,1) € R*™ : z € R"},

in questo modo:
A v x\ ([ Az+vw
0 1 1) 1 ’

Sia B = {ey,...,e,} una base ortonormale di R". Ricordiamo che una tra-
sformazione lineare h di R™ & ortogonale se, e solo se, la matrice A = Mp(h) €
O(n). Un’isometria f € Iso(R") & data da f = h+wv con h trasformazione or-
togonale e v € R™. Inoltre, per ogni f, f € Iso(R"), f =h+wv, f'=h"+7,
si ha

flof=noh+hv+v.
Pertanto, la corrispondenza

®: Iso(R") — E(n) tec. f=h+v+— O(f) = ( 61 11) )
e un isomorfismo tra gruppi. Abbiamo quindi la seguente proposizione.
Proposizione 5.23. E(n) ¢é isomorfo a Iso(R").
Inoltre, abbiamo

Proposizione 5.24. [l gruppo euclideo E(n) ¢é isomorfo al prodotto se-
myzl'dz'rez?to R™(4) xo O(n)(+), dove « denota l'azione naturale di O(n) su
H: VA€ O(n), aa:R"—=R" v as(v) = Av.
Dimostrazione. Per ogni A € O(n), ay € un automorfismo e

asn =agoay YA A €0(n).

Ricordiamo che il prodotto semidiretto O(n) x, R™(+4) (cfr. Sezione 3.1) ¢
definito nel modo seguente.

V (v, A), (v, A") € R"(4) X, O(n) :
(v, A) - (V,A) = (v+asv,A-A') = (v+ AV A A').
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Allora, l'applicazione ¢ : E(n) — R"™ x, O(n) definita da
A
(0 1) e,

soddisfa:
A v A AA" AV 4w , ,
(4 0) (4 Y=o (A ) aran)
Pertanto, ¢ definisce un isomorfismo tra E(n) e R"(+) x4 O(n). O

Osservazione 5.25. Per n = 2, con E(2) spesso viene indicato anche il
gruppo euclideo speciale R?*(+) x, SO(2), dove l'azione di SO(2) su R? ¢
definita da

a(t): R*? - R? con aft) = ( (sj?r?zf —Cglsr;t > € SO(2).

Il seguente teorema classifica le isometrie della sfera canonica.

Teorema 5.26. Le isometrie di (S™,g), g = i*go, sono tutte e sole le restri-
zioni a S"™ delle trasformazioni ortogonali di R"™. Quindi, Iso(S™) si puo
identificare con O(n + 1).

Dimostrazione. Sia h : R*™' — R*"! yna trasformazione ortogonale, allora h
¢ un’isometria di (R go) e h(0) = 0. Di conseguenza h(S™) = S™. Infatti:

1A= @)l = [zl = [A(z)]| = A(S") CS™ e h(S") CS" = h(S")=S".

Inoltre hy = hge ¢ un diffeomorfismo di S" e dalla commutativita del dia-
gramma

st Ret

hll l h, cioe hoi=10h,

i

St — Rt
si ottiene che h; € un’isometria di S™:
hig = hii*go = (10 h1)*go = (hoi)"go = i*h*go = i"go = g.
Viceversa, sia ora f un’isometria di (S", g). Proviamo che f ¢ la restrizione ad

S™ di una trasformazione ortogonale h di R"*!. Ricordiamo che la distanza
su S" e definita in questo modo:

d(z,y) =d(z,y) Vr,y€eS",
dove ¢ e I'angolo convesso tra x e y. Poiché f e un’isometria di S™:
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~

I(x,y) = 0(f(x), f(y))

go(,y) = go(f(x), f(y))  Va,y €S,
cio¢ f conserva il prodotto scalare di vettori unitari di R"*!. Definiamo

e quindi

0 se x=20
- R R+ = z
hiRTE S R, 2o ) {Hwﬂmpasm¢o

Allora hjs» = f. Inoltre h conserva il prodotto scalare di R™*1 infatti per
x?y 6 Rn+17l"y % 07

ot ) = el Tl o (£ (5 ) 7 (1) ) = ol

Poiché h conserva il prodotto scalare, come visto nella dimostrazione del
Teorema 5.21, h ¢ lineare e quindi una trasformazione ortogonale. H

Teorema 5.27. Per ogni p,q € S™ e per ogni B = {v;},B = {w;} basi
ortonormali ordinate di T,S™ e T,S™ rispettivamente, esiste f € O(n + 1)
tale che f(p) = q e fiv; = w;,t = 1,...,n. In particolare, S™ é uno spazio
omogeneo e isotropo.

Dimostrazione. Siano p,q € S" e B = {v;}, B’ = {w;} basi ortonormali
ordinate di 7,S™ e T, S" rispettivamente. Possiamo pensare v = p e w = ¢
come vettori unitari ortogonali a T),S™ e T, S™ rispettivamente. Pertanto B; =
{v,v;}, By = {w,w;} sono basi ortonormali di T,R""! = R"* e T,R"*! =
R™*1. Consideriamo la trasformazione ortogonale f € O(n + 1) definita da
fv=w e fv; = w;. Tale trasformazione definisce una isometria di S™ che
soddisfa f(p) =q e fiv; = fv; = w;. ]

Osservazione 5.28. Dalla dimostrazione del Teorema 5.27 segue che an-
che SO(n + 1) agisce transitivamente su S™. Infatti, sostituendo in B e B’
(se necessario) vy con —v; e wy con —wi, possiamo assumere By e B basi
ortonormali positive e di conseguenza sara det f = +1.

Esercizio 5.29. Sia A un numero complesso unitario. Si verifichi che ’ap-
plicazione fy : z — Az & un’isometria della sfera unitaria S?**!.

5.5 Isometrie dello spazio iperbolico

Isometrie del modello iperbolico H™

Consideriamo lo spazio di Minkowski R? ™ =(R"*! ¢), dove ¢ & la metrica
di segnatura (n, 1). Sia O(n, 1) il gruppo delle matrici che corrispondono alle
trasformazioni lineari di R™™! che conservano g¢:

O(n,1) ={A: q(Az, Ay) = q(z,9)}.
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0
On,1)={AeGLn+1,R): A - I,,;1-A=1I,.1}.

O(n, 1) & il gruppo di Lorentz della fisica (cfr. [78], p. 235) ed & un gruppo di
Lie di dimensione n(n+1)/2 uguale alla dimensione di O(n+1). Gli elementi
di O(n, 1) applicano I'iperboloide a due fogli {x € R*"™ : ¢(z,z) = —1} in s¢.
Tale iperboloide ha due componenti connesse. Sia O, (n, 1) il sottogruppo di
O(n, 1) costituito dalle trasformazioni di Lorentz che applicano H™ (cioe la
componente con Z,; > 0) in se:

O,(n,1)={A€O(n,1): A(H") = H"}

Posto I,., = ( In _01 ), risulta

Sia
SO4(n,1) ={A € O04(n,1): detA = +1}.

Sinoti che O(n, 1) ha 4 componenti connesse (detA = +1, A applica H"™ in sé
oppure no). O(n,1) ¢ 'analogo del gruppo ortogonale O(n + 1) di (R"*, go)
che ha due componenti connesse. Inoltre, mentre O(n + 1) & compatto,
O(n, 1) non ¢ compatto. Ad esempio, elementi di O(2, 1) del tipo

cosht 0 sinht
0 1 0

sinht 0 cosht

costituiscono un sottoinsieme illimitato di R33.
Sia Iso(R™!, ¢) il gruppo di isometrie dello spazio di Minkowski. Come
nel caso euclideo:

felso®R™q) < [If() = fWF =l =yl & f=h+v,

dove h € O(n,1) e v € R".
Sia

ﬂmn:{<§§);Aemmnwequ,
E(n,1) & un sottogruppo di GL(n+2,R)(+). Come nel caso euclideo, i gruppi
Iso(R" q), E(n,1) e R"™ x,0(n,1)
sono isomorfi. Nel caso particolare di n = 1, si ha

a b

AGO(1,1)<:>A:(C d)talecheAtlrgA:[_Q, a,b,c,d € R.

ALA=L+<=d -c*=1, &*—V=1eab—cd=0

<c¢=0b e d=a oppure c=—-b e d=—a, a°*—c =1
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<:>A:i(cosht sinht) oppure A:i(cosht —sinht )

:)A:(Z Z) oppure Az(Z _2) con a®—b=1

sinh¢ cosht sinht —cosht

dove 2cosht = e +e7t, 2sinht = e! — e~ e quindi cosh®t — sinh?t = 1,

t € R. O(1,1) ha 4 componenti connesse che corrispondono ai 4 rami delle

due iperboli a* —b* = 1 e a®* — b* = —1. Infine, si noti che con E(1,1) spesso

si indica anche il gruppo speciale delle isometrie del piano di Minkowski, ossia
il prodotto semidiretto

R2(+) %0 R(+), dove a(t) = ( coshi sinht >

@ ’ sinht cosht |-

Teorema 5.30. Le isometrie dello spazio iperbolico (H™, g = i*q) sono tutte
e sole le restrizioni ad H™ degli elementi di O (n,1). Quindi, Iso(H™) si puo
identificare con O4(n,1).

Dimostrazione. Sia f € O.(n,1), allora f(H") = H" e quindi abbiamo
f= figr : H* — H". Inoltre, f ¢ un diffeomorfismo e soddisfa

[rg=[fiq=C(iof)q=(foi)'¢=i"fq=i"q=y.
Pertanto f ¢ un’isometria di H". Viceversa, sia f € Iso(H") e, dato x € H",
sia y = f(x). Consideriamo {e;} base ortonormale di 7,,(H") e quindi {v; =
fiz€;} base ortonormale di T,,(H™). Poiché ey =z ha Heg||§ = —1 ed ¢ orto-
gonale (rispetto a ¢) a T, H", analogamente per vy = y, allora {eq, ¢;}, {vo, v; }
si possono pensare come basi ortonormali di (R"™!, ). Consideriamo la tra-
sformazione F' € O, (n,1) definita da Fx =y e Fe; = v; = fize;. Posto
Fy = Fn, Fy € Iso(H"); inoltre Fy(z) = vy = f(z), (Fo)w = F = fu.
Poiché un’isometria di una varieta riemanniana e univocamente determina-
ta dal suo valore in un punto p e dal suo differenziale nello stesso punto

p (cfr. Proposizione 7.37), f = Fy cioe f & la restrizione a H™ di una
F € 04(n,1). O

Teorema 5.31. Per ogni x,y € H™ e per ogni B = {v;}, B = {w;} basi
ortonormali ordinate di T, H™ e T,H™ rispettivamente, esiste f € O4(n,1) =
Iso(H™) tale che f(x) =y e fov; = wi,i = 1,...,n. In particolare, lo spazio
wperbolico H™ € omogeneo e isotropo.

Dimostrazione. Siano z,y € H" e B = {v;}, B' = {w;} basi ortonormali
come nell’enunciato. Possiamo pensare v = = e w = y come vettori g¢-
ortogonali a T, H" e T, H™ rispettivamente e con [|z2 = ||y||2 = —1. Pertan-
to, By = {v,v;}, By = {w,w;} sono basi g-ortonormali di T,R""! = R"*!
e T,R"t = R"*! rispettivamente. Consideriamo la trasformazione lineare f
tale che f(v) = w e f(v;) = w;. f € O4(n,1) in quanto trasforma B; base
g-ortonormale in B} base g-ortonormale e inoltre f(x) =y con x,y € H". Si
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noti che anche SO, (n, 1) agisce transitivamente su H". Infatti, sostituendo
in B e B’ (se necessario) v; con —v; e wy con —w;, possiamo assumere B; e
B’y basi g-ortonormali positive e di conseguenza sara det f = +1. m

Isometrie del modello iperbolico R’}

Le isometrie del modello iperbolico R?} = {z € R" : x,, > 0} sono relative
alle applicazioni conformi di R". Ricordiamo che la metrica iperbolica di R’}

e g=(1/22)go.

Definizione 5.32. Sia A un aperto di R". Un’applicazione differenziabile
fACR" = R"sidice conforme se il suo differenziale conserva gli angoli:

VpeA e Yw,weT,A=R": P(v,w) = ’ﬁ(f*pv:f*pw)

Esercizio 5.33. Sia f: A C R" — R" un’applicazione differenziabile con A
aperto di R™. Si verifichi che le seguenti proprieta sono equivalenti:

1) f e conforme;

2) Ifwvll = AW)lv]| con A(p) >0, Vpe AeVveTA

3) go( fipv, fipw) = A2 (p)go(v,w), Vp € A e Vv,w € T,A .

La 3) si puo anche esprimere nella forma f*gy = A?go. La funzione positiva
A A= R, p— A(p), si dice coefficiente dell’applicazione conforme.

Esempio 5.34. Le isometrie dello spazio euclideo R™ sono applicazioni con-
formi con coefficiente A\ = 1.

Esempio 5.35. Le dilatazioni (dette anche omotetie), ossia le trasformazioni
di R™ del tipo f(z) = kx + v, sono applicazioni conformi con coefficiente
A = k =cost.> 0. Piu in generale, le similitudini, ossia le trasformazioni di R"
del tipo f(z) = kAx + v, con A trasformazione ortogonale, sono applicazioni
conformi con coefficiente A = k =cost.> 0.

Esempio 5.36. Se f; : A - A C R" e fy : A — R” sono applicazioni
conformi, con A e A’ aperti di R", allora fo o f; : A — R" & conforme con
coefficiente A = (Mg 0 f1) - A1, dove A1, A2 sono i coefficienti delle applicazioni
conformi f, fo rispettivamente.

Esempio 5.37. L’inversione rispetto alla sfera S"~1(zg, r):
TR\ {mo} = R\ {20}, @ 20+ (@ — 70),

¢ un’applicazione conforme con coefficiente Per verificare cio, con-

o
. . . . . Je=zoll** N
sideriamo prima il caso dell’inversione Jy cioe con o = 0. Per semplicita

assumiamo n = 2, analogamente per n > 2. Risulta

2

o) r ( rxy r2xy )
a;’ = x: = —— = —
TP T\ T @ T g )

15) 0 2
T 9y2  OY2 o 4 — —
= 2 ||:v|| 20119 1] — T3
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(o) v\ r? (23 — 23 vy — 221790,
0/ \ "y 2]t \ —2z12201 + (27 — 23)vy

_ r? Iz v\ [ 221 (0121 + vao)
|| z||* Vg 229 (vaxo + v127) )

Pertanto,
2
r
(Jo)szv = W(Hxﬂ% — 2go(v, z)x)
e
2 r 2
Ji *T - .

Quindi Jy & un’applicazione conforme con coefficiente A = ﬁ Consideriamo
ora la traslazione 7 : R" \ {0} — R"\ {zo},2 — T'(x) = x¢ + x. Allora,

To%oTAngT(#i£1@l>:xw+igiﬂﬁzju)

[l = ol|? [l = ol|?
e quindi J(z) ¢ conforme in quanto composizione di applicazioni confor-
mi. Inoltre, J ha coefficiente A =

dell’Esempio 5.36).

i E (basta applicare il risultato
r — Tg

Per le applicazioni conformi vale il seguente risultato (cfr. [32], p. 170).

Teorema 5.38. (di Liouville) Se f: A — R", A aperto di R™ conn >3, ¢é
un’applicazione conforme, allora f ¢ la restrizione ad A di una composizione

di isometrie, dilatazioni e inversioni, ognuna delle quali compare al piu una
volta, di R™.

Proposizione 5.39. L’inversione Jo(p) = (r?/||p||*)p definisce un’isometria
dello spazio iperbolico (R}, g).

Dimostrazione. Intanto Jy applica R’ in R’!. Inoltre, poiché J; ¢ conforme
cpnlcoefﬁciente Ap) = r2/||pl|*, per ogni p € R’} e per ogni v,w € T,R"
risulta:

0 (02 (J0)y) = s () ()-g)

— 7"4pr?”(p) 90((J0)spv, (Jo)spw)
- x%(mgo(v,w)

= gp(v, w).
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Proposizione 5.40. Le sequenti applicazioni, accanto sono presentate con
notazione complessa (z = x+1iy), sono isometrie del piano iperbolico (R%, g).

1) fi=J:RL = RY, p=(z,y) = (r*/llplPP)p; J(2) =1?/z.

2) fo:RE =R, p=(2,y) = (—z,y); folz) =—Z.

3) f3:R2 = R3, p=(x, )»—>(x+ay) f3(2) = z + a.

4) fo:RY = R%, p=(z,y) = (Az, \y), A =cost > 0; fu(z) = Az

Dimostrazione. La f; & un’inversione, quindi un’isometria (applicando la
Proposizione 5.39). Le applicazioni f, f3, f1, che sono rispettivamente una
simmetria (rispetto all’asse y), una traslazione (parallela all’asse x) e una
dilatazione, si vede facilmente che sono isometrie del piano iperbolico. O]

Sia ora f : (R%},g) — (R, g) un’isometria per la metrica iperbolica.
Allora,
xZ
gp(va w) = gf(P)(f*pU7 f*pw) = gO(f*pva f*pw) = ’;Ezlf(g))go(% w)
per ognip € R} e per ogni v, w € T,R". Quindi f ¢ un’applicazione conforme.
Pit in generale vale il seguente teorema.

Teorema 5.41. ([32], p. 175) Le isometrie di (R'},g) sono tutte e sole le
restriziont a R, delle applicazioni conformi di R™ che applicano R in R’}

Osservazione 5.42. Per quanto visto nella Sezione 4.4, la proiezione stereo-
grafica iperbolica, che indichiamo con v, definisce un’isometria tra lo spazio
iperbolico H™ e il modello di Poincaré A™. Quindi Iso(A™) = {1 o forp~!:
f € Iso(H™)}. Analogamente, inversione (rispetto alla sfera di centro
zo = (0,...,0,—1) e raggio 7 = v/2) e la proiezione stercografica iperboli-
ca definiscono un’isometria, che indichiamo con ¢, tra lo spazio iperbolico
H™ e il modello di Poincaré R”}. Quindi,

Iso(R%) ={po fop™t: felso(H")}.
Inoltre, poiché H™ & omogeneo e isotropo, anche i modelli iperbolici R”! e A"
sono omogenei e isotropi in quanto isometrici ad H".

5.6 Trasformazioni di Mobius e isometrie del
piano iperbolico

In questa sezione esaminiamo piu in dettaglio le isometrie del piano
iperbolico Ri. Trasformazioni del tipo

f:C—C, z— f(2) = (az+b)/(cz + d),

con a,b,c,d € C, ad — bc # 0, sono dette trasformazioni di Mdbius. Esse
sono invertibili con

f7H(z) = (dz = b)/(a — c2).
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Se ¢ # 0:
f(z)=a+B/(cz+d), dove a=a/c e = (bc—ad)/c.

Sec=0:
f(z)=az+p, dove a=a/d e p=0b/d.

Quindi f(z) si puo esprimere come composizione di trasformazioni di Mébius
“semplici” del tipo:

Y1(z) =2z+b, beC (traslazione); 1s(z) =€z (rotazione);
Us3(z) = pz, p>0 (dilatazione); yu(z) =1/z.

Si noti che la trasformazione f(z) = az,a € C, & composizione di tra-
sformazioni del tipo vy e 3. In particolare, le trasformazioni di Mobius
reali

R ->R:, z+— (az+0b)/(cz+d), a,bc,deR, ad—bc>0,

in coordinate reali

z:(Ly)——>(“C

(2* +y*) + (ad + be)w + db (ad — be)y >
(cz +d)? + (cy)? Hex+d)?+(ey)? )

sono isometrie per (R%,g). Infatti, ogni trasformazione di Mobius reale ¢
composizione di trasformazioni del seguente tipo:

1(z) = z+0b, b e R (traslazioni),
a(2) = az, a > 0 (dilatazioni); ¢3(z) = —1/z,

le quali sono isometrie per la metrica iperbolica. Si noti che anche la trasfor-
mazione (3 ¢ un’isometria del piano iperbolico in quanto composizione di
un’inversione (z — 1) e di una simmetria (z — —2).

Poiché la simmetria s : z —+ —Z € un’isometria del piano iperbolico, allora
anche le trasformazioni di Mdbius del tipo:

sof(z)=—(az+0b)/(cz+d), con ad—bc>0,

sono isometrie per (]Ri, g). Piu precisamente, si dimostra il seguente teorema
(cfr. [104], p. 141).

Teorema 5.43. (di Poincaré) Le isometrie del piano iperbolico (R%, g) sono
tutte e sole le trasformazioni di Mobius reali del tipo:

az+b az+b
f(z)—m, ad —bc > 0;  oppure f(z)_CZ—i—d’ ad — be < 0.
Poniamo A = ( a b ) Poiché
c d

az+b_ Aaz + \b o )\a2+)\b_a2+b
cz+d  Aez+ M\ AeZ+ N cz+d

VAER, A0,
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il gruppo Iso(R%, g) = Iso™ UIso™, ossia si pud esprimere con

az+b az+b

{f:sz, detA:l}U{f:Zl_)ci—i—d

, det A = —1}.

Iso™ & un sottogruppo di Iso(R%, g). Si vede subito che

IstNIs =0 e Is  ={sof:felst} doves:z— —z.
Consideriamo i seguenti sottogruppi di GL(2,R):

SL(2,R) = {A: ( OCL Z) €R2’2:detA=+1}

L(2,R) = {A: ( . fz > € R22: det A = il}.
L’applicazione @ : L(2,R) — Iso(R%,g) tale che:

A:(CCL Z)»—><f:zl—>(az+b)/(cz+d)> se detA =1,

A:<oct Z)r—><f:z+—>(az+b)/(cz+d)> se detA = —1,

¢ un omomorfismo suriettivo con
ker@z{A:@(A)z]}z{:l:(é ?)}

Di conseguenza, I’epimorfismo ® induce I'isomorfismo
d: L(2,R)/{£Id} — Iso(R%,g), [A] — ®(A).
Si puo dimostrare (cfr. [62], p. 45]) che:
PSL(2,R) := SL(2,R)/{x+I} &isomorfoa SO.(2,1),

e quindi opera transitivamente su Ri .

Isometrie del modello iperbolico nel disco A?

La metrica iperbolica di A™ ¢ ottenuta da quella di R’; mediante I'inver-
sione J: A" - RY, Jx = x0+ m(m — 1) con g = (0,...0,—1), che
di conseguenza sara un’isometria. Per n = 2, in coordinate complesse:

J: A5 RE 2 Jz=—i(z2+14) /(2 —1).

Consideriamo ¢ : A? — A%z —— ¢(z) = Zz, coniugazione complessa; c ¢
un’isometria del disco iperbolico (in quanto ¢ un’isometria lineare del piano
euclideo). Quindi u : RZ — A? definita da u = co J & un’isometria e

u(z) = —’jiil. L’isometria inversa ¢ v(z) = u~'(z) = Z—Zz_+1¢' Di conseguenza,
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Iso(A?) ={f=uofouv:fe Iso(R2)}.

Tenendo conto del Teorema 5.43 che descrive le isometrie di Ri, si ottiene la
seguente proposizione (cfr. anche [104], p. 215).

Proposizione 5.44. Le isometrie del disco iperbolico sono le trasformazioni
di Mobius del tipo:

f(z) = (az +0b)/(bz+a), oppure f(2)=(—az+b)/(=bz+a), a,beC,

con lal* —|b|* >0 (che in particolare si puo porre = 1).

5.7 Rivestimenti riemanniani

Siano M, M due varieta differenziabili. Ricordiamo che un’applicazione
differenziabile p : M — M @& detta applicazione di rivestimento se per ogni
x € M esiste un intorno aperto U di z tale che p~'(U) sia unione disgiunta
di aperti U; (di M) con P, U; — U diffeomorfismo per ogni i. Gli aperti

U; si dicono fogli su U, U & detto aperto “ben coperto”e p~!(z) ¢ detta fibra
su .

Definizione 5.45. Siano (M, g), (M, §) due varieta riemanniane. (M, §) si

dice rivestimento riemanniano di (M,g) con proiezione p : M — M se p ¢
un’applicazione di rivestimento e inoltre p*g = g.

Nel caso di un rivestimento riemanniano, p : M — M e un’isometria locale e
se f: M — M e una trasformazione di rivestimento, cioe p o f = p, allora
f ¢ un’isometria di (M, g).

Proposizione 5.46. Siano M, M due varieta differenziabili e p : M — M
un’applicazine di rivestimento. Se g ¢ una metrica riemanniana su M, allora
esiste un’unica metrica g su M tale che (M, g) sia rivestimento riemanniano

di (M, g).

Dimostrazione. L’'unicita segue dal fatto che la metrica g verifica la proprieta
p*g = g. Per l'esistenza basta provare che g := p*g ¢ una metrica riemannia-
na. Dalla definizione segue facilmente che g € un tensore covariante di ordine
2 simmetrico. Inoltre, g & definito positivo in quanto p ¢ un diffeomorfismo
locale e quindi (p.); € un isomorfismo per ogni & € M. ]

In generale, se p : M — M ¢ un’applicazione di rivestimento, una metrica
riemanniana ¢ su M non induce una metrica riemanniana su M. Tuttavia,
in alcuni casi, cio accade come risulta dalla seguente proposizione.

Proposizione 5.47. Siano M, M due varieta differenziabili e p : M — M
un’applicazione di rivestimento. Se g ¢ una metrica riemanniana su M e il
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rivestimento ¢ definito da un gruppo G discreto e propriamente discontinuo
di isometrie di (M, §), allora esiste un’unica metrica g su M tale che (M, g)
sia rivestimento riemanniano di (M, g) con proiezione p.

Dimostrazione. Nel caso in esame, M = M /G e 'applicazione di rivestimen-
top: M — M = M/G ¢ la proiezione definita da p(z) = GZ (orbita di &
rispetto all’azione di GG). Se U & un aperto “ben coperto” di M, i fogli su U
sono del tipo fU con f € G e U aperto di M. Inoltre, gli elementi di GG sono
trasformazioni di rivestimento. Consideria;no un foglio Uy su U, U; = fiU
con f; € G, e il diffeomorfismo p; = P, U — U. Ponendo
9= )q, dove G =gg,,
otteniamo una metrica riemanniana sull’aperto U. Tale definizione di g su
U non dipende dalla scelta del foglio. Sia Uy = foU, fo € G, un altro foglio
su U e sia py = P, Uy — U il diffeomorfismo corrispondente. Allora,
lisometria f = f, 0 f; ! verifica le proprieta
fU) =0y e pao fio, =p1 cloe fion opi !t =py!
e quindi (denotando, con abuso di notazione, f|01 con f) si ha:
(P2 ) Ga=(fop ™)' G= (17" ) [ Ga= ")
Inoltre, se U e U’ sono due aperti “ben coperti” a intersezione non vuota,
indicate con g e ¢’ le metriche definite su U e U’ rispettivamente, come prima
si puo vedere che gy = ¢’ wnor- Infine, poiché M si puo ricoprire con una
famiglia di aperti “ben coperti”, le considerazioni precedenti assicurano che

possiamo definire una metrica riemanniana g su M per cui p*g = g. Tale
proprieta assicura anche 'unicita di g. O

Un rivestimento riemanniano e chiaramente un’isometria locale, e se M e
compatta vale anche il viceversa. Vale infatti la seguente

Proposizione 5.48. ([100], p. 116; [62], p. 197) Siano (M, g), (M,§) due
varieta riemanniane e p : M — M un’isometria locale con (M, G) completa.
Allora, (M, g) € un rivestimento riemanniano di (M,g) con proiezione p.

Esempio 5.49. G = {I,—1I} & un gruppo di isometrie della sfera canonica
(S™, g), la cui azione e propriamente discontinua su S”. Quindi, la proiezione

quoziente
p:S"—PY(R)=S"/G

definisce un rivestimento dello spazio proiettivo P*(R). Pertanto, possia-
mo definire su P"(R) una metrica riemanniana ¢; per cui p*g; = ¢ (cfr.
Proposizione 5.47).
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Esempio 5.50. Il gruppo G delle traslazioni di R", definite da vettori a
coordinate intere, isomorfo a Z", & un gruppo di isometrie di (R", go) la cui
azione ¢ propriamente discontinua. Quindi, la proiezione quoziente

p:R*— T" =R"/Z"

definisce un rivestimento del toro n-dimensionale T". Pertanto, possiamo de-
finire su T™ una metrica riemanniana g; per cui p*g; = go. T" munito di tale
metrica e un toro piatto. Un toro piatto puo essere definito anche nel modo se-
guente. Siano &1, ..., &, n-vettori linearmente indipendenti di R™. Indichiamo
con G il sottogruppo di R™ generato da &1, ..., &, : G = {& =Y m&,m; € Z}.
L’azione di G su R" e propriamente discontinua e quindi R™ & il rivestimento
universale di R"/G. Inoltre, la varieta quoziente R"/G ¢ diffeomorfa al toro
T" = R"/Z" e la metrica euclidea gy = dz? + ... + dz? (dove per ogni
r € R":x =) x§) ¢ invariante per I'azione di G. Pertanto gy, come
nel caso di G = Z", induce una metrica riemanniana piatta su T" = R"/G
(cfr. [56] vol.I, p. 210). Inoltre, due tori piatti R"/G e R™/G’ sono isome-
trici se, e solo se, esiste una isometria dello spazio euclideo R™ che scambia i
sottogruppi G e G’ (cfr. [7], p. 5).

Esempio 5.51. Consideriamo una superficie torica T? di R? simmetrica ri-
spetto all’origine, con una metrica riemanniana piatta, che indichiamo con g,
come definita nell’esempio precedente. G = {I, —1} € un gruppo di isometrie
del toro piatto (T?, g), inoltre G opera in modo propriamente discontinuo su
T2. Quindi, la proiezione quoziente
p:T? > K="T%G

definisce un rivestimento della bottiglia di Klein K. Pertanto, possiamo defi-
nire una metrica riemanniana piatta g; su K per cui p*g; = ¢g. La classifica-

zione delle 2-varieta riemanniane compatte piatte si puo trovare in [56] vol.I,
p. 223.

5.8 Isometrie degli spazi modello della geo-
metria semi-riemanniana (cenni)

Maggiori dettagli su questa sezione si possono trovare in [79]. Iniziamo in-
troducendo brevemente gli spazi modello della geometria semi-riemanniana.
Sia M una sottovarieta di una varieta semi-riemanniana (M , ), con immer-
sione i : M < M. Se il tensore ¢ = i*§ ¢ una metrica semi-riemanniana,
allora (M, g) & detta sottovarieta semi-riemanniana di (M, §).

Gli spazi modello della geometria semi-riemanniana sono :

n
v )

e Lo spazio semi-euclideo R? | ossia R™ con la metrica semi-euclidea g

definita da
Jdo = — Z;'/zl dr; ® do; + Z?:V_H dr; ® dx;.
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go ¢ una metrica semi-riemanniana di indice v.
e La pscudosfera di raggio r > 0 di R"™! n > 2, ¢ l'ipersuperficie
— 1. Vo2 n+l1 2 _ .2
Sp(r) ={e e Ry : =377 i + 2200 @ =7}
La metrica semi-riemanniana g = i*gp, di segnatura (n — v, v), & la metrica
canonica della pseudosfera S!'(r). Per v = 0, S§(r) & la sfera canonica S"(r)
dello spazio euclideo Rt = R+,
e Lo spazio pseudoiperbolico di raggio r > 0 di ]R’lfﬁ, n > 2, ¢ I'ipersu-
perficie
o +1 . v+l 2 n+1 2 _ 2
Hy(r)={z e Ry : = > wi+ >0, ,0f = =17}

La metrica semi-riemanniana g = i*go, di segnatura (n — v,v), ¢ la me-
trica canonica dello spazio pseudoiperbolico H?(r). Per v = 0, H{(r) ha
due componenti connesse, la falda superiore di Hj'(r) e Iiperboloide H"(r),
x1 > 0, con la metrica riemanniana iperbolica indotta dallo spazio di Minko-
wski R}, Lo spazio di Minkowski (R"*!, q) considerato nella Sezione 4.4 si
ottiene da R?H scambiando la coordinata x; con la coordinata x, .

Si noti (tenendo conto che RY consiste di un singolo punto, mentre S
consiste di due punti) che:
e la pseudosfera S?(r) & diffeomorfa alla varieta RY x S"7%, e
e lo spazio pseudoiperbolico H]!(r) ¢ diffeomorfo alla varieta S x R" .

Un diffeomorfismo f tra due varieta semi-riemanniane (M, g) e (M, ¢’)
tale che f*¢’ = cg, c= cost.# 0, & una omotetia. Naturalmente se la costante

c =1, f € una isometria. Se la costante ¢ = —1, f e detta anti-isometria.
L’applicazione F : R"*! — R't]  data da
(X1, ey T 1) > (Tt ooy Tig 1, Ty eey Ty

¢ una anti-isometria che trasforma la pseudosfera S!(r) nello spazio pseudo-
iperbolico H!'_(r) e viceversa. Di conseguenza, anche I’applicazione
F:Si(r)— H ,(r)
¢ una anti-isometria.
Come vedremo nel capitolo successivo, la connessione di Levi-Civita e
invariante per omotetie (anche nel caso semi-riemanniano) e quindi tutte le

nozioni geometriche che derivano da essa sono invarianti per omotetie (cfr.
Osservazione 6.47).

Isometrie degli spazi R}, S, H)

Sia I. la matrice segnatura relativa alla metrica semi-euclidea gy dello
spazio R?. I. ¢ la matrice diagonale (g;;) dove

cij=0peri#j,es=—1perperi=1,..,v,ec; =+1lperi=v+1, .. n
In altre parole, se (e;) € una base pseudo-ortonormale di R”, allora

go(ei,ej) =¢&ij € [5 - (90(6i7€j))'
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Si noti che
I'=1.=1I"'e perv=0, I. = I, (matrice identita di ordine n).

Indichiamo con O, (n) il gruppo delle matrici A che corrispondono, rispet-
to a una fissata base pseudo-ortonormale (e;), alle trasformazioni pseudo-
ortogonali di R}: trasformazioni lineari di R} che conservano g,. Posto
A = (a;5), siccome

go(Aei, Aej) = golei, €5) < Doy, Qi Qnj Exn = Eij,

allora O, (n) corrisponde al sottogruppo delle matrici A di GL(n,R) che
soddisfano:

A'TLA = I. (ovvero At = I.A7'1,).
Per i gruppi di isometrie, abbiamo quanto segue (cfr. [78], p.233-240).
e Il gruppo di isometrie di R” & il gruppo Iso(R?) di tutte le trasformazioni
del tipo
f=A+p, dove A€ O,(n)epelR].
Iso(R”?) ¢ un gruppo di Lie che ha dimensione
dim Iso(R?) = dimR" +dim O,(n) =n+n(n—1)/2=n(n+1)/2.
Iso(R"), 0 < v < n, ha quattro componenti connesse.

e Il gruppo di isometrie della pseudosfera S”, v < n, ¢ il gruppo O,(n + 1);

e [l gruppo di isometrie dello spazio pseudoiperbolico H)', v > 0, ¢ il gruppo
O,/+1 (n + 1) .

Anche O,(n) ¢ un gruppo di Lie di dimensione n(n — 1)/2 che non dipende
da v. Per v =0, Op(n) & chiaramente il gruppo ortogonale O(n) che ha due
componenti connesse. O,(n), 0 < v < n, ha quattro componenti connesse.

In particolare, nel caso del gruppo ortogonale O(2) il sottogruppo SO(2)
delle rotazioni e definito dalle matrici ortogonali del tipo

Ry — ( cost —sind ),ﬂER;

sind  cosd

SO(2) ¢ la componente connessa dellidentita in O(2) ed ¢ diffeomorfo alla
circonferenza S!.

Nel caso del gruppo pseudo-ortogonale O;(2), il sottogruppo B definito
dalle matrici pseudo-ortogonali del tipo

cosh?¥ sinhd
By = ( sinh?d cosh? )’ vER,

¢ la componente connessa dell'identita in O;(2), ed ¢ diffeomorfo a R. Ogni
matrice By, detta boost di R? di angolo lorentziano 1, conserva ognuno dei
quattro rami delle iperboli 2% — y? = +1.






Capitolo 6

Connessioni lineari e
connessione di Levi-Civita

Abbiamo visto che su una varieta differenziabile esiste un modo naturale
di derivare una funzione rispetto a un vettore tangente, tuttavia non esiste un
modo naturale di derivare campi di vettori in quanto cio dipende dall’intro-
duzione di un’ulteriore nozione: la “connessione lineare”, ovvero I’operazione
di derivata covariante. D’altro canto spazi tangenti in punti distinti sono iso-
morfi (in quanto hanno stessa dimensione), ma l'isomorfismo non ¢ canonico,
per cui non e possibile definire la derivata di un campo di vettori con un
rapporto incrementale. L’assegnazione di una connessione lineare (da cui il
nome) permette di collegare i vari spazi tangenti mediante la conseguente
nozione di trasporto parallelo. Nel caso di una varieta riemanniana esiste un
modo naturale di differenziare, e quindi un parallelismo canonico, nel sen-
so che esiste un’unica connessione lineare (simmetrica) compatibile con la
metrica: la “connessione di Levi-Civita”. Storicamente il parallelismo fu in-
trodotto da T. Levi-Civita nel 1917 e quindi prima della connessione lineare.
L’idea usata da Levi-Civita ¢ la seguente. Siano S una superficie regolare di
R3) o(t) una curva differenziabile di S e V, un vettore tangente a S in un
fissato punto o(t,). Se S ¢ un piano, il trasporto parallelo di V, da o(t,) a
o(t1) lungo ¢ non dipende dalla curva o considerata. Se S non € un piano,
si considera la famiglia di piani tangenti {7(¢) = T, S} ad S lungo o(t).
Questa famiglia di piani determina una superficie rigata sviluppabile > detta
superficie inviluppo. ¥ ha le proprieta di essere localmente piatta e tangente
ad S lungo o (cioe Top>E = T,)S). Pertanto, il trasporto parallelo di V,,
lungo o in S coincide con il trasporto parallelo di V, lungo o in . Poiché
> e localmente piatta, il trasporto parallelo lungo o in X si realizza in modo
euclideo nell'immagine isometrica di > e poi si riporta su S. Il parallelismo
di Levi-Civita stimold poi le ricerche di E. Cartan il quale generalizzo tale
nozione sviluppando la teoria degli spazi a connessione affine, proiettiva e
conforme.

159
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6.1 Connessioni lineari
La presentazione di connessione lineare che diamo ¢ dovuta a J.L. Koszul.

Definizione 6.1. Una connessione lineare V su una varieta differenziabile
M ¢ una applicazione

V:iX(M)xX(M)— X(M), (X,Y)— VY,
che soddisfa:
a) VfX+gYZ = fVXZ + gVyZ,
b) Vx(Y+272)=VxY +VxZ,
c) Vx(fY)=[fVxY +(Vxf)Y,
per ogni X,Y,Z € X(M) e perogni f,g € F(M), dove Vxf = X(f).

L’operatore Vx : Y +— VxY, si dice derivata covariante rispetto a X.
Attenzione: V non ¢ un tensore!
Se M =TR", per ogni X,Y € X(R"), Y = (V! ...,Y"), V° definita da

V&Y =3, X (V)5 = (X (Y1), .., X(Y™))
¢ una connessione lineare che viene detta connessione euclidea.

La definizione di connessione lineare si puo estendere al caso piu generale
di un fibrato vettoriale £ su M. Indichiamo con I'(E) lo spazio delle sezioni
del fibrato E. Una connessione lineare su E ¢ un’applicazione

V:X(M)xT(E)—T(E), (X,0)— Vxo,

che soddisfa:

CL) Vxiyo =Vxo+ Vyo, foO':vaO',

b) Vx(oc+0')=Vxo+ Vxo,

¢) Vx(fo)=[fVxo+X(f)o,
per ogni X,Y € X(M), per ogni 0,0’ € I'(E) e per ogni f € F(M).
Se E ¢ il fibrato tangente T'M , ritroviamo la precedente definizione in quanto
['(E)=X(M).

Nel seguito M denotera sempre una varieta differenziabile munita di una
connessione lineare V.

Proposizione 6.2. Per ogni X,Y € X(M) e per ogni aperto U di M,
(VxY)w dipende solo da Xy e Yy.

Dimostrazione. Proviamo chese XY, X' Y' € X(M) soddisfano X'y = Xy
e Y'y =Yy, allora (Vx/Y')jy = (VxY)y. Siano VW € X(M). Intanto,
proviamo che se V' = 0 su U oppure W = 0 su U, allora (VyW);; = 0.
Supponiamo W = 0 su U e proviamo che (VyW), = 0 per ogni p € U.
Fissato p € U, consideriamo f € F(M) tale che f(p) = 1 e fianu = 0. Allora
fW =0 su M e quindi, applicando la b) della Definizione 6.1, Vy fIW =0
su M. Applicando poi la c), si ha
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0= (Vv fW), ={V()IW + fVyW}, = (Vv W),
In modo analogo si procede quando V' = 0 su U. Allora, considerando
prima V = X — X', W =Y epoi V= X', W =Y — Y’ siottiene
(Vx Y = (VxY)w. m
Corollario 6.3. V induce una connessione lineare su ogni aperto A di M.
Dimostrazione. Siano X,Y € X(A) e sia p € A. Applicando la Proposizione
1.28, esistono V, V' intorni aperti di p con V. C V' C A ed esiste f € F(M)
tale che f|V =1le f\M\V’ =0. AHOI’&, X = fX,Y = fY S %(M), X|V = X\V;

Yy = Yy, e quindi basta definire (VxY), 1= (V5Y),. Tale definizione &
ben posta per la Proposizione 6.2. O

Siano (z1, ..., x,) coordinate locali definite in U. Poniamo 0; = 8‘2. Le
n? funzioni I'}; € F(U) definite da:
Va,-aj = Zk Fgak,

sono dette coefficienti di Christoffel della connessione lineare V. Si noti che
nel caso della connessione euclidea V°, i coefficienti di Christoffel sono nulli.

Usando le proprieta a), b), ¢) di V, se X = >3, X'0; e Y = . Y70;, si
ottiene:
ViY =Y Yo =Y (X(w')aj + Yf'vxaj)

' J

= Z ()J((Yj)aj) + Z (X"Yjvaﬁj), ossia
j ij
Viy =Y (X(Yk) + inyjrg)ak. (6.1)
k i,

Quindi, i coefficienti I" fj determinano univocamente V sull’aperto coordinato
U. Inoltre, per ogni fissato p € M, assumendo U intorno coordinato di p,
dall’equazione (6.1) segue che:

(VxY)y =3 (X0 + L X0V @) 0, (62)

k
Pertanto, si ottiene la seguente

Proposizione 6.4. Per ogni p € M e per ogni X,Y € X(M), (VxY),
dipende solo da X, e da'Y" wn un intorno di p.

La Proposizione 6.4 giustifica la seguente definizione.

Definizione 6.5. Siano V € T,M ¢ Y € X(A), A aperto di M contenente
p. Allora,
VyY = (VxY),,

dove X € X(U), U C A intorno aperto di p, e soddisfa X (p) = V.
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Di conseguenza, 1’operatore
V:T,MxX(M)—T,M, (V.Y)— VY,
soddisfa le seguenti proprieta:
Cl) v)\VJrHWY = AVVY + /LVWY,
b) Vv(Y+2)=VyY +VyZ,
O VoY) = f()VeY + V()Y
dove Y, Z e X(M), fe FIM),V,W € T,M e\ ueR.

La seguente proposizione migliora la Proposizione 6.4.

Proposizione 6.6. Se X, € T,M eY € X(M), allora Vx,Y dipende solo
da X, e da'Y lungo una curva differenziabile y(t) con v(0) = p e ¥(0) = X,.

Dimostrazione. Sia y(t) una curva differenziabile con y(0) = p e (0) = X,.
Posto Y (t) = Y(y(t)) e quindi Y*(t) = Y*(y(t)), I'enunciato segue dalla

formula (6.2) tenendo conto che X,(Y*) = 4(0)(Y"*) = %(0). O

Osservazione 6.7. Si noti che: ogni varieta differenziabile paracompatta
M ammette una connessione lineare, in verita tale M ammette una metri-
ca riemanniana e di conseguenza, come vedremo, ammette una connessione
lineare.

Esercizio 6.8. Siano Ffj e ng i coefficienti di una connessione lineare ri-
spetto a due sistemi di coordinate locali (x;) e (y,) definiti entrambi su
L — = verificare la
"0x; \Oys) 0o  OYalys’

un aperto U. Osservato che >

seguente formula:
N . Ox; Oz Jy, O*ry Oy,
Faﬁ = Zk ij Y- k :
IEY Oy, Oys Oy, 0Ya0yp Oxy,

Esercizio 6.9. Sia V una connessione lineare su M. ‘Si verifichi che 'insieme
di tutte le connessioni lineari su M ¢ dato da {V = V+S con S € X?(M)}.

6.2 Il tensore di torsione e I’operatore hessia-
no
Definizione 6.10. Una connessione lineare V si dice simmetrica se per ogni

XY € X(M):
VxY — Vy X = [X,Y].

Se V & simmetrica, Vy,0; — Vy,0; = [0;,0;] = 0 implica che T¥, = T'%.

)

D’altronde, siccome [X,Y] =3, (X(Y*) — Y(X*)) O, dalla (6.1) segue

ViY = VyX = [X,Y]+ Y X'V (TF - T%) 0.

Z’?.j?k
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Quindi, vale la seguente

Proposizione 6.11. Una connessione lineare V ¢ simmetrica se, e solo se,
per ogni sistema di coordinate locali: Fi?‘j = I‘fz

Definizione 6.12. Il tensore di torsione associato a una connessione lineare
V ¢ il tensore T di tipo (1,2) definito da:
T(X,)Y):=VyxY —-VyX — [X,Y].
T stima la non simmetria di V.
Esercizio 6.13. Si verifichi che la connessione euclidea V° ¢ simmetrica.

Esercizio 6.14. Si verifichi che se T' ¢ il tensore di torsione di una connes-
sione lineare V, allora V! = V — %T ¢ una connessione lineare simmetrica.

L’operatore derivata covariante Vx : X(M) — X(M) si estende in modo
naturale allo spazio delle 1-forme A'(M) = X*(M). Per ogni w € A'(M) e
per ogni Y € X(M), si pone

(wa) (Y) = VXw(Y) — w(VXY).
Si verifica facilmente che I'operatore

Vx: Al( )%Al(M),wHVXw,
soddisfa

VX(w1+w2):VXw1+VXw2, VX(f ) X(f)w—i—fVXw

per ogni wy,wy € A'(M) e per ogni f € F(M). Si noti che per ogni f €
F (M), la 1-forma df si indica anche con V f e si pone

Vx[:=(VHX) = X(f).
Possiamo quindi definire, per una funzione f € F(M) e rispetto alla fissata
connessione lineare V, la derivata seconda V2 f:

V_%(’Yf = (VxVY
detta anche hessiano di f. L’operatore hessiano definisce quindi ’applicazione
V2f L X(M) x X(M) — F(M), (X,Y) = Vi f, dove
Viyf =(VxV )Y =VxVyf— (Vf)(VxY)
= VxVy [ = (VxY)(f) = XY (f) = (VxY) ().

Esercizio 6.15. Si verifichi che 'operatore hessiano V2f ¢ un tensore (co-
variante di ordine 2).

Denotiamo con (H;; f) la matrice associata, rispetto alla base coordinata (0;),
al tensore hessiano V2f, quindi

Hyf = V3 0, = 8:0;f = (Vo.0;)(f) = 5o — S TOnS -
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2

Per f € F(R"), la matrice hessiana (

, che € una matrice simmetrica,
L0

¢ esattamente la matrice associata all’'operatore D?f (hessiano di f rispetto
alla connessione euclidea V?) che in questo caso ¢ chiaramente simmetrico.
Nel caso di una varieta differenziabile M munita di una arbitraria connessione
lineare V, risulta

Vivl = Vixf=VxVyf— (VxY)(f) = VyVxf+ (VyX)(f)
= [X,Y](f) = (VxY = VyX)(f)
= —(T(X,Y)) (f)

Pertanto, si ottiene la seguente caratterizzazione

Proposizione 6.16. Una connessione lineare V e simmetrica se, e solo se,
l'operatore hessiano V2 f ¢ simmetrico per ogni f € F(M).

6.3 Derivata covariante e parallelismo

La nozione di parallelismo, introdotta da Levi-Civita (1917), traduce in
termini geometrici I'operazione di derivazione covariante. Consideriamo una
curva differenziabile y(t), t € I, I intervallo di R, di una varieta differenziabile
M. Anche in questa sezione con 0; indicheremo i campi di vettori coordinati
rispetto a un fissato sistema di coordinate locali.

Definizione 6.17. Un campo di vettori differenziabile lungo la curva y(t) e
un’applicazione differenziabile V : I — T'M tale che m oV =+, cioe

Vtel: V(t) S Tw(t)M-

Localmente:
V(t) =2 VI(0)ai(d),

dove V(t) : I — R sono funzioni differenziabili e 9;(t) = (9;)(y(t)). L'insieme
di tutti i campi di vettori differenziabili lungo 7, che denotiamo con X(7),
ha una struttura naturale di F(/) = C*(/)-modulo rispetto alle seguenti
operazioni:

(V+W)(t) =V(E)+ W), (fV)(E) = FOV(L),
dove V.W € X(v) e f € F(I). Chiaramente il campo tangente ¥(t) € X(v).
Se X € X(A), A aperto di M contenente ~, allora X (t) = X(v(¢)) € X(7).
Non vale il viceversa, nel senso che un campo di vettori V(¢) € X(7) non
puo essere esteso, in generale, a un campo di vettori V' € X(A). Ad esempio,
un campo tangente y(t), con y(t1) = v(t2) e F(t1) # (t2), non si pud
estendere. Tuttavia, se y(t) ¢ una curva con §(to) # 0, allora  in un intorno
dipo = v(tp) € una curva imbedded in M, e in questo caso un campo di vettori
V € X(v) ¢ la restrizione di un campo vettoriale definito in un intorno U di
po in M (cfr. Osservazione 2.52).
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Teorema 6.18. Sia M una varieta differenziabile munita di una connessione
lineare V. Allora esiste un unico endomorfismo (detto derivata covariante
lungo curve)

2 %) > X(7)

dt
che soddisfa le ulteriori pmprietd:
D d
) (V) =By (20w e x)evs e F ()

b) se V € X(v) ¢ indotto da V € X(A), A aperto di M contenente v, cioé

V(t) = V(y(t)), allora
DV ~
— = VsV

D

Dimostrazione. Sia 3 un endomorfismo di X(v) che verifica le proprieta

a),b). Sia U un intorno coordinato con v(I)NU # (). Consideriamo V' € X(7),

VI(t) =3, Vi(t)0;(t), allora
T =T aronm =X (a0 i)

J

Quindi, A
DV dv’ :
T >, (Waj(t) +V/ (t)vﬁ(t)aj) (6.3)
J
oppure, equivalentemente,
DV dv* de,
== (T +> ST ) () 04(2). (6.4)
k

Se (yo) € un altro sistema di coordinate locali definito in U, posto V(t) =
3, VE(t)Da(t), siccome VF(E) = Vot )8‘”’“( t), si ha

de’ dve 8xk o 82xk dyg
kA Z——a(t)+ZV (t)—ayﬁayag. (6.5)

Inoltre, vale (cfr. Esercizio 6.8)

Ox; Oz, 0?
8@/ 7 O Oy OYalys

dove I') 5 SONO 1 coefficienti di V rispetto al nuovo sistema di coordinate locali
(Yo ). Usando questa formula e la (6.5), partendo dalla (6.4) si ottiene

Z (dv’€ Fk dxl\ﬂ)(t) ()

Yodt
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dV® dzy, O*xy, dyg \ Oy,
= — @ t
- ( dt 0y, +ZV 0yp0ly, dt | Oxzy %)
dx; . Ox; \ Oy
k L yra Y
+Z< b dt v dy. )8%8()
k,y %,J,00
dV® Oz Oy,
= t
/Z:a dt 8ya oxy, ()

DPxy, dys ., Oz dyg Oz Dy
a e 9% AN
* Z v <0y58ya dt Y Oyg dt 8ya>8xk %(1)

Z]k7a7ﬁ
dv 0%xy, Ox; Ox;\ dyg Oy
— - a Fk‘ ? J ﬁ Y t
. ( dt +i];5‘/ <8y50y Ty Jys 8ya> dt 890)87()
dVa Oy, 0y, dyg
=D g O+ D VTG )
o ka,@’y@ ayg &vk dt

Pertanto, abbiamo

(%)(wi) - <%>(ya)' (6.6)

La (6.4) e la (6.6) ci dicono che I'operatore £ ¢ univocamente determinato
dai coefficienti della connessione lineare V. Proviamo ora |'esistenza. Consi-
deriamo prima il caso in cui v ha sostegno (1) C U, U intorno coordinato.
Definiamo £ V — 2 mediante la (6.4) (che non dipende dalle coordinate

locali Scelte) E e Chlaramente un endomorfismo di X(7) che verifica la pro-

prietd a). Verifichiamo ora la b) per V(t) = V(y(t)) con V € %(A). Usando
la (6.3), si ha

DV ;
T = i (o + VO vy 0d:)-

Siccome Vi(t) = Vi(v(t)) implica che 4 = 4(t)(V1), si ottiene

(dVl

2 =3 (0 + V0 500) = VT

2

Supponiamo ora che y abbia sostegno (/) non contenuto in un singolo in-
torno coordinato. Fissato ty € I, per ogni t € I, t > ty, possiamo ricoprire
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7[to, ] con un numero finito di intorni coordinati e definire Y in ogni in-

torno coordinato. La (6.6) assicura che le varie determinazioni coincidono
nei domini coordinati con intersezione non vuota. Analogamente per t < ;.
Quindi, % e definito per ogni t € [. n

Si noti che 'operatore %, per come definito, ha carattere locale.

Definizione 6.19. Un campo di vettori V' € X(v) si dice parallelo lungo ~y

~e DV
Z 0 vtel.
at

Poiché 'operatore % ha carattere locale, anche la nozione di campo di vettori
parallelo ha carattere locale.

Vo

Figura 6.1: Trasporto parallelo del vettore Vy lungo 7.

Nel seguito, M denotera sempre una varieta differenziabile munita di una

connessione lineare V con associato operatore £, dove (t) (con t € I, I

intervallo di R) ¢ una curva differenziabile di M.

Osservazione 6.20. Dato V(t) € X(7), consideriamo un cambiamento rego-
lare di parametro: ¢ = t(s), 9t = 0. Posto V(s) = V(i(s)), dalla definizione
di Y segue che

At
DV dVF dt g da; dt _dit DV
o Cara 20 =g

Z’Mj
Dunque, il parallelismo ¢ invariante per cambiamenti regolari di parametro.

Esempio 6.21. L’operatore T associato alla connessione euclidea V0 di R™

¢ 'usuale operatore di derivazione —. Infatti, siccome VY ha coefficienti di

Christoffel nulli, dalla (6.4) si ha:

DV dv*
@~ 2o W
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equivalentemente si usa scrivere

DV dv _ dv? dvm

G ow G w)
Quindi, in R™, un campo di vettori V' € X(v) ¢ parallelo (rispetto a VO),
cioe (dV/dt) = 0, se e solo se V(t) =cost., ossia V(t) = >, V'(t)(0:)~u
con V'(t) = o' funzioni costanti. Dato Vi = >.a"(0;)4w,), il campo d1

vettori V(¢) = Y=, a'(0;)) ¢ 'unico campo vettoriale parallelo che soddisfa
V(ty) = Vy per ogni curva +.

Il seguente lemma, che ¢ un teorema di esistenza e unicita per equazioni
differenziali ordinarie, e utile per I'esistenza di campi paralleli su una varieta
differenziabile munita di un’arbitraria connessione lineare.

Lemma 6.22. Siano A’“ I — R funzioni differenziabili, k,j = 1,...,n, I un
intervallo aperto di R, to € 1. Allora, per ogni fissato v = (v?, ...,U”) e R",
il sistema lineare di equaziom' differenziali

k
d; =S ARV k=1,..n

ammette un’unica soluzione (V'(t),...,V"(t)), definita per ogni t € I, tale
che V' (tg) = v" per ognii=1,...,n

Teorema 6.23. (di esistenza e unicita di campi paralleli) Per ogni fissato
Vo € Tyuo)M , esiste un unico campo di vettori V (t) € X(y) parallelo lungo y
tale che V (ty) = Vb.

Dimostrazione. Consideriamo prima il caso in cui la curva ha sostegno y(I) C
U (intorno coordinato). Poniamo Vo = Y. Vid;(to) e V(1) = >, Vi(£)ai(t) €
X(7). Allora, applicando la (6.4), il campo d1 vettori V(t) & parallelo lungo
v se, e solo se,

dx;
k Ly
E —— dt Vk=1,...,n. (6.7)

Tale sistema si puo scrivere nella forma
dvF/dt =37, ARV, dove Af(t) = = 32, Tf(de;/dt), k=1,...,n

Il Lemma 6.22 ci dice che esiste un’unica soluzione (V(t), ..., V"(t)), definita
per ogni t € I, soddisfacente le condizioni iniziali V*(tg) = V. Tale soluzione
definisce il campo parallelo V(t) con V(ty) = Vy. Supponiamo ora che ~
abbia sostegno (/) non contenuto in un singolo intorno coordinato. Fissato
to € I, perognit € I, t > ty, possiamo ricoprire v[to, t] con un numero finito
di intorni coordinati e determinare V' (¢) lungo i tratti di curva contenuti in
ognuno di questi intorni coordinati. L’unicita di V() assicura che le varie
determinazioni di V'(¢) coincidono nei domini coordinati con intersezione non
vuota. Analogamente per t < t5. Quindi V(¢) ¢ determinato per ogni ¢t €
I. O
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Lo Spostamento parallelo.
Consideriamo I'applicazione

T (V) Tyey M = ToeyM, Vo = V (1),

dove V(t;) € ottenuto, per ¢t = t;, dal campo V(t) parallelo lungo v con
V(ty) = Vo. Tale applicazione ¢ detta spostamento parallelo lungo ~. Dalla
linearita del sistema (6.7) segue che Tttol (7) € un’applicazione lineare. Inoltre,
¢ un isomorfismo con isomorfismo inverso dato da Tttol (v71), cioe dallo sposta-
mento parallelo lungo la curva v~ (t) = y(to+t1 —t), t € [to, 1]; in tal caso il
campo W parallelo lungo v~ (¢), con W (to) = V(t1), e W(t) = V(tg+t; —t).
Nel seguito con 7;(y) denoteremo lo spostamento parallelo lungo v a partire
da un fissato punto (). Se v € una curva differenziabile a tratti, lo sposta-
mento parallelo lungo v si puo definire come composizione degli spostamenti
paralleli lungo i tratti differenziabili assumendo come vettore iniziale di un
tratto il vettore finale del tratto precedente. Il campo di vettori lungo = cosi
ottenuto e differenziabile a tratti.

Esempio 6.24. Nel caso di (R", V%), un campo di vettori ¢ parallelo se, e
solo se, e costante. Quindi, lo spostamento parallelo e I'usuale traslazione
(che non dipende dalla curva). Inoltre, considerata una curva differenziabile

D d
y(t) di R™ e un campo V € X(v), abbiamo cad _ (4 . Piu
dt ), dt ),

precisamente, abbiamo

DVy dv* B . VER) = VE(t)
(E) g(?)u)(a’“)v(to)_ k iy —— - CH

to

V) - Vi)
t5to t—to '

Vogliamo ora trovare una formula per (M, V) analoga a quella trovata
nell’Esempio 6.24. Sia v(¢) una curva differenziabile e sia 7;(y) lo spostamento
parallelo lungo v da ~(ty) a v(t). Sia {e;} una base di T, M. Poiché 7(7)
¢ un isomorfismo, {e;(t) = 7(7)(e;)} € una base di T, M. {e;(t)} ¢ detto
riferimento mobile lungo (t). Sia V' € X(v), allora V(t) = >, V'(t)e;(t) e,
siccome 2%(¢) = 0, si ha

dt
DV dvi . De; dvi
=2 (e Vg m) = X e
Quindi, per tale V' (), vale la seguente proprieta:

V' ¢ parallelo lungo v < V()= cost. Vi.

Proposizione 6.25. Per ogni V € X(v):

—1 o
<ﬂ ) _ iy T (V(B) — Vo)
dt J+  t—to t—to
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Dimostrazione. Sia V€ X(v), V(t) =, Vi(t)ei(t). Allora,
n( S ViWeilto) ) = S Vi medt) = S Vie(t) = V().

7 (V(1) = 32 Vit)ei(to).

ciloe

Quindi,

=2 i el
= lim > Vit)eilto) — 32, Vi(to)es(to)
t—to t — tO
iy 00 Vi)
t—to t—to

]

Corollario 6.26. Una connessione lineare é completamente determinata dal
suo spostamento parallelo.

Dimostrazione. Verifichiamo che per ogni X,Y € X(M) e per ogni p € M, il
vettore (VxY'), ¢ completamente determinato dallo spostamento parallelo.
Sia 7(t) una curva differenziabile con v(0) = p e 4(0) = X,,, allora

DY (Y (t)) — Y(0)

dt t '

(VxY), = Vx,Y = VyoY = )0 = limy_g

]

Quindi, le nozioni di parallelismo e di derivata covariante sono equivalenti.
Attualmente, per ragioni pratiche, si introduce prima la derivata covariante
e poi lo spostamento parallelo, storicamente il parallelismo e stato introdotto
prima della derivata covariante.

Definizione 6.27. Un campo di vettori Y € X(M) e detto parallelo, o in-

variante per parallelismo, se Y (t) = Y (y(t)) & trasportato per parallelismo,
cioe ZX =0, per ogni curva differenziabile 7(t).
Proposizione 6.28. Un campo di vettori Y € X(M) é parallelo se e solo se

il tensore, di tipo (1,1), VY :X(M)— X(M),X — VxY, ¢ nullo.

Dimostrazione. Sia Y invariante per parallelismo. Allora, per ogni X €
X(M) e per ogni p € M, si ha

=0.

to

DY>

(VxY), = Vx,Y = Vi)Y = (g
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Quindi, VY = 0. Viceversa, sia VY = 0. Allora, per ogni curva differenzia-
bile y(t) e per ogni fissato ty, detto X un campo di vettori con X, = (o),
si ha

DY
(), = Vs = VY = (Va¥), =0.

6.4 Curve geodetiche

Le geodetiche rivestono un’importanza fondamentale in relativita gene-
rale. Una delle intuizioni di Einstein e che lo spazio si incurvi nelle vicinanze
dei corpi celesti. Di conseguenza, un raggio di luce che passi vicino al sole, si
muovera lungo una curva geodetica sensibilmente diversa da una retta. La
deviazione dei raggi luminosi osservata durante le eclissi di sole, € una delle
conferme sperimentali della relativita generale.

Definizione 6.29. Una curva differenziabile v : [ — M e detta curva geo-
detica se il suo campo tangente V' = #(t) e parallelo lungo v, cioe se per ogni

tel D
8
—L)=o.
5 (=0

Teorema 6.30 (di esistenza e unicita delle geodetiche). Per ognip € M e per
ogni Vo € T,M, esiste un € >0 ed esiste un’unica geodeticay : (—e, €) — M
tale che v(0) = p e §(0) = V4.

Dimostrazione. Siano (z;) coordinate locali definite in un intorno U di p. Sia
7(t) un curva con sostegno in U, y(t) = (z1(?), ..., x,(t)). Dalla 6.4 segue che:

e : ion D
7(t) ¢ una geodetica, cioe g = 0, se e solo se

d2xy, dz; dz;
ok ) t) =0.
;(dﬁ T2y dt)ak() 0

2y

Quindi, v(t) ¢ una geodetica con ¥(0) = p e §(0) = V; se, e solo se, ¢
soddisfatto il seguente sistema di equazioni differenziali del secondo ordine:

APy /dt* + 37, Th (e /dt) (da;/dE) = 0, k=1,...,n,

con le 2n condizioni iniziali x;(0) = z;(p), :(0) = V§, i = 1,..,n. Dalla
teoria delle equazioni differenziali, segue che esiste un € > 0 ed un’unica n-pla
(x1(t), ..., xn(t)), —€ < t < €, soluzione del precedente sistema e soddisfacente
le 2n-condizioni iniziali. Tale soluzione definisce la curva geodetica cercata.

]

Se v e 0 sono due curve geodetiche definite in un intervallo aperto I, 0 € I,
con v(0) = a(0) e 4(0) = &(0), per il Teorema 6.30, tali curve coincidono
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in un intorno di 0. Sia | — a,a[C [ tale che v(t) = o(t) per ogni t €] — a,al.
Per continuita si ha y(a) = o(a) e 4(a) = ¢(a). Quindi, applicando il
Teorema 6.30, si ha che 7 e o coincidono anche su un intorno destro di
a. Analogamente su un intorno sinistro di —a. Cosi procedendo si ha che
v(t) = o(t) per ogni t € I. Di conseguenza, si ha l'unicita anche della
geodetica massimale v : [ — M.

Esempio 6.31. Abbiamo visto che 'operatore % associato alla connessione
euclidea V? di R” ¢ 'usuale operatore di derivazione %, quindi un campo
V € X(y) ¢ parallelo (rispetto a V) se, e solo se, V() = cost. Di con-
seguenza, la curva y(t) & una curva geodetica se, e solo se, 7 & una retta

parametrizzata da v(t) = tv + p.

Esercizio 6.32. La nozione di curva geodetica dipende oltre che dalla sua
“forma”anche dalla sua parametrizzazione . Se vy € una geodetica (come in-
sieme di punti), un parametro ¢ per cui y(t) risulti geodetica si dice parametro
ammissibile. Assumiamo t parametro ammissibile e sia t = ¢(s), dt/ds # 0,
un cambiamento di parametro. Posto y(s) = y(t(s)), si verifichi che

~(s) ¢ geodetica se, e solo se, t =as+b,a # 0.

6.5 La connessione di Levi-Civita

Abbiamo gia osservato che la connessione euclidea V° di R" ¢ simmetri-
ca, ora notiamo che, come si puo verificare facilmente, € compatibile con la
metrica euclidea gy, ossia:

V% 90(X,Y) = Z(go(X,Y)) = go(V'2X,Y) + go(X, V V).

Inoltre, notiamo che la traslazione, che e lo spostamento parallelo definito
da V, ¢ un’isometria dello spazio euclideo. Scopo di questa sezione & ve-
dere che anche per un’arbitraria varieta riemanniana esiste una particolare
connessione lineare con queste stesse proprieta di V.

Definizione 6.33. Sia (M, g) una varieta riemanniana. Una connessione
lineare V su M si dice compatibile con la metrica g se soddisfa la seguente
proprieta: (Vz ¢)(X,Y) =0, ossia

Vz29(X,)Y)=9g(VzX,Y)+g(X,VzY) VXY Z e X(M),
dove Vz g(X,Y) := Z(g(X,Y)).
Si noti che la precedente proprieta e equivalente alla seguente:
Zpg(X,Y) = g,(Vz, X, Y,) + (X, V2,Y) Vpe M eVX,Y,Z c X(M).

Il seguente teorema interpreta geometricamente la precedente definizione.
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Figura 6.2: Il trasporto parallelo ¢ un’isometria.

Teorema 6.34. Siano (M, g) una varieta riemanniana, V una connessione
lineare su M e ~(t) una curva differenziabile di M. Allora le sequenti pro-
prieta sono equivalenti.

(a) Per ogni X,Y € X(v), campi vettoriali paralleli lungo ~(t), il prodotto
scalare g(X (t),Y (t)) = cost., ossia 7y (lo spostamento parallelo lungo 7) é

un’isometria:
Gry(t) (TtX(to)a TtY<to)) = Gv(to) (X (to)u Y(to))‘
(b) Per ogni V,W € X(v), si ha:

%gy(t) (V(t)’ W(t)) = G (%v W(t)) + 9yt (V(t), %)

(¢) V ¢é compatibile con g.

Dimostrazione. “(a) = (b)”

Siano VW € X(y) e {e;} una base ortonormale di 7%, M. Poiché 7,
¢ un’isometria, {e;(t) = 7(e;)} ¢ una base ortonormale di T’ M. Allora,
posto V() = >, Vi(t)ei(t) e W(t) =, Wre(t), siha g(V(t),W(t)) =
S VE)Wi(t) e quindi

So.wm) =3 (S + VoS

7

, DV gdV? o Dei(t)y  —dVi o
D’altronde - = Z <Eei(t)+\/ (t) % ) = Z Eei(t), e quindi

7 %

Sovin. win) = o( 2 win) + (v, 2.

C((b) :> (a)77
Siano X,Y € X(v) e paralleli lungo 7. Dalla (b), essendo X, Y paralleli,
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segue:

%Q(X@),Y(t)) = 9(%,3/@)) + g(X(t% %) =0 W,

pertanto ¢(X (t),Y (t)) = cost.
(((b) é (C)”
Proviamo che per ogni p € M e per ogni X,Y, 7 € X(M) :

Zpg(X,Y) = gp(V2,X.Yp) + (X, V2, Y).

Fissato p € M, sia o una curva differenziabile di M con 0(0) = pe d(0) = Z,.
Allora, applicando la (b), si ha

Zpg(X,Y) = 6(0)g(X,Y {%9 )}t:o
=%< @) ( %@D
MW( (0)) + (X (0). Vo))

= gp(VZpX,Yp) ( pvap )

CL(C) = (b)??

La (b) esprime 'uguaglianza tra due funzioni definite nel dominio di 7, quindi
basta provare che esse coincidono su un intorno di un fissato t5. Sia U
un intorno coordinato del punto 7(). Consideriamo una base ortonormale
locale {u;} di campi vettoriali con u; € X(U). Per ogni V,W € X(v), posto

V(t) =3 Vi (u(t) e W(t) =3, W/ (t)u;(t), siha
g(V(t),W(t) = ZVi(t)W"(w

e quindi

Lovnwn) =3 (S +vio ).

Poiché gli u;(t) sono indotti dai campi di vettori definiti su U, si ha:

O S (M + v 20) = 37 () + VO W)

3 (2

D dw? ,

)
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Pertanto,
o(25 ) + oV, 28
-¥ (S + Vi)

+ Z Vi)W (t) (g (Vsyui, ug) + g(us, V"y(t)uj))

= 9V W@0) + 3 VIO (03(0) (9(i, )
= Lo we)

Definizione 6.35. Sia (M, g) una varieta riemanniana. Una connessione
lineare V su M si dice riemanniana o di Levi-Civita se soddisfa le seguenti
proprieta:

1) V ¢ simmetrica, cioe VxY — Vy X = [X, Y],

2) V & compatibile con la metrica g.

Teorema 6.36. Una varietda riemanniana (M, g) ammette un’unica connes-
sione di Levi-Civita. Inoltre, tale connessione é determinata dalla (6.8).

Dimostrazione. Unicita. Sia V una connessione di Levi-Civita. Usando la
simmetria e la compatibilita con g, si ha:

Xg(Y,Z) =g(VxY,Z) + g(Y,VxZ)
- g([X, Y] + VYX’ Z) +g(Y, [Xa Z] + vZX)?
Y9(X,Z) =9(VyX,Z) + 9(X,VyZ)
=g(Vy X, Z) + g(X,[Y, Z] + VzY),
—Zg(X,Y) = —g(VzX,Y) — g(X,VzY),

e quindi sommando:
o(Vr X, 7) = 5 (Xg(¥.2) + Yg(X. 2) ~ Zg(X.Y) (63
— 9(Y,[X, Z)) - (X, [V, 2]) - 9(Z,[X,Y])),

La (6.8), nota in letteratura anche con il nome di formula di Koszul, mostra
che V & univocamente determinata da g tenendo conto che la stessa metrica
g ¢ definita positiva e quindi non degenere.

Esistenza. Basta definire V con la formula di Koszul e verificare che ¢ una
connessione lineare, simmetrica e compatibile con g¢. H
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Poiché ogni varieta differenziabile paracompatta ammette una metrica rie-
manniana, dal teorema precedente segue il seguente corollario.

Corollario 6.37. Ogni varieta differenziabile paracompatta ammette una
connessione lineare.

Osservazione 6.38. Esaminando la dimostrazione del Teorema 6.34 e quella
del Teorema 6.36 di esistenza e unicita della connessione di Levi-Civita, si
puo vedere che tali teoremi valgono piu in generale per una varieta semi-
riemanniana (cfr. anche [79], p.61, 65-67).

Esempio 6.39. Abbiamo gia osservato che la connessione euclidea V° & una
connessione lineare, simmetrica e compatibile con la metrica euclidea. Quindi
V0 & la connessione di Levi-Civita dello spazio euclideo (R™, gg). Se consi-
deriamo lo spazio di Minkowski (R"*! ¢), la connessione VY & compatibile
anche con ¢:

Zq(X,Y) = Xn: (Z(X)Y + X' Z(YT)) — Z(X™H)y ™+ — Xl z(y

Quindi V° & anche la connessione di Levi-Civita dello spazio di Minkowski
(R"*, q).

Esempio 6.40. La connessione di Levi-Civita di un gruppo di Lie
riemanniano.

Sia G' un gruppo di Lie dotato di una metrica g invariante a sinistra. Essendo
la metrica ¢ invariante a sinistra, g(X,Y’) ¢ una funzione costante per ogni
X,Y € g (cfr. Proposizione 5.16) dove g e l'algebra di Lie di G, e quindi

Xg(Y,2)=Yg(Z,X) = Zg(X,Y) = 0.

Pertanto, applicando la (6.8), la connessione di Levi-Civita V di (G,g) ¢
univocamente determinata dall’equazione

29(VXY7 Z) = g([X, YLZ> - g([Y, Z]7X> —i—g([Z,X],Y), (6'9)

per ogni X,Y,Z € g. In particolare se la metrica g ¢ bi-invariante, allora
(cfr. (5.3))

9([Y, 2], X) = 9([Z, X].Y)
e la (6.9) diventa

1
VxY = g[X.Y] VXY eq. (6.10)

Dalla (6.10) segue che, per una metrica bi-invariante, i campi di vettori in-
varianti a sinistra sono geodetici, cioe VxX = 0 per ogni X € g, equivalen-
temente: le curve integrali vx di campi di vettori invarianti a sinistra sono
curve geodetiche.
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Esempio 6.41. La connessione di Levi-Civita di R}.

Ricordiamo che la metrica iperbolica del semispazio di Poincaré R’ (-) ¢ inva-
riante a sinistra rispetto alla struttura di gruppo di Lie, e i campi vettoriali
V; = x, 0;, dove 0; = 0/0x;, i = 1,...,n, costituiscono una base ortonorma-
le di campi di vettori invarianti a sinistra (cfr. Sezione 5.3). Inoltre, per
1,7 =1,...,n — 1, risulta

[an VJ] = [$naﬂ7$n83] = V} € [Vlv VJ] = [Inaz,l’na]] =0.

Di conseguenza, la connessione di Levi-Civita associata a questa metrica e
determinata, applicando la (6.9), da

Vv,Vi=V,, ViV, ==Vi(i=1,...,n—1), Vy,V; = 0 (negli altri casi).

In particolare V,, ¢ un campo geodetico. Se consideriamo la presentazione
dello spazio iperbolico come sottogruppo di Lie G di GL(n,R) (cfr. Esempio
5.20), allora una base di campi vettoriali invarianti a sinistra ¢ data da
E,=c0,, E;=ce™0; (i=1,...,n—1)
e la parentesi di Lie soddisfa: [E,, E;] = cE;, [E;, E;] =0 (negli altri casi).
La metrica riemanniana ¢ su G definita da:  g(E;, E;) = 0;; ¢ invariante a
1

sinistra ed e isometrica alla metrica iperbolica g = @z Y. dy; ®dy;. Anche

in questo caso, applicando la (6.9), si trova che la connessione di Levi-Civita
e data da
Ve Ei=cE, VgE,=—-cE(i=1,...,n—1),
Vg E; =0 (negli altri casi).
Teorema 6.42. La connessione di Levi-Civita ¢ invariante per isometrie.

Dimostrazione. Siano (M, g) e (M, §) due varieta riemanniane, V e V le cor-

rispondenti connessioni di Levi-Civita, ed F': (M, g) — (M, ) un’isometria,

ossia g(F. X, F.Y) o F = g(X,Y). Proviamo che per ogni X,Y € X(M):

ENVxY =VpxFY.

Ricordiamo che il differenziale F, indotto dal diffeomorfismo F', definito da

(F.X), = Fp(X,), p = F'(q), & R-lineare e inoltre verifica le seguenti

proprieta:

(F.X)(h) = X(ho F)o F-\, F.(fX) = (F.f)F.X, F.[X,Y] = [F.X,F.Y],

dove X,Y € (M), f € F(M), h € F(M) e F.f := fo F~'. Analoghe

proprieta valgono per l'inverso F,!. Per ogni X,Y € X(M), poniamo:
V/Xy = F;1VF*XF*Y

e verifichiamo che V/ = V. Intanto V' ¢ R-lineare in quanto lo sono V e F,.

Inoltre:

V'ixY = F- Vi 0 FY = F.'V e prx F.Y
= F7 ((R)VExFY)
= F, Y (Ff)F'VexFY = fV'xY;
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V'xfY = F'Vrx)F(fY) = F'Vix (L f)EY
= 7 ((RX)(EEY + (Ff)VexEY)
=F ' (X(F.foF)o FTH)EY)
+ (F' P f)F 'V x Y
=F ' ((X(f)o FY)RY) + fV'xY
=F ' (X(f)oF")F/'FY + fV'xY
= X(N)Y + fV'xY;
VY — VX = F (?F*XF*Y _ @F*YF*X>
= F7F.X,F.Y]=F'F[X,Y]
= [X,Y].
Dunque, V' & una connessione lineare simmetrica. Infine, proviamo la com-
patibilita di V' con la metrica g. Poiché F' & un’isometria, si ha:
9(VyY. Z) + (Y, Vv Z) = g(F 'V r.xF.Y. Z) + g(Y, F, 'V x F.Z)
= §(VrxFY,F.Z)o F
+§(FY,VrxF.Z)oF
(F.X)g(E.Y, F*Z)> o F

(
= (X@(RY,F2)o F)o F ') o F
= Xg(Y, 2).

Per T'unicita della connessione di Levi-Civita, si ha V' = V. O

Teorema 6.43. Siano F : (M,g) — (M,§) un’isometria e o(t) una curva
differenziabile di M. Posto 6(t) = F o o(t), per ogni V € X(o) si ha:

DV D

F) e = —

Fdotr g = @

Dimostrazione. Sia {(U;, ¢;)}; un atlante differenziabile di M. Poiché F' ¢ un
diffeomorfismo, {(U; = F(U;), i = ¢y 0 F~' ;) }i & un atlante differenziabile

di M. Se (xy) sono coordinate su U e (yi) le corrispondenti coordinate su U,

allora
(Y (F(p)) = &(F(p)) = ¢(p) = (xx)(p)-

Di conseguenza, la F' rispetto a queste coordinate locali ¢ I'identita e

0 0
a_xk)p = (a_yk)F(p)'

(F*)a(t)V

Fo(
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Sia V€ X(0), V(t) =, V) (8%) (), allora

0V = ZVk <3ik) - Zk:Vk(t)<8iyk>&(t)

e quindi
[) de b O
t)V Z < 8yk + V (t)v&(t)a—yk> .

Applicando il Teorema 6.42, si ha:

k
dvk /9 & 0
=S (S (5 ooVt m—
- < d¢ (8yk>&(t) HVEO(F)o0V (t)ﬁxk)
dvk /o P 0
2 (T G VO
3 dv* /o -0 D
— —_— — Vk t = - F* o V
- ( t <8yk>&(t)+ <)V”(t)8yk) dt( Jott

]

Corollario 6.44. Siano F : (M,g) — (M, g) un’isometria, o(t) una curva
differenziabile di M e V € X(o). Posto 6 = F oo, si hanno le sequenti
proprieta.

(a) V¢ parallelo lungo o < (Fi)owV € parallelo lungo 7.

(b) Il differenziale di F' commuta con lo spostamento parallelo:

Tt © (F*)a(to) = (F*)U(t) O Tt,

dove 1y € lo spostamento parallelo lungo o da o(ty) a o(t) e T, € lo spostamento
parallelo lungo & da 6(ty) a 6(t).

(¢) o(t) ¢ una geodetica di M < &(t) & una geodetica di M.

Dimostrazione. (a) Segue in modo immediato dal Teorema 6.43.

(b) Segue da (a). Infatti: dato Vi € T,u,M, se V(t) ¢ parallelo lungo o
con V(ty) = Vi, allora V(1) = (F.)owV (t) € parallelo lungo ¢ con V(ty) =
(F)o@n Vo, per cui

7 (F2)oti)Vo) = V() = (F)otyV (1) = (F)otr) (1iV0) -
(c) Basta prendere V (t) = &(t) e applicare la (a). O
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Osservazione 6.45. Poiché la nozione di trasporto parallelo ¢ di natura lo-
cale, anche una isometria locale trasforma campi paralleli in campi paralleli
e geodetiche in geodetiche. Inoltre, si noti che i risultati del Corollario 6.44
continuano a valere considerando un diffeomorfismo F' che conserva la con-
nessione di Levi-Civita. In generale, se M e una varieta differenziabile e V
una connessione lineare su M, un diffeomorfismo F' di M si dice trasforma-
zione affinese F,VxY = Vg xF.Y. Equivalentemente, un diffeomorfismo F’
¢ una trasformazione affine se, e solo se, verifica la proprieta a) del Corollario
6.44 (cfr. anche Kobayashi-Nomizu [56] vol. I, p.228).

Osservazione 6.46. Sia y(s) una curva differenziabile, parametrizzata con
I’ascissa curvilinea s € I, di una varieta riemanniana. Si noti che la curvatura
geodetica di 7(s), ossia la funzione ky(s) : I — R, s — ky(s) = [|22(s)|], &
invariante per isometrie (locali).

Osservazione 6.47. La connessione di Levi-Civita e invariante per omo-
tetie (cfr. Esercizio 6.50), cio vale anche nel caso semi-riemanniano. Di
conseguenza, tutte le nozioni geometriche che derivano dalla connessione di
Levi-Civita, come ad esempio la derivata covariante lungo curve, trasporto
parallelo e curve geodetiche sono invarianti per omotetie. Anche il tensore di
curvatura R di tipo (1,3) e il tensore di Ricci (che studieremo nel Capitolo
8) sono invarianti per omotetie. Tuttavia, curvatura sezionale e curvatura
scalare non sono invarianti per omotetie (cfr. Esercizi 8.42 e 8.52).

Osservazione 6.48. Olonomia

Sia (M, g) una varieta riemanniana n-dimensionale e p un fissato punto di
M. Se o ¢ una curva chiusa (differenziabile a tratti): o(0) = p = o(1),
in altre parole se o & un cappio in p, allora lo spostamento parallelo 7(o)
(rispetto alla connessione di Levi-Civita) ¢ una isometria di 7,M. L’insieme
delle isometrie cosi costruite lo denotiamo con H,(M, g). Se 01,09 sono due
cappi in p, con o1 * 09 denotiamo il cappio in p prodotto di oq e g9:

| o1(2t)  se OStS%
01*02<t>—{ o9(2t — 1) se %Stﬁ 1
Allora: 7(0y * 03) = 7(09) o 7(01), 7(671) = 7(0)~!, dove o~ denota il

cappio opposto di o, e 7(0¢) = Iz dove oy ¢ il cappio costante. Pertan-
to, H,(M,g) ¢ un sottogruppo del gruppo ortogonale O(n) che viene det-
to gruppo di olonomia della varieta riemanniana (M, g) in p. Si noti che
spesso si parla di olonomia di (M, g), e si denota con H(M,g), senza fare
riferimento al punto base perché, essendo M connessa, gruppi di olonomia
relativi a punti distinti sono isomorfi. Se a ¢ un cammino (differenziabile a
tratti) che congiunge due punti p,q di M, lapplicazione «a, : H,(M,g) —
H,(M,g), 7(0) = 7(a) o7(0) o 7(a™!), & un isomorfismo. Se ci limitiamo a
considerare cappi in p omotopi al cappio costante, si ottiene un sottogrup-
po H°(M,g) di H(M,g), che viene detto gruppo di olonomia ristretto della
varieta riemanniana M. Naturalmente, se m (M) =0, H*(M,g) = H(M, g).
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Nel caso della connessione euclidea V° di R”, lo spostamento parallelo & de-
finito dalla traslazione per cui il gruppo di olonomia dello spazio euclideo e
banale: H(R™) = H°(R™) = {I;}. Piu in genrale vale il seguente risultato
(cfr. [10], p. 283): wna varieta riemanniana (M,g) é piatta se, e solo se,
H°(M,g) = {I;}. Infine, ricordiamo alcune proprieta dei gruppi di olonomia
da cui si vede che la struttura di tali gruppi riflette proprieta geometriche
della varieta (Cfr [97], p.226 oppure [100], p.122):

H(S") = SO(n), H(H")=50(n);

H(M,g) C SO(n) se, e solo se, M ¢ orientabile;
. H(M,g) HO(M,§) = H(M,g), dove (M, §) denota il rivestimento rie-
manniano universale di (M, g);
o H(M; x My, g1 x g2) = H(My,g1) x (Ms, g2);
e (M, g) ¢ kdhleriana se, e solo se, dim M = 2m e H(M,g) C U(m) (gruppo
unitario).

Esercizi sulla connessione di Levi—Civita

Esercizio 6.49. Verificare che l'operatore V definito dalla (6.8) € una con-
nessione lineare, simmetrica e compatibile con g.

Esercizio 6.50. Verificare, usando la (6.8), che metriche riamanniane omo-
tetiche g e ¢’ = kg, k = cost. > 0, hanno la stessa connessione di Levi-Civita.
Pill in generale, siano ¢ e § due metriche riemanniane conformi, § = e*/¢, f €
F(M), e siano V e V le corrispondenti connessioni di Levi-Civita. Verificare

che
VxY =VxY + X(f)Y +Y(f)X — g(X, YV,

dove Vf e il gradiente di f rispetto alla metrica g, ovvero il campo vettoriale
definito da g(Vf, X) := (df)(X) = X(f).

Esercizio 6.51. Sia (M, g) una varieta riemanniana con connessione di
Levi-Civita V. Sia T un tensore di tipo (1,2) su M. Si verifichi che
V = V + T & una connessione lineare. Quindi, una varieta riemanniana
ammette connessioni lineari che non sono di Levi-Civita.

Esercizio 6.52. Siano (M, g1) e (M, g2) due varieta riemanniane con con-
nessioni di Levi-Civita V! e V? rispettivamente. Usando la (6.8), verifica-
re che la connessione di Levi-Civita V della varieta riemanniana prodotto
(M; x My, g1 X go) € data da

VxY = Vi Vi + V3, Y%,
dove X;,Y; denotano le proiezioni di X,Y su T'M; (i = 1,2).
Esercizio 6.53. Come una conseguenza della formula dell’Esercizio 6.52, si
verifichi che sulla varieta riemanniana prodotto (M x R, g x dt®dt) il campo

di vettori V' = d/dt ¢ parallelo rispetto alla connessione di Levi-Civita della
metrica prodotto g x dt ® dt.
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Esercizio 6.54. Si consideri R? con la metrica riemanniana
g = f(dz® + dy?), dove f(z,y) = 1/(1 4+ 2* + ).

Osservato che (e; = (1/y/f)0x, ea = (1//f)d,) & base g-ortonornale di campi
vettoriali, si verifichi che la connessione di Levi-Civita V di (R?, g) ¢ definita

da:
Veer=(y/VI+22+12)er, Veer=(—y/V/ (I +22+y?))er,
Veer=(—z/v/(1+22+y?))es, Veer = (z/4/(1+22+y?))er.

Esercizio 6.55. Sia (M, g) una varieta riemanniana con connessione di Levi-
Civita V. Siano I‘fj i coefficienti di Christoffel di V e g;; i coefficienti della
metrica g rispetto a un fissato sistema di coordinate locali (z;). Indicata con
(¢") la matrice inversa di (g;;), usando I'equazione (6.8), si verifichi che:

I = % o {@'Qik + 0igjk — akgij}gkm7

dove 0; = %. Questa formula esprime i coefficienti di Christoffel della
connessione di Levi—Civita in funzione dei coefficienti della metrica.

Esercizio 6.56. Si consideri la metrica iperbolica g del semispazio R’ =
{(z1,...;zn) € R : 2, > 0}, quindi g;; = (1/22)d;; e g9 = (22)d;;.
Si verifichi che i coefficienti I'¥; non nulli della connessione di Levi-Civita

della suddetta metrica iperbolica di R’} sono dati da

r=1/x, i, =Tt.=-1/x,, I" =-1/x,, i=1,..n-1.
In particolare, i coefficienti Ffj della connessione di Levi—Civita della metrica
iperbolica di RZ = {(z,y) € R* : y > 0} sono dati da

=T, =T =0, T%, =1/y, T}, =T% =T% = —1/y.
Esercizio 6.57. Si verifichi che i coefficienti I'¥; della connessione di Levi-
Civita della metrica riemanniana dell’Esercizio 4.21 sono dati da

Fh = F%l = Fﬁ = F%l = ng =0, F%z = —r(u)r'(u), F%z = 7r'(u)/r(u),
dove si e posto x1 =u e o = 9.

Esercizio 6.58. Si verifichi che un diffeomorfismo di una varieta rieman-
niana che trasforma geodetiche in geodetiche, in generale, non ¢ un’isome-
tria. In altre parole, dare un esempio di varieta riemanniana (M, g) e di un
diffeomorfismo f ¢Iso(M, g) che trasforma geodetiche in geodetiche.

Esercizio 6.59. Sia 7(¢) una geodetica di una varieta riemanniana. Si veri-
fichi che il vettore velocita 4(¢) ha lunghezza ||%(t)|| = a (costante). Inoltre,
si verifichi che lascissa curvilinea di () & data da s(t) = at + b, e quindi
€ un parametro ammissibile.

Esercizio 6.60. Sia F' un diffeomorfismo di una varieta riemanniana che
trasforma campi paralleli in campi paralleli (cioe vale la proprieta a) del
Corollario 6.44). Si verifichi che F' ¢ una trasformazione affine (cioe conserva
la, connessione di Levi-Civita).



6.6 Le equazioni di struttura di Cartan 183

Esercizio 6.61. Sia ()M, g) una varieta riemanniana 2-dimensionale. Siano
V, X € X(v) con V parallelo lungo v e V(t) # 0 per ogni ¢. Si verifichi che X

e parallelo lungo 7 se, e solo se, la lunghezza di X e 'angolo convesso (X : V)
sono costanti.

Esercizio 6.62. Sia 7 : (M,g) — (M’,¢’) una sommersione riemanniana
(suriettiva) (cfr. Sezione 4.3). Siano X,Y € X(M) sollevamenti orizzontali
di X', Y € X(M'). Si verifichi, usando la formula di Koszul, che

Ty (VXY) =VyY' =V, 7Y,

dove V e V' sono le connessioni di Levi-Civita di M e M’ rispettivamente.

6.6 Le equazioni di struttura di Cartan

Sia y(s) = P(s) un arco di curva regolare dello spazio euclideo R?, pa-
rametrizzata con I'ascissa curvilinea. E ben noto che la curvatura k(s) e la
torsione 7(s) caratterizzano completamente la curva. D’altronde, & possibile
considerare lungo la curva « il riferimento di Frenet: {t(s) (versore tangen-

te), 7i(s) (versore normale), b(s) (versore binormale)}, definito da

fs) = as), ils) =~ = I po s ai(s).

i FOT

Derivando {t(s), 7i(s), b(s)} si ottengono le formule di Frenet:

—

() = ko)i(s)
fi(s) = —k(5)i{s) = (¥

b(s) = T(s)7i(s).

Le equazioni di struttura di Cartan, in un certo senso, si possono pensare
come una generalizzazione delle formule di Frenet per una varieta differen-
ziabile M munita di una connessione lineare V. Sia {E;} una base locale di
campi vettoriali, indichiamo con ij i corrispondenti coefficienti locali di V,
cioe

Ve Ej =375 Er
Indicata con {6’} la base locale duale di {E;}, definiamo le n* 1-forme w¥
ponendo

w;‘?(X) = 0" (VxE;) e quindi w;? =>. wf(E,)Q’ => %kj@i.

Le 1-forme wj’? sono dette 1-forme locali della connessione V. Indicato con T'

il tensore di torsione di V, le 2-forme ©° definite da
O(X,Y)=0"(T(X,Y))

sono dette 2-forme locali di torsione. Tenendo presente le formule (2.3) e

(2.9) relative al prodotto esterno e al differenziale esterno per 1-forme, si
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ottiene:

O'(X,Y) =0(VxY — VyX — [X,Y])
_ 9%<VXZY E; - VYZXJE X, Y]>

_ Z ( (YO (E;) — Y (XD (E;) + w‘ei(vXEj))
. Z (XJGZ vYEj)) —0([X,Y])
= X(0'(Y)) = Y(0'(X) = 0 (X V]) + 3 (w5 (0# (Y

'y (X)w;‘.(Y)) = (d0)(X,Y) + ) (Wi NG (X,Y),

J

ovvero

O =db" +> wi N (6.11)

Definiamo le 2-forme ‘ ‘
QZ-(X Y) :=0"(R(X, Y)E)

dove R(X,Y)Z := —VXVyZ+VyVXZ+V[X v14Z eil tensore di curvatura
di V (cfr. Sezione 8.2). Le Q sono dette 2-forme locali di curvatura di V.
Risulta:

Q4(X,Y) = 0(R(X,Y)E))
=0 (Vixy Ej) — 0/(VxVyE;) + 60 (VyVxE;)
= wi([X,Y]) = 0'(Vx YY"} E) + 60/ (Vy VX E))
h,k

= wi([X,Y]) = 0/(Vx Y _ 0" (V) ) + 0/ (Vy Vx E;)

= Wi([X,Y]) = 6" (Vx > _wf(Y)E) + 6/ (Vy Y wh(X)Ey)

— W) (1X,Y]) = 0" ( SO (X@h (V) B + (Y )V By

+ ( S (Y (X)) E) + wf(X)VyEk>

k
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=— Z wy A w! Y).
k
Quindi,
Qf = —dw! — Zw,@ A wj’-“. (6.12)
k

Le equazioni (6.11) e (6.12) sono dette equazioni di struttura di Cartan. Se
poniamo

T(E; Ey) =Y, Ty' B e R(E;, Ej))Ey =Y, Rig!' B,

allora
= ©'(E;,Ey) 0 ANOF = 0/(T( )) 67 A 6"
i<k i<k
= Ty 0(E)0T A6F =) Tyt 67 A6,
i<k i<k
= Qi(Ew, Ey) 60" N0" = 0" (R(Ey, Ex)E;) 0" A 6F
h<k h<k
= Ry 0°(2)0" AO* =" Ry 0" N0
h<k h<k

Pertanto, le equazioni di struttura di Cartan diventano

{ g =3, ewa'+ZJ<k1;k‘ 09 A Ok,
dwl = Z wi Awh =37 Ris’ Qh/\Qk

Consideriamo ora una varieta riemanniana (M, g) e sia V la connessione
di Levi-Civita associata. Supponiamo { F;} base ortonormale locale. Allora,

VY = Z (X(Y)E; + Y'Vx E)
—Z( E+Y’Z€’“ (VE) By)
= Z( X(YF) +ZY’ B(X )

Esercizio 6.63. Si verifichi che la compatibilita di V con la metrica e
espressa da:

ko i . L
Yi; =~V €quivalentemente w; = —wy.
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Si noti che la simmetria di V, ossia la condizione T = 0, e espressa dalla
proprieta Ffj = —Fg?i per ogni sistema di coordinate locali, dove I'¥; sono
i coefficienti della connessione rispetto alla corrispondente base coordinata.
Le equazioni di struttura di Cartan della connessione di Levi-Civita di una
varieta riemanniana, con riferimento a una base ortonormale locale, sono
date da

' , j i 6.13
dwi == wi Awh =37, Ruej 0" A 6" (6.13)

{ ot =3, ANwj, w;=—uw
Esercizio 6.64. Posto
wj- = Zk a;'-k@k e do = Zj<k b;'-ké’j AR

i;» la quale fornisce

esplicitamente 'unica soluzione del sistema (6.13) (cio¢ la connessione di
Levi-Civita).

si verifichi la seguente formula: 2a}, = bl + bl — bf

6.7 La connessione di Levi-Civita di sottova-
rieta riemanniane

Sia (M, g) una sottovarieta riemanniana di (M,g). Per semplicita as-
sumiamo M C M, quindi g = *g, dove ¢ : M — M. Per ogni p € M
poniamo:

T,M = T,M & V,M,

dove V,M ¢ l'ortogonale di T,M = i,T,M in T,M. Quindi, per ogni p € M
e per ogni V € T,M:

V=VT+Vv
dove VT € T,M ¢ la componente tangente e V+ € V,M ¢ la componente
normale.

Teorema 6.65. Siano V,V le connessioni di Levi-Civita di (M, g) e (M, g)
rispettivamente. Allora per ogni X, Y € X(M) ep € M:

Vy,Y = (VxY), = (VxY), (6.14)

dove X,Y sono estensioni locali di X,Y su un intorno di p in M.

Dimostrazione. Consideriamo U, U intorni coordinati speciali (di un fissato
punto) in M e M rispettivamente. Dati X,Y, Z € X(M), esistono X,Y,Z €
X(U) estensioni di X,Y,Z, cioe i,,X, = X, per ogni p € U, equivalente-
mente X (f)jy = X(fiv) per ogni f € F(U) (cfr. Sezione 2.5). Per ogni
peU:

9(X,Y)(p) = 9p(Xp, Yp) = Gp(tsp Xy, 15pY3) = 5p(Xp, V) = 9(X, Y )(p),
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cioe o
g<X7 Y>|U - g(X7Y)|U

Di conseguenza,

(Z29(X,Y)),, =Z (9(X,Y)p) = Z (9(X.Y)v) - (6.15)

Inoltre, siccome anche [X,Y] € X(U) ¢ una estensione di [X,Y] € X(U),
(X, Y], Z)w = g([X,Y], Z) . (6.16)
Confrontando le equazioni che definiscono le connessioni di Levi-Civita V e
V:
29(Vy X, 2) = Xg(Y,Z) +Yg(X,Z) — Zg(X,Y)

29(Vy X, Z) = Xg(

)
e tenendo presente le equazioni (6.15) e (6.16), si ottiene
(

9(VyX, Z)v = (Ve X, 2. (6.17)

Sia ora {u;} una base ortonormale di campi di vettori definiti su U, e sia {u;}
una estensione di {u;} su U. Allora, applicando la (6.17), per ogni p € U:

(VyX), ng (VyX)p, wip)uip, = ng (VyX)yp, tip) Uiy

]

Se v : I — M e una curva differenziabile di M, ¥ = 4 o~ ¢ una curva
differenziabile di M che si identifica con 7, ossia una curva di M si puo sempre
pensare come una curva di M. Sappiamo che il vettore (VyX), dipende
soloday, =Y, eda X(t) = X(y(t)) = X(7(t)) = X(t), dove v(0) =p e
7(0) =Y, (cfr. Proposizione 6.6). Pertanto, si pone (VyX), = (VyX), ¢
quindi la (6.14) diventa

(VyX), = (VyX),.
Inoltre, se V' € X(v), allora V() = i)V () € X(7) si identifica con V (¢).

Quindi, un campo di vettori differenziabile lungo v in M si puo sempre
pensare come un campo di vettori differenziabile lungo v in M.
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Corollario 6.66. Se 2 ¢ 2 sono le derivate covarianti definite dalle con-

dt € d
nessiont di Levi-Ciwita V e V, allora per ogni V € X(7):
AN T
Dv DV
—=|—) . 6.18
i~ () 619

Dimostrazione. Usando le notazioni introdotte nella dimostrazione del Teo-
rema 6.65, poniamo V(¢) = Y"1, V'(t)u,(t). Allora,

DV AV i Dui\ _ X (A i
EFZE:(H;W@+WWQdt):§:<H;WM+WWﬂVwWO
i=1

i=1

Il campo di vettori V/(¢), pensato come elemento di X(%), ha componenti
VF(t) =0 per ogni k =n+1,...,7, quindi V(¢) = >0 Vi(t)u(t) e

DV KAV e

i=1

pv _ (DV\'
Pertanto, T ( & ) . [l

Consideriamo {e;} base di X(U) e {&;,9;} base di X(U), con é; estensione
di ¢; su U. Sia {E;} base ortonormale di X(U) ottenuta ortonormalizzan-
do con il metodo di Gram-Schmidt la base {e;}. Inoltre, sia {E;,&;} base
ortonormale di X(U) ottenuta ortonormalizzando con il metodo di Gram-—
Schmidt la base {¢;,v,}. Allora E; ¢ una estensione di E; su U. Poniamo
& = &ju. Sia V(M) = UpenVp(M) il fibrato normale su M relativo all’im-
mersione 7 : M < M. V(M) e TM sono sottofibrati di TM. Sia X(M)*
I'insieme dei campi differenziabili di vettori normali ad M, in altre parole
X(M)* & I'insieme delle applicazioni differenziabili

E:M —v(M), pr— & € V,(M) = (T,M)™*.
Localmente si ha )
§=>" @&, dove o€ F(U).
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X(M)*+ & un F(M)-modulo, inoltre coincide con l'insieme delle sezioni diffe-
renziabili del fibrato normale V(M) (cosi come X (M) ¢ I'insieme delle sezioni
differenziabili del fibrato tangente TM'). L’applicazione

a: X(M)x X(M) = X(M)*+, (X,Y) = a(X,Y),

a(X,Y)(p) := (VxY); (componente normale),
viene detta seconda forma fondamentale dell'immersione. Si vede facilmente
che a ¢ un’applicazione F (M )-bilineare simmetrica, quindi «(X,Y)(p) di-
pende solo da X, e Y,. In altre parole, @ ¢ un tensore su M di tipo (0, 2)

simmetrico a valori nel fibrato normale. Pertanto, per ogni fissato p € M,
possiamo definire ’applicazione bilineare simmetrica

a, : T,M x T,M — V,M,(X,,Y,) = a,(X,,Y,) = a(X,Y)(p),

dove X, Y € X(M) con X (p) = X, e Y(p) =Y,. Decomponendo VxY come
somma della componente tangente e di quella normale, si ottiene I’equazione

(VxY), = (VxY), +a(X,Y), (6.19)

che viene detta equazione di Gauss (cfr. Figura 6.3).

Figura 6.3: La decomposizione di VY.

Per ogni curva differenziabile (t) di M e per ogni V' € X(7), dalla dimostra-
zione del Corollario 6.66, segue

DV DV o e DV : :
— = T2V (Vsyu) ™ = — 2V B (5(1), wi(h))
=1 =1

n n

e quindi otteniamo 'equazione di Gauss per campi di vettori lungo curve:

DV DV .
La sottovarieta M e detta totalmente geodetica se o« = 0, cioe se per ogni
X, Y € X(M) eperognipe M :

(?Xy)p = (VXY)p'
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Il vettore curvatura media della sottovarieta riemanniana M e il vettore

n

H(p) = —tr a, = Z@p e, e;) = 1 Z(Vezei)é €V, (M), (6.21)

=1

dove {e;} € una base ortonormale locale di X(M). Quindi, nH (p) & il vettore
ottenuto proiettando (Y7, @eiei)p u (I,M )L = V,(M). La sottovarieta
M ¢ detta minimale se H = 0.

Proposizione 6.67. Sia (M,g) una sottovarieta riemanniana di (M, g),
g = 1*g. Allora, M ¢ totalmente geodetica se, e solo se, le geodetiche di M
sono tutte e sole le curve geodetiche di M contenute in M.

Dimostrazione. Proviamo che M ¢ totalmente geodetica se, e solo se, per
ogni curva differenziabile v(t) di M le seguenti proprieta sono equivalenti:
(a) v(t) € una curva geodetica di M;

(b) ~(t) & una curva geodetica di M.

Se M ¢ totalmente geodetica, cioe se a = 0, dall’equazione (6.20) si ha

Dy _ D5

dt — dt’

e quindi y(¢) € una geodetica di M se, e solo se, v(t) € una geodetica di M. Vi-
ceversa, se (a) e (b) sono equivalenti, dall’equazione (6.20), con V(t) = (1),
segue che a = 0 (in quanto bilineare e simmetrica) e quindi M ¢ totalmente
geodetica. O

Esempio 6.68. Dalla Proposizione 6.67 segue che la sfera canonica S™ non
¢ una sottovarieta totalmente geodetica dello spazio euclideo R™™ (non ¢
nemmeno minimale). Piu in generale: non esistono sottovarieta riemannia-
ne minimali compatte immerse nello spazio euclideo ([56] vol. II, p. 34). Lo
spazio euclideo R™ ¢ chiaramente una sottovarieta totalmente geodetica di
R™, m < n. Verifichiamo che la sfera canonica S™ e una sottovarieta rieman-
niana totalmente geodetica della sfera canonica S, n > m. Consideriamo le
seguenti immersioni:

1:S™ e R gy s R s R = R R ™,
J1:S™ = S" x s (2,0), jo:S" e R*TL
i=iy0i:S" = R =R xR
Allora, indicando con g, sia la metrica euclidea di R™*! che quella di R"*!
si ha
9y =119y = 9s 1=J20J1, G, =19, =Ji(J39,) = Ji9,.-

Quindi j : (S™,g,,,) <> (S",g,,) ¢ un'immersione isometrica. D’altronde,
le geodetiche di una sfera (munita della metrica canonica) sono tutte e sole le
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circonferenze di raggio massimo (cfr. Teorema 7.7). Pertanto, se () € una
curva di S™, y(t) & una curva geodetica di S se, e solo se, () € una curva
geodetica di S™. In conclusione, applicando, la Proposizione 6.67, si ottiene
che S™ & una sottovarieta riemanniana totalmente geodetica di S™.

Torniamo al caso di una sottovarieta riemanniana (M, g) — (M, g). Sia
¢ € X(M)*. Usando le notazioni di prima, localmente

§=2] @, o € FU).
Per ogni p € M, al vettore &, € V,(M) e associato I’endomorfismo simme-
trico
Se,  T,M — T,M,
detto operatore forma (o operatore di Weingarten), definito da
9p(Se, Xp, Yp) = Gp(ap(Xp, ¥p), &p).-

In termini di derivate covarianti, I'operatore di Weingarten ¢ dato da

Se, X, = —(Vx,&)", equivalentemente SeX = —(Vx&)'. (6.22)

Infatti, se X,,Y, € T,M e Y & un campo vettoriale definito in un intorno di
p con Y (p) =Y, si ha:

n

(X, Yp) = (vXY); = Z gp(vXpYafjp)fjp

j=n+1
== Z gp(?ngj’Y;?)fjp'
Jj=n+1
Quindi,
gp(Sépoa Yy) = Gpap(Xy, Y2), &)
==Y B(Vx& )5 E)

j=n+1

= — Z gp(vxﬁj,yp)aj(?)

j=n+1

== Z 9,(Vx,a’¢;,Y,) (tenendo conto che&; LY,)
j=n+1

= gp(_?Xpé:Y;D) VY;’ S TpM'

Di conseguenza, S¢, X, = —(Vx,&)'. Indicata con V¢ la componente
normale di Vx¢, dalla (6.22) si ha 1'equazione di Weingarten

Vxé=—S:X + Vx&. (6.23)
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Si noti che V*, detta connessione normale di M, definisce una connessione
lineare nel fibrato normale V(M), inoltre V< risulta compatibile con la me-

trica riemanniana indotta sul fibrato V(M) dalla metrica riemanniana g di
M.

Caso delle sottovarieta di codimensione 1

Consideriamo il caso di (M, g) sottovarieta riemanniana n-dimensionale
di (M, g) varieta riemanniana (n + 1)-dimensionale. Supponiamo che esista
¢ € X(M), unitario e ortogonale a M, quindi (T,M)* =< &, > per ogni
p € M. In tal caso, la formula (6.21) del vettore curvatura media diventa

1 o~ I~ e~ =
H(p) = ﬁ Zl<v€zel>;_ = E Zlg(veieiag)pgp = _ﬁ Zlg(velg)u ei)pgp

dove {e;} € una base ortonormale locale di X(M), e l'operatore forma S &
dato da -
Se X, =~V £.

Di conseguenza,

1
H(p) = ﬁ(trS&)) & -
Inoltre,
g(?fga 5) =0,

per cui tenendo conto della definizione di divergenza data nell’Appendice B,
il vettore curvatura media ¢ dato da

1
H = ——(div§) €.
n
La funzione

1 1
= ——(div§) = —(trS¢).
H n( ive) n( rSe)
¢ detta curvatura media di (M, g).

Caso delle sottovarieta di R”
Per una ipersuperficie regolare M — R™"! D'operatore di Weingarten &
dato da

Se, Xp = =V§ €.

P

Di conseguenza, se V ¢ la connessione di Levi-Civita dell’ipersuperficie rego-
lare (M, g = i*gp), 'equazione di Gauss (6.19) diventa

(VXY)p = (VxY)y + 9(Se, X, Yp)p- (6.24)
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Per la sfera unitaria S” < R"™ il campo £ ¢ definito da &, = p e quindi
I'operatore di Weingarten e dato da

Se, Xp = —V§ £ = —X,,. (6.25)
Se (M, g) ¢ una sottovarieta riemanniana di (R",g,), la formula (6.18)
diventa -
DV dv
— == . 6.26
i - () (520

In particolare se M ¢ un’ipersuperficie di R", V,M ¢ il sottospazio di T,R"
generato da §, vettore unitario normale ad M in p (£, in generale, ¢ definito

solo localmente), quindi V,M e 1-dimensionale. In tal caso, se v € una curva
differenziabile di M e V(t) € X(7), si ha

dVv
V(t) e parallelo lungo v <= ’ry ¢ parallelo al campo normale & ).

Le stesse considerazioni valgono considerando R™ con la metrica ¢ di Minko-
swki, in tal caso le proiezioni sono riferite alla metrica q.

Esempio 6.69. Sia M una superficie (regolare) di R* con la metrica g indotta
da go. Sia v(s) una curva differenziabile (regolare, cioe con §(s) # 0) di M (e
quindi di R?) parametrizzata con I'ascissa curvilinea. Dall’equazione (6.20)
segue

() = 27+ ol (5),Exc st (6.27)

Siccome ky(s) = [|Z2]| e ku(s) = |g(5(s), & )| sono rispettivamente la
curvatura geodetica e la curvatura normale di y(s) come curva di M, e
k(s) = ||%(s)|| & la curvatura di v(s) come curva di R3, dall’equazione (6.27)
segue la seguente relazione fra le tre curvature:

K (s) = k2 (s) + k2 (s).

In particolare, se y(s) ¢ un parallelo di colatitudine ¢ (0 < ¢ < 7) della
sfera canonica S? di raggio R, quindi v(s) ha raggio r = Rsin¢, allora
k(s) = 1/(Rsing) e ky(s) = k(s)cos(5 — ¢) = 1/R. Di conseguenza, la

curvatura geodetica ¢ data da

Ccos

ky(p) = cost. = Vp € 7.

Rsing

Proposizione 6.70. Siano M, M, due superfici di R3, ognuna munita della
metrica riemanniana canonica. Se My, My sono tangenti lungo una curva
differenziabile o, allora il trasporto parallelo lungo o(t) in My coincide con il
trasporto parallelo lungo o(t) in M.
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Dimostrazione. Dire che My, M, sono tangenti lungo una curva differenzia-
bile o, vuol dire che esistono oy : I — M, 09 : I — M, curve differenziabili
tali che oy(t) = o(t) = 02(t) e T,pMy = TouyM, per ogni t € 1. Quindi,
X(01) = X(02). Sia &, (i = 1,2) Doperatore di derivazione covariante su

M;. Se V € X(01) = X(02), dalla (6.26) si ottiene 2LV = (%)T = &V

Dunque, V/(t) ¢ parallelo lungo o(t) in M se, e solo se, V (t) ¢ parallelo lungo
U(t) in MQ. ]

La proposizione precedente offre una visualizzazione geometrica del tra-
sporto parallelo per superfici di R®. Sia (), t € I, una curva differenziabile
di una superficie di R?. Consideriamo la famiglia {7, M }e; dei piani tan-
genti a M lungo la curva o. Per ty,t € I, 'intersezione del piano tangente
in o(tg) e del piano tangente in o(t) sara in generale una retta. Il suo limite,
per t — 1y, sara una retta passante per o(tg) nel piano tangente To(t0) M.
La famiglia di queste rette, al variare di ¢, € I, costituisce una superficie
rigata sviluppabile 3 (ossia ¢’é un unico piano tangente lungo i punti di una
stessa retta generatrice), detta superficie inviluppo di questa famiglia di pia-
ni, che risulta tangente a M lungo o (cfr. Do Carmo [30], p.196). Poiché
>, e localmente isometrica al piano euclideo, la stessa superficie puo local-
mente srotolarsi sul piano euclideo, e sul piano euclideo il trasporto parallelo
non ¢ altro che 'ordinaria traslazione. Un cono circolare retto e un cilindro
circolare retto sono esempi di superfici rigate sviluppabili.

Esempio 6.71. Trasporto parallelo sul cono di rotazione.
Consideriamo la superficie X : 2z = ky/22 + 4%, k > 0, (z,y) # (0,0). X ¢ un
semicono di vertice l'origine O e angolo di apertura 2« definito da tga = %
Y. ha equazioni parametriche
xr = psinacos B, y = psinasin B, z = pcos «,

dove p > 0 e 8 € [0,27[. Facciamo vedere che la superficie ¥, munita della
metrica riemanniana indotta da quella euclidea di R3, & localmente isometrica
al piano euclideo. Nel seguito denotiamo con gq sia la metrica euclidea di R?
che quella di R3. Sia U I’aperto del piano espresso in coordinate polari (p, )
da

x = pcost, y = psind, dove p >0 e 9 €]0, 27 sin af.
E facile vedere che la metrica euclidea go = dr ® dr + dy ® dy sull’aperto U,

rispetto alle coordinate polari (p, 1), & data da
go = dp @ dp + p*dd @ dv.
Quando ¥ varia nell'intervallo ]0, 27 sin af, 'angolo 5 = % descrive I'in-
tervallo ]0,27[. Quindi, se ry € la generatrice di ¥ ottenuta per § = 0,
I’applicazione
F:U =%\, (p.9) = (psinacos(z2-), psinasin(2-), pcosa),

Si8eRed S o

¢ chiaramente un diffeomorfismo, in termini di coordinate (globali)
F (pv 19) = (p’/B = siga)'
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Sia g = i*go la metrica riemanniana di X\ ry, dove i : ¥\ ry < R3. Allora,
la metrica h = F*g = F*i*gy = (i o F)*go, dove i : U — R3, ha coefficienti

Pertanto F': (U, go) — (X \ 70,9) ¢ una isometria e quindi ¥ ¢ localmente
isometrica al piano euclideo. Determiniamo ora il trasporto parallelo 7 lungo
un parallelo di ¥. Siano p un fissato punto di 3, con dist(O,p) = p, e ¢ il
parallelo di ¥ passante per p con ¢(0) = o(1) = p. Sia V € 7,2, vogliamo
determinare il vettore V; € T,,X ottenuto da V|, per trasporto parallelo lungo
o. Y & una superficie localmente isometrica al piano euclideo. Sia ry la
generatrice per p, 3\ ro sviluppata nel piano diventa l'aperto U (cfr. Figura
6.4), ossia il settore angolare definito da: p > 0 e ¥ €]0,27sinal. In U il
parallelo o e rappresentato da un arco di circonferenza . Se ¢ e I’angolo
sotteso dall’arco v, siccome pd = L(y) = L(0) = 2mpsina, si ha:
0 = 2msina.

Sia V] il vettore ottenuto trasportando per parallelismo Vj lungo v nel piano,
quindi effettuando semplicemente una traslazione. Quando riavvolgiamo il
settore angolare sul cono (cfr. Figura 6.4), notiamo che V; e ottenuto da Vj
con una rotazione (nel verso determinato da &(t)) di angolo

a =21 — 6 =27n(1 — sina).

Figura 6.4: Trasporto parallelo sul cono.

Si noti che I'angolo a non dipende dal particolare parallelo considerato, ma
solo dall’apertura del cono. Se a (0 < a < 7) tende a 7, allora a tende a 0.
In particolare, se a = 7, ¥ degenera in un piano.
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Esempio 6.72. Trasporto parallelo sulla sfera.

Sia o un parallelo di colatitudine ¢ (0 < ¢ < ) della sfera canonica S?, con
o(0) = o(1) = p. Fissato V; € T,S% determiniamo Vi = 71(V}), dove 71 ¢
lo spostamento parallelo da 0(0) = p a ¢(1) = p lungo o. Sia ¥ il semicono
tangente alla sfera S? lungo o.

Figura 6.5: Semicono tangente alla sfera.

T _

L’angolo di apertura di X ¢ 2a, dove o = § — ¢ (cfr. Figura 6.5). Applicando
la Proposizione 6.70, e quanto visto nell’esempio precedente, V; e ottenuto
da V{ con una rotazione (nel verso determinato da ¢(t)) di angolo

a=2m(1—sin(Z —¢)) = 2m(1 — cosp).
Se ¢ =7, allora a =27 e quindi V; =V, (in tal caso o ¢ un equatore e
¥ un cilindro circolare retto). Se ¢ — 0, allora a — 0.

6.8 Tensori fondamentali su una distribuzio-
ne

Definizione 6.73. Una distribuzione D di dimensione r su una varieta dif-
ferenziabile M di dimensione n (r < mn) € una corrispondenza che ad ogni
punto p € M associa un sottospazio r-dimensionale D,, di T},M.

Una distribuzione D si dice differenziabile se per ogni p € M esistono un
intorno U di p ed r campi di vettori linearmente indipendenti Xy,..., X, €
X(U) che definiscono una base di D, per ogni g € U. L'insieme {X,..., X, } &
detto base locale della distribuzione D. Un campo di vettori X € X(M), X, #
0 per ogni p € M, definisce una distribuzione differenziabile 1-dimensionale
su M. Sia D una distribuzione differenziabile r-dimensionale. Un campo di
vettori X € X(M) appartiene alla distribuzione D se X, € D, per ogni p €
M. Indichiamo con I'(D) l'insieme di tutti i campi di vettori differenziabile
di D. Diremo che la distribuzione D ¢ involutiva se per ogni punto p € M,
esiste U intorno di p ed esistono Xi,..., X, € X(U) che costituiscono una
base locale di D, tale che

(X, Xj] = 3y i X 1<i4,5<r
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Le cfj sono funzioni differenziabili (in generale non costanti) definite nell’in-
torno considerato. Equivalentemente,
D ¢ involutiva < [X,Y] e (D) VX,Y e I'(D).

In analogia alle curve integrali di un campo di vettori (distribuzione 1-
dimensionale) abbiamo la nozione di varieta integrale di una distribuzione.
Sia D una distribuzione differenziabile su M. Una sottovarieta (connessa) N
di M si dice varieta integrale di D se Vg € N : T,N C D,. Si noti che una
varieta integrale puo avere dimensione minore di quella di D.

Esempio 6.74. Sia D la distribuzione su M = R"** generata da E; =
0/0x;,i=1,...,n; D associa, ad ogni punto p € M, il sottospazio D, costi-
tuito da tutti i vettori per p e paralleli a R™. Tale distribuzione e involutiva
poiché [E;, Ej| = 0.

La situazione dell’esempio precedente e tipica, almeno localmente, del-
le distribuzioni involutive. Sia D una distribuzione differenziabile su M di
dimensione r < n. Diciamo che D e una distribuzione integrabile, o com-
pletamente integrabile, se ogni punto p € M ha un intorno coordinato
(U, p) tale che, se (x1, ..., x,) sono le coordinate locali, allora i vettori 9/0z;
(¢t = 1,...,r) formano una base locale su U per D. Una distribuzione r-
dimensionale integrabile si dice che definisce una fogliazione di codimensione
n —r di M. In questo caso, per ogni punto g € U, esiste una varieta inte-
grale r-dimensionale N (detta foglia per q ) tale che T,N = D,, quindi lo
spazio tangente ad N ¢ esattamente D in ognuno dei suoi punti. Infatti, se

(ay,...,a,) denotano le coordinate di ¢, una varieta integrale per ¢ ¢ data
dall’insieme N di tutti i punti di U le cui coordinate soddisfano:
Lrrl = Qpyly- -3 Ly = Qp.

Queste equazioni definiscono un sottospazio r-dimensionale di R™, pertan-
to N = oz € oU) : z; = aj,j = r+1,...,n} ¢ una fetta di
U. Naturalmente, in questo caso la distribuzione ¢ involutiva in quanto
[Ei, E;] = [0/0x;,0/0x;] = 0, 1 < 4,5 < r. Quindi, una distribuzione

integrabile e involutiva. Viceversa, abbiamo

Teorema 6.75. (di Frobenius, cfr. [14], p. 159) Una distribuzione D su una
varieta M e integrabile se, e solo se, € involutiva.

Esistono distribuzioni che non sono involutive. Su M = R3, la distribuzione
generata da X; = x3(0/0z1) + 0/0x3 e Xy = 0/0xy + 0/0x3 non &
involutiva (infatti [Xi, Xs] = —0/0x;). Una distribuzione D di dimensione
1 ¢ un campo di rette, cio¢ D, ¢ un sottospazio 1-dimensionale. Una base
locale e data da un campo di vettori X, privo di zeri, che appartiene ad D in
ogni punto e, naturalmente, una curva integrale di X ¢ una varieta integrale
di D. Sappiamo che tali varieta integrali passanti per un dato punto, esistono
e sono uniche. Una tale distribuzione ¢ involutiva in quanto [X, X] = 0. Sia
1 una l-forma differenziale su M. Indichiamo con D la distribuzione definita
dal kern. Siccome il differenziale esterno d sulle 1-forme e definito da:
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(dn)(X,Y) = Xn(Y) = Yn(X) —n([X,Y]),

dal Teorema di Frobenius segue che la distribuzione D ¢ integrabile se, e
solo se, dpp = 0. Una warieta integrale massimale di una distribuzione
involutiva S ¢ una varieta integrale (connessa) N che contiene ogni varieta
integrale (connessa) di S che ha un punto in comune con essa. Naturalmente,
per quanto osservato precedentemente, una varieta integrale massimale ha
la stessa dimensione di S. Si puo dimostrare che per ogni punto p € M
passa una ed una sola sottovarieta integrale massimale della distribuzione
involutiva.

Esercizio 6.76. Si consideri su M = R3\ {0} la distribuzione 2-dimensionale
S definita da S, = {V € T,M : go(V,p) = 0}. Verificare che S & involutiva

e trovare le varieta integrali.

Discutiamo ora alcuni tensori fondamentali associati a una distribuzione
(differenziabile) r-dimensionale V su una varieta riemanniana (M, g). Poiché
M e riemanniana, possiamo considerare la distribuzione H ortogonale a V.
Quindi, per ogni p € M:

LM =V, d M, H,= (V)"
Chiamiamo V distribuzione verticale e H distribuzione orizzontale, e deno-
tiamo con v la proiezione su V e con h la proiezione su H. La seconda forma
fondamentale di V ¢ il tensore A, in generale non simmetrico, definito da

AY(X,Y) = ALY == h(V,xvY) VXY € X(M),
dove V ¢ la connessione di Levi-Civita di (M, g). La seconda forma fonda-
mentale ssmmetrizzata di V e il tensore B” definito da

1
BYY = S(AYY + AyX) VXY € X(M).

Il tensore di integrabilita di V ¢ il tensore IV definito da
I'(X)Y) =AY — AV X = huX,vY] VXY € X(M).

Quando V ¢ integrabile, cioe [' = 0, BY = A" ¢ 'usuale seconda forma
fondamentale delle foglie pensate come sottovarieta di M. Anche se V non e
integrabile, il vettore curvatura media di V' € il campo vettoriale (orizzontale)
1 definito da

1 :—th— Zh (Vi Ei),

dove {E1, ..., E.} & una base ortonormale locale di I'(V), cioe per ogni p € U
(aperto di M), {(E1)p, ..., (Er),} ¢ una base ortonormale di V,. La distribu-
zione V e detta distribuzione minimale se, per oni p € M, il vettore curvatu-
ra media p¥(p) = 0, mentre ¢ detta distribuzione totalmente geodetica se la
seconda forma fondamentale simmetrizzata B, = 0 per ogni p € M. Siccome
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AY(E,F)=B(E,F)+3I°(E,F) VYE,FeT(V),
allora
A" =0 se, esolose, V e¢integrabile e totalmente geodetica.

La connessione parziale di Bott su H (lungo V) e applicazione
VI TW) xT(H) = T(H), (V,F) = Vi'F = h(Ly F) = h([V, F]).
La connessione normale V" ¢ definita da
VIF =h(VyF) (VeT(V),Fel(H)).

Risulta che le due connessioni coincidono, cioe V{PEF = VELF  se e solo
se M ¢ integrabile e V ¢ riemanniana (cioe, (Lyg)(E,F) = 0 per ogni
Vel (V),E,F eTl'(H)). Sinoti che in questa discussione i ruoli di H e V si
possono scambiare.

Serm: (M,g) — (M, g) ¢ una sommersione riemanniana (cfr. Sezione 4.3),
allora su M abbiamo una distribuzione orizzontale H e una distribuzione ver-
ticale V. B. O’Neill introdusse due tensori fondametali A e T" per descrivere
la geometria della sommersione. Se V ¢ la connesisone di Levi-Civita di M,
per ogni X, Y € X(M):

AxY = h(VipxvY) +0(VixhY), TxY = h(VexvY) +v(V,xhY).

Il tensore A ¢ una ostruzione all’integrabilita della distribuzione orizzontale,
ed e detto tensore di integrabilita di 7. L’annullarsi del tensore T ci dice che
le fibre della sommersione sono totalmente geodetiche.

6.9 Derivata covariante di tensori

Lunghezza di tensori
Sia (M, g) una varieta riemanniana. La corrispondenza

X(M) — AY(M) =%"(M), X — w, tale che w(Y)=g(X,Y),

definisce un isomorfismo che permette di identificare in modo naturale X(M)
con A'(M). Se X =3 X' e w=g(X,:)=> w#, con (#") base (locale)
duale della base (e;), allora
wi =9 X7 e X'=3",g%w;, dove gy = gleie)).

La stessa procedura puo essere applicata ai tensori di tipo (s,r), in questo
modo tutti gli spazi X*"(M), con s+ r = p, sono isomorfi. Questi isomorfi-
smi commutano con la derivata covariante che definiremo nella sottosezione
successiva. Se T' € X*"(M) ha componenti Tj!" 7 allora il corrispondente

..... Gro
tensore, che indichiamo ancora con 7, di X™*(M) ha componenti

i1 hiohs kiiv ki
T3 =20 Tl in GinkaoGiahe 949"
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In particolare se g;; = ¢;;, cioe se la base locale (e;) ¢ ortonormale, allora

T =T Se TS € T M,
__ i QUL
<T,S>=73 T;l5 Sl
definisce un prodotto scalare su ;" M. La norma, o lunghezza, ¢ definita da

IT) = (< .7 >)3,

In particolare, se T,S sono due tensori covarianti dello stesso tipo e le
componenti sono considerate rispetto a una base ortonormale, si ha

<T,$>=% Ty Sy.., |TI°=<T,T>=3% (T;..)"
Esercizio 6.77. Siano S, T due tensori covarianti dello stesso tipo su (M, g),
con S simmetrico e T" antisimmetrico. Si verifichi che

<T, S >=0.
Inoltre, se T" ¢ di tipo (1,1) e (F4, ..., E,) € una base ortonormale, si verifichi
che ||T|* =3, IT(E)|”.

Derivata covariante di tensori

Sia V la connessione di Levi-Civita associata alla varieta riemanniana
(M,g). Se S ¢ un tensore di tipo (s,r), VS ¢ il tensore di tipo (s, + 1)
definito da:

(VS)(O',...,0°, X, Y1, ....Y,) : = (VxS) (0, ....0° Y1,....Y,,)
= VxS0, ...,0°Y1,...Y,)

- 25(917 "'7‘9571/17 "'7Y;fla VXY;aY;Jrla 7Y;“)
i=1
=) S, .0 VX0 0T 00, Y,

=1

dove (6',...,0™) ¢ la base (locale) duale di una fissata base (locale) (e, ..., ¢,)
di X(M). Nel caso riemanniano, come osservato, un tensore di tipo (s, ) si
puo sempre identificare con un tensore di tipo (s — k,r + k) per ogni k € Z
tale che r+k,s—k > 0. Cid & conseguenza del fatto, gia osservato, che X (M)
si puo identificare in modo naturale con A'(M) = X*(M). Quindi, possiamo
limitarci a considerare tensori S del tipo (0,7) oppure di tipo (1,7), in tal
caso per il tensore V.S si ha:

(VS)(X, Vi, ;) i= (Vi S) (Vi o Yi) = Vi S(Yi, oo V)

=D SN, .Yin1, VaYi Yigr, . Y)).

i=1
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Valgono le seguenti proprieta :
Vx<T,S>= X(<T,5>) =< VxT,S>+<T,VxS >,

Vx(S1®52) = (VxS1) ® Sy + 51 ® Vx5,
VX(trS) = tI'VXS,

dove tr denota la traccia rispetto a una coppia di indici. Inoltre, se S; e Sy
sono tensori di tipo (1,1) allora il tensore S; Sy := Sy 0 Sy & ancora di tipo
(I,1) e

VX(Sl SQ) = (VXSl)SQ + Sl(VXSQ).

Tensori paralleli

Mentre i campi di vettori paralleli rispetto alla connessione di Levi-Civita
sono rari. Cio non accade, in generale, per i campi tensoriali. Un campo
tensoriale S, di tipo (0,7) o (1,7), lungo una curva differenziabile ~(t) ¢
un’applicazione che associa ad ogni t € I un tensore S(¢) del tipo (0,r) o
(1,r) sullo spazio tangente T,y M che dipende differenziabilmente da ¢, nel
senso che se Xy, ..., X, € X(v(¢)), S(t) = S(Xi(¢), ..., X, (¢)) e differenziabile.

Se f(t) ¢ una funzione differenziabile, si pone % = ‘31—{. Possiamo allora
estendere la derivata covariante ai campi tensoriali lungo v ponendo:

DS D

=2 (X (1), s X, (1) = T S(Xa(0), 0 X, (1)

dt

_ iS(Xl(t), %, o X (1))

DS/dt & un campo tensoriale dello stesso tipo di S. Diremo che S ¢ un
tensore parallelo lungo la curva v se  DS/dt = 0. Come per i campi di
vettori paralleli, fissato un tensore Sy in v(0), si dimostra che esiste un solo
campo tensoriale S(t) parallelo lungo « tale che S(0) = Sy. Inoltre, indicato
con 7y lo spostamento parallelo lungo v e posto

7:(S0) (Vi ooy Vi) i= So(r7 VA, o, 771 V,) se Sy e di tipo (0,7),
7(So)(Vi, ..., Vi) i= 1 (So(7y 'VA, ooy 7y 'V2)) se S @ ditipo (1,7),

dove Vi, ..., V. € T,y M, risulta S(t) = 74(Sp). Si noti che: se S & un tensore
di tipo (0, r) definito, mediante la metrica g, da un tensore S di tipo (1,r—1),
allora

l()i—f(Xl(t), X)) = gw(t)(l;—f(Xl(t), e X (1), X0 (1))

Se S & un tensore di tipo (1,7) o (0,7r) su M, e v una curva differenziabile,
allora DS

E(O) = V405



202 6. Connessioni lineari e connessione di Levi-Civita

Un campo tensoriale S su M e invariante per parallelismo, oppure € pa-
rallelo, se per ogni curva differenziabile v di M si ha: S(t) = S(y(t)) =
7:(Sp), dove Sy = S(0). Segue facilmente che:

S & invariante per parallelismo < VxS =0, VX € X(M).

Derivata di Lie di un tensore
Nella Sezione 2.7 la derivata di Lie di un tensore S di tipo (0, p) (su una
varieta differenziabile M) ¢ stata definita da:

(EES)(K77 ) ‘CES Yia"') ZS le)') -1, 5 YL i+1y - 7Y;))

Se g € una metrica riemanniana su M e V la corrispondente connessione di
Levi-Civita, la precedente formula diventa:

p
(LeS) (Y, s Yy) = (VeS) (Y, s ¥p) + 3 SV Vit Vi, Y, o Y)).

=1

In particolare:
(Leg)(X,Y) = g(VxE,Y) + g(X, VyE),

quindi ¢ e di Killing (cfr. Capitolo 9) se, e solo se, 'operatore V¢ & antisim-
metrico. Se ¢ ¢ un tensore di tipo (1,1):

(Le@)Y = (Ved) Y — Vv & + V&
Se w ¢ la 1-forma g-duale di £, w = g(+, &), allora:

(Lew)Y = g(Ve,Y) + g(Vy€, §).

Se M e orientabile e €, ¢ la n-forma di volume riemanniano (cfr. Appendice
A), allora (cfr. Appendice B)

Ve, =0 e LeQ, = (dive)Q,



Capitolo 7

Geodetiche su varieta
riemanniane

Questo capitolo ¢ dedicato alle curve geodetiche di una varieta rieman-
niana, alle loro proprieta, all’esponenziale riemanniana e al Teorema di Hopf-
Rinow.

7.1 Esempi di curve geodetiche

Scopo principale di questa sezione € determinare le curve geodetiche de-
gli spazi modello delle geometrie non-euclidee. Iniziamo con la seguente
proposizione.

Proposizione 7.1. Sia (M, g) una varieta riemanniana. Se il sostegno o(I)
di una curva differenziabile o : I — M é il luogo dei punti fissi di un’isometria
f di (M,g), cioe o(I) = {p € M : f(p) = p}, allora o (opportunamente
parametrizzata) é una curva geodetica di M.

Dimostrazione. Sia p € o(I), p = o(ty). Posto v = &(ty), per il Teorema
di esistenza e unicita delle geodetiche, esiste un’unica geodetica ~(s), s €
] — 0, +4], tale che v(0) = p e 4(0) = v. Poiché f ¢ una isometria, v, = f o~y
¢ una geodetica con 11(0) = f(v(0)) = f(p) = p e 71(0) = (fo)(0) =
(f)p¥(0) = (fu)po(to) = (f o o)(to) = d(tp) = v. Dunque, per I'unicita della
geodetica vy con le fissate condizioni iniziali, avremo (f o7)(s) = v(s), Vs €
] —0,+d] e quindi v(] — 6, +d]) C o(I). Cio prova che o € una geodetica in un
intorno di p e quindi, per l'arbitrarieta di p, o ¢ una geodetica (come insieme
di punti). O

Pit in generale, vale la seguente proposizione.

Proposizione 7.2. Siano (M, §) una varieta riemanniana e (M, g) una sot-
tovarieta riemanniana di (M,g). Se M ¢é linsieme dei punti fissi di una

203
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isometria ® di (M,g), cioée M = {p € M : ®(p) = p}, allora M ¢ una
sottovarieta totalmente geodetica di M.

Dimostrazione. Siano p € M e v € T,M. Consideriamo una curva o(s) di
M con o(0) = p e 6(0) = v, inoltre consideriamo la geodetica y(t) di M con
v(0) =pe5(0) = v, t € —9,+0[. Poiché o ¢ una curva di M si ha oo = o,
inoltre ® e un’isometria di M, per cui §(t) = ®(y(t)) € una curva geodetica di
1 con 3(0) = @(p) = p ¢ 3(0) = By = D,6(0) = (2 00)(0) = 3(0) = v
Pertanto, deve essere ®(v(t)) = ~(t) e quindi v C M. Poiché v & una
geodetica di M contenuta in M, dall’equazione di Gauss:
Dy DA
0= "2 =7 +au0®.4(0)

segue che D/dt = 0 e oy (7(t),¥(t)) = 0 per ogni ¢. In particolare, 7 ¢ una

curva geodetica di M e a,(v,v) = 0. Dall’arbitrarieta di p e v, segue che la
seconda forma fondamentale o = 0 e quindi M ¢ totalmente geodetica. [

Come osservato nell’Esempio 6.68, la sfera canonica S™ e una sottovarieta
riemanniana della sfera S™, n > m. Inoltre, I'applicazione

d - Rn+1 — Rm—H x R?"™™ Rn+1 — Rm—H % ]Rn—m7

¢ una trasformazione ortogonale di R"*! e quindi un’isometria di S*. D’al-
tronde,

{p=(z,y) €S": ®(p)=p}={p=(2,y) €S":y =0} =S™.
Pertanto, anche dalla Proposizione 7.2, segue che S™ ¢ una sottovarieta
riemanniana totalmente geodetica di S™.

Esercizio 7.3. Determinare le isometrie del piano euclideo che ammettono
una curva come luogo di punti fissi.

Proposizione 7.4. Sia p : (M, §) — (M, g) un rivestimento riemanniano.
Allora le geodetiche di (M, g) sono tutte e sole le proiezioni delle geodetiche

di (M, ).

Dimostrazione. Sia 4 una geodetica di M, allora v = po~ & una geodetica di
M perché p e un’isometria locale. Viceversa, sia v una geodetica di M. Dati
zo = Y(to) € v(I) e Ty € p~*{wo}, consideriamo U intorno ben coperto di zy,
U foglio su U per zy. Allora, p; = py : U — U ¢ un’isometria e quindi, se v,
¢ Parco di v contenuto in U, 4; = p;* o~ & una geodetica su M. Pertanto
Y1 = p o1, con ¥y geodetica, in un intorno di xy. Lo stesso procedimento si
puo ripetere in un intorno di ogni punto di v, ottenendo in questo modo la
stessa y come proiezione di una geodetica 4 di M. O]
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Esempio 7.5. Le geodetiche dello spazio euclideo
Le geodetiche ~(t) dello spazio euclideo R™ sono tutte e sole le rette (oppor-
tunamente parametrizzate) o segmenti di retta. Infatti, in questo caso

Dy dy .

_— — = t

@ @ W
D4 ) )

Proposizione 7.6. Le geodetiche di un’ipersuperficie M dello spazio euclideo
R sono le curve y(t) di M la cui accelerazione estrinseca 4(t) = dy/dt ¢
ortogonale a M.

Dimostrazione. D¥/dt = 0 < (d%/dt)" = 0 < 5(t) & normale a M. O

Esempio 7.7. Le geodetiche della sfera canonica
Le geodetiche massimali della sfera canonica S™ sono tutte e sole le circonfe-
renze (opportunamente parametrizzate) di raggio massimo.

e quindi:

Dimostrazione. Sia S™ la sfera unitaria di centro I'origine di R"*. Sia o una
circonferenza di raggio massimo di S™. Allora, esistono due punti u, v (su tale
circonferenza) che, pensati come vettori unitari, risultano ortogonali fra loro,
quindi si puo scrivere

o(t) = (cost)u + (sint)v Vt € R.
Siccome ¢ (t) = (—sint)u + (cost)v, allora

46
d—j =6(t) = (—cost)u+ (—sint)v = —o(t)
¢ ortogonale a T,;)S" = o(t)", e quindi Do = (5(t))" = 0. Pertanto le

circonferenze di raggio massimo sono curve geodetiche per S”. Viceversa, sia
7(t) un arco geodetico, parametrizzato a velocita unitaria, con v(0) = p e
4(0) = v. Allora, pensando p e v come vettori applicati nell’origine (centro
della sfera), la curva o(t) = (cost)p + (sint)v, t € R, & una circonferenza di
raggio massimo che soddisfa le condizioni o(0) = p e 6(0) = v. Pertanto, per
I'unicita delle geodetiche con fissate condizioni iniziali, abbiamo che v C 0.

Un altro modo per vedere che le circonferenze di raggio massimo sono cur-
ve geodetiche di S™ ¢ il seguente. Sia v una circonferenza di raggio massimo
di S™ e sia F il piano per il centro O di S™ tale che v = ENS"™. Consideriamo
la riflessione ® di R™*! rispetto al piano E:

O R =FEpFEr —R'"'=F@E*
r=xg+ g —> O(x) =z —xpL.

® ¢ una trasformazione ortogonale di R"*!. Quindi, ¢ = ®gn & una isometria
di S™. D’altronde il piano E ¢ 'autospazio di ® relativo all’autovalore +1.
Pertanto, applicando la Proposizione 7.1,

y=S"NE={xeS":xe€ E}={zxcS": &(x) ==z}

e una curva geodetica. H
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Esercizio 7.8. Sia M una superficie regolare di R? simmetrica rispetto a un
piano E. Verificare che la curva v = EF'N M & una geodetica (come insieme
di punti) di M.

Esempio 7.9. Le geodetiche di una superficie di rotazione
Consideriamo una superficie di rotazione M di R? ottenuta ruotando una
curva piana regolare v intorno ad un asse del piano della curva e che non
intersechi la stessa curva. Supponiamo che il piano di « sia il piano yz, l'asse
di rotazione sia 'asse z e la curva v sia parametrizzata da x = 0,y = r(u) >
0,2z = z(u),u ascissa curvilinea, pertanto M (ottenuta ruotando =y intorno
all’asse z) ha equazioni parametriche x = r(u) cos ¥, y = r(u) sinv, z = z(u).
Dall’Esercizio 4.21 sappiamo che la metrica ¢ indotta su M = v x S*, dalla
metrica euclidea di R?, ¢ data da

g = du® du+ r*(u)dd @ dv.
Proviamo che le curve geodetiche della suddetta superficie di rotazione sono:
1) tutti i meridiani;
2) @ paralleli o(t) che hanno &y (campo normale ad M in o(t)) ortogonale
all’asse di rotazione;
3) le curve (u(t),d(t)), parametrizzate con l’ascissa curvilinea, che soddisfano
il sistema:

(' (1)* +r(u(®)('(£)* =1, r*(wi)d'(t) = ¢,

dove ¢ ¢ una costante associata alla geodetica.
Dall’Esercizio 6.57 sappiamo che i coefficienti Ffj della connessione di Levi—
Civita di g sono dati da

F%l = F%1 = F%Q = F51 = 1—%2 =0, 1—%2 = —r(u)r’(u), F%Q =

dove si € posto 1 = u e xo = . Dunque, o(t) = (x1(t), z2(t)) = (u(t), V(1)) e
una curva geodetica se, e solo se, soddisfa le seguenti equazioni differenziali:

u”(t) —r(uw)r’ (w) (9 (1) =0, 9"(t)+ 2(r' (w) /r(u))u' (£)9'(t) = 0. (7.1)

Se o(t), con t ascissa curvilinea, ¢ un meridiano di M, cioe
o(t) = (u(t),cost.) = (u(t), ), u'(t) # 0,
allora 9'(t) = ¥"(t) = 0. Inoltre,
L=g(6(t).6(1) = («'(1))" = (1) =0.
Dunque, il sistema (7.1) ¢ identicamente soddisfatto, e quindi tutti i meridiani

sono curve geodetiche.

Sia ora o(t), con t ascissa curvilinea, un parallelo di M, cioe o(t) =
(cost.,0(t)) = (up,V(t)). Allora, 6(t) = (0,9'(t)) e

1=g(a(t),6(1)) = r*(uo) ('(t))*
= 72(up)Y ()Y (t) =0 = ¥'(t) = 0 (siccome V' (t) # 0).
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Dunque la seconda equazione del sistema (7.1) & identicamente soddisfatta,
mentre la prima equazione diventa r(ug)r’(ug)(9'(t))* = 0. Siccome 7(ug) #
0, il parallelo o(t) ¢ una geodetica se e solo se r’'(ug) = 0. La condizione
' (ug) = 0 significa che la tangente alla curva generatrice nel punto o(t) ¢
parallela all’asse z, equivalentemente &) (campo normale ad M in o(t)) ¢
ortogonale all’asse di rotazione (cfr. Figura 7.1).

Infine, il risultato enunciato in 3) si ottiene dal sistema (7.1).

Figura 7.1: Geodetiche di una superficie di rotazione.

Osservazione 7.10. Esaminando il sistema di equazioni differenziali del
punto 3) relativo all'Esempio 7.9, si ottiene che la geodetica v, che soddisfa
tale sistema, oscilla tra due paralleli consecutivi che verificano la condizione
r(u) = c e ai quali essa ¢ tangente. Se uno di questi paralleli & estremale
(r'(u) = 0), allora la geodetica & asintotica a questo parallelo che ¢ esso stesso
una geodetica.

Esempio 7.11. Le geodetiche di una superficie torica

In una superficie torica, con la metrica canonica, un meridiano e costituito
da due circonferenze che saranno quindi geodetiche; tra i paralleli solo quello
di raggio max e quello di raggio minimo sono geodetiche. Consideriamo ora
il toro piatto (T?, g), dunque il rivestimento

p: (R?% g0) — (T2, g), (z,y) > (2™, e*™),
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¢ riemanniano e le geodetiche di (T?, g) sono tutte e sole le immagini delle
rette di R%. In particolare, data la retta r(t) : x = t,y = kt, di coefficiente
angolare k, la geodetica v(t) = p(r(t)) & un curva chiusa se, e solo se, k &
razionale:

y chiusa < Eltl,tg € R, t1 7é to, ’}/(tl) = ’y(tg)
o Eltl t2 c R tl 7& t2 627rit1 — 627rit2 e 627rikt1 — eQm’th
’ ’ s
~ Htl,tg ER,tl %tg, tq —tg,k’(tl —tg) e 7.

Quindi, se k ¢ irrazionale, la geodetica y(t) non puo essere chiusa; in questo
caso 7(R) ¢ un sottoinsieme denso di T? (cfr. [14], p.86). Queste proprieta
osservate per le geodetiche di T? non si verificano per le geodetiche di R?,
quindi le geodetiche di uno spazio localmente isometrico allo spazio euclideo
R™ possono avere un comportamento molto diverso dalle geodetiche di R™.

Esempio 7.12. Le geodetiche dello spazio proiettivo

Sullo spazio proiettivo P consideriamo la metrica h definita dal rivestimento
p:S* — P =8"/{£l;}, g = p*h, dove g & la metrica canonica di S".
Quindi, p definisce un rivestimento riemanniano e le geodetiche di P sono
tutte e sole le proiezioni delle geodetiche di S™ (cfr. Figura 7.2).

P(E) = P(X1)

Xo—— %

Figura 7.2: Geodetiche del piano proiettivo

Sia 7y(t) una geodetica massimale di P", allora esiste 4 circonferenza di raggio
massimo di S” tale che v = po 7, e quindi

V(t+m) =poF(t+m)=p(=3t) =p(I(t)) = ().
Pertanto, le geodetiche massimali di P" sono curve chiuse di periodo 7 (ra-
dianti). Inoltre, mentre due geodetiche massimali distinte 77,7, di S™ hanno
due punti in comune, due geodetiche massimali distinte di P* hanno un solo
punto in comune. Infatti:
N NYe ={Z1,%2} = T1 = -T2 = p(T2) = p(T1).
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Osservazione 7.13. Assumendo come “rette”del piano proiettivo P? le sue
geodetiche massimali, si ottiene un modello di geometria non euclidea ellitti-
ca. Per quanto visto prima dati a: € P? ¢ v “retta’con x ¢ 7, non esiste una
“retta”v’ tale che x € v/ e YN~ = 0, quindi non vale il postulato delle pa-
rallele della geometria euclidea. Si noti inoltre che per ogni z,y € P2,z # v,
esiste un’unica "retta” che congiunge x e y (cio non accade per la sfera S?).

Determiniamo ora le geodetiche della geometria iperbolica nei vari mo-
delli.

Esempio 7.14. Le geodetiche dell’iperboloide H"

Le curve geodetiche dell’iperboloide H™ : ai+---+a2—a2, | = —1, x4 > 0,
munito della metrica iperbolica indotta dalla metrica di Minkowski q, so-
no tutte e sole le curve (le iperboli) intersezioni di H™ con i piani di R™*
passanti per l’origine.

Dimostrazione. Per determinare le geodetiche di H" procediamo come per le
geodetiche di S™. Sia C la curva intersezione di H™ con un piano E passante
per lorigine. Siano z un punto di C e v un vettore tangente in x a C. Quindi
v € T,H" = x*, dove L ¢ considerata rispetto a ¢; in particolare possiamo
prendere v unitario, quindi ¢(z,v) = 0 e ¢(v,v) = 1. Consideriamo la curva
parametrizzata

v(t) = (cosht)x + (sinht)v, t € R,

dove cosht = (e +e7%)/2 e sinht= (e —e")/2;y(0) =z € H" e

q(7(1),7(t)) = (cosh® t)g(w, z) + (sinh” t)q(v, v)
+ 2(sinh ¢ cosh t)q(x,v) = — cosh®t + sinh*¢ = —1

implicano che v ¢ una curva di H". Dunque, 7(¢) ¢ una curva di H" N E e
quindi una parametrizzazione del ramo di iperbole C. Il campo tangente (t)
e 'accelerazione estrinseca () sono dati da

4(t) = (sinht)x + (cosht)v, 4(t) = (cosht)x + (sinht)v = ~(¢).

Quindi D+/dt, proiezione g-ortogonale di %(t) su T,uH" = ~(t)*, ¢ data
da (%(t))" = 0. Pertanto, v(¢) & una geodetica di H". Viceversa, sia o(t)
una geodetica di H™ parametrizzata a velocita unitaria, con o(0) = = e
(0) = v. Allora, z e v, pensati entrambi come vettori, sono g-ortogonali
(in quanto v € T,H" = 2+ ) con q(v,v) = 1 e q(z,r) = —1, e il ramo di
iperbole y(t) = (cosht)x + (sinht)v soddisfa le condizioni iniziali y(0) = = ¢
4(0) = v. Pertanto, applicando il teorema di esistenza e unicita per le curve
geodetiche, abblamo che 0 C 7. Un altro modo di procedere per determinare
le geodetiche di H™ e il seguente. Sia F un piano per O e per x1,Zs, con
Ty, 79 € H". Posto B+ = {y e R"" . ¢(y,2) =0 Vz € E}, si ha

R =FE@EL ¢ VeeR"™ oz =05+ 2p..
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L’applicazione
s:x=xp+arp — s(x) =xp —TpL

¢ un elemento di O(n, 1). Infatti:

q(s(x),s()) = a(xp, yp) + ¢(rps,ypr) = (v + p0,yp + ypr) = q(2,y).
Inoltre, s* = [ e quindi s ™' =s. Sex € H", poiché ¢(s(x),s(z)) = q(z,z),
allora s(z) € H" = {x € R"™ : ¢(z,x) = —1} che ha due componen-
ti connesse, la falda superiore H™ e la falda inferiore. Siccome s(x;) = z,
s(xq) = xg € H", s(H™) dovendo essere connesso sara necessariamente conte-
nuto in H". Quindi, s(H™) C H". Viceversa,y € H" =z = s '(y) € H" =
y = s(z) € s(H™). Pertanto, s(H") = H" e quindi s € O, (n,1) = Iso(H").
Di conseguenza, applicando la Proposizione 7.1, v = ENH" (luogo dei punti
fissi di s) ¢ geodetica per H™. O

Esempio 7.15. Le geodetiche del piano iperbolico R?

Le geodetiche massimali del piano iperbolico ]Ri sono tutte e sole le semarette
parallele all’asse y e le semicirconferenze con centro sull’asse x (cfr. Figura

7.3).

A~ A

Figura 7.3: Le geodetiche di R2.

Dimostrazione. Per determinare le geodetiche del piano iperbolico conside-
riamo le seguenti isometrie di R (cfr. Proposizione 5.40):

Uiz, y) = (—,y),
oz, y) = (1/||p|| )p,  dove p=(z,y),
Us(r,y) = (2 +a,y),
7704(% y) (CL[L’, ay)? a>0.
Applicando la Proposizione 7.1 all’isometria v, si ha che la semiretta v, :

zi(()) ¢ una geodetica di R%. Applicando la stessa proposizione a s,

y>0

22 +y? = 1 ¢ una geodetica di R%.

si ha che la semicirconferenza s : {
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Ogni semiretta parallela all’asse y, cioe del tipo { ‘z z())\ , € una geodetica

di R in quanto immagine di 7; mediante un’isometria del tipo 5. Ogni

semicirconferenza di R% del tipo s : { .321/52>+0y2
e raggio A, ¢ una geodetica in quanto immagine di v, mediante un’isometria
del tipo ¢4 con a = \. Infine, ogni semicirconferenza di R% con centro (a,0) e
raggio A € una geodetica in quanto immagine di 3 mediante un’isometria del
tipo 3. Le curve esaminate sono tutte e sole le geodetiche di ]R%r in quanto,
per ogni p € R% e per ogni v € T,R?, esiste una geodetica del tipo di prima
passante per p e avente v come vettore tangente in p (cfr. Figura 7.4). L]

2 cioe di centro 'origine

Figura 7.4: Geodetiche tangenti a vettori di 7,R?.

Osservazione 7.16. L’Esempio 7.15 determina le geodetiche del piano iper-
bolico come insiemi di punti. Osserviamo che il semiasse positivo delle y
parametrizzato da v1(t) = (0,€'), t € R, & una curva geodetica, inclusa la pa-
rametrizzazione, in quanto il suo vettore velocita 41 (t) = (0, ¢') ha lunghezza
costante unitaria. Oppure, ricordando che il campo vettoriale £y = y0, ¢ un
campo geodetico (cfr. Esempio 6.41), basta osservare che il vettore velocita
A1 (t) = (Eg)m( - Inoltre, osserviamo che le trasformazioni di Mébius (reali),

espresse in coordinate reali da

r = (0y) — (ac(x2 + y*) + (ad + be)x + db (ad — be)y ) |

(cx 4+ d)? + (cy)? "(cx 4+ d)? + (cy)?

sono isometrie per il piano iperbolico (cfr. Sezione 5.6). In particolare, la

trasformazione di Mobius ¢ definita dai coefficienti a = ¢ = d = —b = \/Li

trasforma la geodetica v;(t) nella geodetica

0(0) = v0n0) = (G ey ) 1€ R
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che ¢ la semicirconferenza di centro I'origine e raggio unitario. Procedendo in
questo modo, tutte le geodetiche dell’Esempio 7.15 si possono ottenere come
curve geodetiche parametrizzate.

Esercizio 7.17. Si consideri il semipiano R? con la metrica iperbolica g =
(1/y?)(da? 4+ dy?). Si verifichi, usando 1'Esercizio 6.56, che una curva y(t) =
(x(t),y(t)) & una curva geodetica parametrizzata del piano iperbolico se, e
solo se, ¢ soddisfatto il seguente sistema di equazioni differenziali

) - 27OV () — (1)
y(t) y(t)

Quindi, si verifichi che le geodetiche parametrizzate 7 (t),72(t) dell’Osser-

vazione 7.16 soddisfano il sistema di equazioni differenziali (x). Pertanto, le

geodetiche del piano iperbolico si possono parametrizzate con 7, (t) = (g, €'),
t € R, semiretta parallela all’asse delle y, e con

2t_1 2 t
EZ%‘F 1§’R(€2ti— 1)) = (xo + Rtanht), Rsecht), t € R,

che ¢ la semicirconferenza di centro (zo,0) e raggio R.

=0, y'(t)+ =0. (%)

Fo(t) = (m +R

Osservazione 7.18. Assumendo come “rette”del piano iperbolico Ri le sue
geodetiche massimali, si ottiene un modello di geometria non euclidea iper-
bolica. In questo caso, rispetto al caso euclideo, il postulato delle parallele
perde Punicita: dati p € R ey “retta’con p ¢ v, esistono infinite geodetiche
per p che non incontrano 7 (cfr. Figura 7.5). Inoltre, per ogni x,y € Ri,
x # vy, esiste una sola “retta”’che li congiunge.

AN

Figura 7.5: Esistenza di infinite geodetiche per p che non incontrano ~.

N

Esempio 7.19. Le geodetiche dello spazio iperbolico R’}

Le geodetiche massimali dello spazio iperbolico R’} , ossia del semispazio {x €
R" : x, > 0} con la metrica iperbolica g = (1/22)(dx? + ...dz?), sono tut-
te e sole le semirette parallele all’asse x, e le semicirconferenze con centro

sulliperpiano x, = 0 e ortogonali allo stesso iperpiano.
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Dimostrazione. Consideriamo ’applicazione
D (r1,...,2n) > (—T1, ..o, —Tp_1,Tp).

z, >0

T==xz, =0
una isometria euclidea che applica R in R", pertanto ® ¢ un’isometria dello
spazio iperbolico R’. Di conseguenza, v = {r € R" : ®(z) = z} ¢ una
geodetica per R . Sia ora 7; una generica semicirconferenza di centro O
ortogonale alliperpiano II,, : 2, = 0. Consideriamo il piano E; = {x € R’} :
z,=0,h=1,...,n—1,h # j} elasemisfera ST ' = {x e R? : 37"  2? =
1}, allora v, = E; N Sﬁ_l ¢ una semicirconferenza. Inoltre, i piani £; sono
ortogonali all’iperpiano II,,. Infatti:

® ¢ una simmetria rispetto al semiasse ~v; : , quindi

Ei={zeR} vy =x=-=2j_1 =2j41 = = Tpq = 0},

e
I} =assex, CE; Vj=1,...,n—1.
Quindi, la semicirconferenza v; C E; ¢ ortogonale all'iperpiano z,, = 0.
Denotiamo con 1 I'isometria di R’} definita da
x

L’applicazione 1; : R™ — R" tale che

T = ¢j<x) - (_xlﬂ L2y, —Xj—1,T5, =Tj41y--., —Tn—-1, xn)a

¢ un’isometria euclidea di R™ che applica R’} in R, quindi anche v; ¢
un’isometria di R’}. Siccome
{zeR? :p(z)=a}N{z e RY :¢j(z) =2} =S NE; =,

7; € una geodetica per R’} Proviamo ora che ogni semiretta v; di ™ parallela
all’asse x,, € una curva geodetica (opportunamente parametrizzata). Infatti
71 = ¥(m), dove ¢ e un’isometria di R’} del tipo

Y(xr, . xn) = (O(x1, .., Tp1), Tp)

con ¢ traslazione delliperpiano R"™! di equazione z,, = 0. Anche la se-
micirconferenza 75 = E; N ST (N), dove ST = {z € R} : [jz]]* = X?},
¢ una curva geodetica in quanto v; = ¥(v;), dove ¢ & l'isometria di R}

definita da ¥(zq,...,z,) = (Azy,...,Az,). Infine, ogni semicirconferenza
7] con centro sull’iperpiano z, = 0 e ortogonale allo stesso iperpiano &
una curva geodetica. Infatti, 77 = t(v}), dove ¢ ¢ un’isometria del tipo
(g, ... x,) = (P(x1, ..., T 1), 7,) con ¢ isometria dell’iperpiano R™~1:

r, = 0. Le curve esaminate sono tute e sole le geodetiche di R}. Infatti, per
ogni p € R’ e per ogni v € TR}, esiste certamente una geodetica del tipo
di prima che passa per p con vettore tangente (in p) v. ]



214 7. Geodetiche su varieta riemanniane

Osservazione 7.20. (Geodetiche parametrizzate di R"})
Per determinare le geodetiche parametrizzate dello spazio iperbolico R}, pos-
siamo procedere nel modo seguente. Sia £E? un piano di R" contenente I'asse
T, quindi E? =span(e,,v), dove e, = (0, ...,0,1) e v & un vettore unitario del-
I'iperpiano R"~! definito da z,, = 0, ovvero v = (vy, ..., v,_1,0) e go(v,v) = 1.
Quindi E? ¢ un piano ortogonale alliperpiano R"~!. Sia

E? ={z € E?: v+ zn6,, N € Rz, > 0}
il semipiano superiore. Il semiasse positivo delle x,, si puo parametrizzare
con 1 (t) = (0, ...,0,€"). La semicirconferenza di centro l'origine e raggio R
del semipiano Ei si puo parametrizzare, come visto nell’Esercizio 7.17, con
v2(t) = R(tanht)v + R(secht)e,. Se zo = (zY,...,2%_;,0) & un generico punto
dell’iperpiano R™!, la curva

F(t) = (24, ....25 1, €)
e una semiretta parallela al semiasse positivo delle x,,, e la curva
A2(t) = xo + R(tanht)v + R(secht)e,

¢ una semicirconferenza, ortogonale all’iperpiano R"~!, di centro z, e raggio
R. D’altronde, usando i coefficienti Ffj dell’Esercizio 6.56, si ottiene che una
curva y(t) = (x1(t), ..., z,(t)) ¢ una curva geodetica parametrizzata dello spa-
zio iperbolico R’} se, e solo se, ¢ soddisfatto il seguente sistema di equazioni
differenziali

d?z; 2 dz;dr,

A2 x,(t) dt dt
d?z,, 1 o1 dxi\2 drn 2\
a2 (Zizl (dt) a (E) ) =0

Le geodetiche parametrizzate 7;(t),J2(t) soddisfano il suddetto sistema di
equazioni differenziali.

Esempio 7.21. Le geodetiche del disco iperbolico
Le geodetiche del disco iperbolico /\* sono tutti e soli i diametri e gli archi di
circonferenza che incontrano ortogonalmente il bordo O/\2.

Dimostrazione. Sia H? la falda superiore dell’iperboloide x? + y? — 2% =

—1. Consideriamo la proiezione stereografica f : H> — A? P+ f(P) =
(retta PS) N (piano z=0)=(retta PS) N A% dove S = (0,0,—1). f ¢ una
isometria tra i due modelli iperbolici, quindi le geodetiche di A? sono tutte e
sole le immagini tramite f delle geodetiche di H?. Se ~y ¢ una geodetica di H?
data da H?NE, dove E ¢ un piano contenente I’asse z, allora la sua proiezione
f() su A? & chiaramente un diametro. Negli altri casi si ottengono invece
archi di circonferenza che incontrano ortogonalmente 92, ]

Il risultato dell’Esempio 7.21 vale anche per il disco iperbolico A™.

Osservazione 7.22. Nel modello iperbolico proiettivo (o modello di Klein)
sul disco A™, le geodetiche sono segmenti di retta. Infatti, esse si ottengono
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come immagini delle geodetiche di H™ mediante la ¢, (cfr. Osservazione
4.27). Nel modello iperbolico di Poincaré sulla semisfera S, le geodetiche
sono archi di circonferenza tracciati su S che incontrano ortogonalmente
Sn=t = QA" Infatti, esse si ottengono come controimmagini delle geodetiche
di A™ mediante la proiezione stereografica ¢ (cfr. Osservazione 4.27 ).

7.2 Esponenziale e geodetiche minimali

Sia (M, g) una varieta riemanniana. In questa sezione studieremo ’espo-
nenziale riemanniana e la questione: “dati due punti p e ¢ di M, esiste una
geodetica minimale che li congiunge?.”

Definizione 7.23. Una geodetica 7 : [0,1] — M congiungente due punti
P, q, si dice geodetica minimale se
L(v) = d(p,q), cioe se L(v) < L(o) Yo € C(p,q).

In generale, come vedremo, solo localmente le geodetiche hanno la pro-
prieta di essere minimali. Vediamo ora con degli esempi le diverse situazioni
che si possono presentare.

Esempio 7.24. Sia M lo spazio euclideo R™. Si verifica facilmente che: tra
tutte le curve che congiungono due punti p,q € R", il segmento di retta
Y(t) = (1 —t)p+tg, t € [0, 1], ¢ quello che realizza la minima distanza.

Esempio 7.25. La sfera canonica S™ e lo spazio iperbolico R}, come vedre-
mo nel seguito di questa sezione, sono varieta riemanniane geodeticamente
complete e quindi, per il Teorema di Hopf-Rinow (cfr. Teorema 7.50) co-
munque prendiamo due punti esiste sempre una geodetica minimale che li
congiunge. Se p,q € S™ non sono antipodali, cioé ¢ # —p, allora esiste un’u-
nica geodetica minimale 7 che li congiunge. Se p,q € S™ sono antipodali,
esistono infinite geodetiche minimali che li congiungono. Nel caso dello spa-
zio iperbolico R, comunque si considerano due punti distinti esiste un’unica
geodetica minimale che li congiunge.

Esempio 7.26. Sia (M, g) = (R*\ {0},90). Se p=(1,0) e ¢ = (-1,0),
allora non esiste una geodetica che li congiunge.

Esempio 7.27. Sia M = S' xR un cilindro circolare retto munito della metri-
ca canonica g. Poiché il rivestimento F : (R%, go) — (M, g), (9,9) — (e, ¢)
e riemanniano, le geodetiche di M sono le rette generatrici, le circonferenze
e le eliche. Se p, ¢ appartengono alla stessa circonferenza, allora esistono due
archi di geodetica che li congiungono di cui uno minimale. Se p, ¢ non appar-
tengono alla stessa circonferenza, verifichiamo che esistono infinite geodeti-
che che li congiungono le cui lunghezze non sono uguali. L’isometria locale
F sviluppa il cilindro sul piano (cfr. Figura 7.6). Poniamo F(0,0) =p e
F (Y, ¢0) = q con ¥y # 0, quindi p, g non appartenenti alla stessa generatrice.
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2kn

Figura 7.6: Le geodetiche del cilindro.

Se r(t) ¢ il segmento OQ, Q(Vo, o), Velica v(t) = F(r(t)) & una geodetica
che congiunge p e q. Se consideriamo Q) = (Vg + 2k7, @), k € Z, e ri(t)
¢ il segmento OQ),, allora 7, (t) = F(r,(t)) & una geodetica che congiunge,
per ogni k, gli stessi punti. La geodetica minimale ¢ I'arco di elica che corri-
sponde al segmento 0Q con Q(Jg, o), 0 < ¥g < 2m. In particolare, se p,q
appartengono alla stessa generatrice, vale il discorso di prima: F(dg, o) = p,
F(Yo + 2km, 1) = F(Yo, 1) = q, e la geodetica minimale ¢ il segmento di
generatrice che congiunge p e q.

L’applicazione esponenziale (riemanniana)

Sia (M, g) una varieta riemanniana. Nel seguito di questa sezione con || ||
denoteremo, salvo avviso contrario, la norma rispetto alla metrica riemannia-
na g. Sia £ € X(T'M) il campo vettoriale flusso geodetico definito nella Ap-
pendice C. Fissato py € M, e quindi zg € TM, zy = (po, Vo), Vo =0 € T,,, M,
applicando il Teorema 2.35 al campo di vettori &, si ha che esiste un intorno
aperto U di 2 che possiamo pensare del tipo U = U x B(0,9), dove U ¢ un
intorno aperto di pg in M e B(0,0) = {V € T,,,M : ||V|| < 6}, ed esiste un
e > 0 tale che per ogni z € U, z = (p, V), esiste un’unica curva 7, (curva
integrale di £ con inizio in 2):

Y, i (—e,€) = TM, t — A,(t), con7,(0) =2 e 73() £

Siccome ¢ ¢ il flusso geodetico, 7.(t) ¢ del tipo 7. (t) = (7.(t), ¥(t) ) con 7, (t
curva geodetica di M tale che v,(0) =pe 4,(0) =V (01oe 72( ) =2).
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Ricapitolando, possiamo descrivere il risultato ottenuto con la seguente
proposizione.

Proposizione 7.28. Per ogni fissato pg € M, esistono un intorno aperto U
dipo, un d > 0 e un e > 0 tali che per ognip € U e per ogni Ve T,M, ||V <
J, esiste un'unica curva geodetica 7,y (t), definita per |t| < e, con v,y (0) =
peYv(0) =V

Consideriamo la geodetica v, (t), definita per || < e. Se A ¢ una co-
stante # 0, la curva o(t) := v, (At), | At |< €, ¢ una geodetica e verifica le
condizioni:

d(0) =7%v(0)=p e d(0)=A,v(0)=AV.
Dunque, per 'unicita delle geodetiche con le fissate condizioni iniziali, deve
essere o(t) = y,av(t) con |t |< my- Pertanto, abbiamo la seguente proprieta
di omogeneita:
€
Yoouv () = Y (At) con | t]|< m (7.2)

Quindi e possibile diminuire la velocita di una geodetica aumentando 'inter-
vallo di tempo (cioe l'intervallo di t), e viceversa. In particolare, se |A| < 1,
allora anche v,y (t) ¢ definita per [t| < e. Applicando la (7.2) per A = §,
con [|[V]| < ¢ (dove § e definito dalla Proposizione 7.28), si ha che

Yp,sv(t) € definita per [t| < ¢/(e/2) =2, dove [|(¢/2)V[| < (ed)/2.

Di conseguenza, per ogni W € T,M, |W| < 0y, prendendo 0y < €d/2, si
ottiene che la geodetica 7, w (t) ¢ definita per |¢| < 2. Pertanto, abbiamo la
seguente proposizione.

Proposizione 7.29. Per ogni pg € M esiste un intorno aperto U di py e un
do > 0 tale che per ogni p € U e per ogni W € T, M, ||W|| < do, la geodetica
Yo (t) € definita per |t| < 2 e quindi, in particolare, per t = 1.

Nel seguito, quando il punto p ¢ fissato, la geodetica 7, v () la denoteremo
semplicemente con vy (t). La Proposizione 7.29 permette di introdurre la
seguente definizione.

Definizione 7.30. L’applicazione esponenziale in p e 'applicazione
exp, : B(0,60) = {W €T,M : |W| < &} C T,M — M,
exp, : W= exp, W = yw(1).

Si noti che exp,, ¢ definita, in generale, solo su un intorno del vettore nullo,
e exp,0 = p. Se exp, ¢ definita in W € B(0, ), allora vy (t) ¢ definita per
tel[-1,1] e

(1) =y (1) = exp, (tW) Vit € [-1,1]. (7.3)
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Geometricamente, exp,V = (1) € un punto di M che si trova sulla geo-
detica vy (t) a distanza ||V|| dal punto p nel verso di V. Infatti, siccome
|9 (t)||= cost., abbiamo

1 1 1
L(wion) = / v ()]l dt = / 14w (0)]] dt = / Vit = [V].

In particolare, preso un r con 0 < r < dg, per ogni V'€ T,,M, |V| =1, si ha
|tV]| < r per |t| < r, quindi:
la geodetica vy (t) := v/ (1) & certamente definita per || < r.

Inoltre, vy (t), |t| < r < dp, & parametrizzata con 'ascissa curvilinea. La
seguente proposizione evidenzia la naturalita dell’applicazione esponenziale.
Proposizione 7.31. L’applicazione esponenziale commuta con le isometrie
(locali). Pitu precisamente, se f : (M,g) — (M,g) é un’isometria (locale),
allora

foexp, = exps) o fup suB(0,00) C T,M.

1],

Dimostrazione. Sia V€ B(0,d) e VV( ) la geodetica definita per t €
con v (0) = p e Ay (0) = V. Poiché f & un’isometria locale, la curva 4

[0,
(t)
Forv(t) & una geodetica, imoltre 3(0) = f(3/(0)) = £(p) € 3(0) = oy (0) =
f«pV. Pertanto, foyy (t) = Tro ,(t) perogni t € [0,1], e quindi: f(exp,V) =

flw (1) = 7v5.,v(1) = expy, f*pV O

Esempio 7.32. Consideriamo il gruppo di Lie SO(n) con una metrica rie-
manniana bi-invariante (cfr. Esempio 5.19). In tal caso, i campi invarianti a
sinistra sono geodetici, cioe VxX = 0 per ogni X € so(n). Di conseguenza,
dx(t) = e, le curve integrali uscenti da I dei campi di vettori invarianti
a sinistra, sono curve geodetiche (cfr. Esempio 6.40) e quindi 'applicazione
esponenziale riemanniana
exp; : 1T7SO(n) = so(n) — SO(n), X — vx(1) = ox(1) =

¢ I'usuale esponenziale di matrici (cfr. Sezione 3.5). Piu in generale, se G ¢
un gruppo di Lie compatto munito di una metrica bi-invariante, si ha che i
sottogruppi ad un parametro ¢x(t), X € g, sono le curve geodetiche uscenti
dall’elemento neutro di G (cfr. (6.10) ). Quindi, in questo caso, I'esponenziale
del gruppo di Lie G coincide con 'esponenziale riemanniana.

Esempio 7.33. Nel caso dello spazio euclideo (R”, gp), per V € T,R", la
geodetica vy (t) = p + tV & definita per ogni t € R. Quindi,
exp, : L,R" = R" V—=p+V.

Esempio 7.34. Nel caso di M = S!, per x € T,S', la geodetica ~,(t),

€ [0,1], e 'arco di circonferenza v; uscente da p, nel verso definito da z,
con L(v) = ||z|| (cfr. Figura 7.7). Siccome x si puo pensare come la misura
in radianti di un angolo, si ha:

exp, : T,S" = Stz = ~,(1) = €.
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T

1
Tps

Figura 7.7: exp su S!

Esempio 7.35. Nel caso della sfera S™, 'applicazione esponenziale, in un
fissato punto p della stessa sfera, ¢ definita su tutto lo spazio tangente 7,S™

Figura 7.8: exp su S"

e applica la palla aperta B(0, 7) di centro l'origine e raggio = di 7,,S™ inietti-
vamente su "\ {¢}, dove ¢ ¢ il punto antipodale di p. Inoltre, exp, applica
il bordo di B(0, ) nel punto ¢ (cfr. Figura 7.8).

Tornando al caso di una arbitraria (M, g), fissato zg € T M, zy = (po, Vo),
po € MeVy=0¢€T,M, sempre dal Teorema 2.35 applicato al campo di
vettori &, si ha che 'applicazione

D:(—e,€) x U —TM, (t,z) = O(t, 2) = 3.(1),

¢ differenziabile. In particolare, prendendo I’aperto U definito dalla Propo-
sizione 7.29, I'applicazione
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DU = TM, 2 74,(1) = ®(1, 2) = 7,(1) = (1.(1),4.(1)),
e differenziabile. Di conseguenza, indicata con f; 'applicazione
{p} x B(0,00) = U = U x B(0,60). (p. V) = (p.V),
e con 7 : T'M — M la proiezione, la seguente applicazione
™o (I)l © fl : {p} X B(0750) — M, <p7 V) = ,VP,V(]‘%

e differenziabile e quindi I'applicazione exp, ¢ differenziabile. In genera-
le, ’applicazione esponenziale in un fissato punto p € M definisce solo un
diffeomorfismo locale.

Teorema 7.36. Per ogni p € M esiste un intorno aperto B(0) dell’origine
in T,M e un intorno aperto U(p) di p in M per cui

exp, : B(0) = U(p), V = (1), & un diffeomorfismo.

Dimostrazione. Sappiamo che exp,, : B(0,0y) C T,M — M. Indichiamo con
J T'applicazione esponenziale exp, e consideriamo il suo differenziale nell’o-
rigine f, : To(T,M) — T,M. Per ogni fissato V in T, (T, M), che possiamo
identificare con T, M, consideriamo la curva differenziabile o () =tV di T,M.
Siccome ¢(0) =0 e ¢(0) = V, abbiamo

d d

= a(f © U)ItZO = &(’Yv(t))ltzo =y (0)=V.

f(V) = [i(6(0))
Dunque, f, e I'identita e quindi, applicando il teorema sulle funzioni inverse,
esiste un intorno B(0) dell’origine in 7,M diffeomorfo, mediante I’applica-
zione exp,, a un intorno U(p) di p in M. ]

L’aperto U di M definito nel Teorema 7.36 e detto intorno normale del
punto p. In particolare, prendendo I'aperto B(0) del tipo B(0,r), I'intorno
normale corrispondente U = exp,B(0,7) viene detto palla geodetica di M
centrata in p, in tal caso le geodetiche di U uscenti da p sono dette geode-
tiche radiali. Per 0 < r, l'ipersuperficie S(p,d) = exp, (83(0, 5)), ¢ detta
sfera geodetica di M centrata in p.

Nel caso dello spazio euclideo, e analogamente per lo spazio di Minkowski,
un’isometria e completamente determinata dal suo valore in punto e dal suo
differenziale nello stesso punto. In altre parole, se due isometrie e i loro
differenziali coincidono in un punto, allora le due isometrie coincidono su
tutto lo spazio. Tale risultato vale piu in generale per un’arbitraria varieta
riemanniana. Infatti, vale la seguente

Proposizione 7.37. Siano fi1, fo due isometrie di una varieta riemanniana

che soddisfano la sequente proprieta: fi(po) = fa(po) € (fis)py = (f2u)po-
Allora f1 = fo.
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Dimostrazione. 1) Intanto proviamo che fi, fo coincidono in un intorno nor-
male U = exp, B(0) del punto py. Siano p un punto di U e V' € B(0)
tali che p = exp, V. La geodetica vy (t), definita per ¢ € [0, 1], soddisfa
Ww(0) = po, (1) = p e A (0) = V. Siccome fi, fo sono isometrie, le curve
11(t) = filyw(t)) e 7(t) = fo(yv(t)) sono geodetiche, e soddisfano (usando
le ipotesi della proposizione) v1(0) = 72(0) e 41(0) = 42(0). Pertanto, appli-
cando il teorema di esistenza e unicita delle curve geodetiche con le fissate
condizioni iniziali, si ha v;(t) = 72(t) per ogni t € [0, 1], e in particolare si ha
fi(p) = f2(p) con p arbitrario punto di U.

2) Sia ora p un arbitrario punto di M e sia o(t) una curva differenziabile
a tratti che congiunge po a p. Poniamo I = {t € [0,1] : fi(o(t)) = fa(o(t))}.
Applicando 1), si ottiene facilmente che Sup/=1 e quindi fi(p) = fao(p). O

Osservazione 7.38. Riferimento geodetico

Sia U una palla geodetica centrata in py. Per ogni fissato vettore tangente
V e T,,M esiste X € X(U) tale che

X(po)=V e (VX)pO = 0.
Basta definire, per ogni p € U, X(p) = 7,(V), dove () ¢ la geodetica
radiale congiungente py a p, e 7, : T, M — T,M ¢ lo spostamento parallelo
lungo 7. Allora, per come definito X, X(py) =V e per ogni Y € X(M):

DX
= Vy, X = V30X = ——(0) =0,

(VyX) dt

Po

dove (), —e <t < ¢, & la geodetica uscente da py con 4(0) = Y,,. In modo
analogo, una base ortonormale {e;} di T,,,M si puo estendere a una base
ortonormale {F;} di X(U). E; ¢ ottenuto da e; come X da X (pg), e quindi

(VEZE]) =0 VZ,] = 1, .., n.

Po

Siccome V e simmetrica, abbiamo anche

[Ei7 Ej]po = (VEiEj - VEjEi) =0.

Po

Inoltre, g(£;, E;) = ¢;; in quanto {e;} ¢ una base ortonormale di 7),,M e lo
spostamento parallelo ¢ una isometria. La base ortonormale {E;} ¢ detta
riferimento geodetico (o adattato) in py.

Raggio di iniettivita

Il raggio di iniettivita di un fissato punto p € M ¢ definito da

i(p) :=sup {r > 0: exp, & definita su B(0,7) C T,M ed & iniettiva} .
Il raggio di iniettivita di M e definito da
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i(M) :=inf{i(p) :pe M}.

Ad esempio, il raggio di iniettivita della sfera S™ e 7. Infatti, 'applicazione
esponenziale in un fissato punto p € S™ applica la palla aperta di centro
l'origine e raggio 7 di 7,,S™ iniettivamente sul complementare del punto an-
tipodale di p. Nel caso dello spazio iperbolico R, per ogni fissato punto
p € R, l'applicazione esponenziale definisce un diffeomorfismo tra lo spazio
tangente 7,R’ e R’ .

Proprieta di geodetiche radiali

Sia f : N — M un’applicazione differenziabile tra due varieta. Un campo
di vettori lungo f e un’applicazione

VN = fTHTM) = UpenTipM, p— V(p) € TypM.

Consideriamo il caso particolare in cui N = A ¢ un aperto connesso di R?
ed f=u:A— M/t s)— u(t,s). wu sipud pensare come una superficie
parametrizzata di M. Localmente, se (z;) € un sistema di coordinate locali
definito su M, abbiamo

Vit,s) =Y Vi(ts) ( ai)u(m) .

Sia V' un campo differenziabile di vettori definito lungo u, ossia le funzioni
componenti V*(¢, s) sono differenziabili. Le restrizioni di V" alle curve
w s s u(s) =wu(t,s) e ug it ug(t) =ult,s)

definiscono campi differenziabili di vettori lungo queste curve. Denotiamo con

% la derivata covariante lungo la curva u,(t), con % la derivata covariante

lungo la curva u(s), con % il campo di vettori tangenti lungo la curva wug(t)
e con g—g il campo di vettori tangenti lungo la curva u;(s). Risulta

8u) < d )
— = | —ul(t, s,) € Ty, s M
<at ey \dl e
ou d
a0 = | 7-ulto, Tu s M.
(35)(t0,50> (dsu( S))szso = Tl
ou

— : (t,s) — Ou e %'(ts)l—> Ou
ot Ot J (19 ds 95/ 1.6

sono campi (differenziabili) di vettori lungo w.

Quindi,

Lemma 7.39. Sia u: A — M, (t,s)— u(t,s), una superficie parametrizza-

ta. Allora,
Dou D ou
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Dimostrazione. Sia (z1,...x,) un sistema di coordinate locali. Localmente
u(t,s) = (x1(t,s), ..., x,(t, s)), quindi

ou _ zn: Ox;(t,s) [ O . Ou " Oxy(t,s) [ O
ot —~ Ot 0%i ) wits) s —~ Os or; u(t’s)'

. . . )
Applicando la (6.4) ai campi vettoriali 5% e

a s otteniamo

D ou " [ 0%z, ~ o 0 0z, 0
e ’; {0t85 - ; o o (a_%)"(t’s)

32

D ou
ea un’analoga formula per FRETE Poiché Fk = F'“ (V e simmetrica), e (‘3t2§ =
T
7.4). -
Osot’ Y

Una variazione di una curva o : [0, 1] — M & un’applicazione differenzia-
bile
H:[0,1] x (—e,e) = M, (t,s) — H(t,s) = os(t), tale che

H(t,0) = oo(t) = o(t).

Lemma 7.40. Sia H(t,s) = o4(t) una variazione di una geodetica o(t). Se
L(s) denota la lunghezza della curva o4(t), allora

L, (0H 5(1) \  (oH &(0)
ds@)‘g(a (1.0) ||a<1>|r) g(a (©.0) ||o—<o>||>'

Dimostrazione. Dalla definizione di lunghezza di curva, si ha

dL d
E L) =5 [0l = [ Lol
o d 1 d (0H 0H
‘/0 st O = [ g e (o)

Tenendo presente la compatibilita della connessione di Levi-Civita V con la
metrica g, e il Lemma 7.39, otteniamo

d (@H 3H) 2% (D@H 8H> 2% (D@H 8H)
_g 3. a0 o, |

ot’ ot ds ot Ot dt 9s Ot

e la formula precedente diventa

%_/1 1 Don oHy
s Jy e \atas ot )
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Per s = 0, risulta

WLy [ (DOH o 50
50 [ o (@500 op)

Una primitiva dell’integrando ¢ la funzione
OH a(t)
s lo ()]l
Infatti, tenendo conto che o(t) & una geodetica, si ha
d (0H a(t) DoH o(t)
gl ==(t.0 = ——(t,0
70 (0 am) = (@5 0 oy

OH D &(t)
g (%“’0)’ %nd@)n)

D oOH o(t)
= ——(t .
o (73 0 o)
Di conseguenza,

%(O)ZQ(%—Z(W), 5(1) )—g(%—f(0,0), 5(0) >

Teorema 7.41. (Lemma di Gauss) Se U ¢é una palla geodetica di M centrata
in p, allora ogni geodetica uscente da p é ortogonale alle sfere geodetiche di
U centrate in p. In altre parole, se U = exppB(O, ), ogni geodetica y uscente

da p incontra ortogonalmente ’ipersuperficie exppﬁg((), o), To < T

Dimostrazione. Sia o una geodetica uscente da p, o(t) = exptXy, || Xo| =
ro < r. Consideriamo una curva X(s) di vettori tangenti in p, || Xs|| = 7o
e con X(0) = Xo. Quindi, y(s) = exp,X(s) ¢ una curva dell'ipersuperficie
exppﬁé(O,ro). L’applicazione H(t,s) = exp,tX(s), t € [0,1], definisce una
variazione della curva geodetica o(t). Per ogni fissato s, la curva o,(t) =
H(t,s) ¢ una geodetica di lunghezza 1o, pertanto L(s) = L(os(t)) =cost. e
quindi applicando il Lemma 7.40:

CdL o (oH o 6()\  (0H - 5(0)
=% g(as“’o)’udmu) g(as(o’o)’uo—<o>u)‘

H
Siccome H (0,5) = exp,0 = pe H(1,s) = exp,X(s) = 7(s), si ha %—S(O, 0) =

Oe ol 1,0) = (iexpr(s)> (0) =4(0) e quindi otteniamo

E( ds
9(¥(0),6(1)) =0

che mostra I'ortogonalita di o con exp,dB(0, 7). O

p
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Il seguente teorema esprime la minimalita delle geodetiche radiali.

Teorema 7.42. Sia 7 : [0,¢] — M una geodetica radiale contenuta in U =
exp,B(0,7) palla geodetica centrata in p = v(0). Allora, per ogni q € ¥([0, c]),
larco geodetico radiale y(p,q) é l'unica curva minimale che congiunge p e q.

Dimostrazione. La metrica riemanniana g di M induce una metrica rieman-
niana su U, che indichiamo sempre con g. Il diffeomorfismo ¢ = exp, :
B(0,7) — U induce una metrica § = ¢*¢ sull’aperto B(0,r) di T,M = R".
Di conseguenza, ¢ : (B(0,7),9) — (U,g) ¢ un’isometria. Per ogni fissato
q € v([0, c]), Parco geodetico v = v(p, q) si puo esprimere, per come costruita
I’applicazione esponenziale, con

A(t) = A (t) = exp W, L€ [0,1], W € B(O,r), L(7) = [W] =38 <r.

Sia ¢ : [0,1] = M, con 0(0) = p e o(1) = ¢, un arco di curva differenziabile
a tratti. Proviamo che:

L(o) = L(v).

Sia t = ag € [0, 1] 'ultimo ¢ per cui o(ag) = p e sia by il primo ¢ € [0, 1] per
cui o(by) € S(p, o) sfera geodetica di centro p e raggio ¢ (cfr. Figura 7.9).

Figura 7.9: Curva uscente da p.

Allora, o([ag, bp]) C U. La curva di B(0,r) (aperto di T,M =R") y=¢ 'o
v :10,1] = B(0,r), t — tW, congiunge 7(0) =0 con (1) = W. Inoltre,
0=¢ oo : |ag,by] — B(0,r) & una curva uscente da (ag) = ¢ (p) =0
con a&(by) € S(0,6) e quindi ||&(by)| =6 = |[|[W]|. Poiché ¢ ¢ una isometria,
L(e) = L(o) = ||W]| e L(¥) = L(y). La curva ¢ si puo pensare come
un campo di vettori lungo se stessa, consideriamo quindi il campo radiale
unitario (per ¢t > ag)

a(t) )
el
Per ogni t € [ag, by, escludendo al pitt un numero finito di punti, possiamo
decomporre il campo tangente &(t) come:

G (t) = Oraa(t) + No(t),

51,.(1(1 = (5'<t)
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dove G,q4(t) denota la componente radiale e Nj(t) denota la componente
normale al campo radiale (cfr. Figura 7.10).

& q®

O

Figura 7.10: Decomposizione del vettore tangente &(t).

La componente radiale ¢ definita dal campo vettoriale

g(o(t),5(t) .
—0(t)) :

Oraa(t) 1t (&(t), EOIE

Quindi: .
||0L-rad(t)H = s (75)
e applicando la disuguaglianza di Schwarz:

|3 (t), () 1< |5@)]| e,

si ha . .
Ha-rad(t)H S Hé-(t)H (76)
Inoltre,
4 = —1 i~6 o = ! go(t),o
GOl = G o). o0) = a6 .6, (17)

Applicando nell’ordine le identita (7.6), (7.5) e (7.7), si ha
b
L(o) 2 Llojua) = LG) = [ 5(0)]
ao

> [t at= [ [9(6().5(0) |,

a0 ao o ()]l

- [Migenias [ (S0 a

= [lo(bo)ll — llo(ao)ll = W] = L().
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Ora assumiamo che L(o) = L(7) e proviamo che ([0, 1]) = ([0, 1]). Assu-
mendo L(o) = L(7), tutte le precedenti disuguaglianze diventano uguaglian-
ze. La prima uguaglianza L(o) = L(0jj,5,)) implica che ag = 0 e by = 1,
altrimenti gli archi di o prima di t = ay e dopo t = by dovrebbero contribuire
con lunghezze positive. In particolare, ¢ = ¢! oo & una curva di B(0,r)
che congiunge 5(0) = 0 con (1) = ¢~ (c(1)) = ¢~'(q) = W. La seconda
uguaglianza implica ‘ ‘
5] = [6raa®)] @s)
Siccome o . ) )
o] = [loraa®)]]” + 1INz @I,

la (7.8) implica che la componente normale N;z(t) = 0. Quindi, il campo
vettoriale ¢ (t) ha soltanto componente radiale e di conseguenza (t) sara del
tipo

o(t) =r)Vo con Vol =1.
In tal caso |L [|[6(¢)|| | = [+/(t)| > 7/(t) e quindi la terza disuguaglianza (diven-
tando uguaghanza) implica /() =| r'(t) |> 0. D’altronde &(1) =5(1) =W
implica Vo = m Pertanto

() = (r()/|W])W con (t) >0,

ossia &(t) € ottenuta da §(t) mediante una riparametrizzazione crescente (in
generale non lineare) e quindi ([0, 1])=5([0,1]), da cui o([0,1]) =~([0, 1]).
[l

Dal Teorema 7.42 segue che la palla geodetica exppB(O,r) e la sfera
geodetica exp,0B(0,6), § < r, si possono esprimere in termini di distanza
riemanniana:

exp,B(0,7) = B(p,r) :={q € M :d(p,q) <r},
exp,0B(0,6) = S(p,0) :={q € M :d(p,q) = 0}.

Infatti, se ¢ € exp,B(0,7), esiste V€ B(0,r), exp,V =¢q, [|[V| =d <7, e
la geodetica radiale vy (), definita per ¢ € [0, 1], ¢ la geodetica minimale che
congiunge p a ¢. Quindi

d(p,q) = L (wiony) = IVl =6 <r=qe Bpr).

Viceversa, se ¢ € B(p,r), allora esiste un curva o da p a ¢ di lunghezza minore
di r; d’altronde le curve (con inizio in p) che escono fuori da exp,B(0,r)

devono avere lunghezza almeno uguale a r, per cui ¢ € exp,B(0, 7).

Sia v una curva geodetica di M e siano p;, ps due punti nel sostegno di
v. Se py € abbastanza vicino a p; , in altre parole se ps € contenuto in una
palla geodetica centrata in p;, allora I’arco geodetico 7y(p1,ps) € radiale e
quindi, per il Teorema 7.42, ¢ I'unica curva minimale che congiunge p; e ps.
Pertanto, vale la seguente
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Proposizione 7.43. Ogni curva geodetica di (M, g) é localmente minimale.
Il seguente teorema fornisce 'esistenza di intorni totalmente normali.

Teorema 7.44. Per ogni pg € M esiste un intorno aperto W di py ed esiste
un 61 > 0 tale che per ogni p € W, Uapplicazione exp, : B(0,6;) — B(p,d1)
¢ un diffeomorfismo con W C B(p, 01).

Dimostrazione. Siano U e §y come nella Proposizione 7.29. Possiamo quindi
considerare 1’applicazione

F:Ux B(0,6) = Mx M,(p,V) — (p,exp,V).
In particolare, F(p,0) = (p,p). Siccome il differenziale (exp,).o ¢ I'iden-

tita (cfr. dimostrazione della Proposizione 7.36), il differenziale (Fy)(,0) €
rappresentato dalla matrice jacobiana

(+1)

Allora, fissato py € M, per il teorema delle funzioni inverse si ha che F' e
un diffeomorfismo in un intorno di (pg,0). Questo significa che esistono U’
intorno di pg, U’ C U, 6; > 0, §; < dp, ed esiste W’ intorno di (p,p) in
M x M, per cui
F:U x B(0,0,) —» W'

¢ un diffeomorfismo. Scegliendo W intorno di pg tale che W x W c W/, allora
W e §; soddisfano la proprieta del teorema. Infatti, per p € W, siccome F' &
un diffeomorfismo su U’ x B(0, ;) abbiamo F({p} x B(0,d1)) D {p} x W e
quindi dalla definizione di F' segue che W C B(p, 1) = exp,B(0,01). ]

Il Teorema 7.44 implica che W ¢ intorno normale di ogni suo punto, e tale
intorno viene detto intorno totalmente normale.

Osservazione 7.45. Per ogni py, po € W esiste un’unica geodetica minimale,
di lunghezza minore di d;, congiungente p; e p,. Basta osservare, applicando
il Teorema 7.44, che se p1,p; € W, allora ps € B(pi,d1) palla geodetica
centrata in p;, e quindi, applicando il Teorema 7.42, la geodetica radiale
v(p1, p2) uscente da p; € 'unica geodetica minimale congiungente p; e py. Si
noti che 7y(p1,p2) € contenuta in B(py,d;) ma pud non essere contenuta in
W. Tuttavia, si puo provare che per ogni p € M esiste una palla geodetica
B(p,0) strettamente convessa, cioe: per ogni qi,qo € B(p,d), chiusura di
B(p, ), esiste un’unica geodetica minimale y(q1, ¢2) il cui interno & contenuto
in B(p,d) ([32], p.76]).

Il seguente risultato caratterizza le geodetiche dal punto di vista metrico.

Corollario 7.46. Sia v : [a,b] — M wuna curva differenziabile (anche a
tratti), parametrizzata con l'ascissa curvilinea, con p = y(a) e ¢ = v(b). Se
v € minimale, cioé¢ L(y) = d(p,q), allora v é una curva geodetica (come
insieme di punti).
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Dimostrazione. Intanto osserviamo che se v ¢ minimale e [¢, d]| C [a, b], allora
anche 71 = Y|4 © minimale. Infatti, se 7; non fosse minimale esisterebbe
una curva « congiungente y(c) e y(d) con L(a) < L(7y1). Allora la curva
o definita da o(t) = v(t) se t € [a,c] U [d,b] e o(t) = aft) se t € [e,d],
avrebbe lunghezza minore di v ottenendo una contraddizione al fatto che
L(vy) = d(p, q). Per provare che 7 ¢ una curva geodetica, basta provare che
e geodetica in un intorno di ogni suo punto. Dato py = (o), consideriamo un
intorno W totalmente normale del punto py. Sia I = [t1, 5] C [a, b], tale che
to €]t1,ta] e v(I) € W. Poiché W ¢ totalmente normale, v(I) C B(p,9), per
qualche § > 0, dove p; = 7(t1). Inoltre, poiché () & una curva minimale,
applicando il Teorema 7.42, 7|; ¢ una curva geodetica. ]

Si noti che se v ¢ una curva differenziabile (a tratti) localmente minimale,
cioe v ¢ minimale in un intorno di ogni suo punto, dalla dimostrazione del
Corollario 7.46 segue che 7 € localmente una geodetica e quindi una geodetica.

Coordinate normali

Sia {e, ..., e, } una fissata base ortonormale di 7,/ . La corrispondenza
che ad ogni V- € T,M, V = ). y;e;, associa la n-pla (yi,...,y,) € R", iden-
tifica T, M con R™. Se U ¢ un intorno normale di p, in particolare si puo
considerare una palla geodetica B(p,d), I'applicazione

¢ U = exp, ' (U) = B(0,0),

q = exp,V = exp, (>, viei) — exp, 1(q) = (Y1, s Yn),
¢ un’applicazione coordinata per M. (y1,...,y,) si dicono coordinate normali
centrate in p, e la coppia (U, ¢ = exp;llU) si dice carta normale, rispetto alla

base {e;}. Si noti che y;(p) = 0 per ogni 1.

Proposizione 7.47. Sia (y1,...,y,) un sistema di coordinate normali cen-
trate in p, rispetto alla base ortonormale {e;}, definito nella palla geodetica
B(p, ). Allora per ogni Ve T,M, V = . ve;, la geodetica vy (t) si rap-
presenta, rispetto al fissato sistema di coordinate, con equazioni parametriche
lineari y;(t) =tv; (i=1,...,n),|t|<e. Inparticolare, si ha (8/8yk)p = €.

Dimostrazione. Consideriamo il caso non banale V' 2 0. Per ogni t > 0 tale
che tV € B(0,0), cioe per |t |< €:= ”‘57”, abbiamo

W (t) = v (1) = exp,(tV) = exp, (>, tvie;)

e quindi
vi(t) = yi(w (t)) = tu;.
Siccome 1 5 5
prendendo V' = ¢, si ha e, = (8/8yk)p. O



230 7. Geodetiche su varieta riemanniane

Osservazione 7.48. Le componenti g;; della metrica g, rispetto a un sistema
di coordinate normali centrate in p, soddisfano:

9:;(p) = 9(8/8%, 8/8%) (p) = gplei, e5) = 0y

Quindi {(8/ ayj)p} ¢ una base ortonormale di 7, M. Usando coordinate nor-
mali (y;), dal sistema di equazioni differenziali che definisce la geodetica
Y (t), siccome y;(t) = yi(yv(t)) = tu;, si ottiene >, LY (y(t))vw; = 0 per
ogni k. Quindi, per t = 0, Zij Ffj(p)vivj =0 per ogni (vy,...,v,) € R" e per
ogni k. Poiché I'}; = T'%

Ji» la precedente relazione implica

Ffj(p) =0, cioe (Vaiaj)(p) =0,

dove 0; = 9/0y;. Di conseguenza,
(ki) (p) = 9 (Va,0:,0;) (p) + 9 (95, V,0;) (p) = 0.

7.3 Varieta riemanniane complete

Concludiamo questo capitolo con il Teorema di Hopf-Rinow relativo alle
varieta riemanniane geodeticamente complete.

Definizione 7.49. Una varieta riemanniana (M, g) si dice geodeticamente
completa se ogni geodetica massimale (t) ¢ definita per ogni ¢t € R.

Lo spazio euclideo, la sfera canonica e lo spazio iperbolico sono varieta
riemanniane geodeticamente complete in quanto le loro geodetiche massima-
li sono definite per ogni ¢ € R. Piu precisamente, indicata con 7,y (f) la
geodetica uscente da p con vettore velocita V| si ha

per lo spazio euclideo R™: v,y (t) =p+tV, teR;
per lo sfera canonica S™: 7,y (t) = (cost)p + (sint)V, t e R;
per lo spazio iperbolico modello H™: 7,y (t) = (cosht)p+(sinh )V, t € R.

Ricordiamo che esiste anche la nozione di completezza nell’ambito degli spazi
metrici: uno spazio metrico si dice completo se ogni successione di Cauchy
e convergente. D’altronde una varieta riemanniana ¢ uno spazio metrico
rispetto alla distanza indotta dalla metrica riemanniana. L’importante teo-
rema di Hopf-Rinow (1931) ci dice non solo che le due nozioni di completezza
sono equivalenti, ma sono anche una condizione sufficiente per 'esistenza di
geodetiche minimali.

Teorema 7.50. (di Hopf-Rinow, 1% parte) Se M é una varieta riemannia-
na geodeticamente completa, allora per ogni p,q € M esiste una geodetica
minimale (non necessariamente unica) che li congiunge.
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Dimostrazione. Dati p,q € M, poniamo r = d(p,q). Scegliamo € > 0 tale
che B(p,2¢) sia una palla geodetica di centro p. Se g € B(p, 2¢), sappiamo
che esiste una geodetica minimale che congiunge p a ¢ e quindi vale quanto
enunciato. Supponiamo che ¢ ¢ B(p, 2¢), siccome la funzione distanza

d(-,q) : 90B(p,e) = R,z — d(z,q),
e continua, allora esiste un punto xy € dB(p,€) dove d(x,q) ottiene il suo
minimo. Sia yy(s), 0 < s <e¢ V € T,M, |[V] = 1, la geodetica minimale
radiale che collega p a zo = vy (€). Per ipotesi sappiamo che vy (s) ¢ definita
per ogni s € R. Per provare il teorema e sufficiente provare che vy (r) = q.
Infatti, in tal caso:

L(wiom) = L(vvioy) = 7V =7 =d(p.q).
Proviamo quindi che y(r) = ¢. Poniamo
S={sel0,r]:d(y(s),q) =r—s}.

Si noti che S € non vuoto in quanto 0 € S. Sia a = sup S. Per la continuita
della funzione distanza, S € un chiuso e quindi ¢ € S. A questo punto
basta verificare che sup S = r. Infatti, in tal caso d(yv(r),q) = 0 e quindi
v (r) = g. Supponiamo che sia a < r e facciamo vedere che si ottiene una
contraddizione mostrando che (a + ) € S per qualche 6 > 0. Scegliamo un
d > 0 tale che B(y(a), ) sia una palla geodetica chiusa. Poniamo y = vy (a).
Il fatto che a € S significa che

d(y,q) =r —a. (7.9)

(p,d) — R e sia 2, € 0B(y,d)

Consideriamo la funzione distanza d(-,q) : 0
0,0] — M la geodetica minimale

dove d(-, q) ottiene il suo minimo. Sia o : |
radiale che collega y e z; (cfr. Figura 7.11).

Yv

X
Figura 7.11: La geodetica 7y e la geodetica radiale minimale o.

Osserviamo che:  d(y,q) = § + min {d(z,q) : x € 9B(y,d)} = 6 + d(z1, q).
Questa formula e la (7.9) implicano:
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r—a=90+d(z,q), (7.10)
dalla quale, usando la disuguaglianza triangolare, si ottiene
d(p,z1) 2 d(p,q) —d(z1,q) =7 — (r—a—05)=a+d.
Draltronde, la curva 7 unione di yy g ,; (di lunghezza a) con o (di lunghezza 6)
& una curva che collega p a 1 e ha lunghezza L(%) = (a+0). Quindi d(p, 1) =
L(¥), per cui la curva 4 & minimale e quindi (applicando il Corollario 7.46)

e una curva geodetica e in particolare differenziabile. Di conseguenza, sara
x1 =yy(a+9) ela (7.10) diventa

r—a=0+d(r,q) =0 +dy(a+0),q),
da cui segue che (a + J) € S che contraddice a = sup S. O

Esistono varieta riemanniane complete in cui la geodetica minimale non
sempre € unica. Ad esempio, se consideriamo due punti antipodali della
sfera canonica, la geodetica minimale che li congiunge non ¢ univocamente
determinata. Inoltre, se consideriamo (]R%r, go), ovvero il semipiano con la
metrica euclidea, questa e una varieta riemanniana in cui comunque prendia-
mo due punti esiste una geodetica minimale che li congiunge, tuttavia non
e una varieta riemanniana completa. Quindi, del Teorema 7.50 non vale il
viceversa.

Teorema 7.51. (di Hopf-Rinow, 2% parte) Sia (M, g) una varieta rieman-
niana. Se d € la distanza indotta dalla metrica g, allora le sequenti proprieta
sono equivalenti:

1) lapplicazione esponenziale exp, & definita su tutto T,M per ogni p € M;
2) (M, g) e geodeticamente completa;

3) chiusi e limitati di (M,d) sono compatti;

4) (M,d) é uno spazio metrico completo.

Dimostrazione. 1) = 2). Per ipotesi exp,(tV) = (1) ¢ definita per ogni
V € T,M eperognit € R. Diconseguenza, la curva geodetica v (t) = v (1)
¢ definita per ogni ¢ € R quale che sia V' € T,M. Cio implica che M &
geodeticamente completa. L'implicazione inversa 2) = 1) e ovvia.

2) = 3). Sia C un sottoinsieme chiuso e limitato di M. Allora C, in quanto
limitato, & contenuto in una palla B(p, ), rispetto alla distanza d, di centro p.
Applicando il Teorema 7.50, se ¢ € B(p, ), allora esiste una curva geodetica
minimale vy (t),¢ € [0, 1], che collega p a ¢. Quindi, ¢ =exp,V e ||V| =
L(vv) = d(p,q) < r. Di conseguenza, considerata la palla B(0,r) di T,M, si
ha B(p,r) Cexp,B(0,r). D’altronde, exp,B(0,r) ¢ un compatto in quanto
immagine continua di un compatto. Pertanto, C' € un sottoinsieme chiuso di
un compatto e quindi € un compatto.

3) < 4). B un risultato classico di topologia generale.

4) = 1): basta provare che per ogni p € M e per ogni V' € T, M la geodetica
v (t) € definita su tutto R. Supponiamo per assurdo che [0, #y), con ty finito,
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sia il pit grande intervallo aperto a destra su cui vy (t) ¢ definita. Sia (t;) C
[0,%0) una successione crescente che converge a tq. Siccome

d(VV(tkl)vaV(tkz)) < L(fYVl[tkl,th)) = vatkl - tk2|7
('yv(tk)) e una successione di Cauchy in M per la distanza d e quindi converge
a un punto ¢ € M che non dipende dalla particolare successione scelta.
Ponendo 7y (tg) = ¢, otteniamo un’applicazione continua da [0, to] in M. Sia
W (g, d) un intorno totalmente normale del punto ¢. Fissato d; < d, per ogni
01

k abbastanza grande, abbiamo |t — to| < W€ v (ty) € W. Siccome, le

geodetiche radiali uscenti da ~y (t) si possono prolungare di una lunghezza
almeno uguale a dy, e siccome L(vy |, 1)) = [tx—to| [[V[| < d1, la geodetica vy
si puo prolungare per t > ty ottenendo quindi una contraddizione. Pertanto,
to = +00 e 7y ¢ definita su [0,400). Siccome v_y (t) = vy (—t), lo stesso
ragionamento applicato a v_y prova che vy & definita su tutto R. [

Corollario 7.52. Ogni sottovarieta riemanniana chiusa di una varieta rie-
manniana completa ¢ completa. In particolare, le sottovarieta riemanniane
chiuse dello spazio euclideo sono complete.

Dimostrazione. Sia (M, g) una sottovarieta riemanniana della varieta rie-
manniana (M, g). Per semplicita assumiamo M C M, quindi g = i*g dove
i M — M. Se v ¢ una curva differenziabile di M, allora ¥ = ¢ o~ ¢ una
curva differenziabile di M e L(5)=L(v). Di conseguenza d(p, q) < d(p,q) per
ogni p,q € M, e quindi ogni successione di Cauchy in M ¢ di Cauchy anche
in M. Siccome M e un chiuso di M ed M & uno spazio metrico completo,
allora anche M e completo. O

Un’altra conseguenza del Teorema 7.51 ¢ data dal seguente

Corollario 7.53. Ogni varieta riemanniana compatta e geodeticamente com-
pleta.

Osservazione 7.54. In generale, non vale il viceversa del Corollario 7.53,
infatti vi sono varieta riemanniane complete ma non compatte, ad esempio lo
spazio iperbolico H" € completo ma non ¢ compatto. Tuttavia, con opportune

ipotesi sulla curvatura si ottiene il viceversa. Vale infatti il Teorema di Myers
(cfr. Teorema 8.58).

Osservazione 7.55. Varieta riemanniane complete sono 'ambiente natura-
le per lo studio di proprieta globali in geometria riemanniana. Se (M, g)
una varieta riemanniana completa con curvatura sezionale non positiva, allo-
ra ’applicazione esponenziale ¢ un’applicazione di rivestimento, che diventa
un diffeomorfismo se M ¢ semplicemente connessa (questo ¢ il Teorema di
Cartan-Hadamard). In particolare, per lo spazio iperbolico, I’esponenziale ¢
un diffeomorfismo.

Osservazione 7.56. Si noti che se (M, g) ¢ una varieta riemanniana com-
pleta e X ¢ un campo vettoriale che soddisfa | X||? = g(X, X) <k, k € R,
allora X ¢ un campo vettoriale completo (cfr. [111], p.3).
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Se p: (M,j — (M,g) & un rivestimento riemanniano, le geodetiche di

(M, g) sono tutte e sole le proiezioni delle geodetiche di (M, §). Pertanto,
vale la seguente

Proposizione 7.57. Se p: (M,§ — (M, g) é un rivestimento riemanniano,

allora (M, §) & completa se, e solo se, (M,g) ¢ completa. In particolare, lo
spazio proiettivo con la metrica riemanniana indotta dalla metrica canonica
di S™ € un spazio completo.

Teorema 7.58. Ogni varieta riemanniana omogenea € completa.

Dimostrazione. Sia M una varieta riemanniana omogenea. Ricordiamo che,
applicando la Proposizione 7.29 (cfr. anche (7.3)), per ogni fissato punto
p € M esiste un 6 > 0 tale che per ogni V € T,M, |V = 1, la geodetica
v (s) € definita per 0 < s < r, per ogni fissato r < ¢, con s ascissa curvilinea.
Infatti, per W = vV, r < 6, si ha |[|[W]| = r < 0, yw(s) e definita per
0 <s<1,equindi yy(s) = yw(s/r) ¢ definita per 0 < s < r. Sia ora o(s),
—a < s < a, 0(0) = p, un’arbitraria curva geodetica di M parametrizzata
con I’ascissa curvilinea. Per provare il teorema, basta provare che la geodetica
o(s), —a < s < a, si puo estendere per —a < s < a+r. Poiché M ¢ omogenea,
esiste un’isometria f tale che f(p) = o(a). Sia Vi = &(a) € Ty M, allora
V= f Vi € T,M e ||V] = |Vi]| = 1. In corrispondenza a questo vettore,
consideriamo la geodetica vy (s) definita per 0 < s < r. Allora, la curva
ogla+s) = f(yw(s)), 0 <s <r, egeodetica con f(y(0)) = f(p) = o(a). Di
conseguenza, o(s) & curva geodetica per —a < s < a+r. O

Esempi 7.59. Applicando il Teorema 7.58, ritroviamo che la sfera canonica
S™, lo spazio euclideo (R", go) e lo spazio iperbolico (R", g = (1/22)go) sono
varieta riemanniane geodeticamente complete in quanto varieta riemanniane
omogenee. Si noti che le sole varieta riemanniane complete di dimensione 1
sono (R, go) (di lunghezza infinita) e (S', go) (di lunghezza finita).

Esempio 7.60. La varieta riemanniana (R?\ {0} , go) non & geodeticamente
completa, ad esempio p = (1,0) e ¢ = (—1,0) non si possono congiungere con
una geodetica minimale oppure si puo giustificare osservando che la succes-
sione {p, = (1/n,1/n)}, ¢ una successione di Cauchy che non e convergente
in R?\ {0}.

Esercizio 7.61. Siano (M, g1), (Ma, g2) varieta riemanniane con distanze
riemanniane dy, dy rispettivamente. Sia d la distanza riemanniana della va-
rieta riemanniana prodotto (M; x M, g1 X go). Se (M, ¢1), (Ma, g2) sono
varieta riemanniane complete, si verifichi che:

1) la varieta riemanniana prodotto (M; x My, g1 X g2) € completa,;
2) d(p.q) = di(p1,q1) +d3(p2,¢2) Vo= (p1,p2),q = (q1,42) € My x Mo,
Infine, osserviamo quanto segue.

Osservazione 7.62. Per ogni varieta riemanniana (M, g) esiste sempre una
metrica riemanniana completa conforme a g (cfr. Nomizu-Ozeki [76]).



Capitolo 8

La curvatura riemanniana

Secondo Robert Osserman, matematico ben noto, la curvatura ¢ il concet-
to centrale della geometria riemanniana. Una metrica riemanniana g deter-
mina completamente la sua curvatura. Viceversa, spesso possiamo dedurre
informazioni sulla metrica da particolari proprieta della curvatura. In alcu-
ni casi, la conoscenza della curvatura determina completamente la metrica
(almeno localmente). In generale, la curvatura influenza ma non determina
la metrica. Tutte le informazioni sulla curvatura sono contenute nel tensore
di curvatura di Riemann R associato alla varieta riemanniana (M, g). Ta-
le tensore & un oggetto analitico in generale non facile da maneggiare, tanto
che, il famoso matematico M. Gromov chiamo il tensore di curvatura “piccolo
mostro dell’algebra multilineare, il cui pieno significato geometrico é ancora
oscuro”. Questo spiega l'esigenza di ricorrere anche ad altre forme di curva-
tura, come quella sezionale, di Ricci e scalare, di pitt semplice interpretazione
geometrica e piu maneggevoli rispetto al tensore di Riemann R. Tuttavia,
in dimensione 2, il tensore R si riduce a una singola funzione: la curva-
tura gaussiana. Sebbene la definizione del tensore R si basi sulla nozione
di connessione riemanniana, storicamente 1'idea di connessione ¢ postdata-
ta rispetto all’introduzione fatta da Riemann del tensore di curvatura. Egli
individuo questo oggetto nel termine del secondo ordine della espressione di
Taylor della metrica riemanniana g. Piu precisamente, se © = (x1,...,2,)
sono coordinate normali centrate in pg, si ha

Ii(po) =0, gij(p(]) = gij(o) = 62‘]’7 (89ij/336k)(p0) =0,
gii() = 65 — (1/3) 3o oy Ringe(po) i + of|2]*).

Poiché (6;;) rappresenta la metrica euclidea, R stima di quanto una metrica
differisce dall’essere piatta. Tutte le informazioni contenute in R sono anche
contenute nella curvatura sezionale, la quale ¢ la naturale generalizzazione
della curvatura gaussiana. La curvatura sezionale e una funzione a valori reali
definita nella grassmanniana dei 2-piani tangenti. Un ruolo fondamentale
nello studio della geometria riemanniana e svolto dalle varieta a curvatura
sezionale costante, anche per il loro legame con le geometrie non-euclidee.

235
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8.1 Uno sguardo alla curvatura gaussiana

Prima di iniziare lo studio della curvatura di una varieta riemanniana, e
opportuno esaminare alcuni aspetti e implicazioni della curvatura gaussiana
di una superficie. La curvatura gaussiana e la principale nozione intrinseca
di una superficie. Intuitivamente, con il termine “proprieta intrinseche”si
indicano quelle proprieta di una superficie che dipendono solo da misure di
lunghezze di curve che stanno sulla stessa superficie, al contrario di quelle
estrinseche che dipendono dalla posizione della superficie nello spazio.

La curvatura di una curva

Per capire la genesi del concetto di curvatura, partiamo dalla nozione di
curvatura di una curva dello spazio euclideo R?. Se v(s), s ascissa curvilinea,
¢ un arco di curva regolare,

k(s) = 17 (s)]]

e la curvatura di  nel punto y(s). Nel caso di y(s) curva piana, € possibile
definire la curvatura con segno. Se (e1, e3) ¢ la base naturale di R?, si definisce
il versore normale 7i(s) richiedendo che la base (¥(s),7(s)) sia equiversa alla
base (e, es). Allora, la curvatura con segno & definita da 5(s) = k(s)7i(s)
(cfr. Figura 8.1).

k>0

Figura 8.1: La curvatura di una curva.

Un altro modo per presentare la curvatura e il seguente. Fissato un

punto p = ~y(s) sulla curva, si considera il versore normale 7i(s) = IIZESH a "y

in quel punto, poi si considera una circonferenza unitaria e si sceglie un raggio
avente la direzione del versore normale 7i(s), la scelta del raggio individua
un punto G(p) sulla circonferenza. Quando p descrive un piccolo arco (s),
S0 < s < 59+ As, su v, G(p) descrive un corrispondente arco, di lunghezza
A9, sulla circonferenza unitaria, allora la curvatura nel punto v(sg) ¢ data

da
AV

k‘(So) = liIIlAS_m —_.

As
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Quindi, la curvatura di una curva da una stima di quanto la stessa curva si
allontana dalla retta tangente in quel punto. In particolare, una circonferenza
di raggio r ha curvatura costante k = 1/r.

Infine, osserviamo che la curvatura e la torsione 7 (che a sua volta stima
di quanto la curva si allontana dall’essere piana) caratterizzano una curva,
abbiamo infatti il seguente teorema fondamentale della teoria delle curve.

Teorema 8.1. ([96], p.67) Siano v1(s),v(s) : [ — R3, s ascissa curvilinea,
due curve regolari. Se ki(s) = ka(s) > 0 e 1(s) = £m(s), allora v1,72
sono congruenti, ossia esiste un’isometria f dello spazio euclideo R? tale che

f(n) =.

La curvatura gaussiana

Gauss nel suo articolo “Disquisitiones generales circa superficies cur-
vas’del 1827, defini la curvatura di una superficie M in un punto p € M
come la misura di quanto la stessa superficie si allontana dal piano tangente
in quel punto.

— [
A <]

Figura 8.2: L’applicazione di Gauss.

Piu precisamente, fissato un punto p € M, si considera la normale in quel
punto alla superficie, poi si considera una sfera unitaria e si sceglie un raggio
avente la direzione della normale fissata; la scelta del raggio individua un
punto G(p) sulla sfera. Quando p descrive una piccola regione o su M,
G(p) descrive una corrispondente regione ¢’ sulla sfera unitaria (cfr. Figura
8.2). Gauss definisce la curvatura K (p) della superficie M in p, considerata
a meno del segno, come il limite del rapporto tra I'area della regione ¢’ sulla
sfera e I'area della corrispondente regione ¢ sulla superficie, dove il limite e
fatto restringendo le regioni considerate fino a farle coincidere con i rispettivi
punti di partenza. Inoltre, Gauss mostro che K (p) ¢ esattamente il prodotto
delle due curvature principali k;(p) e k2(p) introdotte da Eulero nel 1760.
Ricordiamo che le curvature principali ki(p) e ko(p) di una superficie sono



238 8. La curvatura riemanniana

definite, rispettivamente, come il massimo e il minimo della curvatura k, (p)
di curve date dalle sezioni di M con piani normali ad M nel punto p (cioe
con piani appartenenti al fascio di piani avente per asse la normale in p al
piano tangente). Nel linguaggio moderno la definizione di Gauss puo essere
espressa nel modo seguente. Se si considera GG come un’applicazione da M in
S% G ¢ differenziabile e K (p) = detG,, dove G, denota il differenziale di G
nel punto p. Quando M e orientabile, la funzione G e ben definita sull’intera
superficie M (in tal caso esiste un campo differenziabile di vettori normali ad
M, non nullo e definito sull’intera superficie), in generale G & definita solo
localmente. Si noti che al tempo di Gauss, la nozione di orientazione non era
ben nota; Mobius esibi il suo famoso esempio di superficie non orientabile,
oggi noto come nastro di Mobius, solo nel 1865.

Esercizio 8.2. Sia £ un campo unitario di vettori ortogonali alla superficie
M. Identificato T,M con Tg,)S?, verificare che il differenziale G, coincide,
a meno del segno, con l'operatore forma (o operatore di Weingarten)

Sy T,M — T,M, V, — S,(V,) = —V?,p£,
dove V ¢ la connessione euclidea. Suggerimento: indicata con (¢) una curva
differenziabile di M con v(0) = p e ¥(0) = V,, osservare che

Sp(Vp) = . = =€(0) e GV, = ... =£(0), dove £(t) = £(7(1)).

Vi sono significative differenze fra superfici con curvatura positiva, nulla
o negativa (cfr. Figura 8.3). Vicino al punto di tangenza, una superficie

- [T

Figura 8.3: Superfici con curvatura gaussiana >,=, < 0.

con curvatura positiva giace tutta da una parte rispetto al piano tangente,
quelle con curvatura nulla hanno una linea lungo la quale si sovrappongono
al loro piano tangente (tali superfici sono dette sviluppabili, come ad esempio
piano, cono, cilindro). Le superfici con curvatura negativa invece intersecano
i loro piani tangenti come in una sella. La misura precisa della curvatura
dipende dal comportamento della superficie al secondo ordine. Un modo per
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realizzare cio e scegliere un sistema di coordinate in modo che il punto sulla
superficie sotto lo sguardo sia 'origine e il piano tangente in quel punto sia
orizzontale. Questo significa che la superficie localmente ¢ rappresentata da
z = f(x,y) tale che f e le sue derivate parziali del primo ordine f, e f, siano
nulle nell’origine. Allora la curvatura gaussiana nell’origine ¢ il determinante

della matrice hessiana
fyx fyy

Ad esempio, la curvatura della superficie z = f(z,y), dove f(z,y) = Az* +
2Bxy + Cy?, nell’origine ¢ data da Ky = 4(AC — B?). Per un paraboloide di
rotazione (ad esempio z = —(z%+y?)/2) la curvatura gaussiana Kj ¢ positiva,
invece per un paraboloide iperbolico o a sella (ad esempio z = (2% —y?)/2) la
curvatura gaussiana K ¢ negativa. La curvatura K (p) per le superfici degli
esempi non e costante: essa tende rapidamente a zero lontano dall’origine
mantenendo lo stesso segno.

Ricordiamo che una nozione (o una proprieta) e detta intrinseca se essa di-
pende solo dalla prima forma fondamentale ossia se ¢ invariante per isometrie
locali, altrimenti ¢ detta estrinseca. La definizione di curvatura data da Gauss
sembra dipendere da nozioni estrinseche (viene considerato il vettore normale
alla superficie). Egli pero dimostro che la sua definizione di curvatura dipende
unicamente da come si effettuano le misure sulla superficie M, ossia dipende
solo dalla prima forma fondamentale. Gauss, a partire dalle equazioni para-
metriche di una superficie regolare: = = x(u,v),y = y(u,v), z = (u,v), defini
la cosiddetta prima forma fondamentale della superficie (come una generaliz-
zazione del concetto di distanza tra due punti infinitamente vicini) mediante
la formula

ds? = da? + dy? + dz? = Edu? + 2Fdudv + Gdo?,

dove E = gO(¢u7 ¢u)7 F = 90(¢u7 ¢v)7 G = 90(¢v7 ¢U>? 90 denota il pI‘OdOttO

scalare euclideo, e ¢, e ¢, sono i vettori tangenti alle linee coordinate v =cost.
e u =cost. rispettivamente. Quindi, dimostro il “Theorema Egregium”: la
curvatura gaussiana dipende solo dalla prima forma fondamentale, in altre
parole la curvatura gaussiana ¢ calcolabile da un essere bidimensionale che
vive sulla superficie e non puo abbandonarla per tracciare perpendicolari.
Dunque: se f : M — M ¢ un’isometria (locale) tra due superfici, allora

K(f(p)) = K(p).

Diamo ora delle presentazioni della curvatura gaussiana che mettono in
evidenza il suo carattere intrinseco. Data una superficie M, sia T,,M il piano
tangente in un punto p € M. La circonferenza Cg(p, ) (di 7,M con centro
in p e raggio €) ha lunghezza euclidea

L(Cg(p,e)) = 2me.

La circonferenza di M di centro p e raggio ¢ e definita da

OM(p7€) - {q € M : d(p7 q) = 5}7
dove d ¢ la distanza intrinseca di M.
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Teorema 8.3 (Bertrand-Diguet-Puiseux, 1848).

L(Cy(p,e)) = L(Ce(p,e)) {1 — %52 + 0(52)} = 27e — gK(p)S?’ + o(e?),

e quindi

]am:?%%Fm—cgwm@q'

Se M ¢ la sfera di raggio R, il raggio della circonferenza Cy;(p, ) & Rsin(e/R).
Di conseguenza

. € med s
L(Cry(p,e)) = QWRSIHE = 2me — 32 +o ((E) ) :

e quindi K (p) = 1/R%.

Teorema 8.4 (elegantissimo di Gauss, 1827). Sia T un triangolo geodetico
di vertici A, B,C di una superficie M di R3. Allora

~ ~

/K(p)dO':A\+B+C_7T,
T

dove K(p) ¢ la curvatura gaussiana della superficie M in p, E,é,é de-
notano le misure (in radianti) degli angoli interni al triangolo T, e do =

VEG — F2dudv é lelemento d’area di M.
A
™

Bl c

L’invariante
K(p) = limy, ((A+ B+ C — ) /arca(T))

misura il difetto di euclidicita della superficie nel punto. In particolare, se K
e costante su M, K(p) = Ky per ogni p € M e quindi

Ko = (A+ B+ C —x)/area(T).

In particolare, per Ky = 1 otteniamo esattamente la formula scoperta da A.
Girard nel 1629 per un triangolo geodetico sulla sfera unitaria.
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Se Ky = 0 (cioe, se M & una superficie localmente piatta), si ha
E + § + 6 =,
(fatto ben noto della geometria euclidea).
Se Ky > 0 (cioe, se M ¢ localmente isometrica ad una sfera di raggio /1/Kj),
si ha
A+B+C>m.
Se Ky < 0 (cioe, se M & localmente isometrica ad una pseudosfera), si ha
A+B+C<m.
Al tempo di Gauss uno dei problemi fondamentali della geometria era la
“questione delle parallele” , iniziata al tempo di Euclide e conclusasi solo con
I’avvento delle geometrie non euclidee. Si trattava di decidere se il quinto
postulato della geometria euclidea fosse indipendente dagli altri postulati
della geometria di Euclide. Ben presto si stabili che il quinto postulato e
equivalente al fatto che la somma degli angoli interni di un triangolo ¢ uguale
a7 (radianti). Dunque, la scoperta di Gauss faceva intravedere l'esistenza di

geometrie diverse da quella euclidea e quindi di una geometria sulle superfici
senza riferimento allo spazio ambiente.

La pseudosfera di Beltrami

I piano euclideo (K=0) e la sfera S?(R) (K = 7z) sono due modelli della

teoria delle superfici di R? a curvatura gaussiana costante. Il terzo modello
e la pseudosfera di Beltrams:

una superficie (non completa) di curvatura gaussiana costante negativa, che
non & possibile visualizzare in modo completo in R?. Nel seguito diamo una
descrizione di tale superficie (cfr. M. Villa [115]). La pseudosfera di Beltrami
¢ la superficie generata dalla rotazione di una trattrice intorno al proprio
asintoto. La trattrice dal punto di vista meccanico e la curva descritta in un
piano orizzontale da un punto pesante attaccato all’estremo di un filo teso, di
cui l'altro estremo percorre una retta appartenente a quel piano (cio giustifica
il nome della curva). Tale curva ¢ anche detta curva del cane pensando ad
un uomo che, percorrendo una retta, tira per il guinzaglio un cane restio a
seguirlo. Nel piano euclideo la trattrice € una curva per cui, se P € un punto



242 8. La curvatura riemanniana

di essa e T ¢ il punto in cui la tangente in P interseca una retta fissa a, il
segmento PT ha lunghezza costante (= R) al variare di P sulla curva. La
retta a ¢ lasintoto della trattrice (cfr. Figura 8.4). Supponendo che la retta
a sia l'asse x, allora la trattrice v ha equazione del tipo y = y(z). Fissato
Py(z0,y0) € v e detto T il punto in cui la tangente in Py incontra 'asse z, la
retta [P, T] ¢ la tangente in Py a -, quindi ha equazione

y—yo =Y (xo)(x —z9) con y(xg)= (dy/dm) (o).

Figura 8.4: La trattrice.

Siccome T ha coordinate x1 = x¢ — myo =Xy — %(?JO)?/O ey, =0, si ha
— 2
BT =cost =R & R* = (1 —20)* + (y1 — y0)* = (%(yo)) Yo + Y-
Considerato P(x,y) generico punto di 7, si ha :

R2 — 2 dz\ 2
) y? +y®,  cioe 5 :(d—> , oy >0.
Yy y

Pertanto 2/ —y R? —y? (eq. differenziale della curva), e quindi
RZ _ .2
_ / VIV,
Yy

Indicato con u I’angolo formato dalla tangente PT con 1’ asse x, si ha

2
y = Rsinu, :E:R/CO,S udu:R(/ du —/sinudu).
sinu sinu

I1 punto A inizio della curva (pensando alla generazione meccanica) ha coor-
dinate (0, R), pertanto dovra aversi x = 0 per u = 7/2. Dunque, v ha
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equazioni parametriche:

:{x = Rlntanu/2 4+ Rcosu, (8.1)

y = Rsinu, wu €]0,7|.

v(u) & una curva regolare tranne che per u = 7/2. Eliminando u si ottiene
I’equazione cartesiana:

/P2 _ .2
:L':—\/RQ—y2+RlnR+ i J

Y

Per u €]0,7/2[ si ottiene la curva in Figura 8.4, per u € [7/2, 7| si ottiene
una curva simmetrica rispetto all’asse y. Infatti, cambiando nella (8.1) u
con m — u, la x cambia di segno mentre la y resta inalterata. Quindi, v e
simmetrica rispetto all’asse y. Il punto A & una cuspide per la curva e I’asse y
e la relativa tangente cuspidale. La pseudosfera si ottiene ruotando 7 intorno
all’asse x. La superficie X ottenuta ha equazioni parametriche

r = R(lntanw/2 + cosu), u €]0, 5[, v € [0, 27,
YX:< y = Rsinu coswv,
z = Rsinu sinw.

I vettori tangenti coordinati sono

cos®u ,
¢y = R(———, cosucosv,cosu sinv),
sinu

¢, = R(0, — sinusin v, sin u cos v),

e quindi la prima forma quadratica fondamentale e definita dai coefficienti

cos’u
)

E - g0(¢u7 ¢u) :R2 : ) F - gO(¢u; va) - 07
S~ u
G = gO(¢v7 ¢v) = R2 SiIl2 Uu.

Inoltre,

Pu N Py

£ = = (sinu, — cosu cosv,—cosu Sinv)

Clgu Aol

e un vettore ortogonale alla superficie e quindi la seconda forma quadratica
fondamentale e definita dai coefficienti

cosu

[ = 90(¢uu7€> =-R

m = gO(¢uv7€) = 07
n = go(Pw,§) = R sinucosu.

sinu’
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Pertanto, la curvatura gaussiana della pseudosfera e una costante negativa:

In —m? 1
K—n-m
EG — F? R2

Si puo verificare che la geometria sulla pseudosfera di Beltrami, assumendo
come rette le geodetiche di tale superficie, coincide (limitatamente a regioni
opportune) con la geometria piana iperbolica. Hilbert dimostro che non esiste
una superficie dello spazio euclideo a curvatura costante negativa in cui valga
in tutta la sua estensione la geometria iperbolica. Piu precisamente, vale il
seguente

Teorema 8.5. (di Hilbert) Nello spazio euclideo R3 non esiste una superficie
regolare completa di curvatura gaussiana costante negativa.

8.2 1l tensore di curvatura di Riemann

Sia M una varieta differenziabile munita di una connessione lineare V.

Definizione 8.6. Il tensore R di tipo (1,3) su M definito da
R:X(M)x X(M)x X(M)— X(M),
(X, Y, Z) — R(X, Y)Z = —VxVyZ+VyVxZ+ V[X7y]Z
= —[Vx,Vy|Z +VixyZ,

si dice tensore di curvatura associato alla connessione lineare V.
Esercizio 8.7. Si verifichi che R & effettivamente un tensore.

Poiché¢ R ¢ un tensore, (R(X , Y)Z) (p) dipende univocamente dai vettori
Xp, Yy, Zp, cioe dai tre campi di vettori X,Y, Z nel punto p, e non dal loro
comportamento in un intorno di p. Di conseguenza, ¢ possibile definire un
tensore di curvatura sullo spazio 7, M mediante la formula

R(X,, Y,)Z, = (R(X,Y)Z)(p) = —Vx,VyvZ + Vy, Vs Z + Vixy, Z
dove X,Y,Z € X(U), U intorno di p, con X (p) = X,,, Y(p) =Y, e Z(p) = Z,.

Nella Sezione 6.2 si ¢ definita per una funzione f € F(M), rispetto a
una fissata connessione lineare V, la derivata seconda V2 f che ¢ un tensore
di tipo (0,2). Ora, per un campo vettoriale Z € X(M) vediamo che si puo
definire la derivata covariante seconda V?Z. Se S & un tensore di tipo (1,1),
VS denota il tensore di tipo (1,2) definito da

(VS)(X,Y) = (VxS)Y := VxSY — S(VxY).
Dato Z € X(M), VZ si puo pensare come un tensore di tipo (1,1) su M,
VZ: X+ VxZ.
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Pertanto, possiamo definire la derivata covariante seconda V2Z:
(V2Z)(X,)Y)=ViyZ:=(VxVZ)(Y)=VxVyZ -Vyv.wZ  (82)
per ogni X, Y € X(M). V?Z & un tensore di tipo (1,2) su M. Assumendo V
simmetrica e usando la nozione appena introdotta, otteniamo:
R(X,Y)Z = =NVxVyZ +VyVxZ +Vixy|Z = —V?XyZ + V%XZ.

Quindi, R(X,Y)Z ¢ la parte antisimmetrica del tensore V2Z. Pertanto,
R stima la non invertibilita della derivata covariante seconda di un campo
di vettori. Se [X,Y] = 0, come nel caso dei campi di vettori coordinati

X =0/0x; e Y = 0/0z;, allora
R(X,Y)Z = -VxVyZ +VyVxZ.
Di conseguenza, se R(X,Y) =0, si ha VxVy =VyVx.
Osservazione 8.8. Dati due campi vettoriali X,Y € X(M), & possibile
definire 'operatore
R(X,)Y): X(M) = X(M), Z— R(X,Y)Z,

detto operatore di curvatura. Si tratta di un endomorfismo di X(M) per il
quale risulta R(X,Y) = —R(Y, X). L’operatore di curvatura R(X,Y") si puo
estendere ai campi tensoriali ponendo

R(X,Y)S = —Vx(VyS) + Vy(VxS) + VixyS.

In questo modo si ottiene un tensore dello stesso tipo di S. R(X,Y)S ¢
F(M)-lineare in X, Y, S. Inoltre, risulta

(R(X7 Y)S)(Vh e V;") - R(X’ Y)S(Vvla oo V;“)

=1
=Y SV RIX YV, V).

Si noti che se S ¢ di tipo (0,7), cioe se S(V4,...,V,) = f € F(M), allora
R(X,Y)S(Vi, ... Vi) = 0
in quanto:
R(X,)Y)f = =VxVyf+VyVxf+Vixyf
=-XY[)+Y(X[)+[X,Y](f)
=0.

Esercizio 8.9. Si verifichi che il tensore di curvatura R, associato alla
connessione lineare euclidea V° di R™ ¢ identicamente nullo.

Adesso, vediamo di quali proprieta si arricchisce il tensore R se la varieta
considerata ¢ una varieta riemanniana (M, g) e la connessione considerata
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V e quella di Levi-Civita. In queste particolari condizioni, al tensore di
curvatura R di tipo (1,3) si associa in modo naturale un tensore di tipo
(0,4), che indichiamo con lo stesso simbolo R, definito da

R(X,Y,Z,W) := g(R(X,Y)Z,W).

Il tensore di curvatura R di tipo (0, 4) e detto tensore di curvatura di Riemann
della varieta riemanniana (M, g). Ovviamente, ¢ anche definito il tensore di
curvatura di Riemann R in un fissato punto p di M, basta porre

R(Xmszva Wp) = gp(R(XmY;D)Zme) :

Proposizione 8.10. [ tensore di curvatura di Riemann R soddisfa le se-
quenti proprieta:

1) R(X,Y,Z,W)=—R(Y,X,Z,W),

2) R(X,Y,Z,W) =—R(X,Y,W, 2),

3) RIX,Y,Z,W)+R(Y,Z,X,W)+ R(Z X,Y,W) =0 ,
4) R(X,Y,Z,W) = R(Z,W,X,Y).

La proprieta 3) é nota come prima identita di Bianchi.

Dimostrazione. La 1) segue direttamente dalla definizione di tensore di cur-
vatura. Per la 2) basta dimostrare che R(X,Y,Z,Z) =0 per ogni X,Y, 7 €
X(M) . Poiché

R(X,Y,Z,Z) = g(R(X,Y)Z,Z)
= —g(VXVyZ, Z) + g(vaXZ, Z) + g(V[Xy]Z, Z),

sfruttando la compatibilita della connessione di Levi-Civita V con la metrica
g, si ottiene:

R(X7Y7 27 Z) = _Xg(VYZ7 Z) +g(VYZ,VXZ) +Yg(vXZ7 Z)
1
1 1 1
= 0.

Proviamo ora la 3). Usando la definizione di tensore di curvatura e la
simmetria di V, risulta:

R(X,Y)Z+ R(Y,2)X + R(Z,X)Y
=Vy[X,Z] - Vx[Y, Z] = V2[X, Y]+ Vixy)Z + Viyz1 X + Vizx)Y
= [[v, 2], X] + [[2,X],Y] + [[X,Y],Z] =0,
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dove l'ultima uguaglianza ¢ I'identita di Jacobi. Infine, proviamo la 4). Dal-
la prima identita di Bianchi, permutando ciclicamente gli argomenti di R,
otteniamo le seguenti 4 equazioni:

RIX.Y,Z,W)+R(Y,Z,X,W) + R(Z,X,Y,W) =0,
R(Y,Z,W,X)+ R(Z,W,Y,X) + ROW,Y, Z,X) = 0,
R(ZW,X,Y)+ R(W,X,Z,Y) + R(X,Z,W,Y) =0,
ROW,X,Y,Z)+ R(X,Y,W,Z)+ R(Y,W,X,Z) =0.

Sommando membro a membro e applicando le identita 1) e 2), si ricava:
QR(Z,X,Y,W) =2R(Y,W, Z,X)

che equivale allidentita 4). O

Esempio 8.11. Sia M una ipersuperficie regolare di R"*! con la metrica

canonica g = i*go. Il tensore di curvatura R di tipo (1, 3) dell'ipersuperficie
(M, g) & dato da

R(X.Y)Z = g(SX,2)SY — g(SY, Z)SX,  VX,Y,Z € X(M), (8.3)

dove S e l'operatore forma di M rispetto a un fissato campo vettoriale £
unitario (locale) normale all'ipersuperficie. La (8.3) ¢ detta equazione di
curvatura di Gauss per ipersuperfici dello spazio euclideo.

Verifichiamo 'equazione (8.3). Ricordiamo che, per p € M e X, € T,M,
I'operatore forma S ¢ dato da

SX, =~V &,

dove VY ¢ la connessione euclidea. Inoltre, vale 'equazione di Gauss (6.24),
OVVero

(V())(Y>p = (VxY), + g,(5Xp, Y3)&p,

dove V ¢ la connessioe di levi-Civita di (M, g). Ora ricordiamo che il tensore
di curvatura dello spazio euclideo e identicamente nullo, per cui e soddisfatta
I'identita

—V&VYZ + VY VY Z + Vi1 Z = 0. (8.4)

Calcolando la derivata covariante seconda, applicando 1’equazione di Gauss,
si ha

VXVYZ = Vi (VyZ +g(SY, Z)§)

ovvero,

—VAVYZ = =V xVyZ +g(SY, Z2)SX — (9(SX,VyZ) + X (9(SY, Z)))<.
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In modo analogo si trova:

VYV&Z =VyVxZ—g(SX,Z)SY + (9(SY,VxZ) + Y (9(5X, 2)))§,
v([)X,Y}Z = VixyZ + g(S[X,Y], Z)¢.

Sostituendo le ultime tre equazioni nella (8.4), si ottiene
—VxVyZ + VyVxZ + VixyZ + 9(SY, 2)SX — g(SX, Z)SY + (....)€ = 0.

Da questa equazione, ponendo uguale a zero la componente tangente, e
tenendo presente la definizione di R(X,Y")Z, si ottiene esattamente la (8.3).

Componenti locali del tensore di curvatura

Consideriamo una base locale {e;};—;._, di campi di vettori definiti in un
intorno coordinato U (in particolare si puo considerare e; = 9/0x;), dove n =
dim M. 11 tensore di curvatura R di tipo (1, 3) € univocamente determinato,
nell'intorno coordinato U, dalle funzioni Rz.jkl e FU), i,j, k1 =1,...,n,
definite da: z

Rei,ej)er =D h_y R e

Il tensore di curvatura Riemann R di tipo (0, 4) ¢ univocamente determinato
nell'intorno U dalle funzioni R;;, € F(U), definite da:

n l

Rijin = Re; ;e en) = g(R(es,e5)en en) = > 1y Riipgin,
dove g;; = g(ei,e;). In particolare, se la base {e;}i—1.., ¢ ortonormale, si
ha ,

Rij kh — Rijk .

Usando le funzioni componenti R;;rs, le identita della Proposizione 8.10
diventano:

Rijnie = —Rjine, = —Rijren = Rukij, Rijnk + Bjnik + Rpijr = 0.
Da queste identita segue che le componenti indipendenti del tensore di cur-
vatura di Riemann di una varietd riemanniana n-dimensionale sono solo

()

In particolare:

N ==L n*n*-1).

-pern=2: N=1(R2);
-pern=3: N=6 (R1212, Ri213, R1223, Ra323, Ri313, R1323);
-pern=4: N =20; pern=5: N =50

Inoltre, per ogni p € U,
R(eip, €jp s exp > enp) = Rijrn(p)
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sono le componenti del tensore di curvatura di Riemann definito su 7, M.
Ora, esprimiamo le componenti R, kh del tensore di curvatura, rispetto a
una base coordinata {0; = 0/0x;};=1.._n, in funzione dei coefficienti g;; della
metrica riemanniana g. Siccome i coefficienti di Christoffel F sono definiti
da Vy,0; = > T}k, si ha

R(@i, 8J)8k = —Va Va O + Va Va O
=V, (erkah) + Vs, (Zr )

:_Z (0: T, 0y, + T,V 5,00) +Z (0,15, 0, + T V0,0,)
h=1

r=1

- Zair Z I D50, + Za ['70s + Z Ll 50
s=1

h,s=1 h,s=1

=D (015 —0L5) 0. + Z (Zrﬁkrjh ZF?’J“‘)
s=1 s=1  h=1

=Y {(ri-ar;) + S (4L, - T bo..
s=1 h=1
D’altronde R(0;, 0;)0, = > i, R;;,"0s, percio

R, = (0T —oT3) + Z (ThTs, —ThTs). (8.5)

)

A questo punto bastera esprimere i coefficienti di Christoffel in funzione delle
gij - Dall’equazione che definisce la connessione di Levi-Civita V, posto X =
0i, Y = 0;, Z =0, e moltiplicando ambo i membri per ¢, si ottiene:

ergkl = (1/2)(8igj1 + 0391 — Dugis) g™ Vilr=1,...,n
Sommando rispetto all'indice I, siccome Y, | g g = Ok, si ha:

= (1/2)Y {05911 + 9igj1 — Dugi b (8.6)

=1

Sostituendo la (8.6) nella (8.5), si ottiene 'espressione delle componenti del
tensore R in funzione dei coefficienti g;; della metrica g.
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C’e un’altra importante identita soddisfatta dal tensore di curvatura R,
denominata seconda identita di Bianchi, che coinvolge il tensore V R, pensato
come tensore di tipo (1,4) e definito come segue:

(VR)(X,Y,Z, V) :=(VyR)(X,Y,Z) = VyR(X,Y)Z
— R(VyX,Y)Z — R(X,VyY)Z — R(X,Y)VyZ.

Lo stesso VR, inteso come tensore di tipo (0,5), ¢ definito da:

(VR)(X,Y, Z,V,W) : = g((VR)(X,Y,Z,V),W)
=g((VvR)(X,Y,Z),W).

Derivando R come tensore di tipo (0,4), si ha:
(VVR)(X.Y, Z,W) = (Vv R)(X. Y, Z), W),
dove R al secondo membro ¢ di tipo (1,3). Tenendo conto che

(VvR)(X,Y,Z,W):=VyR(X,Y,Z,W)— R(VyX,Y,Z,W)
— R(X,VyY,Z,W) - R(X,Y,VyvZ, W) — R(X,Y, Z,VyW),

si verifica facilmente che Vi R gode delle stesse proprieta di R:

(VvR)(X,Y, Z,W) = —(VyR)(Y, X, Z,W)
= —(VvR)(X,Y,W,2)
= (VyR)(Z,W,X,Y).

Se fissiamo una base locale {e;}i—1.., di X(M), ¢ possibile esprimere le

-----

componenti V,R,; . del tensore VR del tipo (1,4) nel modo seguente:

7

n

(VR)(ei,ej e en) = (Ve,R)(eiej er) = > (ViR e, (8.7)

r=1
mentre il tensore VR di tipo (0, 5) ha componenti locali V,R;;s definite da
VhRij ks + = <VR) (ei ,€5,€k,€Eh, es)
= g(<VR)(€i y €55 Ck ,€n) 765)
= g((vehR)(ei y €55 616)’ 68)
= Z vhRi‘jkr gTS .
r=1

Proposizione 8.12 (2% identita di Bianchi). Per ogni X,Y,Z,V € X(M),
la derivata covariante del tensore di curvatura soddisfa la sequente identita:

(V2R)(X,Y,V) + (VxR)(Y, Z, V) + (VyR)(Z, X,V) = 0. (8.8)
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In coordinate locali la (8.8) assume la forma:

ViR, + ViR + VR, = 0. (8.9)

ij k
Dimostrazione. Proviamo la (8.8) in ogni punto p di M. Sia p un punto della
varieta M e sia (U ) (a:l)) un sistema di coordinate normali centrato in p. Ri-
cordiamo che rispetto al sistema coordinato fissato, risulta (cfr. Osservazione
7.48):

FZ(p):O e g”(p):&], Vi,j,kzl,...,n.

Quindi, dalla (8.5) si ottiene

Ry, (p) = {9, — 0T}, }(p), (8.10)
(athJk ) (p) = {aizzj Ll — 8131‘ F;k: (p) -

Inoltre, dalla definizione di VR segue che le componenti VR,
alla base e; = 0;, sono date da

' .
ik » Tispetto

VhRZ] k ath]k + Z 1—‘hm i k

m=1

- Z {FZ;CRUm + F;L);Rzmk + th mjk }7

m=1

e quindi

(vth]k )( ) (ahR'ij ) p) - {afbj P;@ - 8}211 Fjrk}(p)
Allora, nel punto p, risulta:

(VhRij w Vil + ViR ) (p) = (05T — O Dl + 05, T
- aiZj L+ 8]22' Ly — ajzh FZ;C) (p)=0.

]

Osservazione 8.13. Rispetto a un fissato sistema di coordinate normali
centrato in p, vale (0xg;;)(p) = 0. Allora, dalla (8.10) e dalla (8.6), si ricava
la formula:

R, () = (1/2){0% gir + 02 gjr — 0% gjr — 0% gix } (D)

dove il tensore di curvatura appare come una sorta di “accelerazione” della
metrica.
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Teorema 8.14. [l tensore di curvatura di Riemann e la sua derivata co-
variante sono invartantt per. isometrie. Piu precisamente, se f: (M,g) —

(M g) € un’isometria e R, R sono i rispettivi tensori di curvatura di Rie-
mann, si ha:

a) f-(R(X,Y)Z) = R(f.X, .Y) f.Z;

b) f*R=R (R,R come tensori di tipo (0.4));

o) L((VvRI(X.Y)Z) = (Vv R)(£.X, £Y)f.2

d) f*VR=VR (come tensori di tipo (0.5)).

Dimostrazione. a) Basta osservare che, essendo f un’isometria, si ha

VY Z =Vix Ny Z =V xViv 2.

b) Poiché f & un’isometria, risulta g(f*X, f*Y) f=9(X,Y), e quindi, la
a) implica:

(fFR)(X.Y,ZV)=R(fX, LY, [.Z.[.V)o [
J(R(fX, LYV 2, [V ) o f
J(f.RX.Y)Z, f.V)o f
9(R(X,Y)Z,V) = R(X,Y, Z,V).

c¢) Questa identita si ottiene applicando, nell’ordine, la definizione di Vi R
e l'invarianza per isometrie della connessione di Levi-Civita e del tensore di
curvatura.

d) Quest’ultima identita segue dalla c). Infatti:

= (VR)(f.X, LY, f.Z, [V W) o f
I(VivR)(JX LYV ]2, fW) o f
(S (VvR)(X,Y)Z), fW)o f
g((VvR)(X,Y)Z,W)

(VR)(X,Y, Z,V,W).

(f"VR)(X.Y.Z,V.W)

O

Osservazione 8.15. Il Teorema 8.14 vale anche nell’ipotesi in cui f sia
un’isometria locale (in tal caso si considerano campi vettoriali locali). Inoltre,
anche le derivate covarianti successive di R sono invarianti per isometrie.
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8.3 La curvatura sezionale

Preliminari algebrici

Prima di definire il concetto di curvatura sezionale per una varieta rie-
manniana, ¢ opportuno fare alcune considerazioni di carattere algebrico sul
tensore di curvatura.

Sia V' uno spazio vettoriale reale di dimensione finita n > 2.

Definizione 8.16. Si dice tensore di curvatura su V ogni tensore R di tipo
(0,4) su V, quindi R:V xV xV xV — R multilineare, che verifica le
seguenti condizioni:

i) R(v1,v2,v3,04) + R(va, v3,v1,04) + R(vs, v1,v9,04) =0,
i) R(vy,ve,v3,v4) = —R(vg,v1,v3,04) = —R(v1, V2, vy, v3).
Si noti che da i) e ii) segue anche (cfr. Dim. della Proposizione 8.10):
iii) R(vq,v2,v3,v4) = R(v3,v4,v1,09).
Proposizione 8.17. Siano R e T due tensori di curvatura su V. Allora,
R(vy,v9,v1,v9) = T'(v1,v9,v1,02) Yuj,m€V = R=T.

Dimostrazione. Senza perdere di generalita assumiamo 7' = 0 (bastera poi
considerare R" = R—T e T’ = 0 al posto di R e T). In queste ipotesi,
dimostrare la proposizione significa provare

R(vy,v9,v1,09) =0 Y, v € V = R=0.
Per ogni vy, vs,v3,v4 € V, si ha:
0 = R(vy,vq + vy, 1,09 + vy)
= R(Ul,vz, VU1, U2) + 2R(”17U2>U17U4) + R(U17U4, U1, U4)
— 2R(“17U27U17U4)7

e quindi

R

0 (v1 + v3, V2, v1 + V3, Vg)

(v1, V9, 1 + v3,04) + R(vs,v2, V1 + U3, vy)
(v1,v9,v1,v4) + R(v1,v9,v3,04) + R(vs3, 9, v1,04)
+ R(vs3,vq, U3, 04)

= R(Ula Vg, V3, U4) + R(U?n Vo, V1, U4)

R
R

— R(Ula V2, U3, U4) - R<U27 U3, V1, U4) .
In definitiva, per ogni vy, v9,v3,v4 € V:

(a) R(Ula V2, U3, U4> = R(U27 U3, U1, 04)‘
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Scambiando vy, v3,v4 con vs, vy, vy rispettivamente, la (a) diventa:
(b) R(Ula U3, V4, UQ) - R(U37 Uy, V1, UZ) - R(Uh V2, U3, 'U4) .
Tenendo conto delle proprieta i) e iii) del tensore R, la (a) e la (b) implicano:
3 R(U17 V2, U3, U4) — R(U17 V2, U3, U4) + R(U27 U3, V1, U4) + R<U17 U3, U4, U2>
= R(vy, vg, v3,v4) + R(ve,v3,v1,04) + R(vs, 01,02, 04)
=0.
Quindi, R = 0. O]

Supponiamo ora che lo spazio vettoriale V' sia dotato di un prodotto
scalare definito positivo <, >. Per ogni vy,v, € V', poniamo

A(vr,v9) 2 = [loa]* [Joa]l* = (< 01,09 >)?

= [lor]l* floall” (1 = cos? (vr702)) = [lor]]” [[ua]|” sin® (vi7vs).

1
Se vy, v9 sono due vettori non paralleli, la quantita (A(vl,vg))5 esprime
la misura dell’area del parallelogramma costruito sui vettori vy, vs. Sia R
un fissato tensore di curvatura su V. A ogni coppia (vq,v2) di vettori non
paralleli di V', possiamo associare lo scalare

R<Ulu U2, V1, UZ)

K, va) = A(vr, v2)

(8.11)

Se i vettori vy, vy sono ortonormali, risulta K (vy,ve) = R(vq, v, v1,03) .

Lemma 8.18. Lo scalare K(vi,v9), con vi,v9 € V, werifica le sequenti
condizioni:

Z) K(Ul,vg) = K(U27U1) N
i) K(vi,v9) = K(avy,bvy) Va,be R—{0};
ZZZ) K(Ul,UQ) K(Ul + )\UQ,UQ) V)\ € R.
)

Dimostrazione. La i) ¢ ovvia. La ii) segue da:
R(avy, buy, avy, bvy) = a*b*R(vy, va, v1,v2), Al(avy, bvg) = a*b* A(vy, v2).

La iii) segue da:

R(v1 4 Avg, 2,01 + Avg, vg) = R(v1,v9,v1 + Avg, 13)
+ AR(v2, Vg, U1 + Avg, U3)
= R(vy,vq,v1,v2) + AR(v1, V2, U2, Va)
= R(vy, v9,v1, 1),
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A(vy + Mg, vg) = |Jvr + Mog||? ||| = (< v1 4 Avg, v >)?
= Jloa|* loal® + X [Joal|* + 2X < w1, vz > [Jva®
— (< w1, 09 >)2 = A2 ||ug||* = 2X\ < w1, v > |Jva)?
= Jloa|* loal® = (< w1 02 >)* = A(vr, vs).

]

Proposizione 8.19. Sia P un piano dello spazio vettoriale V' e sia {vy,va}
una base per P. Allora, lo scalare K(vi,vs) dipende solo dal piano P e non
dalla particolare base scelta nel piano.

Dimostrazione. Consideriamo in P una nuova base {wy, ws}, allora
w1 = avy + buy, wy=cv;+dvy con A:=ad—cb#0.

Distinguiamo i seguenti due casi.

1) Se a # 0, applicando il Lemma 8.18, per ogni a # 0, si ha

b
K(v1,v9) = K(avy, avg) = K(avl + —(aw,), av2>
a
= K(avl + bvy, avy) = K(avy, avy + bug)

c
= —(avy + bvy) + avy , avy + bv2>

@

= (CUl + —1)2 + avy, w1>

Prendendo « :=d — (bc)/a = A/a, si ottiene
K(Ul,’UQ) = K(’UJQ, U)1> = K(wl,wg) .
2) Sea=0(=b#0ec+#0), applicando il Lemma 8.18, si ha

d
K(Ul,vg) = K(C?)l , b’UQ) = K(C'Ul -+ g(bvg) s bUQ)
= K(cvy + dvy, bug) = K(wq,wq) = K (wy,ws) .

Sia
G(V):= {P: P sottospazio 2-dimensionale di V' } .
Al tensore di curvatura R si puo associare la funzione curvatura sezionale
K:GV)—=R, Pw K(P):= R(vy,vs,v1,09)/A(v1,02),

dove {wvy,v9} & una base del piano P. La Proposizione 8.19 garantisce che
la funzione K e ben definita, nel senso che e indipendente dalla particolare
base scelta in P. In particolare prendendo una base {v;,vs} ortonormale, si

ha:
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K(P) = R(’Ul,’UQ,'Ul,Uz) .
L’applicazione Ry :V XV xV — V| tale che
(v1,v9,v3) = Ro(v1,v2)vs := < v1,03 > va— < Vg, U3 > Uy,

definisce un tensore di tipo (1, 3) sullo spazio vettoriale V. Ry determina un
tensore di curvatura, che indicheremo ancora con il simbolo Ry, definito da

Ry(v1,v2,v3,04) =< Ro(v1,v2)v3, vg >
=< V1,03 > < Vg,V > — < VUg,V3 > < V1,04 > . (812)

La funzione curvatura sezionale K, associata al tensore Ry ¢ costante su
G(V), piu precisamente:

Ko(P) =1 per ogni P € G(V).
Proposizione 8.20. Sia R un tensore di curvatura su 'V e K la funzione
curvatura sezionale ad esso associata. Se K(P) = cost = ¢ VP € G(V),

allora R = cRy .
Dimostrazione. K(P) = cost = ¢ per ogni P € G(V) implica:

R(v1,v2,v1,02) = cA(v1,v2) = ¢ ( < vy,01 > < V2,03 > — < vp, 00 >7)
= CRO(U17U27U17U2) v’0171}2 eV

Pertanto, applicando la Proposizione 8.17, otteniamo R = cRy. O

Osservazione 8.21. Dalla Proposizione 8.17 segue che la curvatura se-
zionale K determina completamente il tensore di curvatura R. Per ogni
x,y,z,w € V, la formula esplicita che permette di esprimere R(x,y, z, w) in
funzione della curvatura sezionale ¢ la seguente:

GR(x,y,z,w)—R(x+w,y+z,x+w,y—|—z)
Rly+w,x+z,y+w,z+ 2)
—R(xy+zxy+z) R(y,x 4+ w,y,x 4+ w)
R(z,x +w,z,x +w) — Rlw,y + z,w,y + 2)
—|—R(x y+w,z,y+w)+ Ry, z+w,y, 2+ w)
+ R(z,y+w,z,y+w) + Rlw,z + z,w,z + 2)
+ R(x,z,x,2) + R(y, w,y, w)
= R(y,z,y,2) — R(z,y,2,y).

Osservazione 8.22. Per ogni h e k tensori su V' di tipo (0,2) simmetrici, il
cosiddetto prodotto di Kulkarni-Nomizu:

(h @ k)(Ul, V2, U3, U4) = h'</U17 U3)k(v27 U4> + h’(/U27 U4)k(U1, U3>
— h(Ul, U4)k(’02, ’U3) — h(’Ug, Ug)k’(vl, U4)
— (k @ h)(Uh/UQ, U3, U4)
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definisce un tensore di curvatura su V. Inoltre, indicato con g il prodotto
scalare <, >, si ha:

Ry =(1/2)g ®g.

La curvatura sezionale riemanniana

Sia (M, g) una varieta riemanniana n-dimensionale e sia R il tensore di
curvatura di Riemann associato alla metrica g. Per ogni fissato punto p di M,
si definisce curvatura sezionale di M in p I'applicazione K : G(T,M) — R
che ad ogni piano P dello spazio T,,M associa lo scalare

K(p, P) :== R(X1, X2, X1, X5)/A(X1, Xy), (8.13)

dove {X7, X5} € una base di P e
A(X1, Xz) = gp(X1, X1)gp( X2, X2) — (9,( X1, X2))”

Lo scalare K(p, P), detto curvatura sezionale di M in p lungo il piano P,
dipende solo dal piano e non dalla particolare base scelta (cfr. Proposizione
8.19). Dal Teorema 8.14 segue che la curvatura sezionale ¢ invariante per
isometrie (locali), nel senso che se f ¢ un’isometria (locale) di M, allora per
ogni p € M e per ogni P € G(T,M):

K(p,P)=K(f(p), f.P).

Definizione 8.23. Una varieta riemanniana (M, g) si dice che ha curvatu-
ra sezionale costante se la sua funzione curvatura sezionale K risulta costante,
cioe K(p,P) = ko € R, VpeM e VYPeG(I,M).

Teorema 8.24. La curvatura sezionale di una varieta riemanniana deter-
mina completamente il tensore di curvatura di Riemann.

Dimostrazione. Per ogni punto p in M e comunque prendiamo X,Y, Z W €
X(M),siha R(X.,Y,Z W)(p) = R(X,,Y,, Z,,W,). D’altronde, dall’Osser-
vazione 8.21 segue che R(X,,Y,, Z,,W,) ¢ completamente determinato dalla
curvatura sezionale lungo piani P dello spazio T, M. Pertanto, possiamo con-
cludere che la curvatura sezionale di una varieta riemanniana determina in
modo univoco il tensore di curvatura di Riemann. O

Esercizio 8.25. Si verifichi che il tensore di curvatura di Riemann R di una
varieta riemanniana prodotto (M; x My, g1 X g2) € dato dalla formula:

Rp(X7 Y7 Za W) = Rlpl(Xh}/la Z17 Wl) + R2p2<X27}/27 ZQ? W2)7

dove p = (p1,p2) € un punto di My x My, X; e la proiezione di X su M; e
R;p, ¢ il tensore di curvatura di M; nel punto p; (¢ = 1,2). Si concluda che
una metrica riemanniana prodotto ha molte curvature sezionali nulle.
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Esempio 8.26. Sia G un gruppo di Lie munito di una metrica bi-invariante
g. Ricordiamo che la connessione di Levi-Civita associata a g ¢ data dalla
(6.10), ossia VyY = %[X, Y] perogni X,Y € g. Pertanto, dalla definizione
di tensore di curvatura tenendo anche conto dell’identita di Jacobi, si ottiene

R(X,Y)Z = (1/4)[[X,Y], 2] = (1/4)adxynZ VY X.Y.Z € g.

Inoltre vale la (5.3), ossia ¢([X,Y],Z) = g(X,[Y, Z]) per ogni X,Y,Z € g.
Di conseguenza, il tensore di curvatura di Riemann ¢ dato da

R(X,Y, 2, V) = (1/4)g([[X, Y], 2], V) = (X, Y], [Z,V])

per ogni X,Y, Z, V € g. In particolare, se X,Y € g sono ortonormali, per la
curvatura sezionale abbiamo

K(X,Y) = (1/9[I[X, Y]|]* = 0.

La curvatura nella disuguaglianza isoperimetrica

Un interessante studio in cui appare in modo naturale la curvatura e
quello delle disuguaglianze isoperimetriche. Tale studio trae origine dal clas-
sico problema isoperimetrico: “tra tutte le curve chiuse semplici v del piano
(euclideo) che hanno la stessa lunghezza L, qual’e quella che racchiude un
dominio di area massima?” Se « ha lunghezza L e racchiude un dominio di
area A, allora la classica disuguaglianza isoperimetrica e data da:

L? > 47 A,

dove 'uguaglianza vale se, e solo se, v € una circonferenza. In questa di-
suguaglianza la curvatura apparentemente non compare in quanto il piano
euclideo ha curvatura gaussiana nulla. Se v € una curva chiusa semplice del-
la sfera S*(R) di raggio R, la curvatura gaussiana K = 1/R? > 0 appare
esplicitamente. Infatti, in tal caso, la disuguaglianza isoperimetrica diventa

(%) L?>4rA — A%/ R?,

dove l'uguaglianza vale se, e solo se, 7 € una circonferenza (e quindi un
parallelo della sfera S?(R)). Si noti che una curva chiusa semplice della sfera
S?(R) delimita due domini Dy, Dy con Ay = 4w R%— Ay, dove A} = area(D;)
e Ay = area(D,). E’ interessante notare che che la (%) vale per entrambi i
domini Dy, D,. Infatti, si verifica facilmente che:

AmA) — A2/ R? = dm(4TR? — Ay) — (47 R? — A1)?/R?.

Quindi se (x) vale per uno dei due domini, allora vale anche per 'altro.

Piu in generale, la disuguaglianza isoperimetrica (x) la si puo estendere
al caso di una varieta riemanniana M?(K) di dimensione 2, semplicemente
connessa e a curvatura sezionale costante K € R. Sia D un dominio aperto
di M?(K) la cui frontiera ¢ una curva chiusa semplice 7. Se D ha area A e
~ ha lunghezza L, allora

L? > 47 A — A’K,
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dove I'uguaglianza vale se e solo se D ¢ un disco geodetico.
Ci sono molte generalizzazioni e formulazioni geometriche di questa disu-
guaglianza (cfr. [21], [80]).

Chiudiamo questa sezione enunciando tre importanti teoremi che eviden-
ziano l'influenza della curvatura sulla topologia della varieta (cfr. [32], p.
206, 262, 149).

e Teorema [di Synge| Sia (M, g) una varieta riemanniana di dimensione
n compatta e con curvatura sezionale positiva.
a) Se M ¢ orientabile e n ¢ pari, allora M ¢ semplicemente connessa.
b) Se n e dispari, allora M ¢ orientabile.

e Teorema [di Preissman| Una varieta riemanniana di dimensione n
compatta con curvatura sezionale negativa ha gruppo fondamentale (M)
non abeliano. In particolare, il toro n-dimensionale T" = S* x -+ x S' (il cui
gruppo fondamentale é Z") non ammette metriche con curvatura sezionale
< 0.

e Teorema [di Hadamard] Una varieta riemanniana (M,g) completa
semplicemente connessa di dimensione n e con curvatura sezionale non po-
sitiva e diffeomorfa a R™.  Piu precisamente, [’applicazione esponenziale
exp, : T,M — M ¢ un diffeomorfismo.

8.4 1l tensore di curvatura di sottovarieta rie-
manniane

In questa sezione usiamo le notazioni introdotte nella Sezione 6.7. Sia
quindi (M, g) una sottovarieta riemanniana di (M, g). Indichiamo con R
il tensore di curvatura di (M,g) e con R il tensore di curvatura di (M, g).
Siano X, Y, Z € X(M). Applicando I'equazione di Gauss (6.19) e I'equazione
di Weingarten (6.23), otteniamo

R(X,Y)Z = -VxVyZ +VyVxZ+VixyZ
= —Vx(VyZ+a(Y,2)) + Vy(VxZ + a(X, Z))
+VixyZ +a([X,Y], Z)
= -VxVyZ — a(X,VyZ) = Vxa(Y,Z) + Say.z) X
+VyVxZ +a(Y,VxZ) + Vya(X,Z) = Sax.2)Y
+ VixyZ + a(VxY,Z) — a(VyX, Z).

Quindi

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + Say. )X — Sax.2)Y (8.14)
+ (Vya) (X, 2) = (Via)(Y, 2),
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dove
(Via) (Y, Z) = Via(Y, Z) — a(VxY, Z) — a(Y,Vx Z)

¢ la derivata covariante di « (la derivata di Bortolotti di «). Dall’equa-
zione (8.14), considerando le componenti tangenti, si ottiene 1'equazione di
curvatura di Gauss:

R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z) " 4 Sax.2)Y — Sz X, (8.15)
equivalentemente:
R(X,Y,Z,W) = R(X,Y,Z,W) (8.16)

+ §(Sax.2)Y. W) = §(Sarv,) X, W).
Troviamo ora la relazione tra le curvature sezionali di M e M. Dalla (8.16),
si ha
R(X,Y,X,Y) = ROV, X, Y) 4+ 9(Sax0V)Y) = §(Saer0) X, Y)
=R(X,Y,X,Y) 4+ g(a(X, X),a(Y,Y)) — |(X,Y)]]*.
Fissata una base ortonormale locale {&,},_, . di X(M)* e posto S, =
Se,, si ha
a(X,Y) =3, 9(a(X,Y), &) & = 32, 9(8 X, V)&,
_ 2
la(X, V)7 = 32, (9(S.X. )7,
§(a(X, X),a(Y,V)) = X2, 9(5.X, X) g(S,Y, V).
Quindi, se p e M e P € G(T,M) con {X,,Y,} base ortonormale di P, si ha

K(p,P) = K(p, P) + Zg (S.X,, X,) §(S.Y,, Y,) (8.17)

Z (S0 X,, V)

Se M ¢ una ipersuperficie di M, {E;} i1, una base ortonormale locale di

.....

autovettori per Sg, S¢E; = A\ E;, allora la (8.17) implica

Kij(p) = Kij(p) + Xi(p) A (p), (8.18)
dove K;;(p) (rispettivamente K;;(p)) ¢ la curvatura sezionale di M (rispetti-
vamente di M) in p lungo il piano generato dai vettori E;, £;. In particolare,
dall’equazione (8.18) segue il

Teorema 8.27. (Theorema Egregium di Gauss) Sia M una superficie di
R3 con la metrica indotta. Allora, la curvatura sezionale ¢ data da K(p) =
A1 (p) A2(p) (prodotto delle curvature principali).
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Infatti, il prodotto delle curvature principali e la curvatura gaussiana della
superficie, e quindi la curvatura gaussiana e un invariante intrinseco della
superficie.

Osservazione 8.28. Nel caso di una ipersuperficie regolare M di R**! con
la metrica indotta, 'equazione di curvatura di Gauss (8.15) diventa la (8.3).

Infatti, in questo caso particolare: il tensore di curvatura dello spazio euclideo
e nullo, a(X,Z) = g(SX,Z)§, S =S¢ e

Sax.2)Y = —(V2g(SX, 2)€)" = g(SX, Z)SY.

Interpretazione geometrica della curvatura sezionale

Sia (M, g) una varietad riemanniana n-dimensionale. Fissato un punto
p € M, consideriamo un piano P dello spazio T,M e un intorno normale U
del punto p del tipo U = exp,(B(0, ), con B(0, §) intorno sferico dell’origine
in T,M. L'insieme X, := exp,(B(0,9)NP) costituito da tutte le geodetiche
v di M uscenti dal punto p e tangenti ai vettori X, € P, cioe tali che v(0) = p
e ¥(0) € P C T,M, ¢ una sottovarieta 2-dimensionale di M contenente p.
Su X, si considera la metrica riemanniana h indotta da g, ossia h = i*g,
dove 7 : 3, < M. Le geodetiche v di M uscenti dal punto p e tangenti ai
vettori X, € P sono curve di X, e quindi geodetiche di X, di conseguenza la
seconda forma fondamentale di ¥, si annulla nel punto p (cfr. Proposizione
6.67). Allora, la (8.16) implica che

K(p, P)= curvatura gaussiana di ¥, in p,

ossia: la curvatura gaussiana della superficie 3, nel punto p é esattamente
la curvatura sezionale della varieta riemanniana M in p lungo il piano P.
Questo ¢ il modo in cui Riemann introdusse la curvatura sezionale per varieta
di dimensione maggiore di due.

La curvatura sezionale ha anche la seguente interpretazione geometrica.
Fissato p € M, se V,W & T,M sono vettori unitari con angolo convesso ¥,
allora vale la seguente formula (cfr., ad esempio, [36] p.180)

d(eap,(tV), eap,(tW)) = v/2(T — cos )t (1 - K cos*(0/2)

2+ O(t4)>,
dove k ¢ la curvatura sezionale in p lungo il piano P = span(V, W). Quindi,
se la curvatura sezionale ¢ positiva le geodetiche tendono a convergere (come
nel caso della sfera), mentre se la curvatura sezionale ¢ negativa le geodetiche
tendono a divergere (come nel caso dello spazio iperbolico). Inoltre, siccome
I’applicazione esponenziale in un fissato punto commuta con le isometrie
locali (cfr. Proposizione 7.31), dalla precedente formula segue in particolare
il Theorema Egregium di Gauss, ossia la curvatura gaussiana e invariante per
isometrie locali.
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8.5 La curvatura determina la metrica?

Nella Sezione 8.2 abbiamo visto che la metrica riemanniana g determina
completamente la sua curvatura, vogliamo ora analizzare la questione inversa,
cioe stabilire se la conoscenza della curvatura di una varieta riemanniana
determina la metrica. Consideriamo due varieta riemanniane n-dimensionali
MeM eduepuntip € M, p € M. Siainoltre F': T,M — T;M un’isometria
lineare (trasformazione ortogonale) e U C M un intorno normale di p, tale
che exp; sia definita su F' ( exp, (U )) Definiamo 'applicazione

expy ~ SXPp .~
FoU M D TM N M, g flg) = (expyo Foexp,t)(q).

In particolare risulta p = f(p). Problema: quando f (indotta da F') &
un’isometria (locale)?

Per ogni fissato ¢ € U, consideriamo la geodetica normalizzata ~ : [0, t] —
M tale che v(0) = p e ~v(t) = g. Indichiamo con 7 lo spostamento parallelo
lungo v da p a ¢, con 7; lo spostamento parallelo lungo la geodetica norma-
lizzata 7 : [0,t] — M , tale che 5(0) = f(p) = p e F(0) = F(¥(0)), e
consideriamo ’applicazione

O, 0 T,M — TygM,  ®(v):= fio For,'(v) YveT,M,
che, per come ¢ stata definita, ¢ un’isometria lineare. Siano infine R e R

i tensori di curvatura di M e M rispettivamente. Con le notazioni appena
introdotte possiamo enunciare il seguente teorema (cfr. [32], p.156).

Teorema 8.29 (di E. Cartan). Se ®; conserva la curvatura, cioé se per ogni
punto q di U e per ogni Vi, Vo, V3, Vi € Ty M risulta

94 (R(V1, V2) Vi, Vi) = Gy (R(2:(V2) , @0(V2)) @u(V3) , €4(V2)),
allora: f: U — f(U) € M ¢ un’isometria e f., = F.

Il Teorema di Cartan implica che la metrica ¢ in un certo senso determina-
ta localmente dalla curvatura. Se exp, e exp; sono diffeomorfismi definiti

globalmente, allora f : M — M ¢ un'isometria.

Corollario 8.30. (cfr. [32], p. 158) Siano M e M due varietd riemanniane
aventi stessa curvatura sezionale costante c e stessa dimensione n. Siano
inoltre p e p due punti di M e M rispettivamente. Scegliamo {e;} base

ortonormale di T,M e {é;} base ortonormale di TzM. Allora, esistono U
intorno di p in M, U intorno di p in M e un’isometria f : U — U tale che
Jep€i = €.

Dimostrazione. Scegliamo 'isometria F' del Teorema di Cartan definita da

F(e;) = ¢€; per ogni 4. Siccome M e M hanno entrambe curvatura sezionale
costante ¢, la condizione sulla curvatura ¢ immediata e la conclusione segue
dallo stesso Teorema di Cartan. O
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Il corollario seguente, che e un caso particolare del Corollario 8.30, evidenzia
il fatto che gli spazi a curvatura sezionale costante sono ricchi di isometrie.

Corollario 8.31. Sia M una varieta riemanniana n-dimensionale a curva-
tura sezionale costante e stano p e p due fissati punti di M. Indichiamo con
{e;} e {v;} due basi ortonormali rispettivamente dello spazio T,M e dello

spazio Tz M. Allora, esistono U intorno di p, U intorno dip e f : U — U
isometria tale che f.,e; = v; per ogni i.

Siano (M, g) e (M, g) due varieta riemanniane e siano K e K le corri-
sponenti curvature sezionali. Strettamente connesso al Teorema di Cartan
e il problema di stabilire se un diffeomorfismo f : M — M che conserva
la curvatura, cioe tale che per ogni punto p di M e per ogni sezione piana
P di T,M risulti K(p,P) = K(f(p), fP), é un’isometria. La risposta a
tale questione e, in generale, non affermativa, ad esempio un diffeomorfismo
tra due varieta riemanniane aventi la stessa curvatura sezionale costante,
conserva la curvatura pur non essendo un’isometria. Il seguente esempio mo-
stra che, nel caso 2-dimensionale, la questione precedente non ha risposta
positiva anche qualora lo spazio fosse compatto. Consideriamo la super-
ficie M, = {2*+y*=1, —a<z<a}U {2*+y*+ (2 —a)*=1,2>a} U
{2+ 1>+ (2 +a)?* =1, 2 < —a}, dove a > 0, e la superficie M, con b > a.
La superficie M, ¢ ottenuta da M, dilatando il tratto cilindrico. Le superfici
considerate sono varieta riemanniane compatte 2-dimensionali (aventi stesso
diametro ma diversa lunghezza), diffeomorfe e con la medesima curvatura
in punti corrispondenti, ma chiaramente non sono isometriche (infatti, nel
tratto dilatato le distanze non vengono conservate, cfr. Figura 8.5).

A

6

A

Figura 8.5: Le superfici M, e M,.

Tuttavia, i casi precedenti sono casi eccezionali. Infatti, R.S. Kulkarni [61]
mostro il seguente teorema.

Teorema 8.32. Sia M ¢ una varieta riemanniana analitica di dimensione
n > 4. Allora, o M ha curvatura sezionale costante oppure ogni diffeomorfi-
smo che conserva la curvatura ¢ un’isometria.
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Se dim M = n > 3, abbiamo anche il seguente risultato di S.T. Yau [127].

Teorema 8.33. Sia f: M — M un diffeomorfismo tra due varieta rieman-
niane di dimensione n > 3, che conserva la curvatura sezionale. Se M non
ha punti a curvatura sezionale costante, allora f e un’isometria.

Il seguente esempio mostra che nel caso 2-dimensionale, la curvatura non
determina la metrica (nemmeno localmente).

Esempio 8.34. Siano date le seguenti superfici di R?, entrambe munite della
metrica riemanniana indotta da quella euclidea, e parametrizzate da

M : ¢1(t,0) = (tcosb,tsinb, logt),
My 2 po(t,9) = (tcosh, tsinb, 0),

cont > 0e 6 €]0,2r[. L'applicazione
¢ =cpy0¢;t: (tcosh, tsinb,logt) — (tcosb, tsind,h),
e un diffeomorfismo che, pur conservando la curvatura, non e un’isometria.

8.6 Spazi a curvatura sezionale costante

Ricordiamo che una varieta riemanniana (M, g) si dice che ha curvatura
sezionale costante se la sua funzione curvatura sezionale K(p, P) = cost. =
ko € R per ogmpGM'e per ongEG(TpM). ' ‘ o

La seguente proposizione fornisce una caratterizzazione delle varieta rie-
manniane a curvatura sezionale costante.

Proposizione 8.35. Sia (M, g) una varieta riemanniana di dimensione n.
Allora, M ha curvatura sezionale costante ko se, e solo se, le componenti
del tensore di curvatura di Riemann R, rispetto a una base locale {e;}i—1.. n,
sono date da:

Rij kh = kﬂ{gik 9jn — Gih gkj} = ko ROij kh (8-19)

dove g;; = g(e;,ej) e Ry ¢ il tensore di curvatura definito dalla (8.12). In
particolare, se {e;}i—1. n € una base ortonormale, dalla (8.19) seque che

Riji; = ko,

Rijrn =0 quando almeno 3 dei 4 indici i, j,k,h sono distinti.
Dimostrazione. Sia (M, g) a curvatura sezionale costante kq. Allora, per ogni
X,Y € X(M) e per ogni p € M, risulta:

= ko {9(X, X)(p) g(YV.Y)(p) — 9(X,Y)*(p)}
= ko Ro(X,Y, X, Y)(p).
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Applicando la Proposizione 8.17, si ha:

R(X,Y,Z,W)(p) = ko Ro(X,Y, Z,W)(p)
= ko{g(X’ Z) g(Y7 W) - g(X7 W) g(Y7 Z)}(p),

e quindi Rijen = ko{Gir gjn — Gin Gji} -

Viceversa, se R, = R(ei,e;, en, er) = koRoiin con ky costante, si ottiene
facilmente che M ha curvatura sezionale costante k. O

A priori, si potrebbe pensare che esistono varieta riemanniane a curvatu-
ra sezionale puntualmente costante ma non costante, cioe tali che per ogni
fissato punto p € M risulti K(p, P) = k(p) per ogni piano P € G(1T,M),
dove k € F(M). Cio pero non e possibile come risulta dal seguente teorema.

Teorema 8.36. (di Schur) Sia (M, g) una varieta riemanniana (connessa)
di dimensione n > 3. Se (M, g) ha curvatura sezionale puntualmente costan-
te, cioe se per ogni punto p di M :

K(p.P)=k(p) VP e GT,M)
allora (M, g) ha curvatura sezionale K (p, P) = cost = ky.

Dimostrazione. Sia (M, g) a curvatura sezionale puntualmente costante k(p).
Allora, per ogni X,Y € X(M) e per ogni p € M:

R(X,Y, X, Y)(p) = k(p) A(X,Y)(p)

(P){9(X, X)(p) g(YV,Y)(p) — 9(X,Y)*(p) }.

k
k
Applicando la Proposizione 8.17, per ogni X, Y, Z, W € X(M), si ha
R(X,Y,Z,W)(p) = k(p){9(X, Z2) g(Y, W) — g(X, W) g(Y, Z) }(p) ,
e quindi
RX,Y)Z =k{g(X,2)Y —g(Y,Z)X} . (8.20)

Dalla (8.20), tenendo conto della compatibilita della connessione di Levi-
Civita V con la metrica g, si ottiene:

(VyR)(X,Y,Z)=VyR(X,Y)Z - R(VyX,Y)Z — R(X,VyY)Z
— R(X,Y)VyZ
=Vv(kg(X,2)Y —kg(Y,2)X) — kg(VvX,Z)Y
+kg(Y, Z)Vy X — k{g(X, Z)VyY — g(VvY,Z)X }
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—kg(X,Vy2)Y +kg(Y,VyZ2)X
=V(k){9(X,2)Y —g(Y,2)X}
+k{g(VvX,2)Y + g(X,VvZ)Y}
+kg(X, 2)VvY — k{g(VvY,2)X + g(Y,VvZ)X}
—kg(Y,Z)VyX — k{g(VvX,2)Y + g(X,Vy2)Y }
+ k{g(VvY,2)X +g(Y.VvZ)X}
+kg(Y, 2)Vy X — kg(X, Z)VyY
= V() {g(X. 2)Y — (Y, Z2)X} = V(k)Ry(X,Y)Z.

Quindi, applicando la seconda identita di Bianchi :
(Vv R)(X,Y, Z)+ (VxR)(Y,V,.Z)+ (VyR)(V,X,Z) =0,

otteniamo

V(E9(X, 2)Y = g(Y, 2)X} + X (k){g(Y, Z)V = g(V. 2)Y }
+Y (k) {9(V,2)X —g(X,Z)V} =0. (8.21)

Fissato X arbitrario campo di vettori su M, scegliamo Y ¢ Z =V in modo
che risultino unitari, ortogonali tra loro e ortogonali a X. Tali campi esistono
in quanto M e una varieta di dimensione n > 3. Sostituendo questa scelta
nella (8.21), abbiamo —X (k)Y +Y (k)X =0 e quindi

0=—-Xk)gV,Y)+Y(k)g(X,Y)=—-X(k).

Pertanto, X(k) = 0, cioe (dk)(X) = 0, con X arbitrario. Essendo M
connessa, k = cost = kg su M. O

Teorema 8.37. Una varieta riemanniana omogenea e isotropa ha curvatura
sezionale costante. In particolare: la sfera canonica S™, lo spazio euclideo
R™ e lo spazio iperbolico H™ sono varieta riemanniane a curvatura sezionale
costante.

Dimostrazione. Sia M uno spazio omogeneo e isotropo (cfr. Definizione
5.13). Siano p,q punti di M, P un piano, che supponiamo generato dalla
base ortonormale {e;, es}, dello spazio tangente T,M, e () un piano, che
supponiamo generato dalla base ortonormale {€], €,}, di T, M. Inoltre, sia-
no B = {ey,eq,...,e,} e B = {e},¢€,,...,e,} basi ordinate ortonormali di
T,M e T,M rispettivamente. Poiché M ¢ omogenea, esiste un’isometria f;
di M tale che fi(p) = ¢. Indichiamo con B = {v,...,v,} la base ordinata
ortonormale di T, M ottenuta da B mediante il differenziale (f1).,. Essendo
M isotropa, esiste un’isometria fo di M tale che fo(q) = q e (f2)qui = €,
per ogni ¢ =1,...,n. L’applicazione f := fyo f; e un’isometria che verifica

le condizioni:
f(p) = fa(fi(p) = f2l0) = ¢,
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f*P<€i) = (f2>*q((f1)*p(ez)) - ( )*qvi = 6;, Vi= 1

In particolare, f(p) = ¢ e fp(P) = Q. Di conseguenza, apphcando il
Teorema 8.14 allisometria f, risulta: K (q, Q) R,(e}, €5, €}, €}) e quindi

K(an) Rf(p)(f*Pehf*PeQ’ xpC€l, *peQ) (61762761762) K(p, P) O

Il teorema seguente ci fornisce esplicitamente il valore della curvatura sezio-
nale (costante) per gli spazi S, R", H".

Teorema 8.38. Lo spazio euclideo R™, lo spazio iperbolico H" e la sfera ca-
nonica S™ hanno curvatura sezionale costante kg = 0, —1, +1 rispettivamente.

Dimostrazione. Lo spazio euclideo ha chiaramente curvatura sezionale nulla
in quanto il suo tensore di curvatura e identicamente nullo. Per la sfera cano-
nica il risultato si puo ottenere come conseguenza dell’equazione di curvatura
di Gauss (8.3) e dell’equazione (6.25):

S, Xp = -V =X

Per lo spazio iperbolico H", consideriamo il modello R} = {z € R" : z,, > 0}
munito della metrica iperbolica ¢ = (1/22)(dx? + ... + 22). In questo caso,
come gia osservato nell’Esempio 6.41, i campi vettoriali V; = x,, 0; = x, %,
t = 1,...,n, costituiscono una base ortonormale. Inoltre, peri,j7 =1,....,n—1,
risulta

[Vn, VJ] = [xnamajnaj] =V e [V;» VJ] = [xnaﬂxnaj] =0
Di conseguenza, la connessione di Levi-Civita associata a questa metrica e
determinata, applicando la (6.9), da
ViVi=V,, VyVo=-Vi(i=1,...,n—1), Vi, V; = 0 (rimanenti casi).

Pertanto, se P;, ¢ il piano generato dai vettori V; e V,,, la curvatura sezionale
K(p, Py) = g(R(V;, V)V, Vi) e quindi

K(p, Pin) = 9( = ViV, Vi+ Vi, Vi Vi + Vi v Vi Vn)
=g(= VvV, V) = —g(Va, V) = =1

Questo ci permette di concludere, tenendo anche conto del Teorema 8.37, che
lo spazio iperbolico ha curvatura costante ky = —1. [

Osservazione 8.39. Con la stessa dimostrazione del teorema precedente,
si ottiene che la sfera di raggio R, con la metrica canonica, ha curvatura
sezionale costante ky = 1/R? (basta osservare che in tal caso, l'operatore
forma SX, = —(1/R)X,). Se consideriamo il semispazio R} = {z € R" :
r, > 0} con la metrica iperbolica g = (1/k*z?)(dx?3 + ... + 22), k # 0, i
campi vettoriali V; = kx,, 0;, i = 1, ..., n, costituiscono una base ortonormale.
Inoltre, per ¢, = 1,...,n — 1, risulta

Vo, Vi|=kV; e [V,,V;]=0, j=1,..,n—1
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Quindi, procedendo come sopra, tenendo conto che metriche omotetiche han-
no stessa connessione di Levi-Civita, si trova che lo spazio iperbolico (R, g)
ha curvatura sezionale costante —k2.

Un altro modo di procedere per calcolare la curvatura dello spazio iperbolico
e della sfera canonica, e applicare il seguente lemma.

Lemma 8.40. Sia 2 un aperto di R™ munito della metrica g = %(dx% +
et 2?), quindi g;; = % d0ij, con F' funzione differenziabile positiva definita
su Q. Poniamo f :=logF, f;:= 66_32 e fuji= ngi' Allora, le componenti
Rijkn = R(0;, 05,0k, 0) del tensore di curvatura di (€2, g) sono date da:

1) Rijkn =0 se tutti e quattro gli indici sono distinti;

2) F?Rijri = —fufj — [xj se i tre indici sono distinti

Riji .
3) FQRijij = fi+ fi5 — Zl;éi,j f127 K(@i,ﬁj) = ﬁ = F4Rijij (1 # 7).
i 95j
Dimostrazione. Siccome g;; = % d;j, la matrice inversa di (g;;) € definita da
g7 = F?§;;. Allora:
Ogin/0x; = —2(F;/F?)ou = —2(f;/F*)ou

e i simboli di Christoffel, applicando la (8.6), sono dati da:

n

1
Ffj =3 Z{@, gi1 + 0 g1 — O gz‘j}glk
1=1

1
= 5{@ ik + 0; gri — Ok gij } I
= —fi0jk — fjOri + frdij -

Pertanto, risulta:

I’fj =0, sei tre indici i,jk sono distinti;

sz =—fj, Ui = fr, I'j; = =i, sesolo due indici sono distinti;
(] P

I, =—/i

Inoltre, le componenti R,;,°, sono date da (cfr. (8.5)):
R\ = (@ka - &ij) + 27:1 (Filkrjsl - Fé’krﬁ) :

Di conseguenza, si ottiene:

ij k

= T 1 . T 1 S
Rijrs = Z Rijp Grs = 2 ZRijk Ops = ﬁszk
r=1 r=1

=0 se tutti e quattro gli indici sono distinti;
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zyk’z Z Rz]k gm
1

(9,05 — aiF;k) + = (Fifllcrfh - F]hkriih)
h—1

n

B ﬁ

I 1 Z .

N ﬁ(ajrik * F’kr + 1 Iy + LAl ji T Zryhkfh)
h=1

= %( — frj + fufi — 2fxf5)

1
= ﬁ( — frj — fkfj) se i tre indici 7, j, k sono distinti;

1]1] ZRZTL QSJ F2ZR i s :_R J

= L ) + o - ar)
=1

1 ' Z l
- = ( > LT+ LT, + T — Z LT+ fis + fjj>

14,
1
:ﬁ<_2fl2+fi2_f2 F;zrzz_rjzrg]—i_f”_'—fﬂj)
I,
1
= (=SS fat f)
I,
1
fzz + fij — Z fz se i due indici 4, j sono distinti.

1#£i4,j

Per la seconda parte di 3), basta osservare che i vettori 0;,0; (i # j) sono
ortogonali. O]

Per lo spazio iperbolico (R%, g = =5 (dzf + ... + 22)), F? =12, per cui

1 1
f=loga,, fi=0 Vi#n, fo=—,  fu=-—
Tn 22
Applicando la 3) del Lemma 8.40, per i # j e i,j # n :
1
F*Rijij = [y, K(0;,0;) = (=f;)F* = —— 23 = —1,
xn
1
F inin fzz + fnn fnn, K(@,an) - fnnF2 — ) l‘i = —1
x
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Applicando la 1) e la 2) del Lemma 8.40, risulta R;;, = 0 quando almeno tre
indici sono distinti. Pertanto, la Proposizione 8.35 (o il Teorema 8.37) per-
mette di concludere che lo spazio iperbolico ha curvatura sezionale costante
ko = —1.

Consideriamo ora la sfera (unitaria) S munita della metrica canonica
g = i*qo, dove gy ¢ la metrica euclidea di R"*! e ¢ : S — R"*!. Ricordia-
mo che, rispetto al sistema di coordinate locali (y;) definite dalla proiezione
stereografica dal polo sud, la metrica g ha la seguente espressione:

4

g = ———= (dyi + - +dy)
(1+ lyl*)

ed e quindi del tipo di metrica considerata nel Lemma 8.40 :

B e e 71 e ke
gzy—ﬁ AR - 92 - 2 )

f=logF.

In questo caso:
fi=w/F, fi=F—=y)/F*, fi=—viy/F? per i#j.

Applicando le formule del Lemma 8.40, si ottiene:

Rijin =0 se almeno tre indici sono distinti;
F*Ryy = Jat fiy = 2 7 = @F = I/ F* = 1/F*;
r#i,j

Rijij = 1/F4 = Gii 955 K@h@') = F4Rijij =1.

Anche in questo caso, la Proposizione 8.35 (o il Teorema 8.37) permette di
concludere che S™ ha curvatura sezionale costante ky = +1.

Un’interessante proprieta delle varieta riemanniane a curvatura sezionale
costante (# 0) € che non ammettono campi vettoriali paralleli. Abbiamo
infatti la seguente

Proposizione 8.41. Sia (M, g) una varieta riemanniana. Se V € X(M) ¢
un campo di vettori parallelo (non nullo), allora V' ha lunghezza costante e
la curvatura sezionale lungo piani contenenti V' é nulla. Piu precisamente:
(M, g) é localmente un prodotto riemanniano del tipo (M; x R, g1 x dt) con
V' tangente al fattore euclideo. In particolare: su una varietda riemanniana a
curvatura sezionale costante # 0 non esistono campi di vettor: paralleli.

Dimostrazione. Sia V un campo di vettori parallelo (rispetto alla connessione
di Levi-Civita). V ha lunghezza costante in quanto:

X(IVI*) = 29(VxV.V) =0.
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Inoltre,
R(V.X,V,X)=g(—VyVxV+VxVyV+VyxV,X)=0

ci dice che la curvatura sezionale lungo piani contenenti V' ¢ nulla. Ora,
proviamo che (M, g) ¢ localmente un prodotto riemanniano. Sia S; la di-
stribuzione (n — 1)-dimensionale definita da V* e sia Sy la distribuzione
1-dimensionale definita da V. Per ogni X,Y € V* si ha VxY € V*, infatti
g(Y, V) = 0 implica Xg(Y,V) = 0 e quindi ¢(VxY,V) = 0. Di conseguen-
za, la distribuzione S; € involutiva (cioe, [X,Y] € Sy per ogni X, Y € S)) e
quindi, per il Teorema di Frobenius, integrabile. Ovviamente, anche la distri-
buzione 1-dimensionale S; € integrabile. Siccome le distribuzioni S e S5 sono
ortogonali, se M; e la varieta (n — 1)-dimensionale, varieta integrale di S,
allora (M, g) € localmente un prodotto riemanniano del tipo (M; xR, g1 x dt)
con V tangente al fattore euclideo e g; restrizione di g alla varieta M;. [

Esercizio 8.42. Siano g e g due metriche omotetiche su M: § = cg, ¢ =
cost. > 0. Osservato che le connessioni di Levi-Civita V e V ad esse associate
coincidono (cfr. Esercizio 6.50), verificare che

RIX,Y)Z =R(X,Y)Z, R(X,Y,ZW)=cR(X,Y,Z W),

R(p,P) = (1/¢) K(p,P) Yp e M eV P e G(T,M).

Se (M, g) & una varieta riemanniana a curvatura sezionale costante ko # 0,
la varieta riemanniana (M, g), ottenuta ponendo g = ¢g con ¢ = ky se
ke >0 e ¢c= —ky se kg <0, ha curvatura sezionale costante uguale a
+1 oppure —1 (cfr. Esercizio 8.42). Pertanto, per ogni varieta riemanniana
a curvatura sezionale costante ky non nulla, si puo assumere, a meno di un
cambio omotetico di metrica, che sia ky = +1 oppure ky = —1.

Definizione 8.43. Chiamiamo spazio forma ogni varieta riemanniana com-
pleta a curvatura sezionale costante k.

A seconda del valore della costante kg possiamo distinguere tre tipologie
di spazi forma: lo spazio forma ellittico (o sferico) se ko > 0, lo spazio
forma euclideo se ky = 0 ed infine lo spazio forma iperbolico se ko < 0. 1l
teorema che segue classifica i diversi spazi forma riconducendo la questione
ad un problema che rientra nella teoria dei gruppi (cfr.[120]). Individuare
gli spazi forma significa infatti determinare sottogruppi G' del gruppo delle
isometrie che agiscono in modo propriamente discontinuo su ciascuno degli
spazi semplicemente connessi S”, R", H™. In questo caso, 'applicazione

p: M — M/G,z— p(z) =Gz,
(con lo spazio M /G munito della topologia quoziente), ¢ un’applicazione di
rivestimento (cfr. Sezione 5.7).

Teorema 8.44. Sia (M, g) una varieta riemanniana di dimensione n com-
pleta a curvatura sezionale costante kg € {—1,0,+1}. Allora, il rivestimento

universale riemanniano M di M é isometrico a uno dei sequenti spazi:



272 8. La curvatura riemanniana

RY(se by = 0), §"(se ko =+1), H'(se hy= 1)

Dimostrazione. Consideriamo prima il caso di M a curvatura sezionale co-
stante kg = +1. Sia M il rivestimento universale riemanniano di M. Conside-
riamo p € M, p € M e un’isometria lineare F':7T,S"™ — T;M. L’applicazione
exp, : T,S" — S" ¢ definita sull’intero spazio 7,S", applica iniettivamente
B(0,7) suS"\ {¢} e la frontiera di B(0, ) ¢ applicata in ¢, dove ¢ ¢ il punto
antipodale di p. Definiamo

f:eXpﬁoFoeXp];1 :S"\{q}—>M.

Siccome S™ e M hanno entrambe curvatura sezionale costante +1, la condi-
zione sulla curvatura nel Teorema 8.29 (di Cartan) ¢ verificata, per cui ap-
plicando lo stesso Teorema 8.29 si ha che f ¢ un’isometria locale e f,, = F'.
Fissiamo ora un punto p’ € S™ \ {p,q}. Poniamo p = f(p/), F' = fuy e
definiamo
f'=expy o I oeXp;,1 :S"\A{{} = M,

dove ¢’ ¢ il punto antipodale di p’. In particolare, f'(p') = p’. Applicando il
Teorema 8.29, otteniamo che f” & un’isometria locale e f; , = F”. Osserviamo
che W = 8"\ {q,¢'} ¢ connesso, p' € W, f(p)) =p' = f'(¢f) e foy=F =

.- Applicando il risultato riportato nell'Esercizio 7.37, si ha che f = f’ su
W. Di conseguenza, possiamo definire ’applicazione

Can ~ | flz) se z e S"\{q},

b ST s N, 3 ofx) = { f,((x)) ere Sn\\{{q];}’
Chiaramente ¢ e un’isometria locale, quindi un diffeomorfismo locale. Dalla
compattezza di S"” segue che ¢ ¢ un’applicazione di rivestimento (cfr. Propo-
sizione 5.48) ed essendo M semplicemente connesso, ¢ ¢ un diffeomorfismo e
quindi un’isometria. Consideriamo ora gli altri due casi. Sia M € {R", H"}
e M il rivestimento universale riemanniano di M varietd riemanniana com-
pleta a curvatura sezionale costante kg < 0. Fissiamoipuntip € M, p € M e
un’isometria lineare F' : T,M — T;M. Siccome M e M sono varieta rieman-
niana complete a curvatura sezionale costante ky < 0, applicando il Teorema
8.3 (di Hadamard), le applicazioni exp, : T,M — M e exp;: T;M — M
sono diffeomorfismi globali. Consideriamo ’applicazione

f:expzaoFoeXp;1 . M — M.
Siccome M e M hanno entrambe curvatura sezionale costante kg, dal Teore-
ma 8.29 segue che f & un’isometria. In questo caso f & un’isometria globale
in quanto f ¢ un diffeomorfismo globale. O]

Ricordiamo che, se M ¢ il rivestimento universale di M con proiezione
p: M — M, dalla teoria degli spazi di rivestimento (cfr., ad esempio, [57]
pp.163-169) sappiamo che M = M /T, dove I' = {f : M — M : po f = p},
gruppo delle trasformazioni di rivestimento, ¢ isomorfo a

m (M) /p(m(M)) = m (M)
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e agisce in modo propriamente discontinuo su M. In particolare, se il rive-
stimento € riemanniano : g := p*g, dove g ¢ la metrica di M, allora

fell =pof=p= fg=[pg=@pof)g=p9=7,

cioe T' & un sottogruppo del gruppo Iso(M, §) delle isometrie di M. Quindi,
il Teorema 8.44 si puo riformulare nel modo seguente.

Teorema 8.45. (Classificazione degli spazi a curvatura costante) Sia (M, g)
una varieta riemanniana n-dimensionale completa a curvatura sezionale co-
stante ky € {—1,0,+1}. Allora, M ¢ isometrica a M/T, dove M = R”
(se kg =0), M =S" (se kg =+1), M =H" (se ko= —1) e ¢ un gruppo
propriamente discontinuo di isometrie di M isomorfo a m(M).

In particolare, se kg > 0 e n e pari, abbiamo il seguente teorema.

Teorema 8.46. Sia (M, g) una varieta riemanniana completa di dimensione
n pari e a curvatura sezionale costante k = 1. Allora, M ¢ isometrica alla
sfera S™ oppure allo spazio proiettivo reale P™ = S"/{x1;}.

Dimostrazione. Sia n = 2m. Dal Teorema 8.45 segue che M = S"/I", dove I"
¢ un sottogruppo propriamente discontinuo del gruppo Iso(S") = O(2m+1).
Sia f € I', allora det f = £1. Esaminiamo le due diverse possibilita.

Caso a): det f = +1. Poiché f & rappresentata da una matrice di ordine
dispari, ammettera un autovalore A reale e dovra essere A = +1. Se p e la
molteplicita di A = +1 e ¢ e quella di A = —1, dalla struttura delle matrici
ortogonali segue che 2m +1=p+q+2r e det f = (—1)?. Siccome det f =
+1, allora si ha ¢ = 0 oppure ¢ pari. In entrambi i casi, 2m+1=p+q+2r
implica che p > 0 e quindi A = +1 & autovalore per f. Sia z € R"™! z #£ 0,
tale che f(x) = x. In particolare, esiste zy € S", xy = %, per il quale si
ha f(xg) = mo. Poiché I'azione del gruppo I' & propriamente discontinua, i
suoi elementi, tranne 'identita, non possono avere punti fissi per cui f = Iy
e I' = {I;}. Pertanto, in questo caso abbiamo M = S".

Caso b): det f = —1. Allora, f # I; e detf?> = (det f)> = 1. Poiché
f? € Is(S") e detf? =1, dal caso a) segue che f? = I, (I; € T).
D’altro canto, essendo f ortogonale, risulta f - f7 = I; e quindi f & un
endomorfismo simmetrico. Poiché f e simmetrico, f ammette n autovalori
A; reali. Inoltre f e ortogonale, quindi gli autovalori di f sono +1. Questi
due fatti implicano che \; = +1 oppure \; = —1. Ma f non puo avere un
autovalore uguale a +1 (in quanto se cosi fosse, f avrebbe un punto fisso e
dovrebbe essere f = I, contro lipotesi secondo cui det f = —1). Allora,
sara \; = —1 perogni i =1,...,n,percui f =—1;, [' ={ls, —1;} e quindi
M =8S"/I' =S"/{x1,} =P". O

Corollario 8.47. Uno spazio forma M = S"/T" con I" # {I} e I" # {£I},
ha necessariamente dimensione dispari.
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Una varieta riemanniana compatta (M, g) di curvatura sezionale costante
positiva e di dimensione dispari n = 2m — 1 & del tipo S*"~!/T, dove T,
sottogruppo di SO(2m), & un gruppo ciclico finito di ordine ¢ > 2, T' =< T >,
eTF (1 < k < q—1) & un’isometria di S*™~! priva di punti fissi ([100],
p.139-140). L’isometria 7" & definita dalla matrice ortogonale (7 ;), dove :

2w 2m
T171 = COS pl, T172 = —gin pl, Tl’g =..= TLQm =0
27 2w
Ty, = sin p1, Ty = —cos p17 T3 =...=T39m =0

q

2m 2

T371 = T3’2 = O, T3’3 = COS p2, T3,4 = — sin p2,
q q
T35 =..=139m =0,
2w 2w
Ty =Tip =0, Tyg=sin =22, Tyy=—cos —22,
q q
Tys=...=T42m =0,
cosi procedendo ........
T2m71,1 = .= T2m71,2m72 = 07
2mp. . 27
sz—l,zm—l = COS m, TQm—l,zm = —=sin p m,
T2m,1 = .= TQm,2m—2 = 07
2 2
TQm, 2m—1 — sin pma TZm, 2m — — COS pm7
q q

con p; = 1leglip; (i =2,..,m) interi naturali relativamente primi rispetto
al fissato intero naturale ¢ > 2 (cioe il M.C.D.(p;,q) = 1). Lo spazio M =
S?m=1 /T & anche detto spazio lenticolare (lens space).

Quanto visto sinora ci permette di osservare che non tutte le varieta di
dimensione n possiedono una metrica riemanniana con curvatura sezionale
costante, al contrario di quanto accade per le varieta 2-dimensionali per le
quali vale il seguente teorema (cfr., ad esempio, [62] p. 7).

Teorema 8.48 (di uniformizzazione di Poincaré). Ogni 2-varieta differen-
ziabile (connessa) M? ¢ diffeomorfa ad una delle sequenti varieta: S?/T",
R%/T', H?/T, dove ' ¢ un gruppo discreto propriamente discontinuo di iso-
metrie del corrispondente spazio modello. Pertanto, ogni varieta differenzia-
bile di dimensione 2 ammette una metrica riemanniana completa a curvatura
(gaussiana) costante.
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Esercizio 8.49. Usando il teorema di uniformizzazione, si verifichi che ogni
2-varieta connessa compatta orientabile di genere p > 1, oppure non orienta-
bile di genere ¢ > 2, ammette una metrica riemanniana a curvatura sezionale
costante negativa. Cosa si puo dire per la bottiglia di Klein?.
Suggerimento: Esprimere la caratteristica di Eulero-Poincaré x(M) di tali
superfici in funzione del loro genere, quindi utilizzare il Teorema di Gauss-
Bonnet.

Chiudiamo questa Sezione con un cenno alle

Varieta semi-riemanniane a curvatura sezionale costante

Siano (M, g) una varieta semi-riemanniana, R il tensore di curvatura
associato alla connessione di Levi-Civita di (M, g) e p € un punto di M. Per
ogni V,, W, € T, M, poniamo

Ap(Vos W) = g5 (Vs Vi) 9p (Wi, W) — (9p(Vir, W3,))2.
Ricordiamo che un piano di uno spazio semi-euclideo in generale non ¢ detto
che sia non degenere. Piu precisamente, un sottospazio 2-dimensionale P di
T,M & non degenere se A,(V,, W,) # 0 dove (V,,W,) ¢ una base di P. Se P

¢ un piano non degenere di 7,M, come nel caso riemanniano, la curvatura
sezionale di M in p lungo il piano P & definita da

R(‘/;” Wp’ ‘/207 Wp)

Ko P == am

dove (V,, W,) ¢ una base di P. Anche nel caso semi-riemanniano, lo scalare
K(p, P) dipende solo dal piano P e non dalla base scelta.

Una varieta semi-riemanniana (M, g) si dice che ha curvatura sezionale
costante se la sua funzione curvatura sezionale K risulta costante, ovvero se
per ogni p € M e per ogni piano non degenere P di T,M

K(p, P) = ko (costante).

Una varieta semi-riemanniana si dice che e completa se ¢ geodeticamente
completa, ovvero ogni geodetica massimale ¢ definita su tutto ’asse reale.
Valgono i seguenti risultati (cfr. [79] per dettagli).

e La pseudosfera SI(r), 0 < v < n, ¢ una varieta semi-riemanniana
completa a curvatura sezionale costante positiva K = 1/r%.

e Lo spazio pseudoiperbolico H'(r), 0 < v < n, ¢ una varieta semi-
riemanniana completa a curvatura sezionale costante negativa K = —1/r?.

e Due varieta semi-riemanniane complete semplicemente connesse che
hanno stessa curvatura sezionale costante kg sono isometriche se, e sole se,
hanno stessa dimensione e stesso indice.

Infine, ricordiamo che in relativita generale la pseudosfera S{(r) & nota

col nome di spaziotempo di de Sitter, e il rivestimento universale H 1(r) col
nome di spaziotempo anti-de Sitter.
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8.7 Tensore di Ricci e curvatura scalare

Un tensore piu semplice da maneggiare, rispetto al tensore di curvatura
di Riemann R, e che riassuma in sé molte delle informazioni contenute in R, e
il tensore di Ricct da cui seguono le nozioni di: curvatura di Ricci, curvatura
scalare e varieta di Einstein. La curvatura di Ricci da meno informazioni
rispetto alla curvatura sezionale, tuttavia essa gioca un ruolo fondamentale
in geometria riemanniana. Grigori Perelman usando e sviluppando la teoria
del flusso di Ricci introdotta da R. S. Hamilton (cfr. Sezione 8.10), ¢ riuscito
a dimostrare la congettura di Poincaré all’inizio di questo millennio ([82],
[83],[84]). Per la soluzione della congettura di Poincaré, Perelman e stato
insignito della medaglia Fields nel congresso internazionale dei matematici a
Madrid nell’agosto del 2006 (medaglia poi clamorosamente rifiutata).

Inoltre, notiamo che ci sono profondi legami tra la curvatura di Ricci e
il trasporto ottimale (cfr., ad esempio, A. Figalli e C. Villani [36]). Alessio
Figalli ha vinto la medaglia Fields nel 2018, il premio gli ¢ stato conferito
per i suoi contributi al trasporto ottimale, alla teoria delle equazioni derivate
parziali e alla probabilita. Figalli ¢ stato il secondo italiano a ricevere il
prestigioso riconoscimento, il primo italiano fu Enrico Bombieri nel 1974.

Il tensore di Ricci
Sia (M, g) una varieta riemanniana n-dimensionale. Se p € un arbitrario
punto di M, per ogni coppia di vettori X,,,Y, € T,M, I'applicazione
R(Xp, )Y, : T,M = T,M, Z, — R(X,, Z,)Yy,
¢ un endomorfismo dello spazio vettoriale reale 7),M, dove R e il tensore di

curvatura di Riemann di M. Quindi, ¢ possibile definire su 7,,M la forma
bilineare

Ric, : T,M x T,M — R, (X,,Y,) — Ric,(X,,Y,) =trR(X,,")Y,.
Se {ei}i=1,. . ¢ una base ortonormale dello spazio tangente 7,M, si ha:

n

Ricy(X, . Y,) = tr (R(X, 0%,) = 30 g(R(G, )Yy )

- ZR(Xp7€i7}/paei) = ZR<}G)aeiaXpaei)
i=1 i=1
— Ric,(Yy . X,).
Quindi, Ric, ¢ un tensore simmetrico di tipo (0,2) su 7,,M.
Definizione 8.50. Per ogni X,Y € X(M) e per ogni punto p di M, ponendo:
Ric(X,Y)(p) = tr {R(X, )Y}, = tr R(X,,,")Y, = Ricy(X,,Y}),

si ottiene un tensore Ric covariante simmetrico del secondo ordine su M che
¢ detto tensore di Ricci associato al tensore di Riemann R.
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Rispetto a una base ortonormale locale {e;} di campi vettoriali, le com-
ponenti Ric;; = Ric(e; ,e;) del tensore di Ricci Ric, sono date da:

Ricij =3 5y Rlei, e ej,ex) = 351 Rikg -
Sia ora {0;} una base coordinata locale. Siccome R(0;,0y)0; ¢ dato da
Yo Ry jr& , allora e rappresentato rispetto alla base coordinata {0;} dal-

la matrice (a,; = Rikjr), per cui le componenti Ric;; del tensore di Ricci
rispetto alla base {0;} sono date da:

Ricij = RZC(@Z, 8]) = Zzzl Rzkjk
Inoltre, posto grs = g(Ok, 0s), si ha Ricy; =3 0, Rikjs g*s . Infatti,

Ricij = Z Rikjk = Z Rikjrfskr - Z Rikjrgksgsr
k=1

k,r=1 k,r,s=1
n n n
r ks ks
= E < Rikj grs)Q = § Rikjsg .
s,k=1 r=1 s,k=1

L’operatore di Ricci ¢ il tensore @ di tipo (1, 1) definito, per ogni X,Y €
X(M), da:
9(QX,Y) = Ric(X,Y).

Esercizio 8.51. Si verifichi che i tensori derivati Vx Ric e Vx() sono sim-
metrici e soddisfano:

(VxRic)(Y,Z) = g((VxQ)Y, Z).

Sia v € T,M un vettore unitario e {ey,es,...,e,_1,v} base ortonormale di
T,M. La curvatura di Ricci in p nella direzione di v ¢ lo scalare

: 1 , 1 .
Ric,(v) == 7 Ric,(v,v) = p— Yo Ry(v,ei,v,€),
e quindi

. 1
Ricy(v) = —— >, K(v, ei).
Per come ¢ stata definita, la curvatura di Ricci Ric,(v) rappresenta esatta-
mente la media delle curvature sezionali lungo i piani per il vettore v.

Un significato geometrico della curvatura di Ricci

Consideriamo un sistema di coordinate normali (z;) centrato in p e defini-
toin U. Rispetto alle coordinate normali, lo sviluppo di Taylor dei coefficienti
gi;(z) = g(0;,0;)(z) e dato da

9i5(x) = 85 — (1/3) S pey Riegn (0) i + 0(|2]) -

Ricordiamo che per ogni ¢ € U esiste un’unica geodetica minimale (t) con-
giungente p a ¢, detta geodetica radiale. Rispetto alle coordinate normali,



278 8. La curvatura riemanniana

v(t) ¢ parametrizzata da x;(t) = ta;. Indicato con u € T,M il vettore uni-
tario tangente per t = 0 a 7, e posto r = L(y) = d(p,q), si ha 4(0) = ru.
D’altronde, @;(t) = a; = 4;(0) = ru; e quindi  4(t) = ru e z;(t) = tru,.
Di conseguenza, z;(q) = x;(y(1)) = ru;. Pertanto, ogni punto ¢ di U ha
coordinate normali del tipo x; = ru;, e la formula precedente diventa:

9i5(q) = gij(ru) = 6;5 — (r*/3) ZZ,h:1 Rigjn(p) ug up + o(r?),

da cui segue (cfr. [100], p. 45):

det(gi;)(q) = 1= (r*/3) > Rupin(p) uxun + o(r?) . (8.22)

ik,h=1

Siccome (x;) € un sistema di coordinate normali centrato in p, la base {(0;),}
¢ ortonormale e quindi, posto u = Y1 | u;0;, si ha:

Ric(“) u)(p) = Z?:l R((az>p y U, (81)13 ) ’LL) - sz’hzl Rzkzh(p> Ug, Up,
e la (8.22) diventa
det (g;5(q)) =1 — (r?/3)Ricy(u,u) + o(r?).

La funzione det(g;;) interviene nella definizione dell’elemento di volume (cfr.
Appendice A). In particolare, se prendiamo U = Bg(p) = exp, Br(0) dove
Br(0) C T,M, allora (cfr. [100] p. 66, [37] p. 139):

vol(Bg(p)) = /B o \/det (9i(q)) o exp,, day...dz,

tr Ric
— vol, (1 _ P p2 2 )
vole (Br(0)) 60n 1 2) R*+0o(R%)),
dove vol.(Bg(0)) denota il volume euclideo di Br(0), palla di centro 0 e raggio
R di R". Ricordiamo che:

2(2m)* 2mhktl
2k\ __ 2k+1\ __
oS = Tk — gy s ST ) =

vol(S) = 4w R?,  vol(Si ') = R* 'vol(St™1), Sp~! = By,
vol(S7~1)

4
vol(BY) = — vol(BR) = R™vol(B}), vol(B}) = gwR?’,

dove ST denota la n-sfera di raggio 1 e S% la n-sfera di raggio R.

La curvatura scalare
La funzione r : M — R, definita da
r(p) :==trQ, = tr Ric, ,
si dice curvatura scalare della varieta riemanniana M.
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Se {e;} € una base ortonormale locale di campi vettoriali, allora:
r= Z?:l Q(Q(ei)7 €i> = Z?:l Rice; e;) = ZZk:l Rigik,
dove Rk sono le componenti di R rispetto alla stessa base {e;}. Quindi, la
curvatura scalare in un punto p e la somma di tutte le curvature sezionali in p
rispetto ad una base ortonormale. Siano {e;} e {0;} rispettivamente una base
ortonormale locale e una base coordinata locale di campi vettoriali, definite
entrambe nello stesso dominio. Sia A = (a;;) la matrice del cambiamento
di base definita da: ¢; = > ) | ay; Oy. La matrice G = (gl-j = ¢9(0;, 69-))
rappresenta la metrica riemanniana ¢ rispetto alla base {0;}, e I, = (d;5)
rappresenta la metrica riemanniana g rispetto alla base {e;}. Siccome G e I,
sono congruenti (cfr. Lemma 12.5): I, = ATGA, e quindi G~! = AAT cioe
gks = Z?:l akiag; = 2?21 Qi Qsi Vk,s=1,...,n.

Inoltre, posto Ric;j := Ric(@i,aj) e Rijpn = R(ai,aj,ak,ah) ,, usando la
precedente formula, si ottiene:

n n n n
r= 5 Ric(e; ,e;) = E Ricyy, ag; an; = E Ricyy, 5 Qi A -
i=1 i=1

k,hyi=1 ke,h=1
Quindi

r= Z Ricy, g™ = Z Rying 9”7 g™ (8.23)
kh—1 ikohyj=1

Esercizio 8.52. Siano g e g due metriche omotetiche su M: g = cg, ¢ =
cost > 0. Si verifichi che per i tensori di Ricci, gli operatori di Ricci e le
curvature scalari si ha:

Ric = Ric, Q= (1/c)Q e 7= (1/c)r.

Ricordiamo che la divergenza del tensore di Ricci ¢ definita da (cfr. anche
Appendice B.2):

(divRic)(X) = Y1, (Ve Ric)(e;, X) = >0, 9(Ve,Q)es , X),

dove (e;) & una base ortonormale locale di campi di vettori.
Proposizione 8.53. Il tensore di Ricci Ric e la curvatura scalare v verifi-
cano, per ogni X,Y, 7 € X(M), le sequenti identita:

a) VxtrRic = trVxRic, cio¢ X(r)= trVxRic;

b) (VzRic)(X,Y) =tr(VZR)(X,)Y;

c¢) divRic = (1/2)dr;
d) (divR)(X,Y, Z) = (VyRic)(X, Z) — (VxRic)(Y, Z).
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Dimostrazione. In generale, se S & un tensore di tipo (1,1), Vxtr S = tr VxS
(cfr. Sezione 6.9). Quindi, vale in particolare la prima identita di cui dia-
mo comunque una verifica diretta. Siccome Ric ¢ simmetrico, possiamo
considerare una base ortonormale {e;} di autovettori per Q). Pertanto,

9(Qe; ,Vxe;) = Ngle;, Vxe;) =0

e quindi,

X(r) = ZXQ(Qei ,€i) = Z {9(Vx Qe e;) + 9(Qei, Vxe;) }

n

= ZQ(VX Qei,ei) = Zg((VXQ)ei ,€;)

i=1

n
= Z(VX Ric)(e; ,e;) = tr Vx Ric.
i=1
Per provare la seconda identita, fissiamo un punto p di M e consideriamo un
riferimento geodetico in p (cfr. Osservazione 7.38), cio¢ una base ortonormale
locale {e;} definita in un intorno di p e tale che (Ve;), = 0. Allora,

n

(V2Rie)(X,Y)(p) = Y (V2R(X,e1,Y.e))

i=1

- R(VZX, e, Y, €z‘) - R(X, e, VzY, ei)) (p)

=3 ((VzR)(X.¢e:,Y.e)) (p).

i=1

Per provare la c), usiamo la stessa base di prima e la seconda identita di
Bianchi. Infatti, per ogni fissato indice k, si ottiene:

er(r)(p) = {ek@Rz’c(ei,ei))}(p) — {3 ol e )}

1,j=1
n

— { Z g((VekR)(ei , ej)ei ,ej) }(p)

ij=1

— Z { — g((VelR)(ej , €k)E; ,ej) — g((VejR)(ek, ei)e;, ej)}

ij=1
— { Z(VeiR)(ej . €, €5, €)) + Z(VejR)(ei,ej € ek)}(p),
i,j=1 i,j=1

n

=2{ S (VuR)(es eires ) b D)

1,j=1
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e quindi

n

2{ i e; Ric(e; ek)}(p) = 2{ Z(VeiRiC)(ei,ek)}(P)

ik=1 ik=1

ex(r)(p)

= 2{ Y (Ve Rie)(ex, ) }(p) = 2(divRic)(ex) (p)

- 2{ ig((vez@)@i ; €k)}(P)-

Pertanto, indicata con {6} la base (locale) duale di {e;}, si ha

dr = Z(dr)(ek)ek = Z er(r) 0F =2 Z(disz’c)(ek) 0 = 2divRic.
k=1 k=1 k=1
Infine, tenendo conto della b), si ha:
(@VR)(X,Y,Z) = 3 g(VaR)(X,Y, 2),e) = S (VL B)(X, Y, Z,e;)

i=1 i=1
n

- Z(VXR)(Y7 €, Z, ei) - Z(VYR)(@Z, X, Z, ei)
i=1 i=1
= —(VxRic)(Y,Z)+ (VyRic)(X, Z).
[l
Corollario 8.54. Se (M, g) é una varieta riemanniana (connessa) localmen-

te simmetrica (i.e., VR = 0), oppure con tensore di Ricci parallelo, allora
T = COoSt.

Definizione 8.55. Sia (M, g) una varieta riemannianna ed S un tensore su
M di tipo (0,2) simmetrico. S si dice che ¢ un tensore di Codazzi se

Esercizio 8.56. Si verifichi che se il tensore di Ricci di (M, g) ¢ di Codazzi,
allora la curvatura scalare r € costante.

Esercizio 8.57. Si verifichi che per il tensore di Ricci Ric e per la curvatura
scalare r di una varieta riemanniana prodotto (M; x My, g1 X g2), valgono
le formule:

Ric(X,Y) = Rici (X1, Y1) + Rica(X2,Y2) e r=r1+ry,

dove X;,Y; sono le proiezioni di X, Y su M; (i = 1,2). Il tensore di Ricci di
un (doubly) warped product si puo trovare in [97], p. 71,74.
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Curvatura di Ricci e topologia

Ogni varieta differenziabile di dimensione n > 3 ammette una metrica
riemanniana con curvatura di Ricci negativa (cfr. [53] p. 2). Di conseguen-
za, la curvatura di Ricci negativa non implica restrizioni topologiche. Ci
limitiamo di seguito a enunciare un importante teorema che mostra come la
positivita della curvatura di Ricci influenza la topologia di M. Premettiamo
la seguente definizione di diametro di una varieta riemanniana:

diam (M )=sup{d(p,q) : p,q € M}.
Se M ¢ compatta, la funzione distanza d (che ¢ continua) ¢ definita sul
compatto M x M, e quindi il diam (M) & finito. In particolare, nel caso della
stera S%, di raggio R,
diam(S%) =7 R (e non 2R)

in quanto la distanza tra punti antipodali ¢ 7™ R.

Teorema 8.58. (Myers [71]) Sia (M, g) una varieta riemanniana completa,
dim = n. Se, il tensore di Ricci soddisfa la disuguaglianza:

(n—1)
R2
allora M ¢é compatta con gruppo fondamentale finito e diam(M) < 7w R.

Ric >

g, dove R = cost>0,

Osservazione 8.59. Si noti che una varieta riemanniana completa con ten-
sore di Ricci definito positivo pud non essere compatta. Ad esempio, l'iper-
boloide ellittico

My: 2> +y?> —22=—1, 2> 0,

con la metrica canonica g (ovvero, con la metrica indotta) ¢ una varieta
riemanniana completa ma non compatta. Tuttavia, il suo tensore di Ricci

Ric = Ky,

dove K, curvatura gaussiana di My, ¢ strettamente positiva. Infatti, My si
puo rappresentare con l’equazione

z:f(%?J), dOVG f(l’,y) = ]__'_1»2_{_y2,
e quindi la curvatura gaussiana nel generico punto di M, ¢ data dalla formula
(cfr. [96] p.169)

. f:m:fyy_ 12'y _ _ 1 _ 1 >0
(T+f2+ 022 7 (I+202 42922 (a2 +y2+22)2 7

Dunque, il tensore di Ricci Ric = Kg ¢ definito positivo e tende a zero
quando (2? + y?) tende a +oo.
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8.8 Varieta di Einstein

Per uno studio approfondito sulle varieta di Einstein si rinvia al testo di
Besse [10].

Definizione 8.60. Una varieta riemanniana (M, g) si dice varieta di Finstein
se il tensore di Ricci Ric soddisfa:

Ric = Xg, con A € R (equivalentemente, @ = AI).

Una varieta di Einstein n-dimensionale ha curvatura scalare (costante)
r =trRic = A trg = nA.

Pertanto, la condizione di Einstein si puo riscrivere nella forma equivalente:
Ric = (r/n)g (equivalentemente, Q = (r/n)I). (8.24)

In particolare, una varieta di Einstein ha tensore di Ricci parallelo (non vale il
viceversa). La proposizione seguente rappresenta, in un certo senso, I’analogo
del Teorema di Schur per la condizione di Einstein.

Proposizione 8.61. Sia (M, g) una varieta riemanniana connessa di di-
mensione n > 3. Se Ric = A\g, con \ funzione differenziabile su M, allora
A = cost =r/n.

Dimostrazione. Sia {e;} una base ortonormale locale di campi vettoriali ed
X un arbitrario campo vettoriale. Dalla ¢) della Proposizione 8.53, si ha:

X(T) - 229((V&Q)61 >X) = QZg«vez)‘I)ezaX)

i=1

=2 Z ei(N)gle;, X) =2 Z ei(AN)X =2X(\).

D’altronde, Ric = Ag implica che r = tr Ric = An, e quindi
nX(\) =2X(\).
Essendo n > 3 ed M connessa, si ottiene A =costante, e quindi A =r/n. [

Proposizione 8.62. Sia (M, g) una varieta riemanniana di dimensione n a
curvatura sezionale costante kq. Allora, M € una varieta di Einstein:

Ric = ko(n —1)g, r=n(n—1)k.

Dimostrazione. Le componenti locali R;jx, = R(0;,0;, 0k, Op) del tensore di
curvatura di Riemann di una varieta riemanniana a curvatura sezionale co-
stante ko, sono date da: Rijkn = ko(9ik 9jn — Gin 9jx)- Di conseguenza, per le
componenti di Ric rispetto alla stessa base coordinata, si ha:



284 8. La curvatura riemanniana

Ricy, = 32701 Rijin 0" = ko 3271 (9ir 90 6" — gin g1 97"),
e quindi

Ricy = ko Y op_y (9k0nn — gin 0wn) = (n — 1)ko g -

Di conseguenza, M ¢ uno spazio di Einstein con curvatura scalare costante
r=n(n—1)ko. O

Il viceversa della Proposizione 8.62 vale solo nelle dimensioni 2 e 3.

Proposizione 8.63. Sia (M, g) una varieta di Einstein di dimensione n con
n =2 oppure n = 3. Allora, (M, g) ha curvatura sezionale costante.

Dimostrazione. Se M ha dimensione 2, ogni base ortonormale locale di campi
vettoriali (eq, e2) diagonalizza il tensore di Ricci. Infatti:

Ricis = Ricoy = Roi11 + Ragz = 0,
Riciy = Rig12 = Ro1o1 = Ricoy = Ricyy = Ricyy = K,
dove K ¢ la curvatura gaussiana di M. In particolare, Ric = Kg. Inoltre:
2K = 2R 512 = Ricy1 + Ricos = r = cost.

Quindi, varieta riemanniane 2-dimensionali di Einstein sono a curvatura se-
zionale costante. Sia ora M una varieta di Einstein 3-dimensionale: Ric =
Ag, A € R. Fissato p € M, sia P un generico piano di T,M. Consideriamo
in 7, M una base ortonormale {ey, €2, e3} con {ej,es} base di P. Allora:

Riciy = Rigio + Risis=a+b= A\,
Ricoy = Ro1o1 + Roges =a+c= A,
Riczs = R3131 + Ragza = b+c= A\

Di conseguenza,
A= R’iCH + RiCQQ — R’ngg = 2a = 2R1212 = 2K<p, P)
e quindi, M ha curvatura sezionale K (p, P) = \/2 =cost. O

Esercizio 8.64. Siano (M, g1) e (Ma, g2) due varieta di Einstein, dim M; =
ny e dim My = ng. Si verifichi che la varieta riemanniana prodotto (M, g) =
(M; x My, g1 X g2) € di Einstein se e solo se nyry = nory, dove r; ¢ la
curvatura scalare di M; (i = 1, 2).

Suggerimento: usare la caratterizzazione, data nella Proposizione D.2, delle
varieta di Einstein.

Dall’Esercizio 8.64 segue che, in dimensione n > 3, esistono varieta di Ein-
stein che non sono a curvatura sezionale costante. Ad esempio, M = S"(1) x
S™(1) & una varieta di Einstein che non e a curvatura sezionale costante.
M = S"(1) x R & un esempio di varieta riemanniana con tensore di Ricci
parallelo che non e di Einstein. Piu in generale: una varieta riemanniana con
tensore di Ricci parallelo e di Einstein se e irriducibile, altrimenti ¢ localmente
un prodotto riemanniano di varieta di Einstein (cfr. [97], p. 227).
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Osservazione 8.65. Varieta di Einstein complete con curvatura scalare r
(costante) positiva soddisfano le ipotesi del Teorema 8.58 (di Myers). Per-
tanto: warieta di Einstein complete e non compatte hanno necessariamente
curvatura scalare r < 0 (in quanto se fosse r > 0, per il Teorema di Myers,
la varieta dovrebbe essere compatta).

Osservazione 8.66. Una caratterizzazione variazionale delle metriche di
Einstein ¢ data nel Capitolo 11 (cfr. Teorema 11.4).

L’equazione di Einstein

L’origine della terminologia “varieta di Einstein” va cercata in Fisica, nel-
la teoria della relativita generale di Einstein (teoria relativistica della gravita-
zione). L’aspetto centrale di questa teoria & che lo spazio-tempo & modellato
come una varieta 4-dimensionale munita di una metrica di Lorentz g (cfr.
Osservazione 4.9). La geometria di tale varieta ¢ determinata dall’equazione
di Einstein, anche detta equazione di campo di Einstein ([20], p. 158):

Ric— (r/2) g =8nGT, (8.25)

dove G ¢ la costante gravitazionale universale di Newton e T' ¢ il tensore
energia-impulso (1" & un tensore di tipo (0,2) simmetrico).

Il termine a sinistra dell’equazione (8.25) ¢ anche detto “tensore gravita-
zionale di Einstein”. In generale, se S ¢ un tensore simmetrico di tipo (0, 2),
il tensore

G(5) == 5= (1/2)(trS)g
si dice tensore gravitazionale associato ad S. Applicando la (2.9) della
Appendice B.2, si ha
div(G(9)) = div(S) - (1/2) d(trS).
In particolare, applicando la c¢) della Proposizione 8.53 alla (8.25), la formula

precedente implica
divT'=0.

In una regione dello spazio privo di materia, il tensore 7' = 0 e ’equazione
(8.25) diventa

Ric=(r/2)g.

Considerando le tracce di ambo i membri e ricordando che trg = dim M = 4,
otteniamo r = 2r, da cui r = 0. Pertanto, la (8.25) diventa Ric = 0, e cio
significa che g ¢ una metrica di Einstein nel senso matematico del termine
con curvatura scalare nulla.

Nel 1917, subito dopo aver formulato la relativita generale, Einstein cerco
di trovare un modello cosmologico statico dell’'universo, in accordo con le
osservazioni astronomiche di quel periodo. A tal fine decise di modificare
I'equazione (8.25) nella seguente formulazione

Ric—(r/2)g+Ag=8rGT, (8.26)
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dove A & una costante nota come costante cosmologica. Piu di dieci anni
dopo, nel 1929, 'astronomo Edwin Hubble scopri che che 'universo si stava
espandendo. La costante cosmologica era stata introdotta per poter spiegare
’esistenza di un universo statico. Con la scoperta dell’espansione dell’'univer-
so, la costante cosmologica non era piu necessaria. Einstein stesso ritratta la
propria modifica (che in seguito chiamo il suo piu grande errore). Ma nel 1998
una serie di osservazioni su oggetti astrofisici denominati supernovae indica-
no che non solo 'universo si sta espandendo, ma lo fa in maniera accelerata.
Questa accelerazione nell’espansione dell’universo non era compatibile con i
modelli privi di costante cosmologica. La costante cosmologia viene quin-
di reintrodotta nell’equazione di Einstein per giustificare la presenza di una
energia oscura responsabile dell’accelerazione nell’espansione dell’universo.

L’equazione di Einstein nella formulazione (8.26) in una regione dello
spazio-tempo con il tensore 7" = 0, diventa

Ric = (g ~A)g.
In tal caso, siccome dim M = 4 > 2, dalla Proposizione 8.61 si ottiene

(g — A):cost.zg
e quindi

Ric=Ag.

Di conseguenza, anche in questo caso, lo spazio-tempo della relativita gene-
rale con 7' = 0 & un esempio di varieta di Einstein (nel senso matematico del
termine) con curvatura scalare r = 4A.

In generale, dall’equazione (8.26) si ottiene

r—(r/2)4+ 4\ =8nGtr(T), ossia r=4A—8nGtr(T).
Quindi, I'equazione (8.26) si puo esprimere anche nella seguente forma
Ric =87GT + (A — 4xG tr(T))g.

8.9 Curvatura di gruppi di Lie 3D

Sia G un gruppo di Lie n-dimensionale con algebra di Lie g. Se (eq, ..., €,)
e una base di campi vettoriali invarianti a sinistra, possiamo definire una me-
trica riemanniana invariante a sinistra g ponendo g(e;, e;) = d;;. Ricordiamo
che un gruppo di Lie Riemanniano ¢ una coppia (G, g), dove G & gruppo di
Lie e g ¢ una fissata metrica riemanniana invariante a sinistra. In particola-
re: un gruppo di Lie riemanniano ¢ una varieta riemanniana omogenea, € in
generale non vale il viceversa. In dimensione tre, ad eccezione del prodotto
riemanniano S? x R, ogni varieta riemanniana omogenea semplicemente con-
nessa ¢ un gruppo di Lie riemanniano semplicemente connesso (cfr. Sezione
10.2).
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Nel seguito esaminiamo la curvatura dei gruppi di Lie riemanniani sem-
plicemente connessi 3D.

Caso unimodulare

Sia (G, g) un gruppo di Lie Riemanniano unimodulare 3D con algebra
di Lie g. Allora, esiste una base (ej, es,e3) di g, ortonormale rispetto alla
metrica invariante a sinistra g, ed esistono Aj, Ao, A3 € R, tali che

leg,e3] = Aier,  [es, e1] = Aaea,  [er, ea] = Ases. (8.27)
Poniamo
(At Az =) (A As—A) (A A=)
H1 = B y M2 = 5 y M3 = 5 .

Usando la (8.27) e la formula di Koszul (6.8), si ottiene che la connessione
di Levi-Civita V, associata alla metrica invariante a sinistra g, ¢ data dalla
seguente tabella:

qul - 07 v6162 = M1€3, v6163 = — 1€z,
V6261 = —U2€3, VEQGQ = 0, V€2€3 = W2€71, (828)
Ves€1 = tg€s, Vegea = —pser,  Vegez =0.

Di conseguenza, si puo determinare il tensore di curvatura:
R<617 62)63 - _v€1v8263 + v422v8163 + v[€17e2]63 - O’
R(er,ez)ea = —Ve,Veyea + Ve, Verea + Vie p€a = (a2 — Azpiz)en,
R(el, 63)63 = _v€1v3363 + V63V8163 + v[el,e;ﬂe?) = (,ul,u?) - )‘2M2)617
R(ez, e3)es = =V, Vesez + Ve, Ve + v[€2753}63 = (p2ps — Mg )es.
Pertanto, si ottengono facilmente le componenti del tensore di Ricci Ric;; =
Ric(e;, €5):
( RZ'C.H = Riz13 + Ri212 = 223,
Ricyo = Ry393 = —Ra331 = 0,
‘ Rici3 = Rig30 = 0,
RZC_22 = Rago3 + Ri212 = 21 3,
RZCQ3 = Roi31 = —Ry231 = 0,
| Ricsz = Rizi3 + Ragaz = 2ppio.

(8.29)

Ricordiamo che una varieta riemanniana 3D ¢ a curvatura sezionale costante
k se ¢ di Einstein, ossia il tensore di Ricci Ric = A\g, A € R, e k = \/2 (cfr.
Proposizione 8.63). Per i gruppi di Lie riemanniani unimodulari che stiamo
esaminando, tale condizione ¢ equivalente alle condizioni
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Hipe = H1f3 = Hat3.

Di conseguenza, si hanno i seguenti casi:
o i1 =y =3 # 0, 08sia A} = Ay = \3 # 0, e quindi k = \?/4.
e due y; nulli e 'altro non nullo; senza perdere in generalita possiamo
assumere p; = o = 0 e ug # 0, ossia \; = Ag #0 e A3 =0, e quindi x = 0.
® 1 = pip =3 =0,0ssia \y = Ay = A3 =0, e quindi k = 0.

Tenendo conto della classificazione dei gruppi Lie unimodulari 3D (cfr. Sot-
tosezione 3.6.1), si ottiene il seguente risultato.

Teorema 8.67. [ gruppi di Lie semplicemente connessi unimodulari 3D
che ammettono metriche riemanniane invariant: a sinistra e a curvatura
sezionale costante k sono esattamente:

SU@2)=S? (k= X\/4>0), il gruppo abeliano R* (x =0) e E(2) (k=0).

In particolare, i gruppi di Lie R? e E(Q), i quali non sono isomorfi, ammet-
tono metriche (piatte) invarianti a sinistre isometriche.

Metriche di Berger sul gruppo di Lie SU(2)

Sia (G,g) un gruppo di Lie semplicemente connesso unimodulare 3D
definito dalla (8.27) con le costanti \; che soddisfano

)\17é)\2:/\3:)\>0,)\1>0.

Quindi, G ¢ il gruppo di Lie SU(2) = S* e la metrica g non ha curvatura
sezionale costante. Poniamo

§1 = pey, dove = /(A1/A) >0, So=e e & =es.
[2,&3] = VAN &, [63,6] = VAN, [61,8) = VA &,

Di conseguenza, la metrica invariante a sinistra gy definita da

90(&i, &5) = 0ij
¢ la metrica canonica con curvatura sezionale costante k = (A\y)/4 > 0 (cfr.
Teorema 8.67). Ora, per € > 0, consideriamo la metrica invariante a sinistra

ge=go+(E—Ln®@n,
dove n = go(&1, ). La metrica riemanniana g. € nota in letteratura col nome

di metrica di Berger sulla sfera S* (cfr. Sezione 9.4). In tal caso, i campi
vettoriali

Allora

& =(1/Ve)E, &=6& e & =6,

sono g.-ortonormali e soddisfano

62, &3] = VEXM &1, [&,6] = V/OM)/e&s,  [€1, 6] = /A1) /e Es.

In particolare, prendendo € = A\ /A, si ha

\/8)\)\1:>\1 e \/()\)\1)/5::)\:)\2:)\3,
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e quindi la corrispondente metrica g. ¢ la metrica g di partenza. Pertanto,
abbiamo la seguente

Proposizione 8.68. Se le costanti \; che definiscono il gruppo di Lie SU(2) =
S3, soddisfano \i # Xa = X3 = XA > 0, \; > 0, allora la corrispondente
metrica invariante a sinistra g € una metrica di Berger.

Osservazione 8.69. Consideriamo i gruppi di Lie unimodulari con A\; = 2
della Proposizione 4.46: SU(2), SL(2,R) e Nil3. Sappiamo che tali gruppi
ammettono una struttura riemanniana di contatto invariante a sinistra con
campo vettoriale di Reeb £ = ey, e con il tensore h che soddisfa

2hey = (A3 — A\a)es, 2hes = — (A3 — Ag)es,
e quindi trh? = —(A\3 — A\2)?/2. Dalla (8.29) segue che
Ric(&,€) = Ricyy = 2oz = 2 — (N3 — \2)?/2 =2 — trh? < 2,
e quindi Ric(€,€) = 2 se e solo se h = 0 (ovvero, la struttura ¢ sasakiana).

Inoltre, quando la struttura e sasakiana, ossia quando Ay = A3 = A, dalla
(8.29) segue che la curvatura scalare r ¢ data da

r = Ricyy + Ricey + Ricss = 2(popis + papig + papa) = —2 + 4.
Pertanto, in tal caso i gruppi in esame sono caratterizzati dalla loro curvatura
scalare, piu precisamente si ha:

o SU2)=S® ser > —2;
e SL(2,R) ser< —2;
o Nil® ser=-2.
Osservazione 8.70. Dalla tabella delle derivate covarianti (8.28), segue che
dive; := trVe; = Zj 9(Ve,ei,e;) =0 per ogni i = 1,2,3.

D’altronde, ogni campo vettoriale X invariante a sinistra ¢ dato da ). ae;
con a; costanti. Pertanto, possiamo affermare che: ogni campo vettoriale
mvariante a sinistra su un gruppo di Lie 3D unimodulare ha divergenza nulla.

Caso non-unimodulare

Iniziamo esaminando due Esempi.

Esempio 8.71. Il gruppo di Lie riemanniano H3(—k?)

Consideriamo lo spazio iperbolico H3(—k?) con la struttura naturale di
gruppo di Lie riemanniano, cosi come richiamata nell’Esempio 4.53, quindi
con la metrica iperbolica ¢ di curvatura sezionale costante —k? < 0 come
metrica invariante a sinistra. Inoltre, con le notazioni usate nella Sottosezione
3.6.2, H3(—k?) ¢ il gruppo di Lie riemanniano non unimodulare definito dal

prodotto semidiretto R? x4 R, dove A ¢ la matrice ( ]8 2 ) = k I5. Quindi,

I'invariante di Milnor D = 4(det A)/(trA)? = 1.
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Esempio 8.72. Il gruppo di Lie riemanniano H?(—k?) x R
Consideriamo il gruppo di Lie riemanniano Gy = H*(—k?) x R con la

metrica riemanniana prodotto g come metrica invariante a sinistra. Come

visto nell’Esempio 4.52; Gy, ¢ il gruppo di Lie riemanniano non unimodulare

definito dal prodotto semidiretto R? x4 R, dove A & la matrice ( lg 8 ),

quindi con l'invariante di Milnor D = 0. In questo caso, siccome g e la
metrica prodotto, la base ortonormale (e, eq,e3) = (V1, Va2, V3) (considerata
nell’Esempio 4.52) diagonalizza il tensore di Ricci con Ricos = 0, Ricyy =
Ricss = —k?. Inoltre, la curvatura scalare r = —2k? < 0.

Consideriamo ora un arbitrario gruppo di Lie semplicemente connesso G
non-unimodulare 3D. Dalla Sottosezione 3.6.2 segue che esiste una base di
campi vettoriali invarianti a sinistra (e, e, e3) tale che

le1,ea] =0, [es,e1] = aey + cea,  [es, e = bey +dey, a+d#0. (8.30)

La metrica riemanniana invariante a sinistra g definita da g(e;, e;) = J;; si
dice metrica canonica tnvariante a sinistra su G .

La connessione di Levi-Civita V associata a questa metrica riemanniana
g, usando la (8.30) e la formula di Koszul (6.8), ¢ data da

( b b+
Veer =aes, Ve = ;Ces, Ve €3 = —aey — 5 “e.
b b
Ve261 - —5663; V62€2 - de?)) V82€3 = - _gcel - d€2 ) (831)
—b h—
ve3€1 = ¢ €2, Ve362 = C€1 s Ve363 =0.
\ 2 2
Di conseguenza, si puo determinare il tensore di curvatura:
b 2
R(eq,e9)es = ... = 0; R(eq,ez)es = ... = <ad _ —ZC) )61;
b+c)e -1
R(ey,e3)es = ... = <a2 + ( 5 ) + 5 >el + (ab + cd)es;
b 2 b2
R(ez, e3)ez = ... = (ab+ cd)ey + <d2 + ( —;C)C _ ¢ 5 )62.

Pertanto, le componenti Ric;; = Ric(e;, e;) del tensore di Ricci sono date da:

Riciy = —Ryso — Rigsn = —ala+d) + (b — ) /2,
RiClg = R1323 = —(Clb + Cd) s
Rici3 = Rig30 =0, Ricys = Roiz1 =0, (8-32)

RiCQQ = —R1221 — R2332 = —d(a -+ d) — (b2 — 02)/2,
Ri033 = —R2332 — R1331 = —(CL2 + d2> — (b -+ 6)2/2,
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e la curvatura scalare
r = RiCll -+ RiCQQ + Rngg == —(a + d)2 - ((12 + d2) — (b -+ 0)2/2 < 0.

Se (ab + cd) # 0, mediante un’opportuna rotazione nel nucleo unimodulare
u=span(ey, e3), possiamo sostituire la base ortonormale (eq, e5) con una nuova
base ortonormale di u in corrispondenza della quale si ha (ab+ cd) = 0. Per-
tanto, senza perdere in generalita, possiamo assumere che la base (eq, €9, €3)
diagonalizzi il tensore di Ricci. Allora, (G, g) € a curvatura sezionale costante
se e solo se Ricyy = Ricyy = Ricss, ossia

a* +c=b+d* = ad— be. (8.33)

Esaminando le condizioni (8.33), insieme alle condizioni ab+cd = 0 e a+d #
0, si ottiene che necessariamente a # 0. Inoltre, distinguendo i casi b =0 e
b # 0 si ha quanto segue.

e Seb=0,siottienec=b=0ed=a+#0, e quindi
Ricn == RiCQQ - RZ'033 - —2a2

In questo caso la metrica g ha curvatura sezionale costante —a?, I'invariante
di Milnor D = 1 e (G, g) ¢ isomorfo e isometrico al gruppo di Lie dell’Esempio
8.71 con k = a. Sostituendo es con —e3, se necessario, possiamo assumere
a > 0. Di conseguenza, al variare di a > 0, si ottengono gruppi di Lie
riemanniani isomorfi con metriche omotetiche (ma non isometriche).

e Se b # 0, si ottiene facilmente ¢ = —b # 0 e d = a # 0. Anche in
questo caso, la metrica g ha curvatura sezionale costante negativa —a? e la
. a b : . o
matrice A = ( b ) con linvariante di Milnor D = (a® + b%)/a® > 1.
Sostituendo es con —e3, se necessario, possiamo assumere a,b > 0. Fissato
a > 0, al variare di b > 0, si hanno infiniti gruppi di Lie riemanniani non
isomorfi ma con metriche isometriche.

Pertanto, tenendo anche conto della classificazione dei gruppi Lie non-unimo-
dulari 3D (cfr. Sottosezione 3.6.2), si ha il seguente

Teorema 8.73. Sia (G,g) un gruppo di Lie riemanniano non-unimodulare
semplicemente connesso 3D. Allora, g ha curvatura scalare costante negati-
va. Inoltre, g ha curvatura sezionale costante se, e solo se, tale costante é
negativa e (G, g) é un prodotto semidiretto, con g metrica canonica invariante
a sinistra, definito da uno dei sequenti casi:

1) G=R>%x,4R con A = <3 2),a>0, ossia G = H*(—a?) e g
e una metrica iperbolica. In questo caso D = 1 ed esistono infiniti gruppi
di Lie riemanniani, isomorfi come gruppi di Lie e con metriche invarianti a
sinistra omotetiche (ma non isometriche).
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a b

2) G=R*%,4R con A= b a)’ a,b> 0. In questo caso D > 1 e,

fissato a > 0, esistono infiniti gruppi di Lie riemanniani, non isomorfi come
gruppi di Lie e con metriche invarianti a sinistra isometriche.

Osservazione 8.74. Consideriamo il gruppo di Lie semplicemente connesso
non-unimodulare G definito dal prodotto semidiretto R? x4 R dove A =

< g 8 ), a # 0. Nella Proposizione 4.49 abbiamo visto che tale gruppo

di Lie ammette una struttura riemanniana di contatto invariante a sinistra
(n,g) con campo vettoriale di Reeb £ = ey, e con il tensore h che soddisfa

2hey = bey, 2hes = —bes,
e quindi trh? = —b?/2. D’altronde, dalla (8.32) segue che
Ric(&,€) = Ricyy = —d(a+d) — (b* — ) /2=2—-0*/2=2—trh* <2, e
Ric(&,€) = 2 se, e solo se, h =0 (ovvero, la struttura e sasakiana).

Quando la struttura ¢ sasakiana, ossia quando b = 0, dalla (8.32) segue che
il gruppo di Lie in esame ha curvatura scalare

r = Ricy; + Ricys + Ricss =2 —a>—2—a>—2=—2a> -2 < —2.
Inoltre, in tal caso, il gruppo di Lie non-unimodulare G & isomorfo al gruppo
di Lie H*(—a®) x R (cfr. Proposizione 3.33). Tuttavia, il gruppo di Lie
riemanniano (G, g) non ¢ isometrico al prodotto riemanniano H?*(—a?) x R.

Infatti, la metrica canonica g di G ha curvatura scalare r = —2a? — 2, mentre
la metrica prodotto ha curvatura scalare r = —2a?.

Osservazione 8.75. Nel caso dei gruppi di Lie unimodulari 3D, abbiamo
osservato che ogni campo vettoriale invariante a sinistra ha divergenza nulla.
Nel caso dei gruppi di Lie non-unimodulari 3D, dalla (8.31) segue che

diV€3 = g(vme?n 61> + g(V€263, 62) + g(ve3€3v 63) = _(a + d) 7£ 0.

Pertanto, nel caso dei gruppi di Lie non-unimodulari 3D, esistono campi
vettoriali invarianti a sinistra con divergenza non nulla.

8.10 Solitoni di Ricci

I solitoni di Ricci sono importanti per il loro legame con il flusso di Ricci e
la comprensione delle sue singolarita. Iniziamo con una breve presentazione
del flusso di Ricci introdotto da Hamilton [45].

Flusso di Ricci

Sia M una varieta differenziabile di dimensione n e sia g(¢) una famiglia
differenziabile di metriche riemanniane su M con ¢g(0) = gy e t variabile in
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qualche intervallo di R. La curva di metriche g(t) si dice flusso di Ricci se
soddisfa I'equazione tensoriale

dg(t :
% = —2Ric(t) (8.34)
dove Ric(t) ¢ il tensore di Ricci che corrisponde alla metrica g(t). L’equazione
(8.34) & detta equazione del flusso di Ricci e descrive 'evoluzione nel tempo
della metrica g(t). In coordinate locali, 'equazione (8.34) corrisponde a
un sistema non lineare di n(n — 1)/2 equazioni differenziali (alle derivate
parziali):

5 = —2Ric;i(t) (8.35)

dove gl](t) = g(t)(@l,aj) (§ RZC”(t> = ch(t)(@,@]), @Z = 0/0%, 1= 1, .n.
Hamilton [45] provo esistenza e unicita del flusso di Ricci:

se (M, go) € una varieta riemanniana compatta, allora esiste un’unica solu-
zione g(t), t € [0, Trnaz), con g(0) = go, dell’equazione (8.34).

Un’importante osservazione sull’equazione (8.34) del flusso di Ricci e la
seguente e riguarda la sua presentazione in termini di coordinate armoniche.
Ricordiamo che le componenti del tensore di Ricci di una metrica riemanniana
g, rispetto a un sistema di coordinate locali, sono date da (cfr. [10] p.144):

3 1 rs 829” 1 81““ ar’"
Ric;; = —529 91,0, T3 Z: (gm' oz, + Grj (9—.731) + Q(g,09),

T8

dove N
["=3" 9" = Az, (A ¢ il laplaciano)

e Q(g,0g) & un termine quadratico in g e nelle sue derivate parziali prime
(quindi di ordine inferiore rispetto al laplaciano). In particolare, rispetto
a coordinate armoniche (cfr. Osservazione B.3), I = Az, = 0, e quindi
I’equazione precedente diventa

: IS s 993

r,s

D’altronde, rispetto a coordinate armoniche, il laplaciano ¢ dato dalla (2.8)
dell’Appendice B e quindi

rs 09
Agij ==Y g m (8.37)

7,8
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Tenendo conto della (8.36) e della (8.37), il sistema (8.35) di equazioni alle
derivate parziali del flusso di Ricci, rispetto a un sistema di coordinate locali
armoniche, e dato da

dgi;(1)

—or — D95 —2Q;(9,99).
Pertanto, I’equazione del flusso di Ricci ¢ formalmente simile all’ equazione del
calore (a meno del termine Q(g, dg) di ordine inferiore rispetto al laplaciano).
Questa osservazione in qualche modo e una giustificazione per la scelta della
(8.34) come evoluzione della g.

Esempio 8.76. Sia (M, go) una varieta riemanniana compatta di Einstein,
Ric(go) = Mogo, Ao € R. Sapendo che si ha esistenza e unicita del flusso,
possiamo considerare metriche omotetiche e trovare una soluzione per questa
curva di metriche. Sia quindi g(t) = A(t) go una curva differenziabile di
metriche riemanniane su M con A\(0) = 1, quindi A(¢) ¢ differenziabile e
A(t) > 0. Assumiamo che g(t) sia soluzione dell’equazione (8.34), quindi:

ag(t
—2Ric(t) = 99(t) _ X (1) go.
ot
D’altronde sappiamo che metriche omotetiche, come sono ¢(t) e go, han-
no stesso tensore di Ricci: Ric(t) = Ric(0) = Aogo, per cui l'equazione
precedente diventa

N(t) = —2Xo.
Pertanto, si ha A\(t) = 1 — 2)ot, e quindi

g(t) = (1 = 2Xot)g0

e soluzione dell’equazione del flusso di Ricci. Tale soluzione presenta una
singolarita per t = 1/2)\, ed ¢ definita:

pert € [0,1/2Xg) se \g >0 e pert € [0,+00) se Ay < 0.
Esaminiamo ora i seguenti casi particolari.

e Se (M, go) ¢ Ricci piatta, e in particolare se (M, go) ¢ piatta, il flusso
di Ricci ¢ stazionario :  ¢(t) = go.

e Se (M, go) ¢ la sfera canonica S*(1) di raggio R = 1, Ric(go) = (n—1)go,
e lungo il flusso

ol0) = (1=2(n= D0+ € 0. 5 5).

At) = (1 —2(n —1)t) < 1. Quindi durante il flusso la metrica g(t) contrae
il raggio R(t) = \/A(t), la curvatura K(t) = 1/R*(t) aumenta, e il volume
decresce. Al tempo finale T},,, = 1/2(n — 1) il flusso si estingue, ossia si ha

una singolarita, e per t — T, raggio e volume vanno a zero, e la curvatura
va all’infinito, in ogni punto.
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e Se (M, go) € una varieta riemanniana iperbolica compatta con curvatura
sezionale K = —1, Ric(gy) = —(n — 1)go, e lungo il flusso

g(t) = (1+2(n—1)t)gy, te€[0,+00).

In questo caso il flusso esiste indefinitamente ossia per ogni ¢ > 0, e per
t — 400 la curvatura tende a zero e il volume tende all’infinito.

R. S. Hamilton, usando il flusso di Ricci, dimostro il seguente risultato.

Teorema 8.77. ([45]) Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta di di-
mensione 3. Se il tensore di Ricci ¢ definito positivo, ossia Ric(X,X) > 0
per ogni X # 0, allora la metrica g si puo deformare a una metrica rie-
manniana a curvatura sezionale costante > 0. In particolare, se M e anche
semplicemente connessa, allora M ¢ omeomorfa alla sfera S®.

Questo risultato di Hamilton portava credibilita alla congettura di Poincaré
formulata nel 1904: “ogni varieta compatta semplicemente connessa di di-
mensione 3 & omeomorfa alla sfera S?”. In effetti, come accennato all’inizio
della Sezione 8.7, Grigori Perelman usando e sviluppando la teoria del flusso
di Ricei introdotta da Hamilton [45], ¢ riuscito a dimostrare la congettura di
Poincaré. Piu precisamente, Perelman usando la teoria del flusso di Ricci ha
dimostrato la congettura di geometrizzazione di Thurston (formulata dallo
stesso Thurston nel 1982) che ¢ un po pit complicata da enunciare rispetto a
quella di Poincare, e che contiene come caso particolare la stessa congettura
di Poincare.

Osservazione 8.78. E ben noto che una varietd M, compatta orientabile
e di dimensione 3, ammette una 1-forma di contatto 7, e quindi ammette
una struttura riemanniana di contatto (£,7,g,¢). Se la metrica associata
g ha curvatura scalare r sufficientemente grande, allora g ha curvatura di
Ricci positiva (cfr. [41]). Pertanto, applicando il Teorema 8.77 di Hamilton,
g si puo deformare a una metrica di curvatura sezionale costante positiva.
Inoltre, se il campo vettoriale di Reeb ¢ e di Killing e la curvatura scalare
r > —2, M ammette una struttura riemanniana di contatto con curvatura
sezionale positiva.

Per una presentazione di tecniche e idee che si sono sviluppate intorno
alla risoluzione della congettura di Poincaré si possono vedere gli articoli [4],

6] e [70].

Solitoni di Ricci

II concetto di solitone di Ricci fu introdotto da Hamilton [46] come
una naturale generalizzazione delle metriche di Einstein. Per uno studio
approfondito sui solitoni di Ricci si puo consultare, ad esempio, [27], [109].



296 8. La curvatura riemanniana

Definizione 8.79. Siano (M, g) una varietad riemanniana e X un campo
vettoriale su M. La terna (M, g, X) si dice solitone di Ricci se esiste una
costante A tale che :

(1/2)Lxg + Ric = Ag, (8.38)
dove Lx denota la derivata di Lie (cfr. Sezione 2.7).

Un solitone di Ricci si dice expanding, steady o shrinking, a seconda che
sia A < 0, A = 0 oppure A > 0 rispettivamente. Se il campo vettoriale X
¢ nullo oppure e di Killing, e quindi la metrica ¢ di Einstein, il solitone di
Ricci si dice banale.

I solitoni di Ricci si possono anche definire come soluzioni auto-similari
del flusso di Ricci. Abbiamo visto che per una metrica di Einstein il flusso di
Ricci e definito da metriche omotetiche. Generalizzando il comportamento
delle metriche di Einstein, diamo la seguente definizione senza assumere M
compatta. Data una varieta riemanniana (M, go), una soluzione g(¢) con
g(0) = go, dell’equazione del flusso di Ricci, si dice autosimilare se esiste una
funzione positiva o(t) e una famiglia a un parametro ¢; di diffeomorfismi di
M, con o(0) =1 e ¢y = I, tali che:

g(t) = a(t)y; go-

In altre parole, tale metrica rappresenta un punto fisso del flusso di Ric-
ci nel quoziente dello spazio delle metriche su M rispetto alla relazione di
equivalenza che abbiamo descritta.

Dato un solitone di Ricci (M, go, X), quindi con X (che assumiamo com-
pleto) e gy che soddisfano la (8.38), consideriamo una famiglia a un para-
metro di diffeomorfismi ; di M, con 1y = I, indotta dal campo vettoriale
tempo-dipendente Y; = 0= (¢) X, dove o(t) = (1 — 2\t) > 0, ossia

Yt(d’t (p)) = Oyy (]9)
Allora

g(t) = a(t)vigo

e un flusso di Ricci con ¢g(0) = g. Infatti, derivando si ha (cfr. anche [109],
p.9):

— =0 (O)igo + o(t)vi (Lygo),
e quindi

—_— = 1/1:(—2)\g0 -+ EXg()) = —2w:RZC(g0)

= —2Ric(¢]go) = —2Ric(o(t); o)
= —2Ric(g(t)).
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Pertanto: i solitoni di Ricci sono soluzioni autosimilari del flusso di Ricci.
Il procedimento precedente si puo invertire, ossia una soluzione autosimila-
re del flusso di Ricci definisce un solitone di Ricci. Per verificare cio, data
una soluzione autosimilare g(t) = o(t)Y; gy, consideriamo il campo vetto-
riale tempo-dipendente Y; = Y () definito dalla famiglia a un parametro di
diffeomorfismi ;. Derivando si ha

9Ric(g(t)) = 82_(;) — o' ()i g0 + o (O)6] (Ly o)

=o' ()Y g0 + Ui (Lxgo), X = X(t) = o()Y ().
Siccome Ric(g(t)) = Ric(o(t)w;go) = Ric(vfgo) = 1f Ric(go), la precedente
equazione implica
_2RZC(QO) = Ol(t)go + ([’th0>7

e quindi per t = 0, posto 2\ = —0’(0) e Xy = X (0), si ottiene

) 1
Ric(go) + §(£Xogo) = Ago.

Quindi (M, go, Xo) € un solitone di Ricci.

Osservazione 8.80. Sia (M, g, X) un solitone di Ricci con costante A:
(1/2)Lxg + Ric = Ag. Siccome metriche omotetiche hanno lo stesso tensore
di Ricci, allora

(M, g = pg, X = (1/p)X), p >0,
¢ un solitone di Ricci con costante A = A/ p.

Osservazione 8.81. Siano (M, g, X;), (M, g, X5) due solitoni di Ricci con
costanti A\; # Ag. Allora, il campo vettoriale X = X5 — X ¢ omotetico:

LXg = 2()\2 — )\1)9

Osservazione 8.82. Il prodotto riemanniano di due solitoni di Ricci che
hanno la stessa costante, (M, g1, X1, A), (Ma, g2, X2, A), € ancora un solitone
di Ricci. Basta tener presente la connessione di Levi-Civita e il tensore di
Ricci di un prodotto riemanniano.

Solitoni di Ricci tipo gradiente

Un solitone di Ricci (M, g,X) ¢ detto di tipo gradiente se il campo
vettoriale X ¢ il gradiente di qualche funzione f € F(M): X =V f, dove V
¢ la connessione di Levi-Civita. Dall’Osservazione 9.3 :

(1/2)(Lyrg) = Hessf (hessiano di f).
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Pertanto, un solitone di Ricci tipo gradiente si puo esprimere con l’'equazione
Ric+ Hessf = Ag.
G. Perelman [82] provo che: ogni solitone di Ricci compatto é di tipo gra-

diente.

Infine, osserviamo che nelle dimensioni n = 2,3, ogni solitone di Ricci
compatto ¢ di Einstein, e quindi a curvatura sezionale costante. Questo
risultato ¢ dovuto a Hamilton [46] per n = 2 e a Ivey [50] per n = 3. Inoltre,
¢ noto che non esistono solitoni di Ricci compatti tipo expanding e steady
[27]. Di seguito esaminiamo alcuni classici esempi di solitoni di Ricci non
compatti.

Esempio 8.83. Il solitone gaussiano

Consideriamo lo spazio euclideo (R", go) e la funzione f(x) = (\/2)||z]?,
A € R, A #0. Allora, il campo vettoriale V = V°f = A(xy,...,z,) e il suo
derivato V4V = AX, dove V° ¢ la connessione euclidea. Di conseguenza,

(Lvgo)(X,Y) = go(VEXV,Y) + go(X, VEV) = 2Xgo(X,Y),
ossia
Ly go = 2Xgo.

Pertanto, siccome il tensore di Ricci della metrica euclidea € nullo, (R™, go, V')
¢ un non-steady solitone di Ricci tipo gradiente, detto solitone gaussiano.

Esempio 8.84. Cylinder shrinking soliton
Sia (M, g) la varieta riemanniana prodotto S?fl x R, n > 3, dove S?fl e
la sfera di raggio R = m Quindi,
g=go+dt®dt con gy metrica canonica di S’}{l.
La ¢ € una metrica riemanniana prodotto, per cui il suo tensore di Ricci
Ric(g) = Ric(go0) = (1/2)go-
Consideriamo la funzione f definita da
fz,t) =12/4 V(z,t) € SE' xR
Hessf & dato da (cfr. Appendice B.1)
(Hessf)(X,Y) = g(VxVf,Y).

Tenendo conto di come ¢ definita la connessione di Levi-Civita di una metrica
prodotto (cfr. Esercizio 6.52), si ha che il gradiente V f = (1/2)t0; e

(Hessf)(X,Y) = (1/2)(dt ® dt)(X,Y).
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Allora,

1 1
Ric(g) + Hessf = 5(90 +dt®dt) = 59

Pertanto, (M, g, f) € un solitone di Ricci tipo gradiente con la costante A > 0,
che viene detto cylinder shrinking soliton.

Esempio 8.85. Hamilton’s cigar soliton

Questo esempio, anche noto in Fisica come Witten’s black hole, ¢ dovuto
a Hamilton. Consideriamo R? con la metrica riemanniana (the cigar metric)

g = f(dz® + dy?), dove f(x,y) = 1/(1+ 2%+ ¢?),
e la funzione
F(z,y) = —log(1 + 2* + y°).

Facciamo vedere che (R?, g, F') ¢ un steady solitone di Ricci di tipo gradiente
con funzione potenziale F'.

e La curvatura gaussiana.
Dall’Esercizio 6.54 sappiamo che
(B = (1/V[)0s, B2 = (1/V])0,)

e una base g-ortonormale di campi vettoriali e la connessione di Levi-Civita

V soddisfa:
Ve By = (y/v/(A+22+y?) By, Vg Ey=(—y//(1+22+y?)E.
VB =(—2/\/(1+22+y2)Es, VB = (z//(1+22+12))E:.

Di conseguenza,

R(E17 E2)E1 - _vElvEQEl + VEQVElEl + V[El,EQ]El

o i
= E, Ey + Vi, Ly
( (1+x2+y2)> (1+ 22 +y?)
Yy Yy
+ Ly Ey + Vi, Es
( O+ﬁ+ﬁﬂ Q+a+y?)
I’2+y2
1+ 22 +92 2

e quindi la curvatura gaussiana
K = g(R(E1, E2)Ey, By) = 2/(1 + 2° + °).

Poiché la varieta e 2-dimensionale, abbiamo Ric = K g, ossia
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e La derivata di Lie Ly g, V = VF.

Consideriamo la funzione F(z,y) = —log(1 + 2 + 3?) ¢ il campo vetto-
riale V' = VF. Rispetto alla base ortonormale F;, E5, il campo vettoriale
gradiente ¢ definito da

VF = B(F)B) + By(F)Ex = (0,(F)0, +9,(F)3,)

= (1+ 22 + 37 (0u(F). + 0,(F)D,)
= —2(28, + y0,).

Quindi
V = =2(z0, + y0,) = —2W,
dove W ¢ il campo vettoriale radiale che si puo anche esprimere con
Y
By + Ej
(1+ 2% +y?) (1+2%+y?)
Ora, preso X € X(R?),X = X'E, + X?F,, calcoliamo VxV. Usando pro-

prieta di V e la tabella delle derivate covarianti Vg, £, con facili calcoli si
ottiene

—2
VxV=-2VxW=—-—-—X
X X (1+ 22 +9y?2)
D’altronde
4
(/CVg)(X> Y) = g(Vva Y) +g(X> VYV) - ] + a2 4 42 9

Pertanto, possiamo concludere che

(1/2)Lyg+ Ric=0
e quindi (R?, g,V) ¢ un steady solitone di Ricci tipo gradiente.
Osservazione 8.86. Questo solitone, introdotto da Hamilton in [46], ¢ il

primo esempio di solitone di Kahler-Ricci su varieta non compatte. Usando
la coordinata complessa z = z+iy, la cigar metric su C ¢ g = dzdz/(1 + |2|?).



Capitolo 9

Campi vettoriali di Killing e di
Hopft

I campi vettoriali di Killing su una varieta riemanniana, e in particolare
quelli di Hopf sulla sfera S (che sono esattamente i campi unitari di
Killing, cfr. Sezione 9.5) sono i pit importanti campi vettoriali in geometria
riemanniana. Ad esempio, essi giocano un ruolo fondamentale in geometria
sasakiana, nello studio dell’armonicita dei campi vettoriali V' pensati come
applicazioni da (M, g) in (TM,Gy), dove G ¢ la metrica di Sasaki, oppure
da (M,g) in (T'M,G,) se V & unitario, e nello studio dei campi vettoriali
unitari di volume minimo (problema di H. Gluck — W. Ziller, cfr. Sezione
9.6). Inoltre, l'esistenza di campi vettoriali di Killing ¢ intimamente legata
alla curvatura della varieta.

9.1 Campi vettoriali di Killing

Definizione 9.1. Un campo di vettori V' su una varieta riemanniana (M, g)
e detto campo di vettori di Killing, oppure isometria infinitesimale, se il
gruppo (locale) a 1-parametro di diffeomorfismi ¢(t, p) associato a V' consiste
di isometrie (locali).

Siccome la derivata di Lie

(£V9>p = hnltﬁo% (¢>tkg¢t(p) - gp) )

allora Lyg = 0 se e solo se ¢;gs, = g, cioe se e solo se V ¢ di Killing.
Ricordiamo che se S ¢ un tensore di tipo (0, 2),

(LyS)(X,Y)=VS(X,Y)—-S([V,X],Y) - S(X,[V.Y]). (9.1)
Se S = g, siccome Vg = 0, si ha

(Lvg)(X,Y) = g(VxVY) + g(X, VyV).

301
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Pertanto, V' ¢ di Killing se e solo se ¢ soddisfatta ’equazione (di Killing)

ovvero l'operatore VV' ¢ antisimmetrico. In particolare, i campi vettoriali
paralleli sono di Killing e inoltre hanno lunghezza costante (cfr. Proposizione
8.41). Usando la (9.1), si ha che

Livwg =Ly oLwg— LwoLyg.

Pertanto, I'insieme IC(M) dei campi vettoriali di Killing su M, oltre ad essere
uno spazio vettoriale reale, € un’algebra di Lie.

Osservazione 9.2. Sia 7 : (M, §) — (M, g) un rivestimento riemanniano.
E noto che per ogni X € X(M) esiste un unico X € X(M) tale che m,;X; =
Xo(p) per ogni p € M (cfr. Proposizione 2.31). Siccome 7 & un’isometria
locale, dall’equazione di Killing segue che X ¢ di Killing se e solo se X ¢ di
Killing.

Osservazione 9.3. Data f € F(M), se consideriamo il campo vettoriale
V[ (gradiente di f), tenendo conto della (2.5) dell’Appendice B.1, si ha

Quindi, dalla definizione di hessiano di f (cfr. Appendice B.1) si ha
(1/2)(Livpyg) = V?f = Hessf (hessiano di f).

Osservazione 9.4. Sia & un campo vettoriale di Killing su (M, g). Siccome
¢ genera un gruppo (locale) ad un parametro di isometrie e il tensore di Ricci
Ric & invariante per isometrie (locali), allora L¢Ric = 0.

Osservazione 9.5. Se V' & un campo vettoriale geodetico, ossia ViV = 0,
e di lunghezza costante, dall’espressione di (Lyg) segue che (Lyg)(V,-) = 0.

La seguente proposizione e la versione infinitesimale della Proposizione
7.37.

Proposizione 9.6. Un campo vettoriale V- € K(M) é univocamente deter-
minato da 'V, e (VV')(p) per un fissato punto p € M.

Dimostrazione. Poiché IC(M) ¢ uno spazio vettoriale, basta provare che se
V,=0¢e (VV)(p) =0, allora V = 0 su M. Intanto proviamo che V, =0 e
(VV)(p) = 0 implicano la seguente proprieta:

“V e nullo in un intorno del punto p.” (9.2)

Sia ¢y, |t| < €, il flusso locale di V' definito in un intorno U di p, quindi
¢ U = ¢(U),q — o(t) = ¢(t,q), & una isometria per ogni t; inoltre, per
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ogni ¢ € U la curva o(t) = ¢(t,q) € l'unica curva che soddisfa o(0) = ¢ e
d(t) = Vo) = Vg (cfr. Teorema 2.35). Allora (de¢(t,p)/dt) (0) =V, =0
implica ¢(t,p) = p per ogni t. Proviamo che ¢, : U — ¢;(U) & 'identita su
tutto U. Dato Y € X(M), consideriamo il differenziale (¢)., : T,M — T,M
e poniamo y(t) = (¢)spY,. Siccome

00 = (§0).,%) == (560, %00 ) ==Luy =1V,

VY], =V Y =Vy V=0 (tenendo conto che V,, = (VV), = 0),
otteniamo y(0) = 0. Di conseguenza, per ogni t:

(Dern)epYp = (P1)spYp

d
0 = (5(0),%) (0 = 1y :
= lim ((bt)*p((ﬁh)*py;) - ((ﬁt)*pY;,
h—0 h
— (¢t)*p ]1115}(1) @’1)*7’# _ (Cbt)*py(()) _ (¢t)*p0 o

dunque y(t) ¢ costante e quindi (¢).,Y, = Y,. Pertanto, I'isometria ¢; soddi-
sfa ¢(p) = p e (¢¢)sp = Ir,nr Per ogni ¢, e quindi (cfr. Esercizio 7.37) ¢, = Iy
da cui segue che V' ¢ nullo su U, ossia la proprieta (9.2). Di conseguenza
I'insieme A = {p € M :V(p) =0, (VV)(p) =0} ¢ un aperto, ovviamente &
anche un chiuso, ed essendo M connessa possiamo concludere che A = M e
quindi V' ¢ nullo su M. O

Proposizione 9.7. L’algebra di Lie K(M) ha dimensione < n(n+1)/2,
dove n = dim M.

Dimostrazione. Fissato un punto p € M, denotiamo con 4, I'insieme delle
trasformazioni antisimmetriche di T, M e consideriamo ’applicazione lineare

O K(M) = T,M x A, X — (X, (VX)(p)).
Dalla dimostrazione della Proposizione 9.6 segue che il nucleo di ® ¢ banale,
quindi
dim (M) <dimT,M +dim A, =n+nn—-1)/2=n(n+1)/2.
O

Osservazione 9.8. Se (M, g) ¢ una varieta riemanniana completa, allora
ogni campo vettoriale di Killing ¢ completo, inoltre I'algebra di Lie K(M) &
isomorfa all’algebra di Lie del gruppo di Lie Iso(M, g) ([100], p.118). Quindi,
posto dim M = n, dim (M) = n(n+1)/2 se e solo se M ¢ isometrica a
una delle seguenti varieta a curvatura sezionale costante: lo spazio euclideo
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R", lo spazio iperbolico H", la sfera canonica S", lo spazio proiettivo reale
RP™ ([100], p.120; [56] vol I, p.239). Inoltre, se una varieta riemanniana
compatta ha tensore di Ricci nullo, lo spazio dei campi vettoriali di Killing
ha dimensione uguale al primo numero di Betti by (M) ([10], p.41).

11 seguente risultato di K. Yano [125] si ¢ rivelato molto utile nello studio dei
campi vettoriali di Killing.

Proposizione 9.9. Sia (M, g) una varieta riemanniana. Ogni X € X(M)
soddisfa ’equazione

Ric(X,X) = [VXI* = (1/2)[|Lxg|* + (div X)* (9-3)
+ div(Vx X) — div((div X) X).

In particolare, se M e compatta:
[ (Riclx. X) = IVXIP + (/2 Lxgl? - (@ivX)) v =0, (94)
M

Dimostrazione. Proviamo le seguenti formule:
Ric(X,X) = —tr {(VX) o (VX)} + (div X)? (9.5)
+ div(Vx X) — div((div X) X),
tr {(VX) o (VX)} = (1/2)||Lxgl* — [VX]*. (9.6)
Dato p € M, sia {Ey,---,E,} una base ortonormale di campi vettoriali
definiti su un aperto U di M con p € U tale che (VE;), =0, cioe (VxE;), =
0, per ogni 1 < i < n. Allora, nel punto p, si ottiene
Ric(X,X) =Y R(X,E;,X,E) =Y g(R(X,E)X, E)
= — Zg(vaEiX — VEZ.VXX — V[X,EZ-}X, Ez)
=Y 9(Vv, x X, E)
= —X(divX) +div(VxX) —tr {(VX)o (VX)},

e quindi la (9.5), tenendo anche conto dell’identita
div(fX) = fdiv(X) + X(f).
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Tnoltre,
gl =3 (Exo) (B B)" = 3 oV, B+ 9(Es Ve, X))
_ Z ( (Ve X, E;)? + QQ(VJEiX? E;)9(E;, Vi, X)
+ 9(F;, Ve, X)?)
-3 g<z 9(V 5, X, Ej)E;, Vi, X )
+ Z g EE Vs, o(e, x5, X )
29 (Vzigijx,Ei)EiX : Ej)
+ ig(Zg(ijX, E)E;, Vi, X)
_ ng(inX, inX) + Zg (E VinxX)
*ZZ 9 (Voo x X, F) +zz 9(Vr, X, Vi, X)
—9 (H]VXHQ +tr{(VX)o (V]X)}) :
¢ quindi la (9.6). Le formule (9.5) e (9.6) implicano la (9.3). O

L’operatore
A:X(M) = X(M), X = AX = —tr,V2X,
¢ detto “rough Laplacian”, dove V?X ¢ il tensore di tipo (1,2) definito dalla
(8.2) (cfr. anche Sezione 12.7). Siap € M e sia {E; : 1 < i < n} una base

ortonormale locale di campi di vettori definiti su un aperto U di M, p € U.
Per ogni X € X(M), dalla definizione di A segue che

n

AX)p) =-Y (VE Ve X = Vo, n, X) (9.7)

=1

Proposizione 9.10. Per ogni X € X(M), abbiamo
- 1
g(AX, X) = SA(IX]?) + VX[ (9-8)

dove A ¢ loperatore di Laplace-Beltrami che opera sulle funzioni (cfr. Ap-
pendice B).
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Dimostrazione. Sia {E; : 1 < i < n} una base ortonormale locale di campi
di vettori definiti su un aperto U di M. Allora

g(AX, X) Z{g ViVEX, X) = 9(Vy, 5X, X)}
= = BV X X)) = Ve X = (Ve B )
= = S GAEIXI) = Va1 - 5(VaE) X}

= §A(I|XH2) + VX,

dove abbiamo fatto uso dell’espressione locale (rispetto alla base ortonormale
locale {F; : 1 < i < n}) dell’'operatore di Laplace-Beltrami sulle funzioni (cfr.

Appendice B): Af = —tr,V?f = —=>"" {E/(E:f) — (VEE)f}. 0

Osservazione 9.11. Il rough laplaciano A ¢ legato al laplaciano A; operante
sulle 1-forme (cfr. Appendice B). Intanto A'(M) e X(M) si identificano in
modo naturale mediante 'isomorfismo:

X(M) — AY M), X — X° =g(X,").

Con questa identificazione, possiamo considerare il laplaciano A; definito
anche sui campi vettoriali, ossia

Ay X(M) — X(M), X — A X, dove g(AX,)=AX".

Allo stesso modo, anche il rough laplaciano A si puo definire sulle 1-forme.
Allora gli operatori A e Ay sono legati dalla formula di Weitzenbdck (cfr.,
ad esempio, [126] p. 56):

A=A+Q (9.9)

dove @) ¢ I'operatore di Ricci. Un campo vettoriale X si dice Hodge-armonico
se la 1-forma g-duale X’ ¢ Hodge-armonica, cioe A; X? = 0. Se M ¢ compatta,
il teorema di Hodge-de Rham afferma che H;(M,R) ¢ isomorfo allo spazio
vettoriale dei campi vettoriali Hodge-armonici.

Teorema 9.12. Sia (M, g) una varieta riemanniana.
a) SeV e K(M), allora

divi =0 e AV =QV.
b) Se M ¢ compatta, divV =0 e AV =QV, allora V€ K(M).
c) SeV e K(M), allora
Ric(V,V) = |[VV|? + div(VyV) = [|[VV]]? + $A[|V?
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V|| =cost. <= V é geodetico.

In particolare, se V€ K(M), abbiamo
c1) se ||V =cost., si ha

Ric(V,V)=|VV|>? >0, e Ric(V,V)=0 se e solo se V ¢ parallelo;
c2) se Rie(V,V) <0, |V| =cost. = V parallelo;
c3) se Ric(V,V) <0 ed M é compatta, allora V parallelo e ||V|| =cost.

Dimostrazione. a) Fissato p € M, consideriamo una base ortonormale locale
definita in un intorno U di p tale che (VE;), = 0. Poniamo per semplicita
e; = E;(p). Inoltre fissato v € T,M, possiamo considerare X € X(U) tale
che X, =v e (VX), =0. Siccome V ¢ di Killing, Lyyg = 0 e quindi

divV =5 . 9(VgV, E;) = 0.
Siccome (Vg E;), = 0, si ottiene

AV 0) = 9BV X)p = = 3 9(VaVEV = VeornV: X,
S Z 9(Ve VgV, X),
- _ Z{&(Q(VEZV’ X)) = 9(VeV,VegX),}
= — Z ei(9(VEV, X)).
Di conseguenza, siccome [X, Ei], = (VxE;), — (Vg X), =0, siha
Ric(V, X), ZRVEZ,X Ey), Zg (X, )V, Eq)y
— Zg —VxVeV+VeVxV+VixeV, E)
- Z 9(=VxVEV +VrVxV, E),

= - Z{X (9(VEV, E)) — g(ViV,VxE) — E(g(VxV, E;))

+ g(ZVXV, Ve E)}
= — Z{X@(VEM i) — Ei(9(VxV, E;))}p

= =X (div(V)) + D e((Lvg) (X, Bi) = g(VRV, X))

= —ei(9(VeV. X)) = g(AV, X),
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Pertanto, QV = AV. -

b) Se M ¢ compatta, la formula (9.8) insieme con QV = AV e il Teorema
di Green implicano: [,, Ric(V,V) vy = [,/ [|[VV ] v,. Quest’ultima formula,
divV = 0 e la formula integrale (9.4) implicano che V' ¢ di Killing.

¢) Se V e di Killing, tenendo conto che divl = 0 e VV & antisimmetrico, si
ha

w((VV) 0 (VV)) =3 g(VV(ViV), E)

== 9(VsV.VyV)
= —|vV?.

Per cui dalla (9.5) si ottiene Ric(V,V) = |[VV|]* + div(VyV). Inoltre, per
V di Killing abbiamo visto che QV = AV e quindi applicando la (9.8) si ha
Ric(V,V) = |[VV|? + 1A|V]]%. Inoltre, siccome V ¢ di Killing, abbiamo

1
g(VvV, E) = —g(VEV,V) = _§Ei”VH2'

Per cui ||V]| ¢ costante se e solo se V' ¢ geodetico. Infine, ¢;), ¢2), ¢3) seguono
facilmente. In particolare per la c3), applicando il Teorema B.5 si ottiene
che V' e parallelo, e quindi applicando il Teorema B.7 si ottiene che V' ha
lunghezza costante. O

Proposizione 9.13. Sia (M, g) una varieta riemanniana e sia V € K(M).
Sep € M ¢é un punto critico della funzione
frM =R, pe f(p) =Vl
st ha
R(Vp, X, Vs Xp) + 53X (9(V.V)) (0) = IV x, V1%

In particolare, se ||V|| é costante, le curvature sezionali lungo piani che
contengono V' sono sempre non negative.

Dimostrazione. Sia V € K(M). Consideriamo la funzione f = |V|[*. Sia
p € M un punto critico per f, cioe f,, = 0. Siccome V e di Killing, da
0= fip(Xp) = X, (f) = Xpg9(V, V) per ogni X, € T,M, si ottiene

9(V, V. X,) = —g(Vx,V.V,) =0 equindi (VyV) =0.  (9.10)
Poniamo F(X) = R(V,X,V,X) + 1X(X(g(V,V))). Allora,

F(X) =g(VyxV,X) — g(VvVxV, X)
+9(VxVyV, X) + Xg(VxV, V)
= g(Vivx)V, X) = g(VvVxV, X) 4+ g(Vx VvV, X)
+9(VxVxV, V) + [V V]2
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Derivando rispetto a X l'equazione di Killing
g(VXV, V) = —g(vvva X>7

si ottiene
9(VxVxV,V) + [[VxVI[? + g(VxVyV, X) = —g(VyV, Vx X),
e quindi
F(X) =g(VyxV,X) = g(VvVxV, X) = g(VyV, Vx X)
= —g(VxV, [V, X]) = g(VyVxV. X) = g(VyV, Vx X)
= —g(VXV, VVX) + g(VXV, V)(V) — g(VVVXV,X)
- g(VVV, VXX)
Derivando ¢(VxV, X) = (Lyg)(X,X) =0, si ha
9(VyVxV, X) = —(VxV,VyX),
e la precedente formula diventa
F(X)=[[VxV|?* = g(VyV, VxX).

Applicando poi la (9.10) si ottiene F(X)(p) = [|[VxV|*(p), cio conclude la
dimostrazione. O

Per campi vettoriali di Killing di lunghezza costante abbiamo la seguente
caratterizzazione

Proposizione 9.14. Se V€ X(M) ha |V || =cost., allora V' ¢é di Killing se
e solo se

divV =0, VyV=0, g(QV,V)=|VV]|> (9.11)
Dimostrazione. Sia V' un campo vettoriale di Killing di lunghezza costante.
Allora, come ¢ stato gia osservato divV = 0, inoltre 0 = (1/2)X(|V|*) =
g(VxV, V) = —g(VyV,X) e quindi VyV = 0. Infine, dal Teorema 9.12
segue che Ric(V, V) = ||[VV||?. Viceversa, se assumiamo la (9.11), dalla (9.3)
si ottiene che |[Lyg|| = 0 e quindi V' ¢ di Killing. O
Proposizione 9.15. Sia V € X(M) con M compatta. Allora,

V' e di Killing e Hodge-armonico se e solo se V' e parallelo.
Dimostrazione. Se VV = 0, allora V di Killing e dalla definizione di A segue
che AV = 0. Inoltre, dalla Teorema 9.12 abbiamo @V = AV = 0 e quindi
AV = QV + AV = 0. Dunque, V e anche Hodge-armonico. Viceversa,

assumiamo che V' sia di Killing e Hodge-armonico. Allora, A;V = 0 e quindi
AV = —QV. Applicando la (9.4), siccome V' ¢ di Killing, si ha

[ IvvIEe = [ Rictv vy, = [ at@vivye == [ o&vv)s,

e quindi applicando la (9.8) si ha [, |[VV]|* v, = 0. Pertanto, V' & parallelo.
[
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Ricordiamo che ogni campo vettoriale X € X(S?") ha uno zero in quanto
la caratteristica di Eulero-Poincaré di " ¢ 2 (# 0). Nel caso di varieta
riemanniane compatte con curvatura positiva di dimensione pari, ogni campo
di Killing ha uno zero. Infatti, abbiamo il seguente risultato.

Teorema 9.16. (di M. Berger, 1965)

a) Se una varieta riemanniana compatta (M, g) con tensore di Ricci definito
positivo ammette un campo vettoriale div Killing privo di zeri, allora M ha
dimensione dispari.

b) Se una varieta riemanniana (M, g) di Finstein (i.e., Ric = A\g, A costante)
con \ # 0, ammette un campo vettoriale V' di Killing di lunghezza costante,
allora X > 0 ed M ha dimensione dispari.

Dimostrazione. a) Sia V' di Killing e privo di zeri. Siccome M ¢ compatta,
la funzione f: M — R, p — ||V,]|* ammette un punto p € M di minimo. In
particolare, il differenziale f,, = 0 in quanto:

£(X) = FG10)) = (516(0)) ©) =0

Nel corso della dimostrazione della Proposizione 9.13, abbiamo visto che
Vi,V =0eg(Vx,V.V,) = —g(Vy,V,X,) = 0. Quindi, (VV), : X, = Vx,V
e un endomorfismo di V;}. Questo endomorfismo ¢ iniettivo, e quindi un
isomorfismo, cioe Vy, V' = 0 implica X, = 0. Infatti, essendo p un punto
di minimo si ha X,(X(f)) > 0 e quindi, considerata una base ortonormale
locale di campi vettoriali (E1, ..., £,,) definita in un intorno di p, (E;),(E;f) >
0. Allora, applicando la Proposizione 9.13 tenendo anche conto che M ha
curvatura di Ricci positiva e V' ¢ privo di zeri, si puo concludere che X, =
0. Poiché (VV), ¢ anche antisimmetrico, deve essere dim VpL pari e quindi
dim M = (dim V;;" 4 1) & dispari.

b) Segue da a) e dalla Proposizione 9.13. O

Corollario 9.17. Se una varieta riemanniana n-dimensionale ha curvatura
sezionale costante k # 0 e ammette un campo vettoriale unitario di Killing,
allora k > 0 ed n ¢ dispari.

Proposizione 9.18. Sia (M, g) una varieta riemanniana con tensore di Ric-
ci definito negativo.

i) Se V € KK(M) ha lunghezza costante oppure é geodetico, allora V =0,

j) Se M ¢ compatta, allora IC(M) = {0}. Inoltre, il gruppo delle isometrie
Iso(M, g) ¢ finito.

Dimostrazione. Segue dalla c¢) del Teorema 9.12. In particolare, per la prima
parte della j), tenere conto del Teorema di Green: [, (divX)v, = 0 per ogni
X € X(M). Siccome K(M) = {0}, il gruppo delle isometrie Iso(M,g) ¢
discreto; d’altronde per un Teorema di Myers-Steenrod il gruppo Iso(M, g)
¢ un gruppo di Lie compatto (rispetto alla topologia compatta-aperta), per
cui sara necessariamente finito. O]
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9.2 Campi vettoriali di Killing su R" e §"

Consideriamo lo spazio Euclideo (R™, gg). Sia V un campo di vettori
lineare su R"™, cioe¢ pensato come un’applicazione da R™ in R™ e lineare e
quindi rappresentato da una matrice A = (a;;) di ordine n:

V,=Ap = (Z a1525(P); s D Anj T (P )), equivalentemente:

v, = Z (Zal]xj )(ai ) (9.12)

Sia X € X(R") del tipo X, =V, + v, con V campo di vettori del tipo (9.12)
e v un fissato vettore di R™. Allora

Xp =2 (ZJ aiji(p) + Ui) (08%-)1)7

per cui

(V8,X) ) = (V4,V) ) = Ssean(5)

9o (ngX, %)(?) = Qpk,

dove VY ¢ la connessione euclidea. Di conseguenza, X ¢ di Killing se solo se
ane + apn, = 0 per ogni h, k, ossia se e solo se la matrice A e antisimmetrica.
Proviamo che i campi vettoriali cosl costruiti sono tutti e soli i campi di
Killing su R™. Sia X un arbitrario campo di vettori di Killing su R", e sia

d:RxR* =R (t,p)+— (t,p),

il gruppo globale a 1-parametro generato da X. Siccome X e di Killing,
le trasformazioni ®; : R — R" date da ®,(p) = ®(¢,p) per ogni p € R",
sono isometrie di R™ per ogni ¢ € R. Di conseguenza, ®;(p) = A(t)p + v(t),
dove A(t) ¢ una curva del gruppo ortogonale O(n) e v(t) ¢ una curva di R”
con A(0) = I e v(0) = 0. Siccome A'(0) = A € so(n,R) (algebra di Lie
delle matrici antisimmetriche di ordine n) e v'(0) = v € R", otteniamo che
X, = %@(t,p)‘tzo e quindi

X, =A0)p+v(0)=Ap+wv

con A matrice antisimmetrica. Pertanto: IC(R™) ¢ lo spazio dei campi vetto-

rialt X del tipo X =V +wv, dove V e un campo vettoriale lineare determinato

da una matrice antisimmetrica e v € un fissato vettore di R™. Inoltre,
n®*—n n(n+1)

dim C(R") = 5 +n= 5
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In particolare, un campo vettoriale di Killing X = V 4 v & parallelo (equi-
valentemente ha lunghezza costante) se e solo se il campo lineare V' =
0.

Determiniamo ora lo spazio I(S™) dei campi vettoriali di Killing sulla
sfera canonica. Sia V' € K(R"!) lineare, quindi

V=Y (Z?Ll ;T (p)> ((%)p

Siccome V' & determinato da una matrice antisimmetrica, abbiamo go(V,,p) =
0 per ogni p € S" e quindi la restrizione di V' a S™ definisce un campo di
vettori su S”. Inoltre, siccome V' & di Killing su R"*, V sara di Killing anche
su S™:

90(VxV.Y) = go(VXV)Y) = —go(VyV, X) = —go(VxV.Y)
per ogni X,Y € X(S"). Dunque, ogni elemento di K(R"™!) definisce un
elemento di I(S™). D’altronde, vale anche il viceversa in quanto ogni iso-

metria di S” ¢ la restrizione a S” di una trasformazione ortogonale di R™*!.
Pertanto,

K(S") = {Visn : V € K(R™), V lineare }

e
1)2 — 1 1
dgimi(gr) = P =t n+l)
2 2
Esempio 9.19. Esaminiamo per n = 3 un esempio specifico di campo

vettoriale di Killing. Consideriamo il campo vettoriale lineare
V(p) = ax3(p)(0a), — az2(p)(s),

il quale corrisponde alla matrice antisimmetrica A = (a;;), dove agss = —asy =
a e a;; = 0 negli altri casi. La curva integrale di V' uscente da p e la curva

Yp(t) = (e)p, dove e =T+tA+ (2/2)A%2+ ... + (tF/E)AF + .

Siccome
0 0 0 0 0 O
A2:<0—a2 0>,A3:<00 —a3>,
0 0 —a? 0 a> 0
0 0 0 0 0 0
A4_<0 a’ 0>,A5_(0 0 a5>,
0 0 a* 0 —a® 0
0 0 0
AS = ( 0 —a% 0 ), abbiamo
0 0 —a°
1 0 0
etA:<0 « 5),
0 -8 «
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dove

B (at)2 (at)4 (at)6 B (at)3 (at)5 (at)7
L R R kTR R R
Quindi,

1 0 0
et = ( 0 cos(at) sin(at) )

0 —sin(at) cos(at)

e il gruppo ad un parametro generato da V' e formato dalle isometrie
D, i R* = R?, p s Oyp) = 7,(t) = e'p,
che sono rotazioni intorno all’asse x;. ®,(p) ¢ dato dalla seguente terna

(xl(p), xo(p) cos(at) + x3(p) sin(at), —z2(p) sin(at) + z3(p) cos(at)).

Esercizio 9.20. Sia X € K(R"), quindi X = V + v. Data un’isometria
f = A+ adi R" siverifichi che X ¢ f-invariante, cio¢ f., X, = Xy, se
e solo se [A,V] =0 e Av = V(a) + v. Suggerimento: basta osservare che
fe=A fpX, = A(V;, +v)e Xiw) = VA(p) +V(a) +v.

Campo vettoriale gradiente su S"

Consideriamo lo spazio euclideo (R™*!, gy). Dato un punto (vettore) a €
R"*! a # 0, 'applicazione lineare )\, : R"™ — R, =+ go(z, a), ristretta alla
sfera unitaria S™ definisce una applicazione differenziabile A\, = A\, 07 : S” —
R — R sulla stessa sfera. Denotiamo con g = i*gy la metrica canonica di
S™. 1l campo vettoriale gradiente V), ¢ dato da

VAo=a—Xv, dove v,=p= Zxk(p)(ak)p. (9.13)
k

Infatti, il gradiente VA, ¢ definito da g(VA,, X) = (dA,)(X) dove X € X(S"),
quindi

VA=Y 9(VAa EE; =Y (AN)(E)E; = ) (dN)(i-E)E;

J J

= Z gO(v;\m Z*EJ>EJ )

J

dove E;(i = 1,...,n) ¢ una base ortonormale locale di campi vettoriali su S".
Pertanto, VA, ¢ la componente di V), tangente a S" : VA, = (V)"
Siccome VA, = a, per ogni p € S", si ha
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(VAa)p = a— gola,vp)vp, = a — gola,p)vy
e quindi la (9.13). Di conseguenza, posto V, := V\,, siccome

ViV = V(a—Av) = =X\ — A Vi = =X (Ao — Ao X,
il derivato del campo gradiente V, ¢ dato da
VxVa=—=AX VX € X(S"). (9.14)

Dalla (9.14) segue che i campi gradienti V,, sono conformi (ma non di Killing)
su S™:

(Lv,9)(X,Y) = g(VxVo,Y) + g(Vy Ve, X) = —20,9(X,Y).

Denotiamo con C(S") lo spazio di tutti i campi conformi su S™. Inoltre,
poniamo G,(S") := {V, :a € R™'}. Siccome dimK(S?) = " e (cfr,
[56] vol.I, p. 310)
1 2
aime(sn) = ")

allora

C(S") = K(S") ® G-(S").

Si noti che questi campi gradienti V, sono importanti anche nella teoria delle
applicazioni armoniche, essi sono i responsabili della instabilita, per n > 3,
delle applicazioni armoniche non costanti f : (S",g = i*gy) — (M, g") (cfr.
Capitolo 12).

Esercizio 9.21. Si verifichino le seguenti formule:
IVall? = llal® = Ao, divVe = —ndo,  [VVa|* =A%,
AV, .= —trV2V, = V.

9.3 La fibrazione di Hopf

Consideriamo la sfera unitaria S>*™! ¢ C"*! e I’azione della circonferenza
unitaria S' su §*"*1: (A, 2) — Az. Tale azione (nota come azione di Hopf)
avviene mediante isometrie, ossia per ogni A € S, I'applicazione fy : z — Az
¢ un’isometria di S*"*1. Se z € S?"*!, T'orbita di z sotto 'azione di Hopf &
{A\z : X € S} che ¢ una circonferenza unitaria di S***!. Lo spazio proiettivo
complesso CP™" = C"™\ {0} /p = S*"T!/S! e, siccome azione avviene
con isometrie che agiscono transitivamente sulle fibre, la metrica canonica di
S?"*1 induce una metrica su CP", detta metrica di Study-Fubini, rispetto
alla quale la proiezione quoziente 7 : S?"*! — CP" = §?"*!/S! risulta una
sommersione riemanniana. Per n = 1, abbiamo la fibrazione di Hopf

7S SP/St = S%(1/2)
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che adesso esaminiamo in dettaglio, dove S*(1/2) denota la 2-sfera di rag-
gio 1/2. Prima di procedere, si noti che anche per n > 1 la sommersione
riemanniana 7 e nota in letteratura col nome di fibrazione di Hopf, e il cam-
po di vettori unitario € tangente alle fibre della sommersione ¢ detto campo
di vettori di Hopf (standard). Nella Sezione 9.4 vedremo che £ é un campo
vettoriale di Killing. Torniamo adesso al caso n = 1 e osserviamo che

2=(21,22) €S* & 2 =p1 ™, zg=py 2, pi+p3 =1,
Quindi, i punti di S? sono del tipo z = (cos(t)e't, sin(t)e'’?). La sfera 82(1/2)
si puo pensare ottenuta ruotando, intorno all’asse x, la curva ~ : z =
(1/2)cos(2t), y = (1/2)sin(2t), z = 0, t € R, e quindi 82(1/2) ha equazioni
parametriche
x = (1/2)cos(2t), y=(1/2)sin(2t)cos?, =z = (1/2)sin(2t)sin.

L’applicazione

¢ : [Az] = [2] = [(cos(t)e™,sin(t)e™?)] i (Lcos(2t), dsin(2t)e’ "1 772))

¢ un diffeomorfismo che identifica la retta proiettiva complessa CP! = S /S!
e la sfera S*(1/2). Possiamo quindi rappresentare la fibrazione di Hopf con
'applicazione 7 : S* — S?(1/2) definita da

7 (coste™ sinte?) i (cos(2t), Lsin(2¢)e!1772)),

la quale risulta chiaramente invariante per 'azione di S!. Si noti che, posto
(21, 22) = (cost et sinte?), si ha
W(Zl,ZQ) = (1/2)(|Zl|2 — |22‘2,22152> < SQ<1/2) CRxC.

Tale applicazione si pud anche pensare definita da 7(z1, 22) =21/22 identifi-
cando S?(1/2) con CU{co} piano complesso compattificato. Infatti, median-
cost (91 —0

et(P1—102)
sint

te la proiezione stereografica dal polo nord, il punto (z1/29) =

corrisponde sulla sfera al punto di coordinate cartesiane
(3sin(2t)cos(th — VUs), 2sin(2¢)sin(y — VUs), 2cos(21)).

In termini di quaternioni la fibrazione di Hopf si puo esprimere nel modo
seguente. Ricordiamo che il corpo dei quaternioni H = {q = a; + a2t + asj +
ask i a1, as,a3,a4 € R} e la sfera S*(1) = {g € H : ||q|| = 1}. Per ogni ¢ €
S3(1), I'applicazione ¢,(2) := gzq definisce una trasformazione ortogonale
di H che trasforma R? = {q € H : ¢ = ayi+asj+ask} in sé. Pil precisamente,
I'applicazione @ : S*(1) — SO(3),q — ¢4, & un’applicazione di rivestimento
(S3(1) ¢ il rivestimento universale di SO(3)). Allora I'applicazione di Hopf &
data da 7 : S3(1) — S*(1/2), ¢ — 1¢,(i), dove

0,(1) = (a2 + a3 — a3 — a?)i + 2(agas — ajay)j + 2(aras + agay)k.
Infatti, posto 21 = aj +ias e 29 = az +iay, si ha ¢ (1) = (|21]? — |22]?, 22122).

Adesso, proviamo che 7 € una sommersione riemanniana. In coordinate
locali, 7 : (t,91,72) — (t,9 = ¥y — J3). Pertanto, il suo differenziale & dato
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dalla matrice

/(10 0
=\lo0o1 -1

e quindi 7 ¢ chiaramente di rango 2, ossia ¢ una sommersione. Il campo di
Hopf ¢ il campo di vettori unitario £ tangente alle fibre della sommersione e
quindi, siccome e definito dal ker 7, ¢ dato da

£ =0/00, + 0/,

Si noti che dato wy € S*(1/2), wo = (5 cos(2t), 1 sin(2¢y) €0), la fibra
7w} ¢ la circonferenza
S' = {(costy ') sinty ) € S*: ) € R}.

Resta da vedere che la sommersione 7 e riemanniana. Rispetto alle coordiante
locali (t,91,17), S* ha equazioni parametriche

x = cos(t)costhy, y = cos(t)sindy, u = sin(t)cosdy, v = sin(t)sints,
che definiscono I'immersione locale in R*, di conseguenza la metrica canonica
di $? ¢ data da
g = dt ® dt + cos®(t)d; @ dd; + sin?(t)ddy ® dd,.
Rispetto alle coordinate (£,), la metrica canonica di S?(1/2) &

sin?(2t)

g=dt®@dt + 49 ® dv.

Dall’espressione della metrica ¢ di S?, segue che i campi vettoriali

0 i 5_2 f_sint(’?_cost@
T 00, oY, P ot P costdV,  sint OV,

costituiscono una base ortonormale. Su S*(1/2) i campi vettoriali

0 2 0

& &= sin(2t) 9

QZav

costituiscono una base ortonormale. Siccome (1) = 0, m.(&) = & e
m.(&3) = &, possiamo concludere che la sommersione ¢ riemanniana. Per
esprimere il campo di Hopf in termini di coordinate cartesiane (z,y, u,v) di
R*, consideriamo l'inclusione i : S* — R* che in coordinate locali ¢ data da:

(t,01,92) > (cos(t)cost, cos(t)sindy, sin(t)cosds, sin(t)sinds).
Siccome

(0 . o) 0 0 0
ix (3_191> = —(cos(t)smi?l)a—x + (Cos(t)cosﬁl)a—y =Yy + xa—y
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(0 : : 0 : 0 0 0
Ts (8_192> = —(sm(t)smﬂg)% + (sm(t)cosﬁg)% = vy~ + Uss

si ottiene

0 0 0 0
fi=E= -yt — v+
ox

(cfr. anche Sezione 9.4). La (9.15) permette di presentare il campo di Hopf
usando la struttura complessa standard

Jo: RY = R (z,y,u,v) = Jolz,y,u,v) = (—y,z, —v,u).
Il differenziale di .Jy, che denotiamo con lo stesso simbolo, & rappresentato
dalla matrice

0 -1 0 0
1 0 0 0
Jo=19 0 0 -1
00 1 0

Abbiamo quindi la struttura quasi complessa Jy : X(R*) — X(R?) definita
da

0 0 0 0

0 0 0 0
JO(%) = 9 JO(a—y) = "5

Jo(=—)==—, Jl=—)=——.
0(8u> ov’ O<8v) ou
Naturalmente .Jy soddisfa JZ = —1I. Inoltre, Jy ¢ compatibile con la metrica
euclidea: go(JoX, oY) = go(X,Y). Il campo vettoriale unitario v ortogonale
alla sfera S? ¢ definito da

) = o0) (35), + ) (50, + u) (), + o) (50,

Pertanto, dalla (9.15) segue che il campo di Hopf standard &, che adesso
denotiamo con &, per la corrispondenza con la struttura complessa standard
Jo, € dato da Jy(v).

9.4 Le metriche di Berger sulla sfera S°

In questa sezione vedremo che la sfera unitaria S* ammette delle interes-
santi metriche, note in letteratura col nome di metriche di Berger, di curva-
tura sezionale non costante e ottenute deformando la metrica canonica nella
direzione del campo di Hopf. Tali metriche risultano omotetiche a metriche
sasakiane.

Consideriamo la sfera S* rappresentata dal gruppo unitario speciale 3-
dimensionale

SU@R)={AeC*?: A" - A=1I, detA=1}.
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Quindi, le matrici di SU(2) sono del tipo

A_(x—l—iy —u + v

2 2 2 2 _
w v x—iy) con " +y +u+v°=1

Se ¥(t) € una curva di SU(2) con v(0) = I, la matrice X = 4(0), che ¢ un
vettore tangente nell'identita a SU(2), soddisfa X7 + X = 0 e trX = 0.
Pertanto, 'algebra di Lie di SU(2) ¢ su(2) = T;SU(2) = {X € C*? :
XT+X=0,trX = O} la quale e generata dalle matrici

0 0 1 0 i
6o b)) e (Th)

Applicando il differenziale delle traslazioni sinistre L 4,
r+1y —u-+iwv )
A= . A
u+w T —y
alle matrici X;(i = 1,2, 3), siottengono i campi di vettori invarianti a sinistra
& = (La)wrXi(i=1,2,3) (cfr. (3.1)). Identificando la matrice A con il punto
(x,y,u,v) di R* con semplici calcoli si trova che

(5 ——Q—Fxg—vg—i—ug
LT oy  Ou ov’

(9.16)

Si noti che &1, &, & € X(S?) anche se espressi in termini di coordinate di R?.
Inoltre, sono ortonormali rispetto alla metrica canonica di S®. D’altronde,
se consideriamo la metrica riemanniana g su SU(2) ottenuta imponendo che
&1,&2,&3 siano ortonormali, g € una metrica invariante a sinistra su SU(2)
(cfr. Sezione 5.3) e chiaramente 'applicazione

B W9y 9o Cos(t)ef’?1 —Sin(t)ef“’12
z = (COS(t)e ,sm(t)e ) = ( Sin(t)ezﬂz Cos(t)e—mh

definisce una isometria tra la sfera unitaria S* e (SU(2),¢g). Inoltre, & cor-
risponde al campo di Hopf su S3. Infatti, in termini di coordinate locali
(t,91,02) su S®, il campo di Hopf ¢ dato da & = 9/90; + 9/9V, (cfr.
Sezione 9.3) e quindi 7,£ =& dove i:S®— RY

it (t,91,92) > (cos(t)costy, cos(t)sindy, sin(t)cosds, sin(t)sinds).

Adesso, per € > 0, sia g. la metrica su S ottenuta deformando la metrica
canonica g nella direzione del campo di Hopf, piu precisamente g. si ottiene
imponendo che &1, &, & siano ortogonali, &y, &3 unitari e & di lunghezza /¢ :

go=9g+(—1n@n=gp+en®n, >0, (9.17)
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dove n = g(&1,-) e la 1-forma duale al campo di Hopf e D =kern. Chiara-
mente g. ¢ una metrica invariante a sinistra su S*. Le metriche g. definiscono
una famiglia a un parametro di metriche riemanniane sulla sfera S* note in
letteratura con il nome di metriche di Berger.

Teorema 9.22. Valgono le sequenti proprieta.

i) Il campo di Hopf & é di Killing rispetto alle metriche di Berger g. per ogni
e > 0. &, & sono di Killing rispetto alla metrica canonica.

J) Le curvature sezionali di (S®,g.) assumono valori appartenenti all’inter-
vallo [e, (4 —3¢] se e < 1, mentre assumono valori nell’intervallo con estremi
wvertitt se € > 1. In particolare, per ¢ — 0 la curvatura lungo la sezione
ortogonale alla fibra di Hopf tende a 4 che ¢ la curvatura sezionale della base

S?(1/2) della fibrazione di Hopf.

Dimostrazione. Usando la (9.16), semplici calcoli mostrano che i campi vet-
toriali &; soddisfano:

[€1,862) = 283, [62, &3] =261, [€3,61] = 2. (9.18)

Di conseguenza, applicando la formula di Koszul, ossia la formula (6.8), si
ottengono le seguenti formule che determinano completamente la connessione
di Levi-Civita V della metrica di Berger g.:

V§1€2 = (2 - 5)537 V§2€3 - 617 v§3€1 = §2a

vflgz - Oa V€2§1 = V€1£2 - [61752] = —¢ 637 (919)
v§3£2 = _51? v§1£3 = (6 - 2)62

Il campo di Hopf &; e di Killing rispetto a g. per ogni € > 0. Infatti, dalla

(9.19), si ottiene

(Lego)(6i,65) = 9:(Ve&, &) +9:(Ve,6,6) =0 Vi, j=1,2,3.
Analogamente si vede che, per € = 1, anche &, &5 sono di Killing. Calcoliamo

ora la curvatura delle metriche di Berger. Denotiamo con R il tensore di
curvatura di (53, g.). Usando la (9.19), si ottiene

R(gla 52)53 - _v& V§2§3 + v{zv&g«“) + v[§17§2}€3 =0,

e analogamente si trova che R(&;,&;)&: = 0 quando i tre indici sono distinti.
Poi,

R(&, 52)&2 = _V& v52£2 + vézv&g? + v[él,&]&
-0+ (2 - 5)v€2§3 + 2V§3£2

= —€ 617

R(gla §3)§3 - _V& v§3§3 + V£3v§1§3 + v[§1,§3]€3 = ...
= —¢ 517

R(&1,62)61 = =V, Ve,§1 + Ve, Ve §o + Vi 66 = eV &3 + 2V, 6
=¢? &,

R(&1,8)6 =€ &.
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Piu in generale,
R(&,2)7 = - & e R(&,2)¢ =7 (9.20)

per ogni Z = a&; + b&s, a® + b* = 1, da cui segue che le curvature sezionali
verticali sono date da

1
K(ﬁl,Z) = _ggE(R<flvz>Zv 51) =&, (921)
per ogni Z = a &y + b&s, a®> + b*> = 1. Inoltre,

R(&2,83)63 = =V, Ve, 83+ Ve, Vi, &3 + Vig, 6,63
= -0+ Vg3£1 + 2V5163
=& +2(e—2) = (3 —4)&,
R(&3,62)6 = ... = (3¢ — 4)&3,

e di conseguenza la curvatura sezionale orizzontale

K(Z,W) = K(&,&) = —g:(R(&,8)8, &) = (4 - 3¢) (9.22)
per ogni Z,W € &. Posto & = \/%51, consideriamo una arbitraria base

ortonormale X, Y, quindi del tipo
X=a&+b0 7, Y =ay(+ by W,
dove Z e W sono vettori unitari orizzontali, quindi ortogonali a &, e
a?+bi=1, ai+bi=1, ajas + biby g-(Z,W) = 0. (9.23)
Dalla (9.23), si ottiene
(1= b1)(1 — by) = ajay = bib; g=(Z, W)?,
da cui
(1— 83— 1) = B3 (9.(Z, W) — 1) <0 (9.24)
e quindi anche
a?+a3—1=1-0b7 —b3 <O0. (9.25)

La curvatura sezionale K (X,Y’), usando le formule (9.20), (9.21) e (9.22), ¢
data da

K(X,Y)=hR(X,Y)X,Y)=R(X,Y,X,Y)
= R(a1& + 01 Z, s + boaW, 1€ + b1 Z, asé + by W)
= albs K(&,W) — 2a1a3b1by € g.(Z,W) + b?al K(&,7)
+ b1y K(Z,W)(1—g.(Z,W)?)
= a2b; € — 2a1asb1by € g.(Z, W) + bla3 €
+ U105 (4—3¢2)(1—g.(Z,W)?).
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Infine, applicando le formule (9.23), (9.24), (9.25), si ha
K(X,Y)=(a}+a3) e+ (4—3¢e)(1—af —a3)

e quindi la formula che esprime la curvatura sezionale per una metrica di
Berger ¢ la seguente

K(X,Y)=4(s —1)(a] +a3) + (4 — 3¢). (9.26)

Dalla (9.26) segue che tutte le curvature sezionali assumono valori nell’inter-
vallo [g, (4 — 3¢] se e < 1, mentre assumono valori nell’intervallo con estremi
invertiti se ¢ > 1. Notiamo che per ¢ — 0 la curvatura lungo la sezione
ortogonale alla fibra di Hopf tende a 4 che ¢ la curvatura sezionale della base
S?(1/2) della fibrazione di Hopf. O

Osservazione 9.23. Rispetto alla base (£ = (1/1/2)&1,&,&3), la quale ¢
g--ortonormale, il tensore di Ricci ¢ diagonalizzato e le curvature di Ricci
SOno

R?:CH =2 g, RiCQQ = Rngg = 2(2 - 8).

Strutture sasakiane su S?

Sia (m1 = m,m2,n3) la base di 1-forme duali dei vettori della base orto-
normale &, &, &3 € X(S?), dove la sfera unitaria S* ¢ munita della metrica
canonica g. Usando la (9.18), e la definizione di dn col coefficiente (1/2), si
trova che

(dn)(€2,&5) = —(dn) (&3, &) = =1 e (dn)(&,&2) = (dn)(&1,&3) = 0.
Quindi,
nAdn & una forma di volume suS?, n(&) =1 e (dn)(&,) =0 (9.27)

Definiamo un tensore ¢ di tipo (1,1) ponendo

p(&) =0, (&) =&, B(&) = —E&,

allora

dp=g(-,¢) e ¢*=—-I+n®&. (9.28)

Dalla i) del Teorema 9.22 abbiamo che &; ¢ di Killing, per cui le proprieta
(9.27) e (9.28) ci dicono che i tensori (n,&;, ¢, g) definiscono una struttura
sasakiana su S*, dove & svolge il ruolo del campo di Reeb (cfr. Sezione 4.6).
Se consideriamo la struttura deformata (n;, g;, ¢, &1,) definita, per ¢ > 0, da:

e = t , gt = tg + (tz - t)n ® 7, (bt = ¢7 flt = (1/t)£17 (929)

questa definisce ancora una struttura sasakiana su S*. Questo tipo di defor-
mazione & nota col nome di “deformazione D-omotetica” (cfr. Sezione 4.6),
dove D =kern. Osserviamo che la metrica sasakiana g; non e una metrica di
Berger, tuttavia g; ¢ omotetica alla metrica di Berger g. con ¢ = ¢. Infatti,
confrontando la (9.17) con la (9.29) si ha

g=g+{t—1)nen=(1/t)g.
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9.5 Campi vettoriali di Hopf

La presentazione del campo di Hopf standard su S3, che denotiamo con
&o, si estende in modo naturale per presentare il campo di Hopf standard su
S?"*1 per ogni n > 1. Sullo spazio euclideo (R?*"*2, go), la struttura complessa
standard J; : R?"*2 — R?"*+2 ¢ definita da

JO(xhylv' o 7xn+17yn+1) = (_ylrrlv' T 7_yn+17x’rL+1)7

per ogni (21, Y1, " » Tni1, Yns1) € R¥T2 Jy si puo pensare anche come un
tensore di tipo (1,1) su R**+2

Jo : X(R¥H?) — X(R¥2),

Jo(a%):a%, J0<a%):—a%, 1<j<n+1,

il quale soddisfa JZ = —1I e go(JoX, oY) = go(X,Y) per ogni X,V €
X(R?"*2). Sia v il campo vettoriale unitario ortogonale alla sfera S****, cioe

v(p) = f{mﬂp) (32), + 1) (5) } € Tor2)

per ogni p € R?"*2. Anche in questo caso

§o = Jov

¢ il campo di vettori di Hopf standard su S?"*!, cioe tangente alle fibre della
fibrazione di Hopf m : S§?"*1 — CP™. Nel seguito con gy denotiamo anche
la metrica indotta su S***1. Per ogni X € X(S?*"*1) denotiamo con —pX la
componente tangente di JyX, dunque

JoX = —pX + go(Jo X, v)v = —pX — go(X, &) (9.30)

Dalla (9.30) segue che ¢ ¢ un endomorfismo di X(S***1) che soddisfa

0(&)=0 e X =-—JX perogni X € X(S*")N& .
Inoltre,

9o(pX,Y) = —go(JoX,Y) = go(X, JoY) = —go(X, YY)
per ogni X, Y € X(S?"1), quindi ¢ & un tensore di tipo (1, 1) antisimmetrico.

Proposizione 9.24. Il campo di Hopf standard & € X(S**1) ¢ un campo
vettoriale unitario di Killing.
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Dimostrazione. La formula di Gauss per Iinclusione S?"*! <« R?"+2 & data
da:
V&Y = VxY + go(VYY,v)y, X, Y € X(S™),

dove V ¢ la connessione di Levi-Civita di (S***!, g). Siccome
Vir = X, (9.31)
la formula di Gauss diventa
VY = VY — (X, Yy, XY € X(S*"),
In particolare (per Y = &)
V& = Vixéo — go(X, &o)v. (9.32)
Le identita (9.30)-(9.31) e (V% Jo)v = 0 implicano
Vo = Vidov = JoVxv = JoX = —pX — go(X, &),
e quindi, usando la (9.32),
Vxé = —pX, X € X(S™). (9.33)
Come osservato prima ¢ ¢ antisimmetrico, pertanto &, ¢ di Killing. O]

Osservazione 9.25. Dall’Esempio 4.37 segue che il campo di Hopf standard
&0, la metrica g (restrizione di gy a S***1), la 1-forma 1y = g(&, ) e il tensore
¢ (indotto da Jy) definiscono una struttura riemanniana di quasi contatto su
S?+1 D’altronde, dalla Proposizione 9.24 e dalla sua dimostrazione segue
che & e di Killing e vale la (9.33). Di conseguenza,

Q(dﬁo)(X’ Y)= XUO(Y) = Yno(X) — 770([X= Y])
= Xg(f,Y) - Yg(é-aX) - g(fa VXYv - VyX)
=9(Vx&.Y) —g(Vy& X) = g(—pX,Y) + g(pY, X),

e quindi
(dno) (X, Y) = g(X, 9Y).

Pertanto, (1o, &o, ¢, g) € una struttura riemanniana di contatto. Inoltre, g e
la metrica canonica di S?**! che ha curvatura sezionale costante +1 e quindi
il tensore di curvatura R soddisfa

R(X,Y)§ = g(X, )Y —g(§,Y)X = n(X)Y —no(Y)X.

Di conseguenza, dalla Proposizione 4.36 segue che la struttura (1, &, ¢, g) €
sasakiana, la struttura sasakiana standard di S*"*1.
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Definizione 9.26. Una struttura complessa ortogonale su R*"*2 ¢ una ma-
trice ortogonale J € O(2n + 2) tale che J? = —1.

Si noti che se A & una matrice quadrata di ordine pari, due delle seguenti tre
proprieta implica la terza:

1) A'A=1, 2) At = —A, 3) A*=—1I.

Una struttura complessa ortogonale J su R?*"*2 determina un tensore di
tipo (1,1) su R?"*2  che denotiamo con lo stesso simbolo J, tale che J? =

—I e go(JX,JY) = go(X,Y) per ogni X,Y € X(R>#2). Se J = (J), il

corrispondente tensore ¢ definito da

mt2
M), = 2 (55,

j=1

dove (1, , Tony2) sono le coordinate cartesiane su R*"+2,

Definizione 9.27. Un campo di vettori £ € X(S*"™!) ¢ detto campo di Hopf
su S?! se ¢ = Jv per qualche struttura complessa ortogonale J su R?"+2,

Teorema 9.28. (Wiegmink, [118]) I campi di Hopf su S***1 sono tutti e soli
i campi unitari di Killing su S*™+1,

Dimostrazione. Sia & un campo vettoriale unitario di Killing su S***!. Mo-
striamo che ¢ € un campo di Hopf. Sia

PR x S = §*H () = B(t,p),

il gruppo globale a 1-parametro generato da £. Siccome ¢ e di Killing, le
trasformazioni ®; : §*"*! — §?"! date da ®;(p) = ®(¢,p) per ogni p €
S? L sono isometrie di (S*™*1, go) per ogni t € R. Di conseguenza, se
{e; 1 1 <j <2n+ 2} ¢ la base canonica di R**™* e ®y(e;) = a}(t)e;, allora

(a%(t)) € O(2n + 2) per ogni t € R. Possiamo quindi considerare la curva

v:R—=02n+2), ~(t)= (aé(t))lsz‘,jg%% teR.

Siccome @y = Ig2n+1, la curva () soddisfa

7(0) = (81) = Ionya,  4(0) € Try,O(2n +2) = 50(2n + 2, R),
dove s0(2n + 2,R) (spazio delle matrici antisimmetriche di ordine (2n + 2))
¢ lalgebra di Lie di O(2n 4 2) (cfr. Sezione 3.4). Definiamo

2n+2
0

. 2n+2 2n+2 . : . j
J:R — R pw— J(p) = Ap, ossia Jaxi—ZAga—xj,
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dove A = (A7) ¢ la matrice antisimmetrica definita da

- dd?
Al = d“;(o), 1<i,j<2n+2.

Inoltre, per ogni p € S?"+1

d : i
&=z 0tp)_ =3(0)p=J(0) = iijxp)Aj(a—%)p = Jv,.
Infine, J e una trasformazione ortogonale in quanto
90(J(p), J(p) = 9o(Jvp, Jvp) = g0(&p: &p) = 1 = g0(p, )
per ogni p € S*"*1, e quindi go(J(p), J(p) = go(p,p) per ogni p € R***+2,
Viceversa, sia £ € X(S*"™!) un campo vettoriale di Hopf su S*"™! e sia J la

struttura complessa ortogonale su R*"*2 tale che Jv = £. Siccome J & una
isometria di (R?"2, gy), abbiamo

90(§,6) = go(Jv, Jv) = go(v,v) =1

cioe £ e unitario. Poniamo

i 0 i
gL - ija_xi, (J}) € O(2n + 2) Ns0(2n + 2, R).

Allora, per ogni p € S?**!

&= vy = Zx] (a:@) Zf (ax)

dove &'(p) = >, i(p)J;, 1 < i < 2n + 2. Di conseguenza, per ogni X
elemento di X(R*"2) risulta

o , o 0
X (€ :¥X]J;+zi:ij(J;) :;XJJ; ¢ ViE=X({E)g-=JX

Pertanto, per ogni X € X(5%")
(V& = Vv — JVSr = V§é — JX = 0. (9.34)

A questo punto si prova che ¢ e di Killing come nella dimostrazione della
Proposizione 9.24. 0
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Osservazione 9.29. Osserviamo quanto segue.
i) Sia &€ = Jv un campo di Hopf su §?" 1. Per ogni X € X(S?**!), usando
la (9.34) e la formula di Gauss, si ha

JX = V& = Vx4 go(VYE Vv = V& + go(JX, v)v
= ng - gO(X7 5)”7

quindi
Vxé=JX, Xe&t

ii) Per una sfera S*"*1(r) di raggio r, la nozione di campo di Hopf standard
&o e quella di un arbitrario campo di Hopf £ possono essere definite come per
la sfera unitaria. Nel caso di S*"™!(r) si considera v, = (1/r)p per ogni
p € S**1(r). Inoltre, il risultato di Wiegmink vale anche su S*"*!(r) (la
dimostrazione si ottiene adattando quella del Teorema 9.28).

9.6 Campi vettoriali di volume minimo

In questa sezione faremo uso di notazioni e risultati delle Appendici A,
B e C. Consideriamo una varieta riemanniana (M’,¢’) e una varieta diffe-
renziabile compatta M immersa in M’ con immersione f : M — M’. Allora,
(M,g = f*¢') & una sottovarieta riemanniana di (M, ¢'). Per definizione

vol(f) := vol(M,g).

Se g € una fissata metrica riemanniana su M, il tensore L, di tipo (1,1) che
corrisponde, rispetto a g, al tensore g di tipo (0,2), & determinato da

g(LyX,Y) = g(X,Y) VXY € X(M).
Fissato un sistema di coordinate locali (z;), poniamo G = (g;;), G = (gi;)
e C = (¢;), dove la matrice C' ¢ definita da Lf% = Y, ¢ijz>, e quindi

det C = det L;. Siccome G' = C'G, abbiamo:

vg =V det Gdzy A ... Adx, = +/det Ly,
e quindi

wl(f) = [ w= [ V&I,

Ora, sia (M, g) una varieta riemanniana compatta n-dimensionale, e sia
(T1 M, Gy) il relativo fibrato sferico unitario tangente, munito della metri-
ca di Sasaki. Denotiamo con X'(M) I'insieme dei campi vettoriali unitari.
Assumiamo X'(M) non vuoto, equivalentemente la caratteristica di Eulero-
Poincare x(M) di M ¢ nulla (cfr. Teorema 2.18). Una varieta riemanniana
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compatta orientabile di dimensione dispari, per la dualita di Poincare, ha
caratteristica di Eulero-Poincare x(M) = 0.

Definiamo il volume di un campo di vettori. Piu precisamente, vogliamo
definire il funzionale volume:

vol : XY (M) — R, U s vol(U).

Un campo di vettori U € X!'(M) determina un’immersione
U:M—T\M p—z=(pU,).
Possiamo quindi definire il volume di U ponendo

vol(U) = vol(M,U*G / Vdet Ly v,,. (9.35)

Dalla definizione di metrica di Sasaki (cfr. Appendice C), si ha:
Ly =1+ (VU)o VU, (9.36)

dove (VU)? denota I'operatore trasposto di VU. Infatti, il differenziale U, :
T,M — T, "M, z = (p,U,), soddisfa

Uu(Xp) = (Xp)f + (VXpU)V VX, € T,M.

Pertanto, per ogni X, Y € X(M) e per ogni p € M:

9(LuX,Y)(p) = (U'G,)(X,Y)(p) = Gs(U.X,, U.Y,)

= G((X,) I + (Vx,U)), (V)7 + (Vy,U)))
9(Xp, Yp) + 9(Vx, U, Vy,U)
9(X,Y)(p) + g((VU)T o VU)X, Y)(p)
g((I + (VU)T o VU)X, Y)(p).

In particolare, U definisce un’immersione isometrica, cioe U*G¢ = g, se e solo
se VU = 0. Dalla (9.35) e dalla (9.36) segue che (cfr. [51])

)= [ (1+ 1960l + 3 9,005,003

71<J2
2\ 3
Ug,

dove {E\, ..., E,} ¢ una base ortonormale locale. Da questa formula segue
che

o Z HVE].IU/\H'/\VE. U

In—1

j1<'~~<jn71

vol(U) > vol(M, g),
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dove 'uguaglianza vale se e solo se U e parallelo. Quindi, se esiste un campo
di vettori unitario parallelo, allora questo sicuramente minimizza il volume.
Si noti che I'esistenza di un campo vettoriale parallelo implica che la varieta ¢
localmente riducibile (cfr. Proposizione 8.41). Pertanto, il problema diventa
interessante se M non ammette alcun campo unitario parallelo. La sfera
canonica S ¢ il classico esempio di varieta riemanniana priva di campi di
vettori paralleli. Nel 1986 Gluck e Ziller [40] posero il seguente problema:

“esistono campi di vettori unitari (non paralleli)
che minimizzano il volume?’ .

Nello stesso articolo [40] gli autori dimostrarono il seguente risultato, che &
stato il primo di un lungo elenco di risultati, ottenuti da altri autori, ma
sempre relativi al suddetto problema.

Teorema 9.30. (di Gluck e Ziller) Sulla sfera canonica S* i campi vettoriali
unitari di volume minimo sono tutti e soli i campi vettoriali di Hopf.

La dimostrazione del Teorema 9.30 fornita da Gluck e Ziller usa il metodo
delle geometrie calibrate, di seguito riportiamo una dimostrazione piu sem-
plice cosi come data in [89]. Piu precisamente, dimostriamo il Teorema di
Gluck-Ziller nella seguente piu generale formulazione.

Teorema 9.31. ([89]) Sia (M,g) una varieta Riemanniana compatta di
dimensione 3 e di curvatura sezionale costante ¢ > 0. Allora, i campi di

vettori unitart di volume minimo sono tutti e soli © campi vettoriali unitari
di Killing.

Dimostrazione. Sia U un fissato campo di vettori unitario e sia { £y, By, B3 =
U} una base ortonormale locale. Poniamo

V=VyU=> VE; doveV' =g(V,E),

Siy = 9(VeU,Ey), |ISI*=)_ S5 =VU|*.
i

Osserviamo che V3 = Sj3 = 0 per ogni i. Nel caso 3-dimensionale, la formula
(9.37) si esplicita come segue

vol(U) = /M [(1+0)? + (IS]? = 20) + [V]2 + (SuV? — SyV1)?

+ (821‘/2 — 522\/1)2} 5219,

dove 20 := (divU)? — tr(VU o VU). Dalla (9.5), siccome nel nostro caso
Ric(U,U) = 2c, segue la seguente formula

1
/ oV = 5/ Ric(U,U)v, = cvol(M, g).
M M
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Poiché:
IS)1* = 112 + Sip® + g1 ® + Sy,
(divU)* = (O g(Ve U, E))® = (Su+ S2),
tr(VU o VU) = > g((Vir o Vu)E;, E;)
=> 9(VeU E;)g(Ve,U, E)
1,J

— 5112 —|— 5222 —|— 2812821,

otteniamo
20 = (Sll + 322>2 - 5112 - 5222 - 25128217
e quindi
1S]1? = 20 = (Si1 — S2)? + (Siz + Sa1)? > 0.

Pertanto,

vol(U) > /M (14 0), = (14 c)vol(M, g) (9.38)

dove I'uguaglianza vale se e solo se
V = VUU = 0, SH = SQQ, 512 + 521 =0. (939)

Se U() € %I(M) e di Kllhng, allora Sll = 522 =0e 512 + Sgl = O, e quindi
nella (9.38) vale 'uguaglianza. Pertanto, Uy minimizza il volume:

vol(Up) = (1 + ¢)vol(M, g) < vol(U) YU € X'(M).

Viceversa, supponiamo che U € X'(M) minimizzi il volume e quindi vale la
(9.39). Siccome Sis + S91 = 0, per provare che U ¢ di Killing, ovvero che
Lyg =0, resta da verificare che S1; = Sy = 0. Poniamo

fi =511 = S = (1/2)divU, fo = Sio = —5u;
a = Q(VUEb E2)7 B = g(vE1E27E1>> Y= g(VE2E27E1)-

Allora, valgono

VU= fE+ [3Es, Vp,U=—-fE + fiE, VyU=0,
vElEl = —flU — BEQ, VE2E2 = —flU -+ ’YEl, VUEl = OéEg, (940)
Ve By =—f(U+BE, VgE = fU—-~vE, VyE,=—akF,

e quindi
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(£, Ul = fiBy + (fo — a)Ey, [E, Ul = (a — f2) By + fiEs,

[El, EQ] = _2f2U + 5E1 -+ ’}/Eg. (941)
Utilizzando tutte queste formule, si ottiene

R(E, U)U = —(U(fo) +2fifo) By + (U(fi) + fT = f3) Ea, (9.42)

R(Ey, E2)U = (Ev(f2) + Ea(f1))Er + (= Ei(f1) + Ea(f2)) Eo. (9.43)
La (9.42) implica

UfH)+ i = f2) = —c. (9.44)
Inoltre, la (9.43) implica

Ev(f2) + Ex(f1) = E2(f2) — Ea(f1) = 0. (9.45)
Le equazioni (9.44), (9.45) e (9.41) implicano

3

Y EiEi(f) = E\Ex(f2) = ExEy(fo) +U(f5 = f7 = ©)

: = [Ey, Eo (f2) +2£2U(f2) — 2f1U(f1)
= BE(f2) +vE2(f2) — 211U (f1).

Inoltre, usando la (9.39) e la (9.40), si ottiene

(VUU)(fl) =0,
(Ve B (fi) = = fiU(f1) — BEa(f2),
(Ve E2)(f1) = —AU(f1) +vEL(f1).

Di conseguenza, calcolando il laplaciano di f; si trova

Afy = —trV2ify = > (EE(fi1) — (Ve E)(f1)) =0,

quindi f; ¢ una funzione armonica. D’altro canto, f; ¢ un’applicazione diffe-
renziabile definita globalmente su M (in quanto 2f; = divU) ed M & connessa
e compatta, per cui f; e costante. Inoltre, siccome f; ¢ una divergenza, dal
Teorema di Green (cfr. Appendice B, Teorema B.5) segue che f; dev’essere
necessariamente nulla. Di conseguenza U e di Killing. [

Osservazione 9.32. Come caso particolare del Teorema 9.31 ritroviamo
esattamente il Teorema di Gluck-Ziller. Infatti: la sfera canonica (S3,g) ¢
una varieta riemanniana compatta a curvatura sezionale costante 1, quindi i
campi di vettori unitari che minimizzano il volume sono tutti e soli quelli di
Killing. Inoltre, per il Teorema 9.28 (di Wiegmink) questi campi vettoriali
sono tutti e soli quelli di Hopf.
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Osservazione 9.33. Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta orientata
e di dimensione 2. Assumiamo che esista U € X'(M), quindi x(M) = 0 ed
M ¢ topologicamente una superficie torica. Poniamo E; = U e FEy, = JE,
dove J e la struttura complessa definita dalla metrica riemanniana g (cfr.
Sezione 4.5). Allora, {E}, E»} ¢ una base ortonormale globale positiva e

(VEY)(Ey) = k1 By, k1 = g(Vg E1, Es),
(VE1)<E2) - _kQ E27 k? = _g(vEQElvEQ) - g(vE2E27E1)7

dove k; e la curvatura geodetica della fogliazione generata da U e kg € la
curvatura geodetica della fogliazione generata da Fs. Inoltre,

(VEl)T(El) =0, (VE1)T(E2) = ki By — ks B,
Quindi,
det (I + (VE)T(VEY)) =1+ ki + k3.
La stessa formula vale per det (I 4+ (VE,)"(VE,)). Pertanto,

vol(U) = vol(JU :/ 1+ Kk +Kk2v,. 9.46
(U) (JU) LV i+ k30, (9.46)

Con facili calcoli si ottiene

R<E17 EQ)El - _VE1VE2E1 + vEnglEl + V[El,Eg]El
= {E: (k) + Ea(ky) — (ki + k3)} Es.

Di conseguenza, la curvatura gaussiana K e data da
K = Ey(k2) + Ex(ky) — (K + k3)

e la (9.46) diventa

vol(U) = vol(JU) = / V1=K + Ey(ka) + Ex(kp) v,.
M
Inoltre, dal Teorema di Gauss-Bonnet, si ottiene

/M(El(/fz)JrEz(kl))vg:/ (k2 + E2) v,

M

In particolare se ki e ky sono costanti, allora le stesse curvature ki, ko e la
curvatura gaussiana K sono nulle, e vol(U) = vol(M, g).






Capitolo 10

Varieta riemanniane omogenee
e varieta conformemente piatte

Scopo di questo capitolo ¢ dare una breve presentazione di alcuni aspetti
di due importanti classi di varieta riemanniane, molto studiate in differenti
contesti geometrici: la classe delle varieta riemanniane omogenee (che con-
tiene in particolare quella delle varieta riemanniane simmetriche) e la clas-
se delle varieta conformemente piatte. L’ultima sezione contiene una breve
presentazione del Teorema di Gauss-Bonnet-Chern nelle dimensioni 2, 4, 6.

10.1 Varieta riemanniane omogenee

Per maggiori dettagli e approfondimenti sulle varieta riemanniane omo-
genee e sugli spazi simmetrici si rinvia ai testi di Tricerri-Vanhecke [111] e
Kobayashi-Nomizu [56] vol. II, oltre che agli articoli citati nel corso della
presentazione.

Ricordiamo la seguente definizione gia introdotta nel Capitolo 5. Sia
(M, g) una varieta riemanniana n-dimensionale. Diciamo che M & omogenea
se il gruppo delle isometrie di M, Iso(M, g), € transitivo su M, cioe se per
ogni coppia di punti p e ¢ di M esiste una isometria f tale che f(p) = q.
Poiché Iso(M, g) ¢ un gruppo di Lie che opera differenziabilmente su M, la
precedente definizione e equivalente a quella che segue.

Definizione 10.1. Una varieta riemanniana (M, g) ¢ detta varieta rieman-
niana omogenea se esiste un gruppo di Lie G' e un’applicazione differenziabile

G x M — M, (a,p) — ap = Lq(p),

che gode delle seguenti proprieta:
i) Lap(p) = Lo(Lyp) Ya,be G, Vpe M;

ii) L. = Iy (dove e ¢ l'elemento neutro di G e Iy, ¢ l'identita su M);

333
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iii) L, € Iso(M, g);

iv) per ogni coppia di punti p,q € M esiste un elemento a del gruppo G
per il quale si ha L,p = q.

Osserviamo che le condizioni i) e ii) della Definizione 10.1 esprimono il fatto
che G e un gruppo di trasformazioni di Lie, o che G opera differenziabilmente
su M (a sinistra). La condizione iv) equivale a dire che G opera in modo
transitivo su M e la iii) e esattamente la condizione di compatibilita tra
I’azione del gruppo G e la metrica g definita su M. In generale, si e soliti
aggiungere alle condizioni precedenti la condizione che G sia effettivo, cioe:
L,o=1Iy < a=ce¢.

Questa condizione, che non e restrittiva, nel senso che si puo passare dal
gruppo G a un gruppo quoziente mediante un suo sottogruppo normale,
permette di identificare G con un sottogruppo di Iso(M, g) (naturalmente
Iso(M, g) € esso stesso effettivo).

Ora, supposto che la varieta riemanniana (M, g) sia omogenea, conside-
riamo p € M e il sottogruppo K di GG cosi definito:

K :={aeG: L,p=p}.

K, detto sottogruppo di isotropia (di p), & un chiuso di G e, in quanto tale,
e un sottogruppo di Lie di G. Lo spazio quoziente G/K delle classi laterali

sinistre a K ¢ dotato di una struttura naturale di varieta differenziabile tale
che la proiezione canonica
7:G—G/K, aw— 7(a)=aK,

sia differenziabile. Inoltre, G/K con questa struttura e diffeomorfo a M me-
diante l'applicazione aK +— L,(p) = ap. Dunque, ogni varieta riemanniana
(M, g) omogenea si puod pensare come uno spazio omogeneo G/K dotato di
una metrica riemanniana che ¢ G-invariante, cioe tale che le traslazioni sini-
stre L, : bK — abK siano delle isometrie per ogni a € G. Con questa iden-
tificazione, lo studio delle varieta riemanniane omogenee si puo ricondurre
nell’ambito della teoria dei gruppi di Lie e delle algebre di Lie.

Esempi di varieta riemanniane omogenee

I gruppi di Lie riemanniani (G, g) sono chiaramente varieta riemanniane
omogenee: per ogni a,b € G, posto x = ba™!, la traslazione sinistra L,, la
quale & una isometria, soddisfa L,a = b.

Dopo i gruppi di Lie riemanniani, gli esempi piu semplici di spazi omo-
genei sono: lo spazio euclideo R”, la sfera canonica S™ e lo spazio iperbolico
H"™ ('omogeneita di tali spazi ¢ stata dimostrata nelle Sezioni 5.4, 5.5). Per
la sfera unitaria S", pensando i suoi punti come vettori colonna di R**, il
gruppo delle rotazioni SO(n + 1) agisce su S™ :

SO(n+1) xS" — S", (A,p) — Ap,
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e tale azione e transitiva: per ogni p,q € S" esiste A € SO(n + 1) tale che
q = Ap. Posto pg = (0, ...,0, 1)

Apy = po <= Gpi1ni1 = 1l e a; n1 = 0 per ognii = 1,....,n, e tenendo
conto che le colonne di A sono vettori ortonormali, si ha a,. ; = 0 per ogni
1 =1,...,n. Pertanto, il sottogruppo di isotropia del punto p, ¢ dato da

K:{(‘g Olt):AeSO(n),OER”} ~ S0(n),

e quindi

S* = SO(n +1)/80(n).
Analogamente si vede che

H" =504(n,1)/SO(n).
Inoltre, sempre procedendo come nel caso di SO(n + 1), si puo vedere che
SU(n + 1) (rispettivamente Sp(n + 1)) agisce in modo transitivo sulla sfera
S?*1 (rispettivamente S¥3) e il gruppo di isotropia nel punto py ¢ isomorfo
a SU(n) (rispettivamente Sp(n)). Quindi,

St = SU(n+1)/SU(n) e S™3 = Sp(n+1)/Sp(n).

Gli spazi R", S™, H" sono le sole varieta riemanniane complete semplicemente
connesse per le quali vale il terzo criterio di congruenza dei triangoli (cfr., ad
esempio, [9]): se (p,q,7) e (', ¢, ") sono due terne di punti della varieta M
che soddisfano

d(p,q) =d(v',¢), d(g,r)=d(d,r") e d(rp)=d(,p),
allora esiste una isometria f della varieta tale che
fo)=v, flo=d e [flr)=r"
Tali spazi sono anche detti 3-punti omogenei. Una generalizzazione di questi
spazi e data dagli spazi 2-punti omogenei. Uno spazio riemanniano e detto 2-
punti omogeneo se per ogni (p,q) e (p',q’) coppie di punti di M con d(p,q) =
d(p',q'), esiste una isometria f della varieta tale che

flo)=p e fla)=¢"
Gli spazi 2-punti omgenei sono stati completamente classificati. Infatti, uno
spazio 2-punti omogeneo e uno spazio euclideo oppure uno spazio simmetrico
di rango 1 (cfr. [116],[106]). In [13] & data una caratterizzazione degli spazi
2-punti omogenei mediante proprieta della struttura riemanniana di contatto
naturale del loro fibrato sferico unitario tangente.

10.2 Varieta riemanniane omogenee 3D

Ricordiamo la seguente

Definizione 10.2. Una varieta riemanniana (M, g) si dice localmente omo-
genea se per ogni p,q € M esiste un € = £(p,q) > 0 e una isometria

f:B(p,e) = B(q,e) con f(p) =q.
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Se una varieta riemanniana (M, g) localmente omogenea ¢ completa, al-
lora il suo rivestimento universale con la metrica indotta € una varieta rie-
manniana omogenea. In particolare, una varieta riemanniana (M, g) comple-
ta localmente omogenea e localmente isometrica a una varieta riemanniana
omogenea semplicemente connessa. In generale, in dimensione n < 4, ogni
varieta riemanniana (M, g) localmente omogenea ¢ localmente isometrica a
una varieta riemanniana omogenea semplicemente connessa (cfr.[81]).

Per varieta riemanniane omogenee 3D, abbiamo il seguente

Teorema 10.3. ([67], Teorema 2.4) Sia (M, g) una varietda riemannian omo-
genea semplicemente connessa 3D. Allora, (M, g) é un gruppo di Lie rieman-
niano semplicemente connesso 3D, oppure ¢ la varieta riemanniana prodotto
S? x R, dove S? ¢ la sfera canonica di curvatura sezionale costante k > 0.

Riguardo a questo Teorema, osserviamo che in dimensione tre esistono
gruppi di Lie riemanniani non isomorfi come gruppi di Lie ma con metriche
invarianti a sinistra isometriche, ed esistono gruppi di Lie riemanniani isomor-
fi come gruppi di Lie ma con metriche invarianti a sinistra non isometriche
(cfr. Teoremi 8.67 e 8.73).

Le otto geometrie 3D di Thurston

Una geometria nel senso di Thurston consiste di una varieta riemanniana
completa semplicemente connessa M, (detta spazio modello) insieme a un
gruppo di isometrie GG la cui azione e effettiva e transitiva e inoltre ammette
un sottogruppo discreto I' per cui il quoziente My/I" ¢ una varieta differen-
ziabile compatta. Dal Teorema 8.48 segue che in dimensione due esistono
tre geometrie modello. In dimensione tre esistono esattamente otto geome-
trie modello, esse sono date dalle seguenti otto varieta riemanniane complete
semplicemente connesse omogenee ([108] p. 179-184):

S?, R® H® S?xR, H®>xR, Nil®, Sol*, SL(2,R). (10.1)

L’importanza di questi spazi ¢ dovuta al fatto che svolgono un ruolo fon-
damentale nella congettura di geometrizzazione di Thurston (risolta, come
accennato nella Sezione 8.10, da Perelman). Tale congettura, la cui formu-
lazione con dettagli richiederebbe nozioni non contenute in questo libro, in
sostanza afferma che ogni varieta compatta orientabile di dimensione tre si
puo costruire usando le otto geometrie di Thurston (per una dettagliata pre-
sentazione delle otto geometrie di Thurston si consiglia [65] Cap.12, e [70]).
Si noti che solo i primi tre spazi della (10.1) sono omogenei e isotropi, quindi
a curvatura sezionale costante. Inoltre, solo il prodotto riemanniano S? x R
non e un gruppo di Lie.

Diciamo che una varieta riemanniana (M, g) ¢ modellata su una varieta
omogenea (Mo, go) se ogni punto di M possiede un intorno isometrico a un
aperto di M (cfr. [70] p.60). Ogni varieta localmente omogenea di volume
finito 3-dimensionale ¢ modellata su una delle otto varieta modello (cfr. [108],
[70]). Sia My una delle otto varieta modello elencate nella (10.1).
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o My =S3 Ogni varieta localmente omogenea M modellata su S & una
varieta riemanniana completa a curvatura sezionale costante positiva, quindi
¢ uno spazio forma di tipo sferico S* /T" dove T" ¢ un sottogruppo ciclico finito
di SO(4) (cfr. anche Sezione 8.5 p.281,282). Notiamo che ogni spazio forma
sferico € compatto.

e My =R3 Ogni varietd localmente omogenea modellata su R? ha una
metrica piatta. Il Toro piatto e il classico esempio di varieta compatta piatta.

e My = H3  Ogni varieta localmente omogenea M modellata su H?
e una varieta riemanniana completa iperbolica, ovvero a curvatura sezionale
costante negativa. Esistono esempi compatti e non compatti.

e My=S? xR (con la metrica prodotto). La curvatura sezionale lungo
piani orizzontali (ovvero piani tangenti a S?) ¢ una costante positiva, e quella
lungo piani verticali (ovvero lungo piani che contengono il fattore R) ¢ nulla.
Ogni varieta localmente omogenea di volume finito modellata su S x R &
compatte ed ¢ isometrica a S? x S' oppure a una somma connessa di due
spazi proiettivi RP3.

e My = H?xR ¢&un gruppo di Lie non-unimodulare semplicemente con-
nesso. My si considera con la metrica prodotto che ¢ una metrica invariante
a sinistra rispetto alla struttura standard di gruppo di Lie non-unimodulare.
In questo caso, la curvatura sezionale lungo piani orizzontali ¢ una costante
negativa, e quella lungo piani verticali e nulla. Varieta localmente omogenee
di volume finito modellate su H? x R sono del tipo ¥ x S!, dove ¥ ¢ una
superficie iperbolica, oppure hanno tali varieta come rivestimento finito.

e My = Nil?® ¢ un gruppo di Lie unimodulare semplicemente connesso
con una metrica invariante a sinistra. In tal caso, dalla (8.29) segue che il
tensore di Ricci ha componenti Ricy; = Ricys < 0, Riczgg > 0 e Ric;; = 0 per
i # j. Varieta localmente omogenee modellate su Nil? sono dette nil-varieta.
In particolare, nil-varieta di volume finito sono compatte.

e My = Sol®> = E(1,1) & un gruppo di Lie unimodulare semplicemente
connesso con una metrica invariante a sinistra. In tal caso, dalla (8.29) segue
che la forma quadratica di Ricci ha segnatura (—,0,0), (4, —,—). Varieta
localmente omogenee modellate su Sol® sono dette solv-varietda. Solv-varieta
di volume finito sono compatte.

e My = SL(2,R) & un gruppo di Lie unimodulare semplicemente con-
nesso con una metrica invariante a sinistra. Questa varieta puo essere consi-
derata come il rivestimento universale del fibrato sferico tangente Ty H? con
la metrica indotta (cfr. Appendice C.4). Il gruppo lineare speciale proiettivo
PSL(2,R) = SL(2,R)/{%1,} ¢ isomorfo a SO, (2,1), gruppo di isometrie
di H? che agisce transitivamente (cfr. Sezioni 5.5, 5.6 ), inoltre PSL(2,R)
si puo identificare con 71 H 2. Varieta localmente omogenee di volume finito

modellate su SL(2,R) sono S'-fibrati su superfici iperboliche.
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Strutture riemanniane di contatto omogenee
Ricordiamo la seguente

Definizione 10.4. Una varieta riemanniana di contatto (M,n, g,&, @) si dice

omogenea se esiste un gruppo di Lie G di isometrie di (M, g) che opera in

modo transitivo su M e la forma di contatto n ¢ invariante rispetto a G-
ffn=n Vfeq, ovvero n(f.X)of=n(X) VX € X(M)eVfeqG.

Si noti che per una varieta riemanniana di contatto omogenea (M,n, g,&, @),
anche il campo vettoriale di Reeb ¢ e il tensore ¢ sono invarianti rispetto a
G. Piu precisamete, se f ¢ un diffeomorfismo di M, allora:

a) f*n = n implica f.{ = &;

b) f*n=mne f*g =g implicano f,op = o f,.
Infatti:
a) 0= (dn)(&.-) = (dfn)(& ) = (fdn)(&, ) = (dn)(f& fu) o f e

n(fi&) o f=(fn(&) =n() =1 implicano f.{ =¢.
b) Assumiamo f*n =1, f*g =g e quindi f.{ =& Per Y € kern, si ha

n(fY)o f=g(& fY)of=g(f£ fiY)o f=9(&Y)=0,

e quindi

(dn)(f X, 0fY)o f=g(f X, o f.Y) o f =g(f. X, =LY +n(f.Y)E) o f
= —g(X,Y) = (dn)(X, YY) = (df ) (X, ¢Y)
= (f*dn)(X, YY) = (dn)(f. X, fupY) o f.

Pertanto, siccome dn ¢ non degenere, ¢f.Y = f.oY. Se Y = ¢,
feopf=0=pf=pofL

In [88] (cfr. anche [94]) ¢ data una completa classificazione delle varieta
riemanniane di contatto omogenee semplicemente connesse di dimensione
tre. Per enunciare tale classificazione ricordiamo che, in dimensione tre, la
curvatura scalare di Webster ¢ definita da (cfr. [26], p.284)

W = %(T—Ric(£,£)+4) = %(r+2+trh2), (10.2)

dove r e 'usuale curvatura scalare. Ricordiamo che il tensore h = (1/2)L¢¢
gioca un ruolo fondamentale nello studio della geometria riemanniana di
contatto (cfr. Sezione 4.6). In particolare, in dimensione tre, una struttura
riemanniana di contatto e sasakiana se e solo se il campo di Reeb ¢ e di
Killing, equivalentemente il tensore h € nullo. Sempre in dimensione tre, nel
caso non sasakiano, consideriamo l'invariante

2v/2
p= V2 W.
Virh?
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Quindi, il Teorema di classificazione di [88] puo essere riformulato nella
seguente forma.

Teorema 10.5. Sia (M, n, g,&, ¢) una varieta riemanniana di contatto omo-
genea semplicemente connessa di dimensione tre. Allora, M & un gruppo di
Lie e (n,g,&, ) € una struttura riemanniana di contatto invariante sinistra.
Piu precisamente, abbiamo la sequente classificazione:

e Caso sasakiano (ovvero, il tensore h = 0).

(1) Se G ¢ unimodulare, allora
(i) G ¢l gruppo SU(2) = S? se la curvatura di Webster W > 0;
(i) G ¢ il gruppo di Heisenberg Nil® se la curvatura di Webster W = 0;
(iii) G ¢ il gruppo SL(2,R) se la curvatura di Webster W < 0;
(2) Se G é non-unimodulare, allora la sua algebra di Lie ¢ definita da
les, e1] = aey + 2eq, ez, ea] = ler,e0] =0, ey =&,

dove v # 0. In questo caso, la curvatura scalare di Webster W = —a?/4 < 0,
e il gruppo di Lie G ¢ isomorfo a H*(—a?) x R.

e Caso non Sasakian (ovvero, il tensore h #0).

(1) Se G ¢ unimodulare, allora
(i) G ¢ il gruppo di SU(2) se Uinvariante p > 1;
(ii) G ¢ il gruppo E(2) se Uinvariante p = 1;
(111) G é il gruppo EE(Z, R) se linvariante —1 # p < 1;
(iv) G ¢ il gruppo Sol® = E(1,1) se l'invariante p = —1.
(2) Se G ¢ non-unimodulare, allora la sua algebra di Lie é definita da
leg, e1] = aey + 2eq,  les,ea] =yer, [er,e2] =0, ex =&,
dove a,y # 0. In questo caso, l'invariante p = —(a® +7)/|y] < 1.

Osservazione 10.6. Dal Teorema 10.5 segue che le varieta modello S3, Nil3,

Sol®, SL(2,R) delle otto geometrie di Thurston, ammettono una struttura
riemanniana di contatto compatibile con la loro struttura di gruppo di Lie.
Di queste quattro varieta, soltanto per Sol® = F(1,1) tale struttura non puo
essere sasakiana, ed e caratterizzata dall’invariante p = —1 nell’ambito dei
gruppi di Lie unimodulari. Inoltre, osserviamo che H? x R ammette una
struttura sasakiana omogenea (7, g), ma g non e la metrica prodotto.



340 10. Varieta riemanniane omogenee e varieta conformemente piatte

Le varietd modello date dai gruppi di Lie H? e H? x R, ammettono una
speciale struttura metrica di quasi contatto invariante a sinistra (cfr. Esempi
4.52, 4.53 e [92]). Di seguito vediamo che anche la varieta modello S* x R,
che non e un gruppo di Lie, ammette una speciale struttura omogenea di
quasi contatto.

Esempio 10.7. La struttura cokdhleriana standard su S? x R.

Consideriamo R con la metrica euclidea gg, £ un campo di vettori su R
tale che go(&o, &) = 1 e ny la 1-forma definita da 19 = go(&o, -). Sia S* la sfera
con la metrica riemanniana canonica e con la struttura complessa canonica
J. Sia g la metrica riemanniana prodotto su S? x R. Se (X, X5) ¢ un campo
vettoriale tangente a S? x R, dove X ¢ tangente a S? e X, ¢ tangente a R,
possiamo definire i tensori &, o, n su S? x R ponendo

§=1(0,&), ©(X1,X2)=(JX1,0), n(Xi, Xa)=mo(Xz).
Allora, (n,&,¢) € una struttura di quasi contatto e g € una metrica compa-
tibile.
Ricordiamo che se (M, g) ¢ una varieta riemanniana orientata (da €2),
X € X(M) e ¥ =ix(, allora dalla Proposizione B.2 segue

ndd = (divX)Q, (10.3)

dove n = dim M. Nel caso di una varieta riemanniana di quasi contatto
3D, con tensori di struttura (1, &, ¢, g), posto Q@ =n A ®, si ha

i = .

Pertanto dalla formula (10.3), si ottiene
3dP = (divE)Q2 = (divE) n A D. (10.4)

Ora, tornando al caso della struttura riemanniana di quasi contatto definita
su S? x R. Siccome V& = 0, dove V ¢ la connessione di Levi-Civita di ¢ che
¢ una metrica prodotto, si ha

(dn)(X.Y) = ... =g(Vx£Y) = g(Vy&, X) = 0.

Inoltre divé =trV¢ = 0, e quindi, dalla (10.4) si ottiene d® = 0. Pertanto,
(n,€,0,9) ¢ una struttura cokdhleriana su S? x R (cfr. Definizione 4.43).
Infine, osserviamo che il gruppo di isometrie Iso(S* x R)=Iso(S?)xIso(R),
di conseguenza (1n,&,¢,g) € una struttura riemanniana di quasi contatto
omogenea.

Una completa classificazione, in dimensione tre, di una speciale classe di
varieta di quasi-contatto omogenee, che include gli Esempi 4.52, 4.53, 10.7,
¢ data in [92].
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10.3 Varieta riemanniane simmetriche

La classe degli spazi simmetrici che introduciamo in questa sezione ¢ una
particolare sottoclasse di spazi riemanniani omogenei.

Definizione 10.8. Una varieta riemanniana (M, g) si dice simmetrica (o
spazio riemanniano simmetrico) se per ogni punto p € M, esiste un’isometria
op : M — M tale che:

i) o2 = In (cioe, 0, € involutiva); ii) p & punto fisso isolato di 6.
Proposizione 10.9. L’isometria o, di una varieta riemanniana simmetrica
(M, g) soddisfa:

(0p)p = =1 ¢ ap0n(t) = (1),
dove y(t) é una geodetica con v(0) = p.
Dimostrazione. La condizione 1) az = [y implica: (Jp)zp = Ir, v, quindi gli

autovalori A del differenziale (0, )., possono essere +1, —1. Se A = +1, allora
dovrebbe esistere v € T,M, v # 0, tale che:

(0p)spv =v con  o,(p) =p.

Di conseguenza, indicata con v la geodetica uscente dal punto p con velocita
iniziale v, la geodetica ¥ := 0, o 7y verificherebbe:

7(0) = ap(7(0)) = op(p) = p = ~(0),

:V(O) = (Up>*p(7<0)) = (Up)*p(v) =v = (0),
e quindi, per I'unicita della geodetica vy con le fissate condizioni iniziali, si
avrebbe:
Op © 'V(t) = V(t)a
contro lipotesi secondo cui p & punto fisso isolato. Dunque A = —1 & I'unico
autovalore di ()., per cui (0,),, = —I. Di conseguenza, se y(t) ¢ una
geodetica con v(0) = p, allora le geodetiche A(t) := o, o y(t) e v(—t)

coincidono. Infatti:
3(0) = 0p(7(0)) = p = 7(-0),

3(0) = ()15 (7(0)) = —7(0) = 4(~)(0). -

La b) della Proposizione 10.9 ci dice che “I’isometria o, inverte le geodeti-
che passanti per p”. Cio si esprime dicendo che 'isometria o, ¢ una simmetria
geodetica rispetto al punto p. L'esistenza delle simmetrie o, comporta che le
geodetiche v(t), t € (—e¢,+€), si possono prolungare per ogni t € R. In-
fatti: poiché o,(v(t)) = y(—t), allora si possono considerare le simmetrie
geodetiche rispetto ai punti ¢; = ¥(tp), g2 = Y(—to) per ogni ty € (—¢, +€).
Procedendo in questo modo, si ottiene la seguente proposizione.

Proposizione 10.10. Una varieta riemanniana simmetrica € completa.
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In aggiunta a questa proprieta, abbiamo un’altra proprieta che permette
di includere gli spazi simmetrici nella famiglia pitt ampia degli spazi omogenei.

Proposizione 10.11. Una varieta riemanniana simmetrica (M, g) é omo-
genea.

Dimostrazione. Per la Proposizione 10.10, (M, g) & uno spazio simmetrico
completo. Pertanto, applicando il Teorema 7.50, se p; e ps sono due punti
distinti di M, esiste sempre un arco di geodetica (minimale) che li congiun-
ge. Se indichiamo con p il punto medio di questo arco geodetico, per la
Proposizione 10.9 si ha: o,(p1) = pa. Poiché o, ¢ un’isometria, (M,g) ¢
omogenea.

Lo spazio euclideo R"™ ¢ uno spazio simmetrico, la simmetria geodetica o, ¢
la riflessione rispetto al punto p. Anche la sfera canonica S™ ¢ uno spazio
simmetrico, in tal caso la simmetria geodetica o, ¢ I'applicazione che a un
punto ¢ € S"™ associa il punto ¢ = 0,(q) della circonferenza v di raggio
massimo, individuata da p e ¢, tale che L(v(p,q)) = L(v(p,q')).

Esercizio 10.12. Si verifichi che la 0, : S — S" precedentemente definita
e un’isometria di S™.

Nel caso della sfera, abbiamo o,(p) = p e 0,(—p) = —p. Quindi, in generale,
Tp puo avere altri punti fissi oltre al punto p. Anche lo spazio iperbolico H"
¢ un esempio di spazio simmetrico. Lo spazio proiettivo complesso CP" con
la metrica di Fubini ¢ un esempio di spazio simmetrico a curvatura sezionale
non costante. Se un gruppo di Lie G ammette una metrica bi-invariante g,
allora (G, g) € uno spazio simmetrico ([28], p.345). Di conseguenza, i gruppi
di Lie compatti sono esempi di spazi simmetrici.

Definizione 10.13. Una varieta riemanniana (M, g) si dice localmente sim-
metrica se per ogni punto p di M esiste una isometria o, (simmetria geode-
tica) definita su un intorno U di p, che soddisfa le condizioni:

i) 02 = Iy ; ii) p & punto fisso isolato di 0.

Un aspetto interessante delle varieta riemanniane (localmente) simmetri-
che e che possono essere caratterizzate mediante il tensore di curvatura di
Riemann R. Vale infatti la seguente caratterizzazione degli spazi localmente
simmetrici (Teorema di E. Cartan).

Teorema 10.14. Una varieta riemanniana (M, g) é localmente simmetrica
se e solo se il tensore di curvatura R ¢ parallelo (VR = 0).

Dimostrazione. Assumiamo (M, g) localmente simmetrica. Ricordiamo che
VR, come tensore del tipo (0,5), e definito da:

(VR)(X.Y,Z,V,W) =g((VR)(X,Y, Z,V),W) = g((VyR)(X,Y)Z,W).
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Poiché la connessione di Levi-Civita V e il tensore di curvatura sono invarianti
per isometrie (cfr. Teorema 8.14), si ha

(VR)(f: X, [.Y, f 2,V f V) o f = (VR)(X,Y, Z,V,IW)

per ogni isometria (locale) f di M. In particolare, scegliendo come isometria
la simmetria geodetica o0, si ha: f,,X, = —X, e f(p) = p. Di conseguenza,
f g P p<tp P g
(VR) ) (fipXps fipYp, FipZp, fipViy Fep W)
:(_1)5<VR)29(X1)7Y;77 Zp, Vi, Wp),
e quindi
(VR), = —(VR),, cioe (VR),=0.

Per I'arbitrarieta del punto p € M, si ha VR = 0.
Viceversa, assumiamo VR = 0. Fissato p € M, consideriamo U intorno
normale sferico centrato in p, quindi exp, : B(0,0) — U = B(p,d) ¢ un
diffeomorfismo. Intanto, proviamo che le componenti di R sono costanti
lungo le curve geodetiche v(t) di U uscenti da p, cioe: per ogni fissata base
{e;} di T,M, p=~(0), posto e;(t) = T(e;), risulta

Rijin(t) = 9y (R,Y(t)(ei(t), ej(t))ex(t), en(t)) = cost.
= gp<Rp(ei; €j)ek, €h)~
Infatti, siccome VxR = 0, abbiamo VR =0 e quindi

0= (Vs R) (eilt), ej(t), ex(t), enlt)) = %Rv(t) (ei(t), (). ex(t), en(t))

~ (DZ_’;25)7 ¢;(t); en(t), €h<t>) — Ry (ei(t), D%p, ex(t), eh(t))
~ Fon (et) (0, D%@’ en(t)) — Ry (eilt), (1), ex(t) D?t(t))
d

- &Rmkh(t)

Per ogni fissato ¢ € U, indichiamo con 7(t) la geodetica (radiale) di U, quindi
con v(0) = p, passante per ¢; poniamo (t) = ¢ per un fissato t. Per provare
che (M, g) & localmente simmetrica, basta provare che 'applicazione

f:U—=U, q=7t)— flq) =~(-1),
¢ un’isometria. Indichiamo con 7; lo spostamento parallelo lungo v da p
a ¢, con 7; lo spostamento parallelo lungo v da p a y(—t), e consideriamo
I'isometria lineare
O, =FoFor ' T,M — TyyM,
dove F' ¢ lisometria lineare di 7T,M definita da F' : V — F(V) = —V.
Proviamo che ®; conserva la curvatura. Sia {v;} una base di T,M, che
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possiamo sempre scrivere nella forma v; = e;(t) = 7(e;), dove {e;} € una

base di T, M. Allora:
(Dt(vz') = (7:75 o F o Tt_l)(’UZ‘> = 7~'t(—€i> = —7:7561',

e tenendo conto che R ha componenti costanti lungo ~, si ha:

950 (Rr(a)(Pe(v:), @o(v;)) i (vr), P (vn))
= gy (Ryn(Telea), Tules))Teler), Tilen))
= cost. = g,(—0) (Rﬂ,(,o)(ei, e;)er, eh)
= 10 (R0 (ess €5) e, en)
= 910y (R (Te(es), me(e;))e(er), melen))
= gq(Rq(Uia V) Uk Uh)-

D’altronde, siccome q = y(t) = exp,tV = yy(t) con V € B(0, ), abbiamo

(exp, o Foexp,')(q) = (exp, o F)(tV) = exp,(—tV)
= w(=t) =7(=t) = f(a).

Applicando il Teorema 8.29 (di Cartan), si ha che f ¢ una isometria con
fop=F. O

Da un Teorema di W. Ambrose (cfr. Sasaki [100], p. 112,176), si ottiene il
seguente

Teorema 10.15. Una varieta riemanniana completa e semplicemente con-
nessa, ¢ localmente simmetrica se e solo se e simmetrica.

Dal teorema precedente segue in particolare che il rivestimento rieman-
niano di uno spazio localmente simmetrico completo & uno spazio simmetrico.
In generale, uno spazio localmente simmetrico non ¢ uno spazio simmetrico.
Ad esempio, una superficie riemanniana (connessa) compatta orientabile a
curvatura sezionale costante negativa ¢ uno spazio localmente simmetrico ma
non ¢ uno spazio simmetrico. Infatti, tali 2-varieta hanno necessariamente
genere p > 1 (ad esempio come conseguenza del Teorema di Gauss-Bonnet)
e quindi gruppo fondamentale non abeliano (cfr., ad esempio, [57]), mentre
e noto che uno spazio simmetrico ha gruppo fondamentale abeliano ([100],
p. 183). Piu in generale, ogni varieta riemanniana compatta a curvatura
sezionale costante negativa ¢ localmente simmetrica ma non ¢ uno spazio
simmetrico, infatti per il Teorema (di Preissman) (cfr. Osservazione 8.3) una
tale varieta ha gruppo fondamentale non abeliano. Anche gli spazi lenticola-
ri muniti di una metrica a curvatura sezionale positiva sono esempi di spazi
localmente simmetrici che non sono simmetrici ([100], p. 177). Inoltre, per
uno spazio simmetrico si verifica una sola delle seguenti proprieta (cfr. [100],

pp. 177,183,184):
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i) la curvatura sezionale ¢ > 0 e la curvatura di Ricci Ric(u,u) > 0;
j) la curvatura sezionale ¢ < 0 e la curvatura di Ricci Ric(u,u) < 0.

Nella sezione precedente abbiamo osservato che uno spazio 2-punti omegeneo
e uno spazio euclideo oppure uno spazio simmetrico di rango 1. Ricordiamo
che il rango di uno spazio simmetrico M e la dimensione massima delle
sottovarieta totalmente geodetiche piatte di M (cfr. [100], p. 188). Gli
spazi simmetrici di rango 1 sono:

a) gli spazi a curvatura sezionale costante S™, P" e H",

b) lo spazio proiettivo complesso P"(C), lo spazio proiettivo quaternionico
P"(Q), il piano proiettivo di Cayley C,,P?;

¢) lo spazio iperbolico complesso CH™, lo spazio iperbolico quaternionico
QH™, il piano iperbolico di Cayley C,,H?.

Gli spazi classificati in b) sono di tipo compatto e con curvatura seziona-
le (non costante) positiva, mentre quelli classificati in ¢) sono di tipo non-
compatto e con curvatura sezionale (non costante) negativa. Si noti che
dimg P"1(Q)=4(n — 1) per n > 2, PY(Q) = S* e dimg C,, P*=16.

Gli spazi simmetrici compatti di rango 1 si possono esprimere come spazi
quozienti:

" = SO(n + 1)/S0(n);
P21 = §20-1/{+]} = SO(2n)/0(2n — 1);

P2 = §2/{£} = SO(2n + 1)/SO(2n) x O(1);
P*(C) = U(n + 1)/U(n) x U(L);

P1(Q) = Sp(n)/Sp(n — 1) x Sp(1), n > 2;
CoyP? = Fy/Spin(9).

Esercizio 10.16. Si verifichi che per una varieta riemanniana a curvatura
sezionale costante si ha: VR = 0.

Esercizio 10.17. Si verifichi che per una varieta riemanniana localmente
simmetrica si ha:

R(X,Y)R =0,
dove R(X,Y") ¢ pensato come un operatore sui tensori (cfr. Osservazione 8.8).
Una varieta riemanniana che soddisfa R(X,Y)R = 0 si dice semisimmetrica.
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10.4 Varieta conformemente piatte

Per maggiori dettagli e approfondimenti su questa sezione si rinvia ai testi
e agli articoli citati nel corso della presentazione.

Definizione 10.18. Una varieta riemanniana (localmente) conformemente
piatta ¢ una varieta riemanniana (M, g) che verifica la seguente proprieta:
per ogni punto p € M esiste un intorno U di p e una funzione differenziabile
o:U — R per cui (U, §=e*g) ¢ piatta.

Dalla definizione segue facilmente che, oltre allo spazio euclideo, anche la
sfera canonica S™ (basta considerare le carte locali definite dalle proiezio-
ni stereografiche) e lo spazio iperbolico H™ (basta considerare i modelli di
Poincaré) sono varieta conformemente piatte. La nozione di varieta confor-
memente piatta e puramente locale, tuttavia esiste un teorema che globalizza
tale nozione per una classe di varieta. Abbiamo infatti il seguente teorema.

Teorema 10.19. (Kuiper [59]) Sia (M, g) una varieta conformemente piat-
ta. Se M ¢é compatta e semplicemente connessa, allora esiste un diffeomor-
fismo tra (M, g) e la sfera canonica S™ che € una trasformazione conforme.

Osserviamo che ogni varieta riemanniana di dimensione 2 & conformemen-
te piatta. Infatti, rispetto a un sistema di coordinate isoterme (z1,x3), la
metrica g si esprime con g = €27 (dz? 4 dz3). Sia ora M di dimensione n > 2.
Siano g e g due metriche conformi su M: § = e*¢g. Dalla formula di Koszul
segue che le corrispondenti connessioni di Levi-Civita sono legate da:

VxY =VxY + X(0)Y +Y(0)X — g(X,Y)Vo,
dove Vo e il gradiente di o. Si noti che se § = A\g, A funzione positiva, allora
o= %ln A e quindi la formula precedente diventa
~ 1
VxY =VyxY + o\ {XN)Y +Y(M)X —g(X,Y)VA}. (10.5)
Per i tensori di curvatura di tipo (0,4), abbiamo la relazione

- 1
R =e¢% [R — (VQO' —do®do + §g(VJ, VJ)g) ® g} ,

dove ® denota il prodotto di Kulkarni-Nomizu (cfr. Osservazione 8.22) e
V20 denota I'hessiano di o (cfr. Sezione 6.2) ).

Il tensore di curvatura conforme C' di una varieta riemanniana (M, g),
introdotto da H. Weyl, ¢ definito da:

C(X,Y)Z =R(X,Y)Z + {9(X, 2)Y — g(V,Z) X}

(n—1)(n—2)
_ % {(9(X, Z)QY + Rie(X, 2)Y — (Y, Z)QX — Ric(Y, Z)X}
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e quindi

C(X,Y,Z,W) = g(C(X,Y)Z, W) (10.6)

1 .
B T AR T sy

(n—2)
dove r ¢ la curvatura scalare, Ric il tensore di Ricci e ) 'operatore di Ricci.

Se g e g sono due metriche conformi su M: § = e*7g, allora (cfr. Eisenhart
[35])

C(X,VZ=C(X,Y)Z e C(X,Y,Z,W)=e¥C(X,Y,Z,W).

Proposizione 10.20. Se (M, g) ¢ piatta oppure di dimensione 3, allora il
tensore di curvatura conforme C' = 0.

909,
)

Dimostrazione. 11 caso piatto ¢ ovvio. Consideriamo il caso 3-dimensionale.
Fissato p € M, consideriamo una base ortonormale {ey,eq,e3} di T,M, di
autovettori per l'operatore di Ricci in p, quindi Ric;;(p) = 0 per i # j.
Siccome la dimensione di M & 3, le componenti R;;x(p) che possono essere
non nulle sono quelle con tre oppure con due indici distinti. Nel caso di tre
indici distinti:

Ria3a2(p) = Riciz(p) = 0, Rigi3(p) = Ricgs(p) = 0, Rizes(p) = Ricia(p) = 0.

Posto Cijen(p) = Cl(es, €j, ek, ep), dalla definizione di C' segue che anche
Cijkn(p) = 0 se tre indici sono distinti. Se abbiamo solo due indici distinti:

Cijij(p) = Rijij(p) — (Rici(p) + Ricy;(p)) + @(%gﬁ — 959) )
- %(2Rijij (p) — 2Ric;i(p) — 2Ric;;(p) + r(p))
= %(ZRim(p) + Ricy(p) — Ricii(p) — Ricy;(p)) = 0.

]

Sia ora (M,g) di dimensione n > 4. Se M & conformemente piatta,
allora g & localmente conforme alla metrica piatta e quindi C, = e**C,, = 0;
viceversa se Cy = 0, allora (M, g) ¢ conformemente piatta (cfr. [35], p. 92).
Inoltre per (M, g) conformemente piatta di dimensione n > 4:

oY, 2)X(r) = (X, Z)Y (r)

(VXRiC) (}/7 Z) - (VYRZC) (Xv Z) = 2(n _ 1)

(10.7)

In dimensione 3, la (10.7) caratterizza le varieta conformemente piatte (cfr.
[35], p. 91-92). Pertanto vale il seguente

Teorema 10.21. (di Weyl, 1921) Sia (M,g) una varieta riemanniana di
dimensione > 3, allora (M, g) é conformemente piatta se e solo se il tensore
C =0. SedimM = 3, (M,qg) ¢ conformemente piatta se e solo se vale
lidentita (10.7).
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Tenendo presente che Ric di Codazzi implica r costante (cfr. Sezione 8.7), si
ottiene il seguente corollario.

Corollario 10.22. a) Se (M, g) é una varieta riemanniana conformemente
piatta di dimensione n > 4, allora r =cost. se e solo se Ric ¢ di Codazzi.
b) Se (M, g) é una varieta riemanniana di dimensione n = 3, allora (M, g)
e conformemente piatta e r =cost. se e solo se Ric e di Codazzi.

Il seguente teorema fornisce una caratterizzazione di varieta conforme-
mente piatte in termini di curvature sezionali.

Teorema 10.23. (Kulkarni [60]) Sia (M,g) una varieta riemanniana di
dimensione n > 4. Allora, (M,g) é conformemente piatta se e solo se per
ogni punto p € M e comunque si considerano quattro vettori ortonormali
{e1,e9,€3,€e4} di T,M si ha

K(p7P12)+K(p7P34) = K<pJP13) +K(p,P24>,
dove K(p, P;;) denota la curvatura sezionale in p lungo il piano generato dai
due vettori e;, e;.

Dimostrazione. Supponiamo M conformemente piatta e quindi C' = 0. Po-
niamo Kj; = K(p, Pij) = Rijij. Da Ciaiz = Cogaq = Ciz13 = Czgzq = 0,
tenendo presente la (10.6), si ottengono le seguenti formule

w:f@ﬁ(n_&n—m’
%:K13+(n_1;n—2),
szgzﬁ‘(n_l)r(n—@’

e quindi Ko+ K34 = Koy + K13. Viceversa, fissato p € M, consideriamo una
base ortonormale {ey, ..., e, } e poniamo K;; = K(p, P;;). Per ipotesi:

Kij + Kip = Kip, + Kjp, (10.8)

comunque si scelgono quattro indici 4, j, k, h distinti. Dalla (10.8), fissati gli
indici ¢, j, k, e sommando su A si ottiene

S (Kt K) = Y (K + Kjp)

h#i,j.k h#i,j,k
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che si pué anche scrivere nella forma
(n — 3)K; + Ricgy — Kyi — Kyj = (n — 3) Ky, + Ricj; — Kji — Kji.,
e quindi
(n — 2)K;; + Ricgr, = (n — 2) Ky, + Ricjj . (10.9)
Dalla (10.9), sommando su k, con k # i, j, si ottiene
(n — 2)?K;; +r — Ricy; — Ricj; = (n — 2)Ricj; + (n — 2) Rici; — (n — 2) K

e quindi
(n—1)(n—2)K;; = —r + (n — 1)(Ricy; + Ricjj).
Di conseguenza,

(n—1)(n-2)

1 . .
Rijij = Ki]’ = " 2(R’LC7;7; =+ RZCj]’) —

e quindi Cyj; = 0 per ogni %,j. Siccome C' ¢ un tensore di curvatura, la
condizione Cj;;; = 0 per ogni 4, j implica Cjjp, = 0 per ogni 4,7, k,h (cfr.
Proposizione 8.17).

Abbiamo osservato che lo spazio euclideo R, la sfera canonica S™(k) di
curvatura sezionale costante k > 0 e lo spazio iperbolico H"(—k) di curva-
tura sezionale costante —k < 0, sono esempi di spazi conformemente piatti
e di Einstein. Vale anche il viceversa, nel senso che: una varieta rieman-
niana conformemente piatta e di Einstein ha curvatura sezionale costante
(cfr. Appendice D). Inoltre, usando la teoria esposta nella suddetta ap-
pendice, non ¢ difficile provare che le seguenti varieta riemanniane prodotto:
S"P(k) x HP(—k), p > 2, S" (k) x R e H" }(—k) x R sono conformemente
piatte. Si puo vedere che tali spazi soddisfano anche la condizione VR = 0,
cioe sono anche localmente simmetrici. In effetti, ogni spazio conformemente
piatto e localmente simmetrico ¢ localmente isometrico a uno degli esempi
precedenti. Piu precisamente abbiamo il seguente risultato di Ryan (cfr. [99])

Teorema 10.24. Sia (M, g) una varieta riemanniana di dimensione n >
3, conformemente piatta e localmente simmetrica. Allora, il rivestimento

riemanniano universale (M, §) ¢ una delle sequenti varieta:
R", S"(k), H"(—k), S*P(k) x H?(—k), S"'(k) xR, H" '(—k) x R.

Si noti che per una varieta riemanniana conformemente piatta le condizioni
VR =0 e VRic = 0 sono equivalenti.
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10.5 1l Teorema di Gauss-Bonnet-Chern

Il Teorema di Gauss-Bonnet in dimensione 2

Topologia e curvatura sono due nozioni a priori molto distanti tra loro. Il
Teorema di Gauss-Bonnet, il piu elegante teorema di geometria differenziale
globale, evidenzia un sorprendente legame tra le due nozioni. Iniziamo questa
sezione con una breve presentazione di tale teorema nel caso delle superfici
connesse compatte di R? (per una dettagliata descrizione di questo teorema
si rinvia a [30] e [78]).

Teorema 10.25. (di Gauss-Bonnet) Sia M una superficie (connessa) com-
patta di R®. Allora

/ Kdo = 2mx (M),
M

dove x(M) denota la caratteristica di Eulero-Poincaré di M. In particolare,
la curvatura totale fM Kdo ¢ un invariante topologico.

Dimostrazione. (sunto) Ricordiamo che ogni superficie (connessa) compatta
di R? ¢ orientabile. Inoltre, una 2-varietd connessa compatta orientabile &
somma connessa della sfera S? con superfici toriche T?. Siccome S? e T? sono
superfici triangolabili, allora ogni 2-varieta connessa compatta orientabile
M ¢ triangolabile. Piu precisamente, fissata una orientazione su M, si puo
considerare una triangolazione 7" = {7, ..., Ty} di M nella quale i triangoli
T; = (A;, B;, C;) sono tutti orientati positivamente.

Figura 10.1: Una triangolazione di M.

La caratteristica di Eulero-Poincaré di M, la quale e un invariante topologico
(e quindi non dipende dalla particolare triangolazione considerata) ¢ data da

X(M):U_l+f7

dove v(numero di vertici), I(numero di lati), ed f(numero di triangoli), sono
riferiti alla triangolazione considerata. Ricordiamo ora la nozione di curva-
tura geodetica con segno. Sia 7(s) una curva differenziabile parametrizzata a
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velocita unitaria. Poiché M e orientabile esiste un campo unitario £ ortogona-

le alla superficie. Allora, lungo la curva y, { E1(s) = §(s), Ea(s) = £(s)AY(s) }
e una base ortonormale positiva del piano tangente T, syM, dove A denota
'usuale prodotto vettoriale di R3. Da ||¥(s)|| = 1 segue che il vettore ac-

celerazione (intrinseca) 27 & parallelo a Es(s). La curvatura geodetica (con
segno) di y(s) e la funzione k4 (s) definita da

Dy

ds ky(s) Ea(s).

L’estensione del Teorema 8.4 (elegantissimo di Gauss) al caso di una regione
limitata da una curva chiusa semplice (non geodetica) regolare a tratti ¢
dovuta a Bonnet. Sia R una regione (poligonale) di M omeomorfa a un disco,
il cui bordo IR e una curva ~ chiusa semplice regolare a tratti e orientata
positivamente. Se ~; (i = 1,...,k) sono i tratti regolari parametrizzati con
'ascissa curvilinea e ¥'(i = 1,..., k) denotano le misure degli angoli interni
nei corrispondenti vertici, allora la formula di Bonnet ¢ la seguente

/Kdo+2/ ds—ZﬁZ

dove ky4(s) € la curvatura geodetica della curva ;. In particolare, per un
triangolo T; (della triangolazione T') risulta

/Kdo—i—/ ky(s)ds = A+ B; +

dove k,4(s) e la curvatura geodetica della curva bordo di 7; e A;, B;, C; sono
le misure degli angoli interni del triangolo 7;. Poiché M ¢ una varieta priva di
bordo, ogni lato della triangolazione 1" ¢ comune esattamente a due triangoli.
Inoltre, tutti i triangoli di 7" sono orientati positivamente, quindi triangoli
adiacenti determinano orientazioni opposte sul lato in comune (cfr. Figura

10.1). Di conseguenza,
Z / $)ds = 0

Q)

-,

e quindi:

/ f
/ Kda:Z/ Kdo =S (Ai+ B+ C—m) =S (A + B+ G — fr
M i=1 /T i=1 ‘
Siccome in ogni vertice confluisce un angolo giro, si ha

/ Kdo =2mv — fm =270 — 3nf + 2n f.
M
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D’altronde, poiché il numero totale di lati della triangolazione e uguale a 3 f
e ogni lato € comune a due triangoli, si ha 3f = 2] e quindi

/ Kdo =2mv — 2wl +2nf =2n(v — | + f)=2mx(M).
M

O

Esempio 10.26. Una triangolazione (geodetica) di S* ¢ data dalla Figura
10.2. Siccome f = 8,1 = 12,v = 6, si ottiene x(S?) = v—I+f = 6—12+8 = 2.

Figura 10.2: Una triangolazione di S2.

Osservazione 10.27. Una superficie connessa compatta orientabile M ¢
omeomorfa a una sfera con p-manici (detta anche ciambella con p-buchi o
p-toro), p & detto genere della superficie. Siccome x(M) = 2 — 2p, si vede
che x(M) determina la configurazione topologica di M. Di conseguenza, la
curvatura totale determina la configurazione topologica di M. In dimensione
> 2, la curvatura influenza ma non controlla la configurazione topologica
della varieta.

Corollario 10.28. Sia M una superficie connessa compatta orientata. Al-
lora,

/Kda>0<:>M:topSZ;/KdazO@M:topglel;
M M

/ Kdo <0< M ha genere p > 1.
M

Inoltre, se M ha curvatura gaussiana costante K, il genere p della superficie
e dato da :

p=1— (K/4m)vol(M).
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Se g & una metrica sulla sfera S? con curvatura gaussiana < 1, allora,
vol(S?, g) > vol(S?*(1)) = 4.

Osservazione 10.29. Piu in generale, il Teorema di Gauss-Bonnet vale per
una 2-varieta riemanniana (connessa) compatta. Il caso orientabile si prova
come per le superficie di R®. Se (M, g) ¢ una 2-varieta riemanniana (connessa)
compatta non orientabile, indichiamo con do la misura canonica indotta dalla
metrica g. Applicando il Teorema di Gauss-Bonnet al rivestimento doppio

orientato p : M — M con metrica § = p*g, si ha [ Kdé = 2ry(M) =
Ay (M). Inoltre, se f: M — R, posto fi(x) := f(&1)+ f(Z), dove p~ () =
{Z1,Z2} ¢ la fibra in x, allora si ha (cfr. Proposizione II1.1 di [7], p.15)

/M fdé = /M frdo.

Prendendo come funzione f la curvatura K di M, allora K(71) = K (&) =
K(z) e quindi [; Kd6 =2 [,, Kdo. Di conseguenza,

R B 1
X(M)z—x(M):—/ Kd&z—/ Kdo.

In particolare, siccome x(M) = 2 — g dove q ¢ il genere di M, si ha

/Kda>0 = M:topSZ & M=4,,P ¢=1;
M
/ Kdo =0 & M =, T? & M =, K (bottiglia di Klein), ¢ = 2;
M
/ Kdo <0 < M ha genere p > 1 < M ha genere ¢ > 2.
M

Inoltre, si ottengono facilmente le seguenti proprieta:

e se M ¢ una 2-varieta riemanniana (connessa) compatta omeomorfa alla
sfera o al piano proiettivo, allora K > 0 in qualche punto;

e se M ¢ una 2-varieta riemanniana (connessa) compatta omeomorfa al toro
o alla bottiglia di Klein, allora K = 0 oppure esistono necessariamente punti
dove K > 0 e punti dove K < 0;

e in tutti gli altri casi la curvatura K < 0 in qualche punto.

Il Teorema di Gauss—Bonnet nelle dimensioni 4 e 6

Abbiamo esaminato il Teorema di Gauss—Bonnet per varieta riemanniane
compatte orientabili di dimensione 2. Questo importante teorema e stato
generalizzato da S.S. Chern [25] anche per varieta riemanniane compatte
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orientabili di dimensione pari n = 2m > 2, in tal caso la formula che esprime
la caratteristica di Eulero-Poincaré e notevolmente piu complicata:

1
X(M) = W/MF(R) dvg,

dove

F<R) = Zo’ﬂ' SQTL(O-)Sgn(T)Ro(l)a(Z)T(l)‘r@) e Ro(2m71)a(2m)7(2m71)7(2m)7
sgn(o) denota il segno della permutazione ¢ e le componenti del tensore di
curvatura sono riferite a una base ortonormale positiva. Per n = 2 si ottiene

il classico Teorema di Gauss-Bonnet.
In dimensione 4, si ha (cfr. anche [7], p. 82)

1
M) =
X(M) 3272

Ricordiamo che, per una varieta riemanniana di dimensione n > 4, le forme
quadratiche || R||?, || Ric|® e r? soddisfano (cfr. Appendice D):

/ (IR = 4|[Ric|* + 1) do,. (10.10)
M

|R|I*> > (2r%)/n(n — 1), dove I'uguale vale se e solo se M ha curvatura
sezionale costante;

| Ric||* > r?/n, dove 'uguale vale se e solo se M ¢ di Einsten;

|R|I* > (4||Ric||*)/(n — 2)—(2r*)/(n — 1)(n — 2), dove 'uguale vale se e solo
se M e conformemente piatta.

Nel caso della dimensione 4, se M ¢ di Einstein cio¢ || Ric||* = (1/4)r?, dalla

1
(10.10) si ottiene x(M) = = [ IR dvy > 0 e quindi
2
.
X(M) 20 e x(M) 2 go5—5vol(M, g),

dove I'uguaglianza, nel primo caso, vale se e solo se M e piatta, e nel secondo
caso, vale se e solo se M e a curvatura sezionale costante. Sempre nel caso

della dimensione 4, se M & conformemente piatta, ciod ||R||? = 2||Ric/|? — =
siccome || Ric||* > %, dalla (10.10) si ha

3
(M) = — / 2 o \Riell?) du, < —— / 2
= —_— — 1C v rav
X 3272/, \ '3 9= 19272 " “

dove I'uguaglianaza vale se e solo se M ¢ a curvatura sezionale costante.

In dimensione 6 si ha (cfr. [29])

1
M) =
X(M) = 3203

/ (7"3 +3r ||R||> — 12r || Ric||? (10.11)
M

+ 16Ric + 24a — 248 — 8 + 45) dv,,
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dove
RV’L'C = Z RiciniCihRith, o = Z Ricinicthikjh, 5 = Z RiCinipququr,
T = Z RikjnRiphg Rpigj, 0 = Z Rijin Bichpg Fpqis -

Se M ¢ di Einstein, la (10.11) diventa

1 7’3 2
M) =——— [ (5= — 87 +43) du,.
K0 = s [ (5 = IR = 8 +40)

Nel caso di M conformemente piatta, la (10.11) diventa (cfr. [86])

1 21 27 3 -
X(M) = / (—7“3 — —r||Ric|? + —Ric) dvg;
o 20 >

38473 100

se in aggiunta la curvatura scalare r & costante, si dimostra che

4
38473y (M) = %" *vol(M, g) — —r/ | Ric||* dv, — / IVR|? dv,.
(10.12)

Di conseguenza
3 4 4 4 I
384m°x (M) < —r°vol(M, g) — —r [ || Ric|” dv,,
25 5 Jm

dove l'uguaglianza vale se e solo se M ¢ localmente simmetrica. Inoltre,
usando la (10.12) si ottiene il seguente

Teorema 10.30. ([86]) Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta orien-
tabile conformemente piatta 6-dimensionale e con curvatura scalare r costan-
te.
e Ser >0, allora
14400 73 x (M) < r3vol(M, g),

dove ['uguaglianza vale se e solo se M ¢ a curvatura sezionale costante
(positiva).

e Ser =20, allora
x(M) <0,

dove ['uguaglianza vale se e solo se M ¢é isometrica a una delle sequenti
varieta:

(i) RS/G (dove G & un gruppo propriamente discontinuo di traslazioni
dello spazio euclideo R®);

(j) S*(k) x H*(—k)/G (dove G ¢ un gruppo propriamente discontinuo
di isometrie di S3(k) x H3(—k)).
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e Ser <0, allora
151 27
384y (M) < @TSVOI(M, g) — 2—07“/M | Ric|? dv,,
dove ['uguaglianza vale se e solo se M ¢é a curvatura sezionale costante
(negativa).

Esempi di varieta riemanniane compatte orientabili di dimensione 6, confor-
memente piatte e con curvatura scalare costante sono:

M, = S*(k) x R/Gy, My = H’(—k) x R/Gy M3 = S*(k) x H*(—k)/Gs,
M, = S*(k) x H3(—k)/Gy, Ms=S*k)x H*(—k)/G5,

Mg(c) (spazio a curvatura sezionale costante c),

dove GG; € un gruppo propriamente discontinuo di isometrie del corrispondente
spazio. Per tali spazi la formula (10.12) diventa

4 . 4
38473y (M) = %TSVOI(M,g) — 5" | Ric||* vol(M, g),

quindi facili calcoli mostrano che:

3k3
X(Ml) = X(M2) = X(M4) =0, X(M:s) = @VOKM?));
3k3 15¢3
X(M5) = _ﬁVOl(MS)a X(Mﬁ) = —3V01(M6).
T 8T

Per varieta conformemente piatte senza l'ipotesi che la curvatura scalare
sia costante, abbiamo il seguente teorema.

Teorema 10.31. ([44]) Se (M,g) é una varieta riemanniana compatta
orientabile conformemente piatta con curvatura scalarer > 0 e di dimensione
n=4o0n=6, allora x(M) < 2. Inoltre,

X(M)=2 <= (M,g) ¢ conformea (S",go);
X(M)=1 <= (M,g) ¢ conforme a (P",go).



Capitolo 11

Problemi variazionali in
geometria

Un tema fondamentale in geometria differenziale ¢ 1'uso di principi varia-
zionali per distinguere e studiare oggetti geometrici particolarmente interes-
santi. Ad esempio, metriche di Einstein e curve geodetiche sono caratterizzati
come punti critici di opportuni funzionali.

Iniziamo questo capitolo con un semplice problema variazionale che si
incontra nello studio degli autovalori di una matrice reale simmetrica. Sia
quindi A una matrice reale simmetrica di ordine n (n > 1 per evitare il caso
banale). Sulla sfera unitaria S~ dello spazio euclideo (R", go), consideriamo
la funzione

Un punto v di S"7! si dice punto critico per f se il differenziale (df), = 0, cioe
se per ogni y(t) : (—¢,¢) — S"! curva differenziabile di S*~*, con v(0)
posto f(t) = f(7(1)), si ha

(df), (4(0)) = f'(£)ji=0 = 0.

Proposizione 11.1. Un punto v € S*! & punto critico di f se, e solo se, v
e un autovettore di A.

f:S" R, v f(v) = go(Av,v). (11.1)

v,

Dimostrazione. Sia y(t) una curva differenziabile di S*' con (0) = w.

Allora

Flthmo = o0(AY0), 700 = 60(A3(0),7(0)) + go(47(0),4(0))

= 2g0(Av,¥(0)).

Se v & autovettore di A, Av = Av, siccome ||y(t)|| = cost. = 1, si ha

F'(0) = 2Xgo(v, 7(0)) = 2Ago(7(0),7(0)) = 0.

357
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Viceversa, supponiamo v punto critico di f. Sia w € T,8"! = v un vettore
b

unitario. Allora (t) = (cost)v + (sint)w ¢ una curva differenziabile di S™~*
con 7(0) = v e 4(0) = w. Inoltre, 0 = f'(t)j1=0 = 2g0(Av,¥(0)) = 2g0(Av, w)
implica che Av & ortogonale a w per ogni w € T,S" . Pertanto, Av &
parallelo a v. O

Osservazione 11.2. Poiché la funzione f definita dalla (11.1) ¢ continua e
definita su un compatto, esiste certamente un punto di minimo e quindi un
punto critico di f. Di conseguenza, ogni matrice reale simmetrica ammette
almeno un autovettore. Utilizzando questo fatto, si ottiene il ben noto teo-
rema di algebra lineare: “se A € una matrice reale simmetrica di ordine n,
allora esiste una base ortonormale di R" di autovettori per A”.

Nel seguito di questo Capitolo, e nel Capitolo successivo, tratteremo al-
cuni problemi variazionali intimamente legati alla geometria di una varieta
riemanniana. In questi problemi variazionali, indicato con X l'insieme su cui
e definito un certo funzionale F : X — R, un punto zy di X viene definito
come punto critico per F se per ogni variazione xs di xg in X:

dF(x
A7 (@) gy _ g,
ds
Questo puo sembrare strano, ma in effetti ¢ abbastanza naturale in quanto
¢ possibile definire su X una struttura di varieta differenziabile (in generale
di dimensione infinita) per cui:

e una variazione z, di ry in X e semplicemente una curva differenziabile
v(s) = x5 di X con (0) = xo;

o w = df;\szo = 4(0) & un vettore tangente alla curva 7(s) per s = 0 e
quindi un vettore di 7,, X (spazio tangente in z, a X);
. (%]—" (xs))|s:0 ¢ la derivata direzionale della funzione 7 : X — R in

x, nella direzione di w. Infatti, tenendo conto del significato geometrico del
differenziale, otteniamo

(d7),,,(w) = (dF),, (4(0)) = (F o) (0) = (£F(5)) .y

dove F(s) = F(v(s)). Quindi, dire che z, & punto critico di F significa dire
che il differenziale di F in z, si annulla su 7, X.

11.1 Una caratterizzazione variazionale delle
metriche di Einstein
In questa Sezione riportiamo una dimostrazione di un classico risultato

di D. Hilbert sulla caratterizzazione variazionale delle metriche di Einstein
(D. Hilbert [48]; cfr. anche T. Nagano [72]).
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Sia M una varieta differenziabile orientabile, n-dimensionale e compatta.
Indichiamo con M l'insieme di tutte le metriche riemanniane su M che hanno
lo stesso fissato volume, in particolare unitario, ovvero

M :={g : g metrica riemanniana su M, vol(M,g) = 1}.

Consideriamo il funzionale
I M—=R, g—I(g):= / r(g) vg,
M

dove 7(g) € la curvatura scalare della varieta riemanniana (M, g). Se g(t),
con [t| < g, ¢ una curva differenziabile di metriche dell’insieme M, possiamo
considerare la funzione

[:(—¢,6) =R, t — I(t) :=I(g(t)) Z/Mr(t) Ug(t) »

dove r(t) = r(g(t)) ¢ la curvatura scalare della varieta riemanniana (M, g(t)).

Definizione 11.3. Diciamo che un elemento g di M e punto critico del
funzionale I se per ogni curva differenziabile ¢(t) di M, con ¢(0) = g, ¢
soddisfatta la condizione

d1(t)

— o\ — 11.2
dt li=0 ( )

Teorema 11.4. (di Hilbert) Sia M una varieta differenziabile orientabile
compatta di dimensione n > 2. Allora, una metrica g di M & una metrica di
Einstein se, e solo se, g € punto critico del funzionale I : M — R.

La dimostrazione di questo teorema seguira da una serie di lemmi. Sia g(t)
una curva differenziabile di M, [t| < ¢, con ¢g(0) = g. Le componenti dei
tensori che verranno nel seguito considerati sono riferite a un sistema di
coordinate locali.

Lemma 11.5.

dove

A(t) = Y Riey (1) % (97 () vyn) € B(t) =Y (% Rici;(1)) 6" (1) vyt

J=1 ,j=1

Dimostrazione. Partendo dalla definizione del funzionale I, abbiamo:

a7 d d
E(15) = a/Mr(t) Vg(t) = /ME(T(t) Ug(t)) -



360 11. Problemi variazionali in geometria

Sapendo che r = >""._| Ric;; g, risulta

i,0=1

% (r(t) vgw) = Y (jt Ric; (t )) g7 () gy + > Rici(t) % (97(t) vg@r)) -

1,j=1 i,k,j=1
[l

Il tensore h(t)=g/(t)
Indichiamo con h(t) il tensore simmetrico di tipo (0,2) definito da

d

dtg” (t) (quindi, g(t) = g + th(0) + o(t?)).

La simmetria di h segue dalla simmetria di ¢g. Inoltre h¥, generico elemento
della matrice inversa di (h;;), ¢ dato da

d

W) = ~ S0 1)
Infatti:
009" (0) = b = 3 ((559u(0) 970) + 0 (1) 567 (0)) =0
e quindi,

n

Z (hij(t)gjk(t) + 9i5(1) :ijt gF(t )) =0.

j=1

Moltiplicando per ¢*"(t) e sommando anche rispetto all'indice 4, si ha

- ir j ir d
Z (9 hij %+ 9" g1 — Ty Jk)(t):()a

ij=1
<h7"k: + 25 . ) =0 e quindi hrk(t) = —igrk(t) .
j ’ dt
Lemma 11.6. p 1
= Vo = 5 < (1), 9(t) > vy

Dimostrazione. Localmente risulta:

Vgy = 4/ det (gij(t)) dxy---dx,,
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da cui segue

dt Vg(t) = \/det gi;(t dxl
det gzj d:cl -dz,
2\/det gij(t

Ricordiamo che (cfr. Lemma 3.18):
(detG)'(t) = (detG)tr (G~ (£)G(1)).

Applicando tale formula, si ottiene:

d -
det gi;( ( Jii ) g (t) dzy - - dz,
2 det gw ] Z “
1
_ §th” t) day - - day,
1,7=1
1
=3 < h(t), g(t) > vy -

Lemma 11.7.

d, ij L
dt( j(t) Ug(t)) = —h"(t) Vg(t) + §gj<t> < h,g>(t) Vg(t) -

Dimostrazione. Questo Lemma segue dal Lemma 11.6 tenendo presente che

d ..
hil — — — gid O]
at?
Lemma 11.8. Vale la sequente formula:
A(t) = — < Ric,h > (t) vy + % r(t) <h,g > (t) vy -

Dimostrazione. Dal Lemma 11.5, segue che

= 3 Ries(0) S (60 ).

7,7=1

Applicando il Lemma 11.7, si ottiene:

= 3 Rieyy (1)~ W (o + 599(0) < hog > (1) vy

ij=1
=— Z Ric;j(t)h" (t)vge + = Z Ric;;(t) g7 (t) < h,g > (t) vy
i,j=1 zg 1

1
= — < Ric,h > (t) vy + 3 r(t) < h,g > (t)vgu) -
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Lemma 11.9. [, B(t) =0.

Dimostrazione. Esprimendo Ric;;(t) = Y, R,.*(t) in funzione dei coefficien-
ti g;;(t) e g¥(t), dopo alcuni calcoli, si ottiene la seguente formula (cfr. M.
Berger [8] p. 288, formula (2.11)):

B(t) = (Atrh(t) + 0 5 h(t)) vy,

dove A ¢ l'operatore di Laplace-Beltrami e o ¢ 'operatore divergenza. Per-
tanto, applicando il Teorema B.5 (di Green), si ha il risultato enunciato. [

Lemma 11.10.

/ < h(t),g(t) > vguy =0, cioe / trh(t) vgey =0 V.
M M

Dimostrazione. Siccome le metriche di M hanno volume costante unitario,
tenendo presente il Lemma 11.6, si ha

d d d
0= EVQI(M,g(t)) = & /Mvg(t) = /M avg(t)
1
= 5/ < h,g> (t)vg(t).
M

]

Lemma 11.11. Per ogni metrica riemanniana g e per ogni tensore h co-
variante simmetrico del secondo ordine che soddisfano < h,g >= 0, esiste
una curva g(t) di metriche di volume costante tale che

g(0)=g e ¢'(0)=h.

Dimostrazione. Siano (M, g) una varieta riemanniana, h = (h;;) un tensore
covariante simmetrico del secondo ordine su M, che soddisfa < h,g >=
0, e h il corrispondente tensore di tipo (1,1), cio¢ tale che g¢(hX,Y) =
h(X,Y), uguaglianza che puo esprimersi brevemente nella forma gh = h.
Consideriamo inoltre il tensore e che, come per I'esponenziale di una matrice
(cfr. Sezione 3.5), si puo esprimere con

U - .
—h’+...—h" + ..., e quindi

_ _ 2 _
th _ [
e —I+th+2h +3! o

t3

_ B t2 _
WX:X+MX+EWX+y

_ o
WX+W+7WX+W
T.



11.1 Una caratterizzazione variazionale delle metriche di Einstein 363

Poniamo g(t) := ge™ | |t| < e. Sinoti che g(t) ¢ il tensore di tipo (0,2) che
corrisponde, medlante la g, al tensore simmetrico e, quindi:
gOX,Y) = g(¢" X, Y)

- 2 - A

Se Aq, ..., A, sono gli autovalori del tensore simmetrico h, tAi,...,t\, sono
gli sutovalori di th e quindi e, ... e sono gli autovalori del tensore sim-
metrico e'. Pertanto, il tensore ¢(t) ¢ definito positivo per ogni ¢ e quindi
definisce una curva di metriche riemanniane su M. La curva ¢(t) soddisfa:

o / _d o d th 1 th
g(0)=g e g(t)—dtg(t)—gdte =ghe

vale a dire o
g (X, Y) = g((he)(X),Y).
In particolare:
(0)(X,Y) = g(hX,Y) = h(X,Y), ossia ¢'(0) = h.

Resta da verificare che vol(g(t)) =cost= vol(g), e quindi basta provare che

det (gi;(t)) = det (g:;(0)) = det(gs;) -
Da

_ t2 B LLS B
9(t) = g™ = g+ th+ 5 gh* + 7 gh° +
segue che:

g(0) =g, ¢(0)=h, ¢"(0)=gh? ¢"(0)=gh? .. ,g(r)(O) =gh",..
Pertanto:
t3

9 (t) = 9i;(0) + g;(0)t + 92}(0) 5+ 913/(0)3, + .-+, dove

9:;(0) = hij, g5(0) = g(8;, h*0;) = g(hd; , h;) Z By 1 G,

r,s=1
Applicando la formula di Taylor alla funzione det(g;;(t)), otteniamo:
t2
t3

+ (det g3 (1)) " (0) 55 + -
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Utilizzando la formula di derivazione per un determinante, si ha:

(det gy (t)) (det g;(t Z g4 (t (det g5 (¢ Z hij(t)

i,0=1 i,7=1

= (detgi; (1)) <h(t),g(t) >,

e quindi
(det gij(t)),(O) = (det gij) < h,g>=0.
Inoltre,
(det gi;(1))" = (det gij(1))" < h(t), g(t) > +(det gi;(t ) = Z hi () g7 (1),
per cui
(det )" (0) = (et ) ( 3 (81970 + ) (0Y0)) ) O
= (et ) (32 (64005701 + b0 (67 0) ) 0

= (det gij) {923(0)9“(0) + hij(_hij)}

7j
h: h; Grs gij - Z h”ﬂjh”)

1 i,j=1

.

M- L

=3

S

det Gij ( i ]’LZS zs — i h”hl]> =0.

i,5=1 1,j=1
Allo stesso modo, si vede che:

(det gi;())"(0) =0, ..., (det g;(£))"(0) = 0.

Dalla formula di Taylor, segue che:

(det g;) (t) = (det g;;) (0) = det(g;;) = cost.
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Dimostrazione. (del Teorema 11.4)
Sia ¢(t) una curva differenziabile di M tale che ¢(0) = g. Poniamo

I(t) = ](g(t)) = /Mr(t) Vg(t) -

Usando le notazioni precedentemente introdotte, si ha

%(t):/MA(tH/MB(t)

e, applicando i Lemmi 11.8 e 11.9, abbiamo

%(t) — _/M < Ric(t) — %r(t)g(t),h(t) > Vg(t) -

Pertanto,
dl r
—(t = — < Ric— —g,h > 11.3
G0, = [ <Rie=Fah>u, (11.3)

dove h:=h(0), r=r(0) e Ric=p(0).
Se g & una metrica di Einstein, quindi Ric = (r/n)g con r = cost., applicando
il Lemma 11.10, la (11.3) diventa

n—2

dl
dt()t:O 5 T/M<g, > v, =0

Viceversa, supponiamo che ¢ sia una metrica critica per il funzionale I(g).
Allora

dl
dt
Applicando la (11.3), abbiamo

(0) =0 Vg(t) curva differenziabile diM con ¢(0) = g.

/ < Ric—(r/2)g,h > v, =0, (11.4)
M

dove h = h(0) = ¢'(0). Consideriamo il tensore simmetrico del secondo
ordine h := Ric — (r/n)g. Tale tensore soddisfa < h,g >= 0, infatti:

< h,g >=< Ric— (r/n)g,g >=< Ric,g > —(r/n) <g,g >=1r—1r=0.

Applicando il Lemma 11.11, possiamo considerare una curva differenziabile
g(t) di metriche di M con g(0) = g e ¢'(0) = h. Allora la (11.4), siccome
h = Ric — (r/n)g, diventa:

/M < Ric— (r/2) g, Ric— (r/n)g > v, =0. (11.5)
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Poiché
1 1 2
< Ric — Zg,Rz’c— £g>:< Ric,Ric>—(—+—)r<Ric,g>—|—T— <g,9>
2 n n 2 2n
o 1 1 , r?
=< Ric, Ric > —(——I——)rtTch + —1irg
n 2 2n
1 1 r?
=< Ric, Ric > —(—+ =)r? + —
1C, e (n—|—2)r + 2nn
2
=< Ric, Ric > —T—:< Ric — zg,Ric— Zg>
n n n

= ||Ric — (r/n)g|* > 0,
la (11.5) implica che Ric = (r/n)g, ossia g ¢ una metrica di Einstein. O

Osservazione 11.12. Se dimM=2, Ric = (r/2)g e quindi, dalla formula
(11.4), segue che

dI(g(t))

T 0 Vg(t) di M con g(0) = g.

Cio non e sorprendente in quanto, applicando il Teorema di Gauss-Bonnet
per varieta riemanniane compatte 2-dimensionali (cfr. Sezione 10.5), si ha:

I(g(t)) = 2mx(M) = costante.

Osservazione 11.13. Osserviamo che se g = cg, con ¢ =cost> 0, allora
Ric = Ric (cfr. Esercizio 8.52) e 7 = r/c. In particolare, se g ¢ una metrica
di Einstein anche la metrica g ¢ di Einstein. Infatti:

Ric = Ric= (r/n)g = (F/n)cg = (¥/n)g.

D’altronde, vol(M, g) = vol(M, cg) = ¢"/?>vol(M, g). Pertanto, nel Teorema
di Hilbert, I'ipotesi di considerare metriche di Einstein di volume unitario
non e restrittiva.

Osservazione 11.14. Sia (M,n) una varieta di contatto compatta. Ri-
cordiamo che ogni metrica associata alla forma di contatto 1 determina un
tensore ¢ di tipo (1,1) (cfr. Sezione 4.6). Inoltre, tutte le metriche associate
a 1 determinano la stessa forma di volume (cfr. [11], p.49), quindi I'insieme
A(n) di tutte le metriche associate a n e contenuto nellinsieme M di tutte
le metriche con fissato volume. Se consideriamo il funzionale I(g) ristretto
all'insieme 4(7n), allora ci aspettiamo una condizione piu debole per i punti
critici. Infatti, una metrica g € A(n) € un punto critico per il funzionale 7(g)
se, e solo se, la metrica g soddisfa la condizione @) 0 @ iery = ¢ © Q|kery, dove
Q) ¢ operatore di Ricci associato a ¢ (cfr. [11], Theorema 10.7).

In dimensione tre, se consideriamo la curvatura scalare di Webster W
definita (10.2) e il funzionale /(g) dato dallintegrale di W e definito su .A(7n),
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allora una metrica g € A(n) € un punto critico del funzionale I se, e solo se,
il campo vettoriale di Reeb della forma di contatto n e di Killing rispetto a
g, ovvero la varieta ¢ di K-contatto (cfr. Chern-Hamilton [26], e [87] per una
differente dimostrazione). Una caratterizzazione variazionale delle varieta di
K-contatto in dimensione (2n + 1) ¢ data in [12].

11.2 Geodetiche come punti critici dell’ener-
gia
Sia ¢ : [0,1] - M, t + o(t), una curva differenziabile di una varieta
riemanniana (M, g). L’energia di o ¢ definita da

Blo) =5 [ 150l a.

Scopo principale di questa sezione € determinare le curve geodetiche co-
me punti critici del funzionale energia. Iniziamo esaminando prima una
situazione particolare relativa alle curve periodiche.

Sia v una curva differenziabile chiusa periodica dello spazio euclideo R3,
il cui periodo e 27. Tale curva si puo esprimere nella forma

Y(t) = (z1(t), 22(t), 23(t)), t € (0,27, con 7(0) = v(2).
Sia X l'insieme di tutte le curve v di questo tipo. Consideriamo il seguente

Problema: Determinare i punti critici del funzionale energia

1 2m ‘
PiX =Ry — B0 =5 [ 0l

In questo caso i punti di X sono curve, per risolvere il problema consideriamo
una curva di curve, ossia una variazione 7, di v in X:

Ys(t) = (21(t, 8), 2a(t, 5), w3(t, 5)), t € [0,27], |s| <e,

con 20(t) = 5(0), %(2m) = 2(0)- Posto E(s) = B(s) e :(t,0) = (e,

E'(0) = E/(8)sm0 = (%E(%(t)))

_ % /0 7 (%i (%xi(z,s)Y)S_O dt

1=
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- /027r Cg”ti () (%%xi(t, S))szo at
-2 [5o0 (Geen) J;

0

Siccome z;(t) e z;(t,s) sono funzioni periodiche di periodo 27, il primo
termine della formula precedente si annulla. Dunque, otteniamo

Fo=-[ o ((e9) ) (116

dove 4(t) = év(t) e go denota la metrica euclidea di R3. Ora, sia y(¢) un
punto critico per E, allora l'espressione di E'(0) data dalla (11.6) si annulla

per ogni variazione (¢, s) di y(¢). Consideriamo la variazione definita da
(L, 8) = () + s7(2)-

Tale variazione ¢ periodica e soddisfa y(¢,0) = (t) con <Lv(t,s) = 4(t), per
cui dalla (11.6) segue che

21
/0 15| dt = o,

e quindi
y(t) = at +b, con a,b e R3.

Dalla periodicita segue che a = 0. Pertanto, in questo problema variazionale
i punti critici sono curve costanti y(t) = b =cost.

La situazione e differente se consideriamo il problema di determinare i
punti critici di £ : X; — R, dove X; e il sottoinsieme di X costituito da
tutte le curve chiuse periodiche, di periodo 27, che sono curve della sfera
unitaria S?. In questo caso ci aspettiamo di trovare per i punti critici una
condizione meno rigida in quanto le variazioni da considerare sono meno
generali. Procedendo come prima, troviamo la formula variazionale (11.6).
In questo caso la variazione periodica soddisfa: ~(t,s) € S? per ogni t e
per ogni s. Differenziando, rispetto ad s, la relazione gg (y(t, s),(t, s)) =1,
abbiamo

(52 8:5):7(0:5)) =0, ciot g ( (520090, 7)) =0,

S

e quindi
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per ogni variazione periodica y(t, s) di v(t) sulla sfera S®. Pertanto, se y(t) ¢
un punto critico, la componente tangente di (t) lungo T',;)S* ¢ nulla (basta
definire la variazione ~(t,s) di y(t) definita, per ogni fissato ¢, dall’arco di
circonferenza di raggio massimo (s) a sua volta definito per |s| < ¢ dalle
condizioni v, (0) = v(t) e 4(0) = 4T (¢)). Di conseguenza,

H(t) = g0 (3(1),7(1))7 (1) (11.7)
Da go(7(t),7(t)) = 1, segue che go(5(t),7(t)) =0 e quindi

90 (57(1),7()) + g0 (4(), %(1)) = 0.

Pertanto, la (11.7) diventa

() + 90 (Y1), 7)) 7 (t) = 0. (11.8)
Inoltre, usando la (11.8), abbiamo

%go("y(t)d(t)) =200 ((t),7(t)) = =290 (4(£), (1)) 90 (v(£), 4(t)) = 0,

e quindi
9o (¥(t),7(t)) = cost = ¢*.

Supponiamo 7 (¢) non banale, e quindi ¢ > 0. Allora, le soluzioni dell’equa-
zione differenziale (11.8), che si puo riscrivere nella forma

dt?

+ () = 0,0 =1,2,3,

sono del tipo z;(t) = a;cosct + b;sinct, 1 =1,2,3, e quindi

v(t) = (cosct)a + (sinct)b,
dove a = (aj,as,a3),b = (aj,as,a3) € R? pensati come vettori, sono
linearmente indipendenti (altrimenti v(¢) sarebbe un segmento di retta).

Inoltre:

a=(0) =~(2m) = (cos 2mc)a+(sin 2mwc)b
<= (1 — cos2mc)a — (sin27c)b = 0;

cio implica che cos2mc = 1 e sin2mc = 0, e quindi deve essere ¢ = k € Z.
Poi,

v(t) € S? < |la||? cos® kt + ||b]|* sin® kt 4 2go(a, b)(cos kt)(sin kt) = 1 V.
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Pertanto, prendendo t =0, ¢t = F et

7, sl ha
lal> =1, [b* =1 e alb.
In definitiva,
v(t) = (coskt)a + (sinkt)b, k € Z, t € [0, 27],

¢ una circonferenza di raggio massimo di S? percorsa k volte. Viceversa,
se v(t) & una circonferenza di raggio massimo di S? percorsa k volte, allora
chiaramente la (11.6) ¢ soddisfatta per ogni variazione (t, s) di y(t) in Xj.
Basta osservare che in tal caso (L~(t, S))sz(] € v(t)*, mentre 4(t) & parallelo
a 7y(t). Abbiamo quindi provato il seguente teorema.

Teorema 11.15. Nell’insieme di tutte le curve differenziabili chiuse y(t), di
periodo 2, della sfera S?, i punti critici del funzionale energia

Bo) =3 [ oI a

sono tutte e sole le circonferenze di raggio massimo (t), di S*, t € [0, 2],
percorse k wvolte, k € 7.

I1 Teorema 11.15 ci dice che le circonferenze di raggio massimo della sfera
euclidea S? sono i punti critici del funzionale energia definito in un oppor-
tuno insieme, d’altronde tali circonferenze sono esattamente le curve geo-
detiche della stessa sfera. In effetti, come vedremo, le curve geodetiche di
un’arbitraria varieta riemanniana si possono ottenere come punti critici del
funzionale energia. Sia o : [0,1] — M, ¢t — o(t), una curva differenziabile
di una fissata varieta riemanniana (M, g). Si noti che 'energia di una cur-
va, a differenza della sua lunghezza, dipende dalla parametrizzazione. Se
6 :10,1] — [a, ] € un diffeomorfismo, le curve & : [a, f] — M, 0 — (0), e
og=6o060:[0,1] - M,t+— o(t), in generale, non hanno la stessa energia.
Infatti:

2E(0) = / l6(t)2dt = / 16012 16/ (1)[? dt
B,
# [ Is(6)17a0 = 2E(@).

Lemma 11.16. S7 ha
L3(0) < 2E(0),

dove l'uguaglianza si ha se, e solo se, o(t) é parametrizzata a velocita costante
(0ssia t e proporzionale all’ascissa curvilinea ). In particolare, se (t) é una
curva geodetica, L*(v) = 2E(y).
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Dimostrazione. Ricordiamo che L(o) = fol |lo(t)]| dt. La disuguaglianza di
Schwarz ci dice che

(f ) < ([ 50) ([ 50)

dove l'uguaglianza si ha se, e solo se, fy; € proporzionale a f;. Applicando
la suddetta disuguaglianza alle funzioni f; =cost.= 1 e fy = [|o(¢)||, si ha
I’enunciato del lemma.

Per ogni p,q € M, poniamo
Qp,q) = {0 :]0,1] — M differenziabile con ¢(0) =p e o(1) = q}.

Proposizione 11.17. Per il funzionale energia E : Q(p,q) — R i punti
di minimo sono esattamente le geodetiche minimali. In altre parole, se 7y :
[0,1] = M ¢ una geodetica minimale con v(0) =p e (1) = q, allora

E(y) < E(0) Vo€ Q(p,q),

dove l'uguaglianza vale se, e solo se, o € una curva geodetica minimale.

Dimostrazione. Sia 7(t) una geodetica minimale. Siccome 7 & una curva
minimale con ||%(¢)|| costante, applicando il Lemma 11.16, si ha:

2B(7) = L*(7) < L*(0) < 2E(o).

Inoltre, E(vy) = E(0) = 2E(c) = L?*(0) = o(t) ¢ parametrizzata con pa-
rametro ¢ proporzionale all’ascissa curvilinea s (¢t = ¢s). Inoltre E(y) =
E(o) = L(o) = L(y) = o(t) ¢ minimale con t = ¢s. Pertanto, per il Corol-
lario 7.46, o(t) ¢ una geodetica minimale. Viceversa, sia o(t) una geodetica
minimale. Allora |5 (t)||=cost. implica 2E(c) = L*(c). Inoltre, essendo
o(t) minimale, si ha L?(0) = L?*(y) = 2E(y), e quindi E(y) = E(0). O

Sia A un aperto connesso di R?, un’applicazione differenziabile H : A —
M, (t,s) — u(t,s), sipuod pensare come una superficie parametrizzata di M.
Nella Sezione 7.2 abbiamo osservato che

or 7 o ), ~ os 7 95 ) 1

sono campi differenziabili di vettori lungo H. Inoltre, si e visto che vale la
seguente equazione (cfr. Lemma 7.39):

DOH DOH
T 05 ds o (11.9)
Sia

H :[0,1] x (—€,¢) = M, (t,s) — H(t,s) = o4(t),
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una variazione della curva o : [0, 1] — M, cioe un’applicazione differenziabile
con

H(t,0) = oo(t) = o(t).

Se inoltre, per ogni s € (—e, €), siha
H(0,s) =04(0)=0(0) e H(1l,s) =04(1) =0o(1),

allora la variazione ¢ detta propria (cfr. Figura 11.1).

Figura 11.1: Una variazione propria della curva o.

Per ogni fissato s € (—¢,€),
0s:10,1] = M, t— o4(t) = H(t,s),

e una curva della variazione H. Se la variazione e propria, tutte le curve
0(t) hanno lo stesso punto iniziale e lo stesso punto finale. Per ogni fissato
t €10,1], la curva

or: (—€,€) > M, s+ oy(s) = H(t,s),

¢ detta curva trasversa della variazione. Il vettore velocita V() della curva
trasversa oy(s), per s = 0, ¢ dato da

V(t) = (%) (t,0) = (%Ut(s)) e 6:(0) € TrrpoyM = Tyy M.

Quindi, V(t) € X(o) ¢ un campo differenziabile lungo oy () che viene detto
campo variazionale di H. Se la variazione e propria, si ha

oo(s) = H(0,s) = o(0) = p = cost.,

o1(s) = H(1,s) = o(1) = q = cost.,
e quindi

&1(0) = 60(0) =0, cioe V(1) =V(0) = 0.
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La funzione
1 1
E: (=€) =R, s— E(s) = E(04(t)) = 5/ Hc'fs(t)HZdt
0

¢ detta energia di H.

Teorema 11.18. (formula della variazione prima)
Sia H(t,s) una variazione di o. Allora

E'(0) = (%)SO = { {g (%—Z, %—?)IZZ}SO - /01g (V(t), %d(t)) dt.

In particolare, se la variazione H di o € propria, st ha

E0) = — /0 1 g (V(t), %c’r(t)) dt.

Dimostrazione. Consideriamo la derivata della funzione energia:

B =L =1 [{ e

X(s) = 6,(t) = Lo,(t) = %H(t,s) ¢ un campo vettoriale lungo la curva
trasversa o4(s). Applicando il Teorema 6.34 e la (11.9), si ottiene
d . . d 0 9,
g (6t).0.0) = g (aﬂu,s), O s>) (11.10)
., (DoH oH
~ I\ as o o
L, (DoH om
~\aos or )
Quindi
dE ' (DOH OH
E'(s)=— = — : 11.11
(s) ds /0 g (dt ds = Ot ) at ( )
Poiché
d (9H 0HY _ (DOH 9HY\ (0H DM
at?\os ot ) “I\aros or ) "I\ as ator )

la (11.10) diventa

1d d (8H 8H) (81—1 D@H)
—y ‘

BY P (04(1),04(t) = —g 55 Of s & OF
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) Y(d [oH oH ' /OH DOH
E<S>—/0 {&9 (%%)}dt—/g 9(%7@@)6“
OH 9H\1"' ' (OH DOH
/ _ _ -
E“))‘{[ (% atﬂ} oG

|s=0

Ricordiamo che

o0H D oOH D .
S0 =V e Zn(t,0) = —o(t).

Pertanto,

E'(0) = { {g (%—ISJ, %—?)IZZ} ) - /Olg (V(t), %c’r(t)) dt.

Inoltre, se la variazione ¢ propria, abbiamo

oH oH

50,0 =V(0)=0 ¢ Z=(1,0)=V(1) =0

e il termine
= b))
- [(Ghongion)-a(GanGan)]

_ (%fu 0), %f(l,@)) —y (%—5(0,0) %H(o 0)) 0.

E(0) = — /0 y (V(t), %a@)) dt.

Definizione 11.19. Una curva differenziabile o : [0,1] — M, t — o(t), si
dice punto critico per il funzionale energia E se per ogni variazione propria

H(t,s) = 0,(t) di o si ha

Dunque,

]
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Come conseguenza del Teorema 11.18, si ottiene la seguente caratterizzazione
variazionale delle geodetiche.

Teorema 11.20. Sia o : [0,1) — M, t — o(t), una curva differenziabile.
Allora: o(t) € una curva geodetica se, e solo se, o(t) é punto critico del
funzionale energia E.

Dimostrazione. Se o(t) & una curva geodetica, allora 25(t) = 0 e quindi,

applicando il Teorema 11.18, o e punto critico di £. Viceversa, sia ¢ punto
critico di E, ossia E'(0) = 0 per ogni variazione propria di o. Consideriamo
il campo di vettori

W(t) = £(1) 5 0(1) € X(0),

dove f:[0,1] — R & un’applicazione differenziabile con f(t) > 0 per ogni
t €]0,1[ e f(0) = f(1) = 0. Applicando il Teorema 7.36, per ogni ¢t € [0, 1]
esiste U; intorno normale di o(t), ed esiste un 6; > 0 tale che exp,,)V sia
definita per ||V]| < &;. {U;} € un ricoprimento aperto del compatto o ([0, 1]),
quindi esiste un sottoricoprimento finito Uy, ..., Uy di o([0,1]). Prendendo
§ :=min {4y, ..., 6}, si ha che exp,,)V ¢ definita per ogni t € [0,1] e per
ogni V€ ToyM, [[V|| <. Posto § =max{||W(t)|,t €[0,1]} e e = /0, si
ha

IsW @) =] s | [WE)] < e|WE) <ed =3 Vte[0,1] e Vs € (—e,e).

Quindi, 'applicazione
H(t,s) == exp,sW(t)

¢ definita per ogni t € [0, 1] e per ogni s € (—e¢,¢€). Inoltre, H(t,s) soddisfa:
H(t,0) = exp,,0=0o(t),
H(0,5) = exp,sW(0) = exp,0=a(0),
H(l,5) = exp,qsW (1) = exp,;0=o(1).

Pertanto H(t,s) definisce una variazione propria di ¢. Inoltre, il campo
variazionale di questa variazione ¢ dato da:

V() = (%H(i,s)>|s:0:(%expg(t)sW(t)>

0
- — YW @)\ S :.Wt 0 :Wt
(657 ) ))|s:0 Yw (e (0) (t)

|s=0

Applicando la formula della variazione prima alla variazione definita da
H(t,s) = exp,,sW(t), si ha:

o=r0 = [o(s05 G )= [ 10|

Pertanto, 2 = 0 e quindi o(t) ¢ una curva geodetica. O

2
dt.
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Osservazione 11.21. Si osservi che, con qualche aggiustamento nelle dimo-
strazioni precedenti, si possono determinare le formule del Teorema 11.18 per
curve differenziabili a tratti. Inoltre, il Teorema 11.20 si puo esprimere nella
forma seguente: se o : [0,1] — M, t + o(t), € una curva differenziabile a
tratti, allora o(t) € una curva (differenziabile) geodetica se, e solo se, o(t) &
punto critico del funzionale energia E definito nell’insieme di tutte le curve
differenziabili a tratti che congiungono p = ¢(0) con ¢ = o(1) (cfr. [32]).

Osservazione 11.22. Si noti che mentre la nozione di curva geodetica ha
carattere locale, la caratterizzazione di curva geodetica come punto critico
del funzionale energia ha carattere globale.

Concludiamo questa sezione dimostrando la formula della variazione se-
conda. Tale formula € uno strumento usato per studiare il comportamento
dell’energia in prossimita di un punto critico, ossia la stabilita di un punto
critico.

Lemma 11.23. Se u : A — M, (t,s) — u(t,s), é un’applicazione diffe-
renziabile definita in A aperto di R%, eV : A — TM ¢ un’applicazione

differenziabile definita da (t,s) — V(t,s) € TyusM (quindi un campo di
vettori lungo u), allora

DDV D D R(@u 8u)v

ads’ " aat T MG as

dove R ¢ il tensore di curvatura di (M, g).

Dimostrazione. Se (x;) € un sistema di coordinate locali, si ha

: 0
Vit,s) = Vit
=LV (5)
dove V(t, s) sono funzioni differenziabili su A. Di conseguenza,
Z ov: 9 D 15}
0s 83:1 ds ox; )’

Bﬂ_z o*Vi 9 +8Vi2 0 +8Vi2 0 —|—Vi22 0
dt ds Otds 0x; Js dt Ox; ot ds Ox; dt ds Ox;

e (scambiando t con s)

2%_2 Vi 9 +5’V¢2 0 +avig 0 —|—Vi22 0
ds dt 0s0t Oz; Ot dsOdx;  0Os dtOx; dsdtoz; |~
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Quindi,
DDV DDV (DD DD\ d
a2 (ad——d—a) o 1112)
Siccome
ou dzjou 0 ou? 9 ou ou? 9 _
. -7 - -7 h
o Lo Dr; 4= OO C s 255 ox;” T
D o ) Ou )
ds Ox; ng or; ; 0s vaw-axi’
e quindi

DD 0 0%l 0 ouw D 0
dids 0z, z]: <asatva§j om " Os @tV 0@)

ol o oW 0
- ZJ: <8satv82j3xl T s V5V 8xi)

O*u? 9] ou? ou® 9,
> (asaﬁaza—xﬁ > aﬁvaikvﬁaxi) |

Analogamente,

DD 9 0*uf 9, ou? Ou® 9]
Tdson 2 (asatvaijaxi Loy Vv a) -

Pertanto, tenendo conto che [0/0x;,0/0z;] = 0, si ha

0
ox;

DD _DDY 9 ou ot
dtds dsdt) Ox; m ot 0Os

oo ( )
m ot 0Os dxy, Ox;

ou OJu\ 0

- _R(at 03) or;’

e quindi, applicando la (11.12), otteniamo la formula enunciata nel lemma.

]

V a Vs VLV )
Bz Ox

oz,




378 11. Problemi variazionali in geometria

Teorema 11.24. (formula della variazione seconda)
Sia v(t) = [0,1] — M wuna curva geodetica. Se H(t,s) é una variazione
propria di vy, allora

E"(0) = (%)lo - /0 1 {g (%%) —g(R(V,wm)}dt
= _/01g (V(t),lzl—:/ — R(V,"y)"y) dt,

dove V' é il campo variazionale di H ed R ¢ il tensore di curvatura di (M, g).

Dimostrazione. Partiamo dalla formula (11.11):

) ' (DOH OH
E<5>—/0 g(agﬁ) .

Derivando questa equazione, tenendo conto della compatibilita della connes-
sione di Levi-Civita con la metrica g, otteniamo:

" ' (DOH DOH ' (DDOH 0H
Applicando i Lemmi 7.39 e 11.23, I'equazione (11.13) diventa
' /DOH DOH ' /DDOH OH
I . o - e,
Bls) = /0 g(dt Js " dt 8s>dt+/0 g(dsdt Js’ (%)dt
_ [y(Bom pomy, [ (DDoi oiy,
), I\ at osdt s o I\ atds as ot
! OH OH\ O0H OH

Poiché il secondo termine della (11.14) e dato da:

d DOH OH B DDOH OH DOH DoH
dtg ds O0s’ Ot —9 dtds O0s’ Ot g ds Os dt Ot )’

la stessa equazione (11.14) diventa
' (DOH DOH DOH oH\]""
E// — el dt Ui
() /Og(dtf)s’dtas> +[g(dsﬁs’8t>}

t=0
_/1 BG_HQa_HdH/l R (OH OH\OH 0H\ .
. T\ ds os dt ot A ot 9s ) s ot )
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Per s = 0, la curva H(t,0) = (t) ¢ una curva geodetica e quindi

DoOH D .
(Far), — =0

Pertanto, per s = 0, il terzo termine della precedente equazione ¢ nullo.
Inoltre, per s = 0, risulta
0H OH

Sy B0 =V(t) e —=(t.0) =7(2).

Di conseguenza, dalla precedente equazione, otteniamo

o= [ofarogeo)u EER oo
+/01g(RW(t),V(t))V(t),j(t))dt_

Poiché la variazione e propria: H(0,s) =cost.= 7(0) e H(1, s) =cost.= (1)
per ogni s. Cio implica che il secondo termine dell’equazione (11.15) & nullo.
Inoltre, sempre tenendo presente che la variazione e propria, V(1) = V(0) =0
e quindi integrando la seguente equazione:

d (V, DV) :g(DV DV) +g<V, D2V>’

aI\" dt ° dt WTE
abbiamo . . ,
DV DV D=V
— — )dt = — (V,— dt.
/Og<dt dt) /Og dt2>
Cio conclude la dimostrazione. ]

Osservazione 11.25. Sia () un arco geodetico. L’operatore
D*V
dt?

¢ detto operatore di Jacobi lungo la geodetica . L’applicazione bilineare
simmetrica Hess, definita da

Jy  X(y) — X(v),V— J,V = —

+ R(V.4)%

1
Hess, (V,W) = / g(V,J,W)dt VYV, W € X(v),
0

e 'hessiano dell’energia nel punto critico v . Se M ha curvatura sezionale non
positiva, nella formula della variazione seconda il termine con la curvatura e
non negativo, inoltre il primo termine si annulla solo per variazioni parallele
(altrimenti e positivo). Quindi, in tal caso, la derivata seconda E”(0) > 0.
Pertanto: su una varieta riemanniana con curvatura sezionale non positi-
va, una curva geodetica e stabile per il funzionale energia, equivalentemente,
Uapplicazione bilineare simmetrica Hess, ¢ semidefinita positiva.






Capitolo 12

Applicazioni armoniche

In questo capitolo vedremo che lo studio delle curve geodetiche fatto nella
Sezionell.2 e un caso particolare di uno studio molto piu generale, ovvero
quello delle applicazioni armoniche. Tale studio ha avuto inizio con il famoso
articolo di J. Eells e J.H. Sampson [34] del 1964.

Le applicazioni armoniche, di cui studieremo alcuni aspetti geometrici,
sono soluzioni di un problema variazionale e appaiono in modo naturale, cosi
come le curve geodetiche, in vari problemi di geometria riemanniana. Per
ulteriori sviluppi e approfondimenti sulle applicazioni armoniche si rinvia a
Urakawa [112] e Xin [124].

12.1 1l fibrato vettoriale f~'T'M’

Il fibrato vettoriale f~ T M’ si rivelera utile per lo studio delle applicazioni
armoniche. Sia f € C*°(M, M’) un’applicazione differenziabile tra le varieta
differenziabili M ed M’. Poniamo dim M = n e dim M’ = n/. Sia TM’' il
fibrato tangente di M’ con proiezione 7w : TM' — M'. TM' ¢ un fibrato
vettoriale su M’ di rango n' (cfr. Sezione 2.2).

Definizione 12.1. Un campo di vettori lungo f € un’applicazione differen-
ziabile u : M — T'M' tale che mou = f, quindi u(p) € Ty, M’ per ogni
pe M.

L’insieme dei campi di vettori lungo f, con le usuali operazioni di somma
e di prodotto per numeri reali, ¢ uno spazio vettoriale reale (di dimensio-
ne infinita) che denotiamo con X(f), esso ¢ anche un F(M)-modulo. Sia
(f'TM = Uperr TrwyM'sm, M) il pull back del fibrato tangente TM' via f,
dove

T fTITM — M, Xy — p.

Tale fibrato, indicato anche con f*T'M’, & un fibrato vettoriale su M di rango
n’. L’insieme delle sezioni del fibrato vettoriale f~'T'M’ ¢ esattamente X(f) .
Una sezione X di TM’, ovvero un campo di vettori X € X(M’), induce una

381
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sezione X di f~1TM’, detto sollevamento di X. La sezione X € X(f) ¢ cosi
definita:

X M— f'TM', p—— X, =Xz = (X 0 f)(p).

Se a € F(M’), il suo sollevamento ¢ la funzione @ = ao f € F(M). Se
Y=aX,sihaY =aX. Se (V, (ya)) ¢ una carta locale di M’, i sollevamenti

dei campi di vettori coordinati % € X(V) si indicano con
0

a—ga UV — TV
r= () 1= ) = (G o )0
o/ 1) \OYa’/ 1) \OYa
(%)azl _____ ., © una base locale per X(f). Sia u € X(f), usando coordinate
locali, poiché il vettore u(p) € Ty, M’, si ha

/

u(p) = ﬁ: u®(p) <%)ﬂp) = (nzl u” o o )(p) e quindi

a=1 a=1 8ya

n’ aa
u‘;“ 0,

dove u®* € F(U) e U ¢ un aperto di M con f(U) CV. In particolare, se

X € X(M’), localmente X = S X“%, allora
X:i(X"‘of) 0 :i(Xo‘of)io
a=1 ayo‘ a=1 aya

Sia ora X € X(M). Con f.X denotiamo la seguente applicazione
XM — f7'TM', p—s ([ X)(p) = fip(Xp) € Tf(p)M,;
quindi 7o (f.X) = f. Localmente, posto

n i a L
X:;Xaxi e [*"=Yaolf,
abbiamo
f*po = nzl (f*po)(ya) (i) = nzl Xp(fa) <i)
a=1 ayoe () —1 aya o)
_ n’ n . @ i ] B n' ) 5
=3 (X X0 3 w) (500)0 =2 w5
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dovele w*=3%" X' % sono differenziabili, quindi f, X € X(f). Inoltre,
se A € F(M), dalla formula precedente segue che f.(AX) = Af.(X). Quindi,
abbiamo la seguente proposizione.

Proposizione 12.2. Per ogni X € X(M) e per ogni A € F(M), si ha

£X €X(f) e LX) = ALX.
Localmente:

n’ n ofe P
X =) (Z X ai )%' (12.1)

a=1 “i=1

In particolare:

afe o
axl QZ am’b aga'

Connessione e metrica indotte su f~17M’
Sia ¢’ una metrica riemanniana su M’. La connessione di Levi-Civita V'

di (M',¢") induce in modo naturale una connessione V sul fibrato f~'T'M’.

Sia 2 l'operatore di derivazione covariante (indotto da V') per campi di

vettori lungo curve differenziabili di M. -

Per ogni X € X(M) e per ogni u € X(f), vogliamo definire V yu. Consi-
deriamo 7y(¢) curva differenziabile di M con v(0) = p e 4(0) = X, . Allora,
F(t) = f(y(t)) € un curva differenziabile di M’, u(t) = u(y(t)) € Ty M’ ¢
un campo di vettori lungo 7(t), cioe u(t) € X(%), e fu,Xp = f¥(0) = 7(0).
Dalla (6.4) si ha

(FEDo = (% +Zdyﬁ 0)1"5,(0)) (52) (+(0))

67

e +Z X7 w(p) T <f<p>>) (502) sy

«

... (D'u(t) . :
e quindi ( % >(0) dipende solo da X, e u. Pertanto, si pone:
_ _ D'u(t
(VXu)p = VXPU = V’f*Xpu = ( §t< ))(O) € Tf(p)M/. (12.2)
Nel caso in cui f = o0 : I — M’ & una curva differenziabﬂe si vede

facilmente che V & l’usuale operatore di derivazione covarlante su M’ per

campi di vettori definiti lungo . V si pud anche pensare come l opemtore di
derivazione covariante su M’ per campi di vettori lungo f. Se consideriamo
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0 0 0
u = o0 = a—ywof7 allora u(t) = (8—%) (7(t)) ¢ indotto dal campo di vettori
ai che ¢ definito su un aperto di M’, per cui
Yo

_ g  Dwu(t),.. o 0
Vﬁ(o)@— 3 0=V S

Di conseguenza, dalla (12.2) segue che

- 90y o 0 0 o 9 _, 0
(an—%)p = V@(o)a—ya = Vf*xpa—yaa ossia VX(‘?_% = Vf*Xa_ya-

Piu in generale, per ogni Y € X(M’) si ha
(VxY) =V'ixY = (VixY),,

ossia

VxY =V xY. (12.3)

A volte, implicitamente, si usa la notazione
V}*Xf*Y: Vxf.Y VXY € X(M).
Dalla (12.3) seguono
0 -0 -0

VX_;_Ya—ga = VXa_gja + VYa—ga, (124)
_ 0 _ 0
V@Xa_ga = QOVXG_%; (12.5)

per ogni X,Y € X(M) e per ogni ¢ € F(M). Usando le equazioni (12.2),
(12.4), (12.5), si prova facilmente che

Vi X(M) x X(f) — X(f),(X,u) — Vxu,

definisce una connessione lineare sul fibrato f~'T'M’, ossia sono soddisfatte
le seguenti proprieta:

(a) Vxiyu = Vxu+ Vyu, v¢xu = pVxu,
(b)) Vx(u+v) = Vxu+Vxv, Vxou= X(o)u+ oVxu,

per ogni X,Y € X(M), u,v € X(f) e ¢ € F(M). In particolare, la seconda
della (b) segue da:

(Txpu), = V0 = g (0)0)) O = £0)u0) + 0 3 0)

= X, () ulp) + ¢(0)Vx,u= (X(p)u+¢Vxu), .
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La differenziabilita di V xu segue dalle seguenti considerazioni locali.

Se (i)i=1,..n € (Ya)a=1,..n denotano coordinate locali definite rispetti-
vamente in un aperto U C M e in un aperto V'.C M’, con f(U) C V, allora
per ogni p € U:

= 9\ _+¢ Y _w 9
(Vi) V()00 i),

arey
=3 (), T
B 7

P %)f(p)
o8
- (Z o (V'i%)of) )
3 v 9y

ossia

dove FIBL sono i coeflicienti della connessione di Levi-Civita V' di (M, ¢’)
e
Fga = F'ga of = F’lﬁ of = Flﬁ.
Quindi i coefficienti I'}, della connessione V sono dati da:
~ ofr ofP
M = 0 = 50 f. (12.6)

n 3 0@ B 3 8:70,

Scelti arbitrariamente i campi di vettori X € X(M) e u € X(f), essi si
esprimono localmente come

n ) n' 9 4
X = E X’ o e u= E u® 7 con X' u* e F(U).
i=1 a=1 «
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Allora, usando le proprieta di V, si ha

/ ’

Vyu= "Z (u“ vX% + X (u®) ai) ”Z (ua V'f*X% + X (u®) ai)

« 1 ya

a=1 a=

In particolare, per X,Y,Z € X(M), posto f.Z =) u® % con u® € F(U),
si ha

n/

V2 =3 (0t + Y (%))

a=1

,n/

VxVyfoZ = 3 (4 V) x Vi s + X () Vi 52 )

a=1
3 (X () 5 + Y (4 Vhxs )
a=1
Di conseguenza, per ogni p € M, si ha

(= VXS Z+ VvV Z + Vi foZ) = R (FoXp, for¥o) fonZ

p

dove R’ denota il tensore di curvatura di (M’,¢’). Pertanto, otteniamo la
seguente

Proposizione 12.3. Se R ¢ il tensore di curvatura associato alla connessione

lineare V, allora per ogni X,Y,7Z € X(M) :
R(X,Y)f.Z = R’(f*X, f*Y)f*Z.

Per ogni u,v € X(f), 'applicazione
glu,v) - M = R, p— gi, (Up, vp),

e differenziabile. Infatti, localmente

o 0

0 0 , 0 0 _ 0 9
)f(l?)) =9 (aya7 8y5> Of(p),

9(5>5)0) = G (5 s (5
(55, 23, 10 (G 0G5y,
ossia

Jap = (g/oéﬁ o f).
Quindi, la metrica ¢’ di M’ induce sul fibrato f~'T M’ una bundle-metric g,
cioé una famiglia di prodotti scalari {g, = ¢}, }pens sulle fibre Ty, M’, che
dipende differenziabilmente da p.
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Proposizione 12.4. Per ogni u,v € X(f) e per ogni X € X(M), sono
verificate le sequenti proprieta:

Vg=0, cio¢c X g(u,v)=g(Vxu,v)+ g(u, Vxv), (12.7)

f[X,Y] =Vxf.Y — Vyf.X. (12.8)

In particolare, la (12.7) ci dice che (fYTM',V,g) & un fibrato vettoriale
Tiemanniano.

Dimostrazione. Sia p un fissato punto di M. Sia 7(¢) una curva differenziabile
di M con v(0) =p e (0) = X,. Allora:

Proviamo ora la (12.8). Poniamo
T(X,Y) = f[X,Y] = Vxf.Y + Vyf.X.
Siccome
[(pX, Y] = [ X, Y]+ oX ()Y =Y (9)X e fu(pX) = of. X,
si ottiene
T(pX,Y) =T (X,Y) VX,Y € X(M) e Vp,¢ € F(M).

Quindi, per provare la (12.8) ¢ sufficiente provare che T(X,Y) = 0 per X =
0/0z; e Y = 0/0z;. D’altronde [0/0z;,0/0x;] = 0, percio basta provare che

_ 0
Vo fimz—

oz, " O j

0
8;1:Z- ’

Vot

Siccome, come gia osservato,

off 0 WAV
8% Z ox; 6@6’ 3ya :Z oz, ( 9 aya>of7
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si ha

_ 82]('04 a afoc _
c— 9
VB(Z' f* 8$j Z (afljl ax] aya (9233 v a?j )

& e 0 Kafaft
N ; (890,6% 0Ya +; Oz, 8_@ (V%%> of) ’

e quindi
) _ "L Of 0f°
P 9 I5) / el
Vol -V ld= Y GG (Voo =9y )0 s
“Lofe aff a2 o
Oz; Ox; [@’ %] =0
a,B=

12.2 Energia di un’applicazione

La norma di Hilbert-Schmidt

Siano (E,g), (F,¢") due spazi vettoriali Euclidei di dimensione n e n' ri-
spettivamente, e sia Hom(F, F') lo spazio vettoriale reale di tutte le appli-
cazioni lineari da F in F. Per ogni ¢,v € Hom(E, F) = E* ® F poniamo

< (ba 7/} >pi= Z?:l 9/(¢€z’7¢6i)7
dove (ey,...,e,) € una fissata base ortonormale di E. La precedente defini-
zione non dipende dalla scelta della base ortonormale. Infatti, se (vy,...,v,) e
un’altra base ortonormale di £, allora vy =377 | ajre;, dove A= (ay) €
O(n), e quindi

n

D g (G vo) =Y Y awag(dei, ve;)

k=1 k=1 ijfl
= Z Z Qi (ij ¢6za¢6j)
i,j=1 k=1
=Y b g (eie;) = > g (dei, ve).
ij=1 i=1

Si dimostra facilmente che <, >y & un prodotto scalare su Hom(E, F), e

ol = (< 6,6 >n)?

e la norma di Hilbert-Schmidt dell’applicazione lineare ¢ .
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Lemma 12.5. Siano dati ¢ € Hom(E, F), {e;}iz1...
male di E e {0, },—1, ., un’arbitraria base di E. Poniamo h = ¢*¢', e; =
dorey @i Oy Gij = 9(03,05), hij = h(0;,05), A= (a5), G=(g;5), G =
(g”) e H = (hy;). Allora:

n

(a) Gl=A 'AT; cioe gij = Z Qir A Z Qir Qjr;

r=1
(b) [lol* = Z 49 ¢ (001, 60;) = 3 g9 hyy = tr (G H) = tr L,
1,7=1 1,7=1

dove Ly ¢é l'endomorfismo di E definito da (¢*¢")(v,w) = g(Lyv, w).

Dimostrazione.

n

t
5z‘j 61763 E Qi Qpj Gkh = E ( Q. gkh)ahj

k,h=1 h=1 k=1

= Z cnap;, (dove C' = (¢;p) = AT . @).

Dunque, AT - G - A = I,, da cui segue che G = (A7) A1 =(A.- AT) !
quindi G~'= A .AT. Di conseguenza, tenendo anche conto che h ¢ la forma
bilineare su E definita da h(v,w) = ¢'(¢v, pw), si ha

lglI* = Zg dei, de;) —Z Z Qi Qi ' (60, $0.)

=1 r,s=1

== Z Z Qg asz ¢ar7 ¢a Z gTs / ¢a7“7¢8 )

rs=1 i=1 k,h=1
=Y (@) =tr(g7(¢"9)) = t2(G'H).
k,h=1

]

Energia di un’applicazione tra varieta riemanniane

Introduciamo ora il concetto di energia di un’applicazione differenziabile
tra varieta riemanniane. Sia f : M — M'un’applicazione differenziabile
tra le varieta Riemanniane (M, g) e (M',¢') con dim M =n e dim M’ = n'.
Ricordiamo che la prima forma fondamentale di f ¢ data dal tensore f*¢’
che & un tensore doppio covariante simmetrico semidefinito positivo su M.
L’aggiunta del differenziale f,, : T,M — Ty, M' ¢ l'applicazione lineare

ip : Tf(p)M/ — TpM
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definita da
gp<U7 ::pq/) — g}(p)(f*pv, ’Ul) Yoée TpM e Vv e Tf(p)M/.

Sia Ly il tensore simmetrico di tipo (1,1) che corrisponde, rispetto a g, al
tensore f*¢’ di tipo(0,2). Allora, per ogni v,w € T,M si ha

9p((Ly)pv,w) = (f*9')p(v,w) = g}(;;)(f*pvv fapw) = gp(fy frpv,0).
Quindi, Ly ¢ definito dall’endomorfismo f!, o f., : T,M — T,M.
Definizione 12.6. Densita di energia di f e 'applicazione reale
e(f): M—R, pre(£)p) = Ll full

dove || f.p|| denota la norma di Hilbert-Schmidt del differenziale f,,, a volte
indicato anche con (df),.

Per quanto visto prima, la definizione di || f.,||* non dipende dalla scelta
della base ortonormale di 7,M. D’altronde, se {e;} ¢ una base ortonormale

locale di campi vettoriali su M, risulta

n

||f*p“2 = Z g}(p) (f*p(eip>a f*p(eip)) = Z (f*g/)<€i7 ei)(p)

= =1
=tr(g™" [*9) (D).
Quindi,

1 1
() = 5 1P = 5™ £2) = 5 iny(f9)) = 5 Ly

Consideriamo un sistema di coordinate locali (x;);=1_. , definito in un

-----

aperto U C M, un sistema di coordinate locali (ys)a=1,. » definito in un
aperto V' C N, con f(U) C V, e una base ortonormale locale {e;} di campi
di vettori definiti in U. Allora, tenendo presente la (b) del Lemma 12.5, si
ottiene

n

o) = 3I71P = 3 3 ¢ (Fulen). Folen)

k=1
, B B
-3 2 o ((5) # (@)
SIS
. Zl (z oo o 1)),

Pertanto, I'espressione locale di e(f) e data da:

n N m 9fe 9 8
=3 X (X 5 wuon) 20
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In particolare, e(f) € F(M).

Definizione 12.7. Siano (M,g),(M’,¢’) due varieta riemanniane, con M
compatta, e sia f € C*°(M,M’). L’energia di f & l'integrale di Dirichlet di

I
1 1
E(f):/M e(f)vg:§/MHf*szg:§/M trLyv,, (12.10)

dove v, ¢ l'elemento di volume standard di (M, g), espresso localmente dalla
n-forma differenziale vy = /g dzy A --- Ndxy, g =det(g,;).

Si osservi che E(f) >0 e
E(f)=0 << [|f.]| =0 <= f. =0 < [ = cost.,
dove nell’ultima equivalenza si sfrutta il fatto che M e connessa.

un’applicazione differenzia-

Osservazione 12.8. Sia f : (M ) — (M',q")

g) — (M g) un’immersione isometrica.
,g), allora
tr

bile con M compatta, e sia i : (M
Se poniamo f:=io f:(M,g) — (
of (") =trgf* g

try f* g =trg(io f)* g =

E(f) = E(f).

9
llor

Quindi

Osservazione 12.9. Sia f : (M, g) — (M', ¢') un’applicazione differenziabi-
le con M compatta, e sia g una metrica conformea g: g = Ag con A € F(M),
A > 0. Se {e;} & una base g-ortonormale locale di campi di vettori su M,

{é; = (1/v/N)e;} & una base g-ortonormale e v; = A2v,. Allora,

* 1 *
trgf*g’ Zg futi, f.85) = AZg (Fueir fuei) = trgfg, e
1 " i
E3(f) = §/M/\(2 Ytr, fg v,.

In particolare, se M & una superficie (n = 2), I'energia di f & un invariante
conforme della metrica g:

Eg(f) = Ey(f)-

Se n > 2 e g ¢ una metrica omotetica a g, cioe A ¢ una costante, allora

E5(f) = NsT1E,(f).
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12.3 Applicazioni armoniche ed equazioni di
Eulero-Lagrange

Siano V e V' le connessioni di Levi-Civita di (M, g) e di (M’, ¢’) rispet-
tivamente e sia f € C*(M, M'). Ricordiamo che n =dimM e n’ =dimM’.
11 differenziale d f si puo pensare come un tensore di tipo (1,1) su M a valori
in fYTM:

df : X(M) = X(f), X = df(X) = f.X.
La seconda forma fondamentale di f € un tensore, che si denota con Vdf, di
tipo (1,2) su M a valori in f~'TM":
(Vxdf)(Y) :== Vx .Y = fu(VxY) = V) x .Y = f.(VxY).
La forma Vdf generalizza la nozione di seconda forma fondamentale per
immersioni isometriche. Il valore di (Vd f ) (X,Y) in un punto p € M dipende
solo dai vettori X, ,Y, € T,M. Inoltre, dalla (12.8) segue che (Vdf)(X,Y)
e simmetrica e quindi ’applicazione
(Vdf), : T,M x T,M — Ty M’
¢ bilineare e simmetrica. L’applicazione f si dice totalmente geodetica se

Vdf = 0. Se v(t) ¢ una curva differenziabile di M, posto F(t) = f(v(1)),
dalla definizione di Vdf, si ha

(VAf), (10, 4(1) = Vi [3(1) = fu( Va3 (t) = Dd—? - f*(%)-

Da questa formula segue che f ¢ totalmente geodetica se, e solo se, f tra-
sforma geodetiche di M in geodetiche di M.

Consideriamo ora I'applicazione 7(f): M — f~'TM’ cosi definita

n

T(f)(p) = te (VAf)(p) = Y (Vdf)p(ei er) € TyM', (12.11)

i=1

dove {e;}i=1,.» € una base ortonormale di 7,M. Il campo di vettori 7(f) €
X(f), definito dalla (12.11), si dice campo di tensione di f.

Definizione 12.10. Un’applicazione differenziabile f : (M, g) — (M’',¢’) si
dice applicazione armonica se 7(f) =0.

Si noti che per i fisici un’applicazione armonica ¢ un “o-model” (cfr., ad
esempio, [38]).

Esercizio 12.11. Sia f: (M, g) — (M’,¢’) un’applicazione differenziabile e
sia ¢ una metrica conforme a g: § =Ag con A € F(M), A > 0. Si determini
la relazione tra il campo di tensione di f : (M,g) — (M',q¢’") e quello di

fi(M,g) — (M, g").
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Espressione locale di 7(f)

Consideriamo un sistema di coordinate locali (z;);—1 ., definito in un
aperto U C M, un sistema di coordinate locali (ys)a=1, . definito in un
aperto V. C M’, con f(U) C V, e una base ortonormale locale {e;} di campi
di vettori definiti in U. Poniamo ey = > | a;,(9/0x;), ay € F(U). Allora,

T(f) = Z (Vdf) (ex, ex) = Z Z@zk@]k (Vdf) ( aixj)

k=1 4,j=1 =

_Zgw(v f——f( axiaij))

i,7=1
Usando le proprieta delle connessioni V, V e la (12.6), si ha:
_ 0 of
Varlf 8:6] (Z Ox; 8ya)

o?fy 0 of* 0
Z (0$ 0T aya °of+ 8953 vﬂzl Gya)

~

MR f 9 of =, 0

B Z « 00 dy, oS ot dx; Ll Ay, °f
PP Ao 0
ng o, ayy +a’%la—%a—%(lﬂga0f)a—%0f,

1o ) = 1alTen i) = I S0 () )

= ;F?j(p)f*p<a_xk>p - ;F ( )g];k (p)<ayv)f(p)

Di conseguenza, otteniamo

Zg”< ol - f*<vaiaij)>

7,j=1 i

e quindi

- n'  n y a f’Y 6f
- Z Z g° (83:18% ;F” 8xk) ay7

’y—lz'j 1

af* o 0
o ol ST

a,B8,y=11,j=1
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Siaora ¢ € F(M). Ricordiamo che se A & 'operatore di Laplace-Beltrami
di (M, g), allora (cfr. Appendice B):

n 2 n
At = —tr(Vdyp) = —tr V2 = — 9“< oy > Fﬁg—i)
k=1

8@-830]-

ij=1

e quindi risulta

() = tr(Vdy) = —A.
Ricordiamo inoltre che il campo vettoriale Vi) = gradiy, cioe il campo di
vettori duale (rispetto alla metrica g di M) del differenziale di ¢, localmente

¢ dato da:
"o 0
Vi = E qg¥ 4 —

dx; 0
i.j=1 i 0%

Pertanto, la formula (12.12) diventa

= of*o 0
(f) = Z(AJ”—OH > Y i on o
J Y

a,B8,v=11,j=1

_Z<Afuz (V1 V)T, f)) 57

a,f=1

e quindi abbiamo il seguente teorema.

Teorema 12.12. Un’applicazione differenziabile f tra le varieta riemanniane
(M,g) e (M',g") é armonica se, e solo se, valgono, per ogni v = 1,...,n/, le
sequenti equaziont di Fulero-Lagrange

—Af+ Z Z ( gﬁ: g‘i (I, f)) = 0. (12.13)

a,f=11,7=1

Questo ¢ un sistema di n’ equazioni differenziali ellittiche quasi lineari del
secondo ordine nelle incognite f,..., f* (funzioni componenti locali di f).
Quasi lineare significa che I'equazione differenziale ¢ lineare nel termine con-
tenente le derivate parziali del secondo ordine. La parte principale ¢ 1'o-
peratore di Laplace-Beltrami (da cui lellitticita). La parte non lineare ¢
costituita da polinomi di secondo grado nelle derivate parziali prime di f.
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12.4 Esempi di applicazioni armoniche

Applicazioni armoniche appaiono in modo naturale in vari problemi di
geometria riemanniana. Di seguito vediamo alcuni esempi.

Esempio 12.13. Applicazioni costanti

Il piu semplice esempio di applicazione armonica ¢ un’applicazione costante.
Se f:(M,g9) — (M',¢') ¢ un’applicazione costante, allora f,, = 0 per ogni
p e quindi 7(f) = tr(Vdf) = 0. Si noti che nel caso compatto, le funzioni
costanti danno il minimo assoluto per ’energia.

Esempio 12.14. Funzioni armoniche

Sia f € F(M). In questo caso (M, ¢') e la retta euclidea, f* = f, FZB =0
e quindi le equazioni di Eulero-Lagrange (12.13) danno Af = 0. Oppure, si
puo notare che in tal caso risulta 7(f) = —Af. Quindi,

f € applicazione armonica < Af =0,

dove A e l'operatore di Laplace-Beltrami. Se f : M — R", allora f =
(fi,.--, fa) e quindi f & un’applicazione armonica se, e solo se, le funzio-
ni componenti f; : M — R sono applicazioni armoniche. Questo esem-
pio giustifica il nome di applicazione armonica dato per un’applicazione

f:(M,g) — (M',g") con7(f)=0.

Esempio 12.15. Curve geodetiche

Sia I = (—e,e), € >0 un intervallo di R esia f =0 : I — (M',¢') una
curva differenziabile di M’. In questo caso (M, g) € un segmento euclideo.
g7 =gt =1, f* = y*(t) (funzioni componenti di ), (21, ..., z,) = (1), Ffj =
0 e quindi le equazioni di Eulero-Lagrange (12.13) diventano:

Py s dy® dyP
()22~
dt2 +QZB aﬁ()dt dt ’

che sono le equazioni differenziali che definiscono le curve geodetiche di M’.
Oppure, piu geometricamente, basta osservare che

d d\ Do N Do
a’@)— n —"*(V%@—E’

dove &(t) = o, (%) ¢ un campo di vettori lungo f = o. Quindi,

(o) = tr(Vdo) = (V do) (

o(t) ¢ una applicazione armonica < o(t) ¢ curva geodetica di M’.

Esempio 12.16. Isometrie e metriche armoniche
Sia f: (M,g) — (M',¢') un’isometria. Allora

(Vdf)(X,Y) =Vx .Y = fL.VxY = V' x .Y = .VxY = 0.
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Pertanto, 7(f) =trVdf = 0 e quindi f ¢ armonica. In particolare I'identita
I:(M,g) — (M,g) & un’applicazione armonica. Se ¢ € un’altra metrica
riemanniana su M, Uidentita I : (M, g) — (M, g), in generale, non & un’ap-
plicazione armonica, se accade che anche in tal caso I e armonica, allora si
dice che g € una metrica armonica (cfr. [24]).

Se g & conforme a g, § = €*/g, f € F(M), in tal caso il campo di tensione
dil:(M,g)— (M,g) e dato da

T(lg5) = (2=n)V/,

dove V f e il gradiente di f. Per ottenere la suddetta formula, basta applicare
la formula della connessione di Levi-Civita della metrica § = e*/¢ (cfr. Eser-
cizio 6.50). In particolare, in dimensione 2 ogni metrica conforme ¢ armonica.
Se n > 2, una metrica conforme & armonica se, e solo se, ¢ omotetica.

Esempio 12.17. Immersioni minimali

Sia (M, g) una sottovarieta riemanniana di (M’, ¢’) con immersione isometri-
ca f: M — M (quindi f*¢" = g). Poiché f,, : T,M — f,(T,M) C Ty M’
¢ una isometria, f.,(7,M) si puo identificare con T,,M e f,, X, con X,. Pitin
generale, poiché un’immersione e localmente un imbedding, f,X si puo iden-
tificare localmente con X. Quindi, localmente X(M') = X(M) @& (X(M))*+
e

TypM' =T,M © (T, M)*.
In questo caso I'equazione (Vdf)(X,Y) = V; x f.Y — f.(VxY'), che riscrivia-
mo come
VLY = VxY + (Vdf)(X,Y),
¢ esattamente l'equazione di Gauss per 'immersione f, dove (VxY'), € T,M
¢ la componente tangente e (Vdf)(X,Y)(p) € (T,M)* & la componente
normale di (V&Y)p. Pertanto, il vettore curvatura media dell'immersione
¢ 1 1
H(p) = — t(Vdf)(p) = —7(f)(p),
e quindi:
f e un’applicazione armonica <= f e un’immersione minimale.
In particolare se (M’, g') = (R™, go) ed f = (f1, ., fm) : (M, g) = (R™, g0) &
un’immersione isometrica, allora
Af =(Af - Afm) = =(r(f1), . 7(fm)) = =7(f) = —nH
e quindi Af = —nH.

Esempio 12.18. Sommersioni riemanniane
Siam: (M',¢") — (M, g) una sommersione riemanniana (suriettiva).
Proviamo che:

T & armonica se, e solo se, le fibre sono sottovarieta minimali di M’ .
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Poniamo dimM = n e dimM’ = n’ = n + k. Ricordiamo (cfr. Sezione

4.3) che le fibre M, = 7~ !(7(p)) sono sottovarietd riemanniane di (M’, ¢')
con la metrica indotta e kerm,, = T,M, = V,M' sottospazio verticale tan-
gente alla fibra. Sia {eq,...,e,, €411, ..., €y } una base ortonormale locale di
X(M'), dove {ey,...,e,} ¢ sollevamento orizzontale di una base ortonorma-
le locale {vy,...,v,} di X(M). Quindi, {ei,...,e,}, ¢ base del sottospazio
orizzontale H,M' e {en1, ...,en/}p ¢ base del sottospazio verticale V,M’,
T,M' = H,M &V,M', H,M = (V,M')*. Siccome T, 11 = ... = T =0
e (cfr. Esercizio 6.62)

, .
Ty (Veie,-) =V, Ui = Vi me;, perogni i=1,..n,

per il campo di tensione di 7 si ha

r(m) = Y (Vewemaes = mVher) = —m (i Vies).

n/

Quindi 7(m) = 0 se, e solo se, il vettore » " ., V| e; ¢ verticale, cioe¢ la
sua componente orizzontale ¢ nulla. D’altronde (cfr. Sezione 6.8) il vettore

curvatura media della fibra M, ¢ dato dalla proiezione di (1/k) Z?;n 11 Ve
sul sottospazio orizzontale (cioe sull’ortogonle dello spazio tangente alla fibra
che ¢ verticale). Pertanto, m ¢ un’applicazione armonica se, e solo se, le fibre
sono sottovarieta minimali di (M, ¢).

La fibrazione di Hopf 7 : S*"*! — CP" ¢ una sommersione riemanniana
e il campo di Hopf & ¢ tangente alle fibre 7—!(7(p)) per ogni p € S?"*!
(cfr. Sezioni 9.3, 9.5). D’altronde &, & unitario e di Killing, quindi geodetico.
Di conseguenza le fibre sono curve geodetiche e quindi sottovarieta mini-
mali di S*!. Pertanto, la fibrazine di Hopf ¢ un esempio di sommersione

TIemanniana armonica.

Esempio 12.19. Applicazioni olomorfe

Sia M una varieta complessa di dimensione complessa n. Indichiamo con
(2 = xj + \/—_19j),j = 1,...,n, un sistema di coordinate locali complesse
definite su un aperto di M. Il tensore J : X(M) — X(M) definito (in
termini di coordinate locali) da

0 0 0 0
J—=— J—=—-——
dr;  Oy; j
e la struttura quasi complessa (naturale) di M. In generale, una struttura
quasi complessa su una varieta differenziabile & un tensore J di tipo (1,1)

tale che J? = —I. Un’applicazione differenziabile f tra due varieta complesse
(M, J)e (M, J) ¢ olomorfa se, e solo se,
J'of,=f.old

Ricordiamo (cfr. Sezione 4.5) che una metrica riemanniana g su una varieta
complessa M e detta hermitiana se

g(JX,JY) = g(X,Y), VX.,Y € X(M).
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In tal caso (M, J,g) ¢ detta varietda hermitiana. Una varieta hermitiana
(M, J,g) & detta di Kahler se la 2-forma fondamentale Q = g(+, J-) & chiusa,
cioe d©2 = 0. Inoltre, una varieta hermitiana (M, J, g) ¢ kdhleriana se, e solo
se,

VJ =0, ossia VxJY =JVxY VXY € X(M),
dove V ¢ la connessione di Levi-Civita di (M, g).

Teorema 12.20. Ogni applicazione olomorfa f : (M, J,g) — (M',J',¢")
tra due varieta kahleriane e un’applicazione armonica.

Dimostrazione. Consideriamo su M una base ortonormale locale di campi
vettoriali del tipo (e;, Je;), j =1,...,n =dimcM. Allora,

7(f) = tr(Vdf)
= > {(Vaf)(es.e) + (VAf) ey, Je))}

= Z {@ejf*ej - f*Ve].ej + vjejf*Jej — f*VJe].J€j} .

j=1
Applicando le proprieta indicate in parentesi, si ottiene

Ve, fde; = Ve, J fie; (f ¢ olomorfa)
= J'Vy.fe; (M &diKahbler)
= J (Ve fude; + filJej,ej])  (vale la (12.8))
= V. J'fiJej+ J f.Jejej] (N & di Kahler)
= V., f.J%e;+ J f[Jejej]  (f & olomorfa)
= =V, fie;+ T f[Jej €],

Analogamente, si ottiene

f*v.]ej Jej = f*JVJejej (M e di Kahler)
= fid (Ve,Je; + [Jej,e;]) (V& simmetrica)
= [V, J?e; + J' fu[Jej, ;] (f & olomorfa)
= —f*Vejej -+ J'f*[Jej, ej].
Di conseguenza,

Vjejf*Jej - f*VJej J@j = f*Vejej - vejf*ej
e quindi 7(f) = 0. O
Esempio 12.21. Applicazione prodotto

Consideriamo la varieta riemanniana prodotto (M; x My, g1 X go), la varieta
(M',¢") e un’applicazione differenziabile
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fo(Myx My, g1 % g2) = (M',g), (p,q) = f(p.q)-
Assumiamo che f sia armonica rispetto a ogni singola variabile, cioe,

fr:(My,g1) = (M’ g').p—= f(p,@) e fo:(Ma,g2) = (M',g'),q— f(P.q)
sono armoniche. Fissata una base ortonormale locale {e;, e, } di X(M; x M)
con {e;} base locale di X(M;) e {e,} base locale di X(M,), si ha

7(f) =Y _(Vdf)(ejie;) + D (VAf)(earea) = T(f1) + 7(f2) =0,

J

quindi f ¢ armonica. Sia ora G un gruppo di Lie con una metrica riemanniana
bi-invariante. Allora, le traslazioni ¢, : G — G,z — -y e ¢ : G —
G,y +— Z-y sono isometrie e quindi applicazioni armoniche. Di conseguenza,
I'applicazione prodotto ¢ : G x G — G, (z,y) — x -y ¢ un’applicazione
armonica.

12.5 Tensione di una composizione

Siano date le seguenti applicazioni differenziabili f; : (M, g) — (M',q'),
fo: (M',g) = (M,§), faofi:(M,g)— (M,§). Per ogni X,Y € X(M):
(Vxd(foo f1))(Y) = Vx foufr.Y — fou f1.(VxY)
= Vi x o friY — faf1a(VxY)
+ [ Vx f1.Y — [2.Vx f1.Y
= foe (Vx f.Y — fi(VxY))
+ Vi pux fof1Y = [V frY
= fou (Vdfl)(X, Y) + @fQ*qufQ*fl*Y
— fouV'p x 1Y
- f2* (Vdfl)(X7 Y) + (Vdf2)<f1*X7 fl*Y)'

Quindi, la seconda forma fondamentale della composizione ¢ data dalla se-
guente formula

Vd(fzo f1) = dfy o Vdfi + (Vdfa)(dfi,df1),

e facendo la traccia si ottiene :

T(feo f1) = (dfo)7(f1) + tr(Vdfa)(dfi,df1). (12.14)

Dalla (12.14) seguono le seguenti proprieta:
e Se f, e totalmente geodetica, 7(fs 0 f1) = (df2)7(f1) e quindi

f1 applicazione armonica = f5 o f; applicazione armonica.
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In particolare, se fy € un’isometria:
f1 applicazione armonica <= f5 o f; applicazione armonica.

e Se f1 € un’isometria, allora 7(f1) =0 e

T(fao fi) = t(Vdfa)(f1., f1.)-
Quindi,
f2 applicazione armonica <= f5 o f; applicazione armonica.

e La composizione di due applicazioni armoniche non ¢, in generale, un’ap-
plicazione armonica. Infatti, se M ¢ una superficie minimale di R?® e v :
(—€,+€) — M ¢ una curva geodetica di M, allora I'immersione f, = i :
M — R3 e l'applicazione f; = v : (—¢, +¢) — M sono entrambe applicazioni
armoniche, tuttavia 'applicazione fy o f; : (—¢,+€) — R3 non ¢ necessa-

riamente un’applicazione armonica in quanto J(t) = fo(y(t)) = v(t) non &
necessariamente una curva geodetica di R3.

e Se f1:(M,g) — (M ¢') & armonica e fo : (M, g') — R & convessa (cioe,
I'operatore hessiano (Vd f2)q : T,M' x T,M" — R ¢ semidefinito positivo),
allora f = foo f1 : (M, g) — R é subarmonica:—A f > 0. Basta osservare che
per f:(M,g9) - R, —Af = 7(f). Sinoti che la definizione di f : (M, g) — R
convessa ¢ giustificata dal seguente fatto: se y(t) : (—¢,+€) — M & una
geodetica di M, posto FF =0 = fo~vy:(—¢,+€) = R, si ha

¢Fd d d DA(t)
d

T = g0 = 50 = 5540 — £ (C0) = (Va1 (50,50,

eSe fi:(M,g) = (M.g)e fo=1i:(M,g)— (M" g¢") ¢ un’immersione

isometrica, allora
T(Z O fl) = T(fl) + trB(fl*v fl*)

dove B e la seconda forma fondamentale Vdf, e 7(f;) & identificata con
i.7(f1) in quanto i & un’immersione isometrica. D’altronde B(,), e quindi
anche trB(fi,, fi.), definisce un vettore tangente a M"” e ortogonale a M’,
7(f1) € tangente a M’ e 7(i o f1) & tangente a M”. Pertanto:

7(f1) € la proiezione ortogonale di7(i o fi)su M’
(cioe, T7(f1) € la componente di 7(i o f;) tangente a M') e quindi
f1: M — M'e applicazione armonica <= 7(i o f1) ¢ ortogonale a M’
L’'ultima affermazione significa che
7(io f1)p € (TM")*: C TryyM"” Yp € M.

Si noti che, per M compatta, E(f1) = E(io fi) (cfr. Oss. 12.8).
e In particolare, dal punto precedente segue che se f: M — S™ e
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F=iof:M—S"—=R" p— F(p) = f(p),

allora
T(F) =-—-AF = —(AFl, ...,AFn+1)
e quindi
f: M — S"eé armonica < 7(F) = —AF ¢ ortogonale a S™

< (AF)(p) ¢ ortogonale aTp,)S™ Vp € M
& (AF)(p) ¢ parallelo a F'(p) Vp eM
< (AF) = AF per qualche A € F(M).

D’altronde (cfr. Appendice B, Esercizio B.11), ||F||? =1 implica:
1
0= 5A||F||2 = go(F,AF) — go(dF,dF) = X — ||[dF|* = A — || VF|]?,

dove VI ¢ il gradiente di F'. Pertanto,
f: M — S"¢& armonica & AF = ||VF|* F

dove [[VF[| = [[dF| = [|df]| = IVF].

eSe fi =i:(M,g) — (M ¢') e un’immersione isometrica e consideriamo
fo: (M g")— (M",¢"), dalla formula (12.14) si ottiene

T(f204)(p) = (df2)p7 (i) + tr(Vdfa),(is, ix)
= n(dfe)p(H,) + tr(Vdfa),(is, ix)

per ogni p € M, dove H ¢ il vettore curvatura media dell’immersione
i M — M.
e Serm: (M,¢) — (M,g) ¢ una sommersione riemanniana armonica e

f:(M,g) — (N,h), allora (cfr. [103]):
f e armonica <= fom: (M’ ¢)— (N,h) ¢ armonica.

12.6 La 1% formula variazionale

In questa sezione studiamo le applicazioni armoniche come punti critici
del funzionale energia.

Definizione 12.22. Sia f € C*°(M, M'). Una variazione di f & un’appli-
cazione differenziabile

O:(—g,e) x M — M', (t,p) — ®(t,p) = fi(p), tale che

®(0,p) = folp) = f(p).
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Quindi {ft M — M’}tel, I = (—¢,¢), ¢ una famiglia di applicazioni
differenziabili da M in M’ con fy = f. Per un fissato p € M,
() : I — M’ t— fi(p),

¢ una curva differenziabile di M’ . Di conseguenza,

aft aft d . / /

5 P o 0) = (H0).(5) = W) € Ty Ju(w)
definisce un campo di vettori lungo f;, cioe % € X(f;). Il corrispondente
campo variazionale di f € il campo di vettori

: A . , o
Vipr— B (p) = %(0) € TyyM", quindi V € X(f).
0

Si noti che, identificato T(; (I x M) con T,R x T,M, il campo V ¢ dato

V(p) = ()04 ((%)(;%) = (®4)(0.) (%)(M?

dove (%)(t,p) estende in modo canonico (%)t sul x M:

(2),,-((5))-(2), o0

Analogamente, un campo (locale) di vettori su M si estende in modo canonico
sul x M.

Proposizione 12.23. Sia f € C*(M,N) con M compatta ed M’ varieta
riemanniana. Allora, per ogni w € X(f) esiste una variazione ®(t,p) =
fi(p) di f il cui campo variazionale V = u.

Dimostrazione. Fissato p € M, consideriamo W), intorno totalmente normale
di f(p), cioe W, & intorno di f(p) in M" ed esiste un 6, > 0 tale che exp, :
B(0,0,) — exp,(B(0,,)) sia un diffeomorfismo e W), C exp,(B(0,6,)) per
ogni ¢ € Wy, dove B(0,6,) = {veT,M" : |jv|| <d,}. Poiché {W,} ,, ¢
un ricoprimento del compatto f(M) di M’, esiste un sottoricoprimento finito
Wi, ..., W di f(M). Posto § = min{dy, ..., d,}, exp, v ¢ definita per ogni p €
M e per ogni v € Ty M’ con |jv|| < §. Siccome M & compatta, possiamo
definire k = glezﬁ(HupH. Inoltre, considerato un ¢ > 0 tale che ¢ < §/k,

abbiamo
Vie (=) ltupl = It fupll <& llupll < £k =6
e quindi possiamo considerare ’applicazione
O (—e,e) x M — M, (12.15)
(tvp) — (I)(tvp) = ft(p) = epr(p) (tup)
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®(t,p) definisce una variazione di f : fo = f. Inoltre, per p € M, la
curva 7y, 1 (—€,8) — M, t = fi(p) = expyy(tup) = Yo, (1) = Yu,(t)
¢ la geodetica di N determinata dalle condizioni iniziali 7,,(0) = fo(p) =
f(P), Y,(0) = u(p). Pertanto, per questa variazione il campo variazionale

Vi) = 0P ) = 5., 0) = ().

]

Ora, sia f : (M,g9) — (M’',¢') un’applicazione differenziabile tra due
varieta riemanniane con M compatta. Data una variazione ®(¢,p) = { ft} rer
di f e C>®(M,M’"), con M compatta, 'energia E definisce un’applicazione
differenziabile

B(0): 1= (=.0) =R, 6 D) = B = 5 [ 141" vy

Definizione 12.24. L’applicazione f si dice punto critico dell’energia E se
per ogni variazione {f;} di f :

Teorema 12.25. Sia f : (M,g) — (M',¢") un’applicazione differenzia-
bile con M compatta. Se & = {ft}tel e una variazione di f, allora la
corrispondente prima formula variazionale € data da

dE(t)

dt

t=0

=1@mwmm%, (12.16)

dove § ¢ la bundle-metric su f~YTM' indotta da ¢’ e V ¢ il campo variazio-
nale.

Dimostrazione. Sia {e;} una base ortonormle locale per X(M). La funzione
derivata E'(t) ¢ data da

d 1 d
B0 = 5B =5 [ GIGIE v

dove
n

d > d
ar | (fe)<ll” = EQ ((fe)«(ei), (fr)«(ei)) -

i=1

Siccome

g ((fe)x(e), (fr)+ () (D) = G,y (fe(eip), (fru(eip))
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59 (-, (R)elen)) = S50 (@ Bacs) = £ (Buei, D),
e quindi
%9/ ((fo)s(eq), (f)<(e)) = 23 (v%@ei, <I>*e7;> . (12.17)

In queste uguaglianze si ¢ tenuto conto dei seguenti fatti: e; si puo pensare

come un campo locale su I x M, ®.e; € X(®), 2 € X(I x M), ge
la bundle-metric su ®~(T'M’) indotta da ¢, V & compatibile con g (cfr.
(12.7)). Applicando la (12.8) ai campi +, e; € X(I x M), tenendo conto che

[2 ¢e;] =0, si ha:

ETR
(?ag <€ CI)*eZ-> =g (?el@*%,@*ei)

e g( gt *ei) - _( gt V., ®. ez) . (12.18)

dove nell’ultima uguaglianza si ¢ usata ancora la (12.7). Ora, sia X; € X(M)
il campo vettoriale definito da:

8t’

9(X,Y) =g (0. 2,0.Y) VY €X(M)C X xM).

Allora,
Z € g (<I>*%, <I>*ei) = ei 9( X, €:)
i=1 i=1
- Zg(VEiXt, ¢i) +9(Xi, Ve.ei)
i=1
= diVXt + Z g(Xta veiei)7
i=1
ossia
S g (02, Bue) =divX, + Y5 (2.2,0.V,6). (12.19)
i=1 =1

Quindi, (12.17),(12.18) e (12.19) implicano

E/<t)—/ (divXy)v / Zg mt,V D.e;, — Veiel-) Vg.
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Applicando il Teorema di Green (cfr. Appendice B), si ottiene

E(t) = - / (2.2 3" (Vod.er— 0.V.¢,)) v (12.20)
M
Siccome
(é*%)(o,p) =V (q)*ei) (0,p) = feei(p), (P:Ve€)(0,p) = fo (Veiei)pa

dalla (12.20), tenendo presente la definizione del campo di tensione 7(f), si
ottiene

—0 /M §<V, ZZZ; (?eif*ei - f*veiei)> Vg
=—/g@wu»%
M

Dal Teorema 12.25, segue il seguente Teorema di Eells-Sampson [34].

Teorema 12.26. Sia f : (M,g) — (M',¢") un’applicazione differenziabile,
con M compatta. Allora:

f € armonica se, e solo se, f e punto critico del funzionale energia.

Dimostrazione. Sia f € C°°(M,M’) armonica, allora 7(f) = 0 e dalla
(12.16) segue che f & punto critico di E. Viceversa, se f € punto criti-
co del funzionale F, allora E'(t)—o = 0 per ogni variazione f; di f. La
(12.16), applicata alla variazione definita dalla (12.15), implica

[ atwrpye, =o (12.21)

In particolare, se consideriamo la variazione di f data dalla (12.15) con
u="7(f),la (12.21) diventa

‘&MdﬁNM%ZO

e quindi 7(f) =0, cioe f € armonica. O

Osservazione 12.27. Un risultato fondamentale nella teoria delle applica-
zioni armoniche ¢ il seguente Teorema di Eells-Sampson [34]: Se (M, g) e
(M',g') sono due varieta riemanniane entrambe compatte e con M’ aven-
te curvatura sezionale non positiva, allora ogni applicazione differenziabile
f:(M,g) — (M g¢") e omotopa a un’applicazione armonica la quale ha
energia minima nella sua classe di omotopia.
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12.7 1l rough laplaciano
Sia (M, g) una varieta riemanniana n-dimensionale. Indichiamo con V la

connessione di Levi-Civita di M. Se V' € X(M), VV si puo pensare come un
tensore di tipo (1,1)

VV : X(M) — X(M), X — (VV)(X) = VyV.

Se S & un tensore di tipo (1,1) su M, la sua derivata covariante ¢ il tensore
VS :X(M)x X(M) — X(M), (X,Y)— (VS9)(X,Y),
che e di tipo (1,2), definito da
(VO)(X,Y) = (VxI)(Y) :== VxS(Y) = S(VxY).
Prendendo S = VV, poniamo per definizione V?V := V(VV), e quindi
(VV)(X,Y) = {Vx(VV)}(Y) = VxVyV — Vg V.

Di conseguenza, se {e;} € una base locale ortonormale di campi di vettori, si
ha

trV2V = Z (V2V) (e, ) = Z {Ve,(VV)}(es)

=Y {VaVeV - Ve, V)
1=1

Definizione 12.28. L’operatore
A:X(M) — X(M), V — AV = —t1V?V,
¢ detto rough laplaciano su M.
La seguente Proposizione estende la Proposizione 9.10.
Proposizione 12.29. Per ogni V,W € X(M) :
Ag(V,W) = g(AV,W) + g(V,AW) — 2¢(VV, VW), (12.22)

dove A ¢ Uoperatore di Laplace-Beltrami. In particolare, se ||V =cost.,
abbiamo -
g(AV, V) = [VV2.

Dimostrazione. Sia p un fissato punto di M. Sia {e;} una base ortonormale
locale di campi vettoriali su M geodetica in p, quindi (Ve;), = 0. Poniamo
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V=3, VkepeW =3, Wke,. Allora, applicando un risultato dell’Esercizio

B.11, si ottiene

Ag(V, W) =Y AV W)
k
- Z{v’mw’f +WRAVE — 2g(grad VF, grad W’“}.
k

Siccome

Z g(grad V*, grad W*) Z g(e:(VMei, e;(WHe;)
k .5,k

= ei(VE)es(W),

ik
Ve W=V, > Whe,

= Z{ei(Wk)ek + W’“Veiek}y
(VW) ) = D (W )er ) ),

si ha

g(VV, VW) (p) => 9(Ve,V, Ve, W) (p)

%

= gle(VFex, es(W")en) (p)

i,h,k

= Z ei(V*)(p) e;(WF)(p)

ik

= g(grad V", grad W) (p).
k

Inoltre, dalle seguenti formule
(AWF)(p) = —(tr V> W") (p)
= = (eeslWH) = (Vees) (W) )

= — Z(eiei(Wk))(p),
S (VA ) = - SV e } o).

k ik

(12.23)

(12.24)
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V., VW = Zk{ei(ei(W’“))ek 4 2e,(WH) Ve en + W’“Veiveiek},

(VeVaW) ) = > {e(eWh)er + W Ve | (),

k

> 9(Ve VW V) () = > {g(ei(e:(W™))ew, Vies) f (v)

1; ihj?k

+ Z{kajg<veiveiek’ ej)}(p)

/[:7j7k

= SV e (e o)

i7j7k

=S VgV, V) )

i7j7k

4 Z{W’“Vjeig(veiek, ej) }(p)

— Z{Vk €; (&(Wk) } (p)
4 Z{kajeig(veiekv ej) }(p)

(
Hk{
S 9(Ve Ve VW) (p) = = > (WEAVF) (p)
z +£:{ka eig(Veer, e }(p)
”i(W’“A V¥ (p)
_i{wwk ei9(Veen ) b o)

%

— Z g(VeiveiVV, V) (p),

7
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si ha
g(AW, V) (p) + g(AV, W) (p) = > _(VFAW*) (p) (12.25)
+)(WEAVF)(p).
La (12.22) segue da (12.23), (12.24) e (12.25). O

Sia f : (M,g) — (M',¢') un’applicazione differenziabile tra due varieta
riemanniane. Indichiamo con {e;} una base ortonormale locale di campi
vettoriali su M. Sia V la connessione indotta su f~*T'M’ dalla connessione
di Levi-Civita di (M’, ¢'). Se V € X(f), VV & un tensore di tipo (1,1) su M
a valori in f~1T M’ :

VV  X(M) = X(f), X = VxV.
V2V & un tensore di tipo (1,2) su M a valori in f~1T M’ :
V2V =V(VV): X(M) x (M) = X(f),(X,Y) = (V2V)(X,Y),
dove

(V2V)(X,Y) = (?X(vV)) (Y)=Vx(VV)(Y) - (VV)(VxY)
VAV = Vo V.

trV2V & un elemento di X(f),

trV2V . M — fI M p s tr(V2V),,
dove
tr(V2V), = Z (?eiﬁeiv - ?Veieiv)p

7

= Z (?eip?eiv - vvei eiV) S Tf(p)N.
, i P

L'operatore Ay : X(f) — X(f) definito da
Vi—= AV = —tr V2V = =37 (Ve, Ve,V = Vy, ., V),

¢ detto rough laplaciano lungo Uapplicazione f. Se f=1:(M,g) — (M, g),
X(f) = X(M) e Ay & l'usuale rough laplaciano A su M. Piu in generale,
sia £/ un fibrato vettoriale riemanniano su (M, g) con bundle-metric g e
connessione metrica D : X(M) x S(E) — S(E), dove S(F) ¢ lo spazio delle
sezioni di E. Si puo definire il rough laplaciano

D:S(E)— S(E), 0 = Do = —trD?c,
tI'DZO' = Z(DQO') (61', 61') = Z (DeiDeio' — Dveieig) .

K3 3

dove
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Proposizione 12.30. Sia f : (M,g) — ( '.q") un’applicazione differen-
ziabile con M compatta. Per ogm V,w (f) il rough laplaciano Aj
soddisfa:

| sy Wy, = [ g0V 9w, = [ & W, (220
M M M
dove o - -

GVV,YW) =" GV V.V W), n=dimM.

Quindi, Ay e un operatore simmetrico semi-definito positivo.

Dimostrazione. B sufficiente provare la prima uguaglianza della (12.26). Ap-
plicando la compatibilita di V con g, si ottiene

G(AV, W) Z {3(Ve, Ve V.W) = §(Vy,..,V,W)}

e quindi

JAVI) = =3 {e gV VW) — gV, i)} (1227)

i=1
n

+3 gV, V.V W),
i=1
Sia a € AY(M) la 1-forma definita da
a:X(M) — F(M), Y — g(VyV,W).
Sia X il campo vettoriale g-duale di «, quindi
g(X.Y) = alY) = g(Vy V. V).

Di conseguenza, applicando la (12.27), si ottiene

divX = dez,vezx Z{ez (e, X) — g(X, Veei)}
— Z {e: g(Ve,V.W) = g(Vy, ., V.W)}
=1

= —g(A VW) + ) g(Ve,V, Ve, W).

7
i=1

D’altronde per il Teorema di Green: [, (divX)v, = 0, per cui dalla formula
precedente segue il risultato. O]
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Il rough laplaciano A & un operatore differenziale ellittico del secondo
ordine. Questo fatto e il risultato della proposizione precedente valgono anche
nel caso del rough laplaciano D definito su un fibrato vettoriale riemanniano
E su M, dove M ¢ una varieta riemanniana compatta (cfr. [114], p. 153;
[124], p. 9). Infine, ricordiamo (cfr. (9.9)) che il rough laplaciano A :
X(M) — X(M) ¢ legato al laplaciano A (detto anche operatore di Hodge-de
Rham ) operante sulle 1-forme (e quindi sui campi di vettori) dalla seguente
formula

A1 = A+ Q, dove Q & I'operatore di Ricci.

12.8 Sezioni armoniche

Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta e sia X un campo di vettori
su M. X ¢ una sezione di T'M e quindi si puo pensare come un’applicazione
tra (M, g) e (TM,Gy), dove G4 denota la metrica di Sasaki su TM. L’energia
di un campo di vettori X € X(M) & l'energia della corrispondente applica-
zione X : (M,g) — (T'M,Gs). Quindi, la densita di energia di X ¢ data
da

e(X)() = 3 [ Xopll* = L 0r(X*C)(p) = 5 ixLx Vpe M.

=1l,...

T,M — T.TM, z = (p, X,), soddisfa
X*(Eip) = (Eip)f + (VEz‘pX)Zv

dalla definizione di metrica di Sasaki, si ha

n

2e(X)(p) = ) (X"Gy)y(Eip, Eiy)

i=1
- Z gp(E ips B +gp(inpX’ inpX>)
— i+ Y IVEXIE = 0+ [VXE.
i=1
Oppure, determinando Ly si trova Ly = I + (VX)?(VX). Quindi,

1
E(X) = /Me(X) vy = §nvol (M, g) / VX v, . (12.28)

Definizione 12.31. Un campo di vettori X si dice che ¢ una sezione armo-
nica se X : (M, g) — (T'M,Gs) & un’applicazione armonica.
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Teorema 12.32. (di Ishihara [49]) Sia (M, g) una varieta Riemanniana com-
patta e sia X € X(M). Allora X ¢ una sezione armonica se, e solo se, X é
parallelo (cioe VX = 0).

Dimostrazione. L’applicazione X : M — T'M ¢ un’applicazione armonica se,
e solo se, X & un punto critico del funzionale energia F : C*(M,TM) —
R, cioe, (dE(X;)/dt)(0) = 0 per ogni variazione X,(p) = X(t,p) di X in
C®(M,TM), quindi con Xy = X. Sia, dunque, X un punto critico di F.
Consideriamo la seguente variazione (di X)

X(t,p): (e, +€) x M = TM , (t,p)— X(t,p) = (1+1)X,.

Applicando la (12.28), abbiamo
1 1
B(X) = g uvol(M.g) + 5 (140 [ [VX]P,,
M

da cul ricaviamo

dE(X,)
dt

:(1+t)/ IVX|*v,.
M
Quindi

dB(X)
dt

0= |t:0 = /M||VX||209 implica VX =0.

Viceversa, assumiamo che VX = 0 e proviamo che il campo di tensione di
X ¢ nullo. II campo di tensione 7(X) ¢ un campo di vettori lungo X, percio
7(X), € T.(TM), z = (p, X,). Separando la componente orizzontale e quella
verticale di 7(X) si trova (cfr. [49])

7(X) = {ttR(V. X, X) - }¥ + {-AX}V,

dove AX = —trV2X ¢ il rough laplaciano di X. Se X ¢ parallelo, cioe VX =
0, allora trR(V. X, X)- =0e V2X = V(VX) = 0. Pertanto, 7(X) =0e X
O

¢ un’applicazione armonica.

In particolare, un campo di vettori unitario U ¢ una sezione di T/ M e
quindi si pud pensare anche come un’applicazione tra (M, g) e (T1 M, Gy). In
questo caso risulta che U : (M, g) — (11M,G;) € un’applicazione armonica
se, e solo se, AU = ||[VU||?U e trR(V.U,U)- = 0 (cfr. [47]). Ad esempio,
il campo di Hopf ¢ definisce un’applicazione armonica tra la sfera canonica
e il fibrato sferico unitario tangente 77S5?" ™ (cfr. [47] ed anche [90],[91]).
La condizione AU = [|[VU|*U caratterizza i campi di vettori unitari come
punti critici del funzionale energia E ristretto allo spazio X!(M), quando non
vuoto, di tutti i campi vettoriali unitari su M (cfr. [121]). L’articolo [121]
¢ il primo di una lunga lista di articoli nell’ambito di questa teoria (cfr., ad
esempio, la monografia [33]).
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12.9 La 2% formula variazionale e stabilita

12.9.1 Forma hessiana dell’energia e I’operatore di Jacobi

Preliminarmente introduciamo alcune notazioni che ci saranno utili nella
formula della variazione seconda di un’applicazione armonica. Tale formula
¢ dovuta a Smith [102] e Mazet [66].

Sia f: (M, g) — (M',¢") un’applicazione differenziabile. Indichiamo con
R’ il tensore di curvatura di (M’, ¢') definito da

R(X,Y)Z = ~V\VyZ + ViV Z + Vix 2.

R'o f. = R'(f., f+) [« & un tensore di tipo (1,3) su M a valori in f~'TN. Per
ogni X,Y,Z € X(M): R (f.X, £.Y)f.Z € X(f), dove

(R'(f X, fY) 1 Z) (0) = Ry (fapXps fipYp) frnZp € Ty M.
Inoltre, dalla Proposizione 12.3, si ha
R(fX,[Y)fZ = =VxVy f.iZ +VxVy [.Z + Vixy [ Z
Consideriamo 'operatore
Ricy : X(f) — X(f), V > Ric;V = —trR'(V, f.) f«.

Se {e;} ¢ una base ortonormale locale di campi vettoriali su M,

tr R (V, f) fu : M — [T M p s tr (R/(V, fo) fo), »
dove

(R/ V f* f* Z R/ VZ”’ f*Pelp)f*Pelp
Per ogni V.W € X(f) e per ogni ¢ € F(M), l'operatore Ricy soddisfa:
Ricg(¢V) = pRicyV, Ricy(V+ W)= Ric;V + Ric;W,
G (Ric;V,W) = g (V, Ric;W).

Teorema 12.33. (formula della variazione seconda)
Sia f: (M,g) — (M',q') un’applicazione armonica con M compatta. Se

ft§,cp € una variazione di f, allora
d*E(t - _
dti >(0) = —/M g(Vitr(V2V =RV, f)f)) vy (12:29)

= / g (V, AfV — RZCfV) Vg,
M

dove V' ¢ il campo variazionale.
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Dimostrazione. Sia ® = (ft)tel’ I = (—¢,¢), una variazione dell’applicazione

armonica f : (M,g) — (M’',¢"). La derivata prima FE’(t) ¢ data dalla
(12.20):

E'(t) = —/ (CID* IS (Ve Puei — @*Veiei)> Vg
M

Derivando questa equazione, e applicando la compatibilita di V con g, otte-
niamo

E//(t) = —/ %g(@*gt’ 2?:1 (vel@*ei — Q*Veiei)) Vg
M
- _/ g ?aé*gt,zj;l (Ve, @i — (I)*Veie,-)> v, (12.30)
M

_ /M g(cb*%, > ?% (@eicb*ei — CIJ*Veiei)) Vg

II primo termine della (12.30), per ¢ = 0, si annulla. Infatti, essendo f
applicazione armonica, si ha:
@e@*ei — (I)*Veiei > = ?ei «C; — *Veiei =T =0.
(X (e ) o = 2 (Fasfots = 1.90e5) = ()
Applicando la definizione di R'o f,, la (12.8), e tenendo conto che [Z, ¢;] = 0,
otteniamo

0 €il

VoVl = Vo Vobei+ Vg, Buti — B (0.5, 0o )Doe
= ?eﬁgb R'(Cb*gt, <I>*ei> d.e;
= Ve (Va0 + 0.2 e]) - R (2.2, 0uc;) 0o,
= V.V 2~ R <(I>*§t,(1>*ei> e,

Inoltre, tenendo conto che [, V,,e;] = 0, applicando la (12.8), otteniamo
= i) = 0 _ T )
V%CD*Veiei :(P [8_ V ]—I—Vve,ei@*a :Vve 61(1)*(%

=0,s

Pertanto, dalla (12.30), per ¢

EH( - / (V Z @eiveiv + ?Vez‘eiv)

si ottiene

+ Z R,(Vvv f*ei)f*ei)vg
i=1

:/ g(‘/,AfV— RinV)Ug
M
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]

Il teorema precedente ci dice che la variazione seconda dell’energia ¢ deter-
minata dal campo variazionale V' lungo I’applicazione armonica e dal tensore
di curvatura di (M',¢"). Per V € X(f), la forma hessiana dell’energia nel

punto critico f (applicazione armonica) ¢ la forma quadratica (Hess E); su
X(f) data da

d? _
(Hess E);(V,V) = (@E(ft))‘tzo = /M g(V. AV — Ricy V),

dove f;, t € (—e,¢), & una variazione di f il cui campo variazionale ¢ V.
Hessiano dell’energia nel punto critico f e 'applicazione bilineare simmetrica
(Hess E) ¢ definita, per ogni V,W € X(f), da :

(Hess E) (V. W) = / G (V,AfW — Ric; W) v, (12.31)
M

:/ a(V. I W), .
M

La bilinearita di Hy ¢ riferita alla struttura vettoriale reale di X(f).

Definizione 12.34. L’operatore
Jf : %(f) — %(f), Vi— JfV = (Af — R’in)V,
e detto operatore di Jacobi di f.

Jy ¢ un operatore differenziale ellittico autoaggiunto del secondo ordine con
parte principale Ay. Si possono quindi introdurre le nozioni di nullita, indice,
e stabilita per applicazioni armoniche:

nullity(f):= dim {V € X(f) : (Hess E)¢(V,-) =0, },

index(f):=s,
dove
s=Sup {dim S, S sottospazio di X(f) : (Hess E)(V,V) <0, VV € S}.

Si noti che indice e nullita sono finiti quando M ¢ compatta (cfr. [66]).
Definizione 12.35. Un’applicazione armonica f ¢ detta applicazione armo-
nica stabile se index(f) = 0, cioe

(Hess E);(V,V) >0 VV € X(f),

equivalentemente

d’E(t)
dt?

(0) > 0 per ogni variazione {ft}tel di f.
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Di coseguenza, un’applicazione armonica f ¢ instabile se index(f) > 0, cioe

se esiste V € X(f) tale che (HessE)s(V,V) <O0.

Spettro dell’operatore di Jacobi

Poiché J¢ ¢ un operatore differenziale del secondo ordine ellittico e au-
toaggiunto, con M compatta, il suo spettro, denotato con Spec(Jy), consiste
di un insieme discreto (infinito) di autovalori con molteplicita finita:

Spec(Jr) = {(f) < Xa(f) < ..... <N(f) <.t oo} (12.32)

Ricordiamo che A ¢ un autovalore di J; se
V)\(Jf) = {V S }:(f) : va = )\V} #+ {0}

Va(Jy) € 'autospazio relativo a A, la sua dimensione ¢ detta molteplicita di
A. Nella (12.32) ogni autovalore compare un numero di volte uguale alla sua
molteplicita. In termini di autovalori di Jy, risulta:

index(f) = > o dimVi(f),
nullity(f) = dimVp(f) = dimKerJ,
f e stabile <— X\, >0, Vi=1,2,...
f e instabile <— A\ <0.

Nel seguito di questa sezione viene studiato lo spettro dell’operatore di Jacobi
J¢ per un’applicazione costante e per un’applicazione a valori in un toro.

L’operatore di Jacobi di un’applicazione costante

Sia f: (M, g) — (M’,¢") un’applicazione costante: f(p) =¢q, ¥V p € M.
In tal caso f e un’applicazione armonica e

X(f) = {V:V(p) € T,M, Vp e M},
Quindi, se {vy,...,v,} ¢ una base di T,M’, possiamo definire V; € X(f),
1 <i<m =dim M’, ponendo
Vi(p) = v;, Vp € M.

Siccome ogni vettore di T, M si puo esprimere come combinazione lineare di
V1, ..., Um, SI ottiene

X(f) ={V=2XL Vi ¢ € F(M)}.
Calcoliamo ora J;V = A;V — Ric; V per un arbitrario V € X(f). Siccome
f € costante, f, = 0 e quindi
Ric; V = —tr R'(V, f.)f. = 0.
Sia Ve X(f), V =Y 1" ©aVa. Siccome f =cost. e V, ha funzioni com-

ponenti costanti, dalla (12.2) segue che VxV, = 0 per ogni X € X(M) e
quindi
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VxV =" (X (0a)Va+ 0aVxVa) = 30 X(0a)Va.
Di conseguenza,

|>|

JV = Z (Ve Ve,V = Vv, V)

=1

[
M:
Ms

(6 € Qoa velez)‘;pa) Va

1 a=1

%

I
NE
M:

(6161 Spa - elei)spa> va

14

(Aggaa) Vo,

1

[
NGEIN

1

Q
Il

dove e; ¢ una base ortonormale locale di campi vettoriali su M e A, &
loperatore di Laplace-Beltrami di (M, g). Pertanto, abbiamo la seguente

Proposizione 12.36. Se f: (M,g) — (M’,q’), con M compatta, é un’ap-
plicazione costante, allora lo spettro del suo operatore di Jacobi e l'insieme
degli autovalori dell’operatore di Laplace-Beltrami di (M, g) contati m volte,
m = dim M’, ossia:

Spec (Jf) = m x Spec (4,).
In particolare, Spec(Jy) non dipende dal punto ¢ = f(M) € M'. Inoltre,

se consideriamo due applicazioni costanti fy : (My,q1) — (My,g}) e fo:
(My, g2) — (M3, g4), allora:

Spec (Jy,) = Spec (Jy,) & dimM{ = dimM; e Spec A, = SpecA,,.
Siccome
Spec Ay ={0=X g <A\ <Xy <.l <\ <. 1 o0},

dove la molteplicita di Ay ¢ 1 (le funzioni armoniche su una varieta rieman-
niana compatta sono le costanti), segue il seguente

Corollario 12.37. Se f: (M,g) — (M’,q’), con M compatta, é un’appli-
cazione costante, allora

index(f) =0 (quindi f ¢ stabile),
nullity(f) = dim V,(f) = dim KerJ; = m =dim M.

La Proposizione 12.36 ci dice che la teoria della variazione seconda di un’ap-
plicazione costante ¢ non banale. Inoltre, I'operatore di Jacobi si puo pen-
sare anche come una naturale generalizzazione dell’operatore di Laplace-
Beltrami Ay: questultimo si puo identificare con l'operatore di Jacobi di
un’applicazione costante f : (M, g) — R.
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L’operatore di Jacobi di un’applicazione a valori in un toro.

Siano (M, ¢g) una varieta riemanniana compatta, (T™, go) un toro piatto
e ¢ : (M,g) — (T™, go) un’applicazione armonica. Intanto, ¢ & stabile
(cfr. Proposizione 12.40). Poiché T™ & parallelizzabile, esistono Y7, ..., Y,, €
X(T™) linearmente indipendenti e paralleli. Ponendo Y, =Y, o ¢ otteniamo
m-elementi di X(¢) che risultano ancora linearmente indipendenti. Quindi,

%(Qb) - {V - Z;nzl 9004{/047 (pa S F<M)}
Inoltre, siccome T™ ¢ piatto, i coefficienti della connessione di Levi-Civita di
T™ sono nulli e quindi (cfr. (12.6)):

V.o -2 =0.

ox; aya

D’altronde, si puo prendere un sistema di coordinate locali (y,) per cui
localmente Y, = %. Quindi,

VyY, = 0.

Da questa condizione, per X € X(M) e per V = 3" 0.V, € X(4), segue
che

ViV = 50, X (pa) Yo

Di conseguenza,

n

A¢V = — Z (veiﬁeiv - vVeieiv)
i=1
= — Z Z <€i€i(¢a) (Veiei)SOa) Y/a
a=1 1=1
= Z (Agﬂpa)yaa
a=1

dove A, & l'operatore di Laplace-Beltrami di (M, g). D’altronde,
J¢V = A¢V - RiC¢ V= A¢)V
Pertanto abbiamo la seguente

Proposizione 12.38. (Urakawa [113]) Se ¢ : (M,g9) — (T™, g0), con M
compatta, e un’applicazione armonica, allora
Spec (Jy) = m x Spec (A,).

In particolare, se ¢ : (M',g") — (TP, q0), con M’ compatta, é un’altra
applicazione armonica, risulta

Spec (Jy) = Spec (J,) <= m=p e Spec(4,) = Spec (Ay).
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Dalle Proposizioni 12.36 e 12.38, segue la seguente

Proposizione 12.39. Se ¢ : (M, g) — (T™, go), con M compatta, é un’ap-
plicazione armonica e fo : (M,g) — (T™, go) € un’applicazione costante,
allora

Spec (Jp) = Spec (Jg,).
Quindi, lo spettro di Jy non determina, in generale, [’applicazione armonica

é.

Un esempio di applicazione armonica a valori in un toro piatto e dato
dalla cosiddetta applicazione di Albenese ¢ : (M,g) — (T?, go), dove p &
dato dal primo numero di Betti b; di M che si assume positivo (cfr. J. Jost,
[53] p. 87-88). Si noti che una varieta riemanniana compatta (M, g) con
tensore di Ricci definito positivo ha b, = 0.

12.9.2 11 Teorema di Xin

Il Teorema di Xin riguarda l'instabilita di applicazioni armoniche sulla
sfera. Intanto, diamo il seguente risultato di stabilita.

Proposizione 12.40. Se (M, g) é compatta e (M', ¢') ha curvatura sezionale
non positiva, allora ogni applicazione armonica f : (M, g) — (M',¢') é sta-
bile. In particolare, si ottiene che ogni applicazione armonica f : (M, g) —
(R™, go) € stabile.

Dimostrazione. Se (M’,g') ha curvatura sezionale non positiva, allora per
ogni u,v € T,M" :

R'(u,v,u,v) = ¢'(R'(u,v)u,v) <O0.

Quindi, per ogni V € X(f) e per ogni p € M, si ha
g (Rin % V) (p) = Zg/ (R,(V;Uv f*eip)f*eipv %)
i=1

- ZR, (Vp’f*eiw‘/;hf*@z‘p) > 0.

=1

D’altronde
/gmﬂmw@:/gwuvm%zo
M M
Pertanto, dalla (12.31), segue che (Hess E)¢(V,V) > 0 per ogni V' € X(f).

]

Per applicazioni armoniche definite sulla sfera canonica abbiamo il se-
guente risultato di instabilita di Xin [123].
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Teorema 12.41. Sia S™ la sfera canonica di curvatura sezionale costante +1,
n > 3. Allora ogni applicazione armonica f : S™ — (M’,q'), non costante, é
instabile;

Dimostrazione. Sia f :S"™ — (M',¢'), n > 3, un’applicazione armonica. Per
provare il teorema basta provare che se f & stabile allora f ¢ costante. Per
ogni p € S*:  T,R"™ = T,§" & (T,S")* e quindi per ogni V € T,R"*!
V =ac RV,

9 T, L
V:ZCLia—xi, V:V ‘|‘V s
i=1

Vi=a—gola,p)p e V' =gola,p)p,

dove gy denota il prodotto scalare euclideo di R"*!. Pertanto
T,8" = {a — gola,p)p, a € R”+1} , (12.33)
e per ogni a € R"™! si definisce il campo vettoriale W, € X(S™) ponendo:

Wa(p) :=a — go(a,p)p.

Si noti che W, = grad h,, dove h,(p) = go(a,p) per ogni p € S™. Questi
campi vettoriali soddisfano le seguenti proprieta:

Vx,Wa = —gola,p)X, VX, ecT,S" AW, = W,.

Usando queste formule, si ottiene

ApfWo == R(f.W,, fre:) frei + (2 — n) f W, (12.34)
i=1
= Rics f W, + (2 —n) fu W,

dove f,W, € X(f) ed {e;} ¢ una base ortonormale locale di campi di vettori
su S™. Allora, la (12.34) e la (12.31) implicano

(HessE); (£ Wa. fIV) = (2= ) [ g(EWar £Wog (1239

Siccome stiamo assumendo f stabile ed n > 3, dalla (12.35) si ottiene
[ Wa =0, cioe f.,,W,(p) = 0 per ogni a € R™"! e per ogni p € S™.

Pertanto, tenendo conto della (12.33), otteniamo che f, = 0 e quindi f ¢
costante. 0
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Osservazione 12.42. Come gia osservato, se f : (M, g) — (M',¢’) ¢ un’'im-
mersione isometrica, allora f e applicazione armonica se, e solo se, f € un’im-
mersione minimale. La Proposizione 12.40 e il Teorema 12.41 ci dicono in
particolare che, c’¢ differenza tra stabilita di f pensata come applicazione
armonica (cioé rispetto al funzionale energia) oppure come immersione mi-
nimale (cioé rispetto al funzionale volume). Infatti, se (M’ ¢") = (R™, go),
f come applicazione armonica e sempre stabile (cfr. Proposizione 12.40),
tuttavia se (M, g) ¢ il catenoide di (R3, gg) & noto che tale superficie ¢ una
superficie minimale completa non stabile (cfr. [31]). Al contrario, se (M’, ¢')
¢ il cilindro S x R, & noto che 'imbedding standard f : S* — S* x R ¢ un
imbedding minimale stabile, mentre come applicazione armonica ¢ instabile
(cfr. Teorema 12.41).

Corollario 12.43. Siano date la sfera canonica S™ di curvatura sezionale
costante +1, n > 3, e una varieta riemanniana (M’ g") di curvatura sezio-
nale non positiva. Allora, ogni applicazione armonica f : S" — (M',q’) e
costante.

Dimostrazione. Se f fosse non costante, dal Teorema 12.41 si avrebbe f
instabile. D’altronde, siccome M’ ha curvatura sezionale non positiva, per la
Proposizione 12.40 si avrebbe che f ¢ stabile. O

In particolare, se esiste f : S" — (M’,¢') applicazione armonica non
costante, n > 3, (M’,¢") ha necessariamente qualche curvatura sezionale
positiva. Con un metodo simile a quello usato per dimostrare il Teorema di
Xin, si dimostra il seguente risultato di Leung [63].

Teorema 12.44. Ogni applicazione armonica (non costante) f : (M,g) —
S™, con M compatta e n > 2, e instabile.

12.9.3 Stabilita dell’identita e il Teorema di Smith

L’applicazione identita I : (M,g) — (M,g), M compatta, & un altro
esempio banale di applicazione armonica, tuttavia la corrispondente teoria
della variazione seconda ¢ piu complicata rispetto al caso di un’applicazio-
ne costante. In questo caso: X(f) = X(I) = X(M), A; ¢ l'usuale rough
laplaciano A di (M, g) e Ricy ¢ Poperatore di Ricci @ di (M, g) :

Ric; X = —trR(X,-)- =tr R(-, X)- = QX.
Pertanto, 'operatore di Jacobi ¢ dato da:
Jr i X(M) — X(M), X — J1X = (A —-Q)X.
Usando la formula di Weitzenbaock :
A =A+Q,
si ottiene che J; & legato a Ay (laplaciano operante sui campi di vettori) da

Jr=A—-Q=A—2Q=2A—-A,. (12.36)
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Proposizione 12.45. Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta. Allora,
(Hess B)7(X, X) = / (IVXIP — Ric(X, X)) v,
M

_ /M(g(AlX,X)—QRic(X,X))vg

~ [ (Fexal -~ @vx) v,

per ogni X € X(M), dove Lx ¢ la derivata di Lie. In particolare, se la
curvatura di Ricci di (M, g) é semi-definita negativa, l'identita I ¢ stabile.

Dimostrazione. La prima uguaglianza segue dalla (12.26) e dalla (12.31).
Inoltre, usando la (12.36), si ottiene

(Hess E) (X, X) :/ g (J1X, X) v,

M

:2/ 9 (AX, X) Ug—/ g(AX, X)v,  (12.37)
M M

:2/ \|VX||%9—/ g (A1X, X)v,.
M M

Posto w = ¢g(X,-), si ha

IVXIP =) g(Ve X, Ve, X) == > (Vew)(e;) (12.38)
i=1 ij=1
= || Vwlf?,

dove (cfr. [114], p. 238)
o _ 1 2 1 2
Vel = Hd wl + Hicxal
Inoltre,
/g(AlX,X)vg = /g(Alw,w)vg (12.39)
M M
= [ (dl? + 6wl
M
= /(||dw]|2+(divX)2)vg.
M

Sostituendo la (12.39) e la (12.38) nella (12.37), si ottiene la formula enun-
ciata. u
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Dalla Proposizione 12.45 segue la formula di Bochner-Yano:

/M(HVXHz—RiC(X,X))Ug:/ G||£Xg||2—(divX)2) V-

M
11 seguente risultato sulla stabilita dellidentita ¢ dovuto a R.T. Smith [102].

Teorema 12.46. Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta di Einstein:
Ric = cg, dove ¢ = cost. Sia A1 il primo autovalore positivo dell’operatore di
Laplace-Beltrami. Allora:

(1) lidentita I é stabile < A\ > 2¢, quindi I é instabile < A\ < 2¢;
(¢7) nullity(]) = dim Iso(M, g) + dim{f € F(M) : Af =2c f}.

Dimostrazione. Dalla decomposizione di Hodge-de Rham:
ANMM)={ae AN (M):6a=0}@d{df: feF(M)},

che e ortogonale rispetto al prodotto scalare integrale, segue la decomposi-
zione ortogonale

X(M) = {X € X(M) : divX = 0} @ {gradf : f € F(M)}.

Questa decomposizione di X(M) ¢ invariante per 'operatore A;. Se
divX = 0, posto w = ¢g(X,-), si ha dw = —divX = 0. Inoltre, siccome
g(A1X, ) := Ayw, si ha

div(A1X) = —0A 1w = —6(dd + 0d)w = —ddéw = 0.
Se X =gradf, siha
g(Ai(gradf),-) = Ai(df) = dodf = d(Af),

e quindi
Au(gradf) = grad(A ).
Poiché per ipotesi la varieta e di Einstein, quindi () = ¢/, allora I’equazione
(12.36) diventa
J[:Al—QQ:Al—QC[,
e quindi la decomposizione di X(M) ¢ invariante anche per l'operatore di
Jacobi J;.

(i) Per X € X(M) con divX = 0, applicando la formula della Proposizione
12.45, si ha

1
| 90X X, =5 [ lexgln, =0
M M

e quindi gli autovalori dell’operatore di Jacobi di J; sono non negativi sul
sottospazio {X € X(M) : divX = 0}.
Sul sottospazio {gradf : f € F(M)}, abbiamo

Jr(gradf) = Ai(gradf) — 2¢ gradf = grad(Af) — 2¢ gradf.
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Esprimendo f € F(M) in termini di autofunzioni di A, si ha

F=Y_fn Afo=0, Afi=N\fi, i > 1.
1=0

. Jr(gradfi) = (\i — 2c)gradfi, i > 1,
segue che gli autovalori di J; sul sottospazio {gradf : f € F(M)} sono
i —2¢,i>1}).
Mettendo assieme i due casi, otteniamo che
I ¢ stabile <— X\ > 2c.

(ii) Segue dalla decomposizione ortogonale di X(M), osservando i seguenti
fatti:

- per X € X(M) con div X=0, si ha: J;X =0« X e di Killing;

- per f; autofunzione di A, Af; = \; f;, si ha: Jy(gradf;) =0 < \; = 2¢;

- quando M e completa (in particolare compatta), I’algebra di Lie del grup-

po delle isometrie di (M,g) € isomorfo all’algebra di Lie delle isometrie
infinitesimali, cioe, dei campi di Killing di M (cfr. Osservazione 9.8). ]

La sfera canonica S™ ha curvatura sezionale costante ky > 0, tensore di

c. Poiché —— <9
n—1 n—1

Ricci R’iCO = (TL — 1)]€0 go = Cgop € )\1 = kon =
n

e =2 & n =2, abbiamo il seguente

n—1

Corollario 12.47. Per la sfera canonica S™ :
Is2 e stabile e Isn, n >3, ¢é instabile.

Osservazione 12.48. Per n > 3, i campi di vettori W, € X(S™) introdot-
ti nella dimostrazione del Teorema 12.41 (di Xin) formano un sottospazio
(n 4 1)-dimensionale su cui 'hessiano ¢ definito negativo. Una base per ta-
le sottospazio ¢ data dai campi di vettori W; definiti dai vettori {e;} della
base canonica di R"™'. Quindi index(lsn) > n + 1. In effetti index(Ign) ¢
esattamente n + 1 (cfr. [102]).

Pit in generale, in dimensione 2, possiamo dare il seguente risultato di
stabilita dell’identita.

Proposizione 12.49. Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta di di-
mensione 2. Allora,

(i) Uidentita I:(M,g) — (M,qg) é stabile;

(j) per ogni X € X(M): (HessE)(X,X) =0 se, e solo se, X & un campo
di vettori conformemente di Killing (cioé, Lxg = (2/n)(divX)g).
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Dimostrazione. Dalla Proposizione 12.45, per ogni X € X(M):

1 :
(Hess B) (X, X) = /M (§|]£Xg||2 — (de)Z) Vg (12.40)
Posto h:= Lxg e S:=h— (trh/n)g, n = dim M, abbiamo
trh trh)?
IS|> =< S, S >=< h,h > —2% <h,g> +( ;2) <g,9>
(trh)?
= — 2
Quindi
(trh)? (trh)? trh
e 1
D’altronde,
1 1
divX = §trﬁxg = §tr h.
Pertanto dalla (12.40), si ottiene
2
(Hess B)(X, X) > (2 — 1) / (divX))e, VX eX(M).  (1241)
n M

Per n = 2, risulta
(Hess £);(X,X) >0 VX e X(M),
e quindi [ e stabile; inoltre,
(Hess B) (X, X) =0 <= Lxg = (divX)g.
Quest’ultima condizione ci dice che X e conformemente di Killing. O]

Sempre nel caso 2-dimensionale, si puo provare che I ¢ un minimo assoluto
per lenergia (cfr. [5] p. 99).

Osservazione 12.50. Dalla Proposizione 12.45, abbiamo
(Hess ) (X, X) :/ (IVX|?* = Ric(X, X))v,
M

Per cui, assumendo [ stabile e usando la (12.41), si ottiene

n—2

/ (IVX|?* — Ric(X, X) + (divX)?)v, > 0, (12.42)

n
dove I'uguaglianza vale se, e solo se, X & conformemente di Killing. Se X €
X(M) ¢ conformemente di Killing e Ric(X,X) <0, dalla (12.42) segue che
VX =0 e quindi M e localmente riducibile. In particolare: su una varieta
riemanniana compatta con tensore di Ricci definito negativo mon esistono
campi di vettori conformemente di Killing.



426 12. Applicazioni armoniche

Proposizione 12.51. Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta. Se \i
e il primo autovalore non nullo di Ay e Ay € il primo autovalore non nullo

di A, allora A\ < \y.

Dimostrazione. Sia f € F(M) tale che Af = A\;f. Poniamo o = df # 0,
allora

Aja = (d0 +od)df = dédf =dAf = \a
implica A} < )\ . [

Proposizione 12.52. Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta. Po-
niamo
¢ = inf {Ric(u,u) : u € T,M, |ju|| = 1,p € M}.
Se I ¢ stabile, allora
2c S )\% S )\1.

Quindi, \} < 2c implica che I ¢ instabile.

Dimostrazione. Poiché I ¢ stabile:
/ 9(JrX, X)v, > 0, VX € X(M),
M

Dalla definizione di ¢, si ha Ric(X,X) > cg(X, X). Quindi, applicando la
Proposizione 12.45, si ottiene

/g(JIX,X)vg = /g(AlX,X)Ug—2/ Ric(X, X)v,
M M M

< /g(AlX,X)vg—Qc/ 9(X, X)v,.
M

M

Pertanto, prendendo X autovettore di A; relativo all’autovalore A}, si ottiene
A —2c¢>0. [

Osservazione 12.53. Un ben noto Teorema di Lichnerowicz-Obata stabi-
lisce che se il tensore di Ricci di una varieta riemanniana compatta (M, g)
soddisfa Ric > cg, con ¢ =cost.> 0, allora il primo autovalore non nullo del
laplaciano (operante sulle funzioni) soddisfa:

A1 > (n/(n—1))e, n=dimM,

dove I'uguaglianza vale se, e solo se, (M, g) ¢ isometrica alla sfera canonica
S™ di curvatura sezionale costante kg = ¢/(n — 1).

La stima A\; > 2¢, che segue dalla Proposizione 12.52, ¢ piu fine della
stima di Lichnerowicz-Obata, cio ¢ dovuto alla condizione di stabilita per
che per S™ ¢ soddisfatta solo per n = 2. In particolare, se (M, g) e di Einstein
(Ric=cg, ¢ >0) con dim M > 3 e [ instabile, allora

(n/(n—1))c < A\ < 2c.
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Osservazione 12.54. Un risultato del tipo Lichnerowicz-Obata (come ri-
cordato nella precedente Osservazione 12.53) che riguarda il primo autova-
lore non nullo del laplaciano A, (detto anche operatore di Hodge-de Rham)
operante sulle r-forme ¢ dato in [85]. Piu precisamente in [85], come con-
seguenza di un risultato piu generale, ¢ provato quanto segue. Se (M, g) ¢
una varieta riemanniana compatta orientabile conformemente piatta e con
tensore di Ricci che soddisfa Ric > cg per qualche costante ¢ > 0, allora

r(n—r+1)c

A > ,1<r<n/2 n=dimM,

dove "\ ¢ il primo autovalore non nullo del laplaciano A,. Inoltre, se 'ugua-
glianza vale per qualche 7, 1 < r < n/2, allora (M, g) ha curvatura sezionale
costante kK = ¢/(n — 1). Analogo risultato vale per "A;, n/2 <r <n — 1.

12.9.4 Stabilita di applicazioni olomorfe

Enunciamo il seguente risultato di Urakawa (cfr. [114], p. 172) che
riguarda la stabilita di applicazioni olomorfe tra varieta di Kahler.

Teorema 12.55. Siano (M, J,g) e (M',J',¢') due varieta di Kihler com-
patte, ed f: M — M’ un’applicazione olomorfa. Allora

| sy v, = [ aov.ov) e =0 wex),
M M

dove DV ¢ il tensore di tipo (1,1) su M a valori in f~YT'N definito da:
DV : X(M) — X(f), X = (DV)(X) := VxV — J'VxV.
In particolare :

(1) fé stabile (ossia, gli autovalori di J; sono non negativi);
(2) KerJ; ={V € X(f): DV = 0}.

Un campo vettoriale V' € X(f) che soddisfa DV = 0 e detto campo
di vettori analitico lungo f. Nel seguito spieghiamo il significato di questa
nozione. Sulla varieta complessa M consideriamo il complessificato T3 M
di T,M. La struttura complessa J di M si estende in modo naturale al
complessificato T7M :

J(u++—1v) = Ju++/—1Jv, u,v e T,M.
Gli autovalori di J sono £+v/—1, percio Ty M si decompone in somma diretta:

cap — L0 0,1
oM =T,"M&T, M, dove

TOM ={ZeT:M:JZ = +vV—-12}
={ZeTM:Z=u——1Ju, ue T,M},
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TY'M ={Z eTsM:JZ =—/-1Z}
={ZeTM:Z=u+vV-1Ju, ueT,M}.
[ vettori di ;M appartenenti a TZ}’OM si dicono di tipo olomorfo, mentre
quelli appartenenti a 7,)>* M si dicono di tipo antiolomorfo. Poniamo
TYOM = UpeMTpLOM.

TYOM & un fibrato vettoriale complesso che ¢ anche olomorfo, esso ¢ detto
fibrato tangente olomorfo. 11 fibrato tangente T'M & spesso identificato con il
fibrato tangente olomorfo T’ M mediante I’isomorfismo

1
T,M > uvr—s i = §(u —V—1Ju) € T)°M. (12.43)

Le sezioni olomorfe di THYM sono dette campi vettoriali olomorfi su M. Se
(21, ..., zn) € un sistema di coordiante locali complesse su M, poniamo

0 1,0 0 0 1,0 0
gLy Yy, Loyl
6zj 2 (8% 8yj )7 02j 2 <8xj + Qy])
Allora {(i) |7 ¢ base per TMOM | e {(i) } ¢ base per T%' M
82j p j=1,..n p P ) 8Zj P 7j=1,.n p P .
Siccome J— = 9 e Ji = ———, la corrispondenza (12.43) diventa
dr; Oy, dy; Oz,
0 0 0 0
SN g
8xj — 82]-’ (9yj — (9zj

Un campo di vettori Z = Z?Zl ©;(0/0z;), ¢ olomorfo se, e solo se, le fun-
zioni componenti ¢; sono funzioni olomorfe nelle variabili (zy,...,2,). Se
f:(M,J)— (M',J") & un’applicazione olomorfa tra due varieta complesse
ed F ¢ un fibrato vettoriale olomorfo su M’, allora f~'E ¢ un fibrato vettoria-
le olomorfo su M. In particolare, f~*T19M’ & un fibrato vettoriale olomorfo
su M. Le sezioni olomorfe di f~'T*°M’ sono dette campi vettoriali olomorfi
lungo f. Se f & un’applicazione olomorfa tra due varieta kdhleriane (M, J, g)
e (M',J, g, allora esiste un isomorfismo tra lo spazio {V € X(f) : DV = 0}
dei campi vettoriali analitici lungo f e lo spazio dei campi vettoriali olomorfi
lungo f, 'isomorfismo ¢ definito dalla corrispondenza:

Vi V= %(V— V=1J'V).

Conseguenza del Teorema 12.55; ¢ il seguente

Corollario 12.56. L’identita I su una varieta kihleriana compatta (M, J, g)
e stabile, inoltre kerJy € lo spazio dei campi vettoriali olomorfi su M.



12.9.4 Stabilita di applicazioni olomorfe 429

Si noti che I'analogo di questo corollario in dimensione dispari, ossia per
le varieta sasakiane, in generale, non vale. Infatti, I'identita [ sulla sfera
unitaria S?**! ¢ instabile e la stessa sfera unitaria S***! ¢ il classico esempio
di varieta sasakiana.

Come applicazione del Corollario 12.56 dimostriamo il seguente Teorema
di Urakawa [112] che e la versione kahleriana del Teorema di Lichnerowicz-
Obata.

Teorema 12.57. Sia (M, J, g) una varieta kihleriana compatta con tensore
di Ricci definito positivo: Ric(u,w) > ¢ = cost > 0 per ogni u € T,M, ||u| =
1, e per ogni p € M. Allora, il primo autovalore non nullo \; dell’operatore
di Laplace-Beltrami soddisfa:

)\1 Z 2 c.

Se A\ =2 ¢, allora M ammette un campo vettoriale olomorfo non nullo.
Dimostrazione. Dal Corolario 12.56, segue che I e stabile, di conseguenza
applicando la Proposizione 12.52 si ottiene Ay > 2c.

Viceversa, assumiamo che A; = 2¢. Sia quindi f € F(M) tale che Af = 2¢f.
Poniamo V := gradf # 0. Allora

Ardf = (d§ + 6d)df = dsdf = dAF = 2cdf,

e quindi
A1V =2cV.
Di conseguenza, siccome A; = J; + 2@, otteniamo
20/ g(V, V) v, :/ g(AV, V) v, (12.44)
M M
— [ svvyu 2 [ g@viv)e,
M M

Siccome [ e stabile, J; € un operatore semi definito positivo e quindi

/ g(J1V, V) vy > 0.
M

Inoltre, per ipotesi abbiamo

2@mmmo%z%éﬂmvmy

Pertanto la (12.44) implica

/ g(JV,V) vy =0.
M
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Da quest’ultima equazione segue che J;V = 0. Infatti, esprimendo V' come
somma infinita di autovettori di Jy :

V=S Vi, JVi=AVi / IV V) vy = 0, i 4 5.
i=1 M
Inoltre, se r =dim kerJ;, allora

JV = Z ANVii AN>0 Vi>r+1

i=r+1

Di conseguenza, otteniamo

0= [ gvivye =Y A [ g,
M M

i=r+1

da cui segue che V; =0 per ogni ¢ > r—+1 e quindi J;V = 0. Pertanto, esiste
V #0,V € kerJy, e dal Corollario 12.56 segue che V' & un campo vettoriale
olomorfo. O

La stima di A; data dal Teorema 12.57 ¢ piu fine di quella data dal
Teorema di Lichnerowicz-Obata (cfr. Osservazione 12.53), cio ¢ dovuto alla
condizione di Kdahler che abbiamo nel Teorema 12.57. Se (M, g) ¢ uno spazio
simmetrico hermitiano irriducibile, allora esso e di Einstein, Ric = cg e
A1 = 2c (cfr. [114], p. 183).



Appendice A

Orientabilita e integrazione

A.1 Varieta orientabili

Una varieta differenziabile M, che si assume sempre connessa e paracom-
patta, si dice orientabile se esiste una n-forma w € A"(M) diversa da zero
in ogni punto di M. Se w,w’ € A"(M) sono due n-forme non nulle in ogni
punto di M, allora

W= fuw,

dove f € F(M) & una funzione > 0 (oppure < 0) in ogni punto di M. Se
definiamo
W rw (w,w equiverse) <= [ >0,

A~ ¢ una relazione di equivalenza nellinsieme di tutte le n-forme di A™(M)
non nulle in ogni punto di M, I'insieme quoziente che si ottiene ha esatta-
mente due classi di equivalenza. Ognuna di queste due classi definisce una
ortentazione su M. Una varieta differenziabile orientabile si dice orientata
quando ¢ fissata una delle due orientazione. Una n-forma Q € A™(M), non
nulla in ogni punto di M, individua una delle due orientazioni. Su un intorno
coordinato U, con ¢ applicazione coordinata, la n-forma () & data da

Oy = fdzy Ao Adx, = (fopt)day A ... Adxy,

dove f € F(U) e Qp ¢ identificata con (1) Qpy € A"(p(U)). R" & una
varieta orientabile, I'orientazione naturale di R™ e definita dalla n-forma
Wy = dl‘l AL A d.CEn

Siano M e M’ due varieta differenziabili orientate da Q e € rispettivamente.
Un diffeomorfismo F' : M — M’ si dice che conserva l'orientazione se

F*Q = fQ con f >0 su M.

Considerando le espressioni locali di Q e €, applicando la definizione di
applicazione duale sulle n-forme e la (2.4), si ottiene che:

F conserva l'orientazione <= det(F,,) > 0 per ogni p € M.

431
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Sia M una varieta orientabile e sia {2 una n-forma che orientata M.
Consideriamo un atlante A = (Uy, ¢0)a- Su U, la forma €2 & data da:

Qy = fodzy A ... Adzy,, dove f, € F(U,).

Sostituendo, se necessario, x; con —x, possiamo assumere f, > 0 per ogni
a. Se (Uy, (x;)) e (Us, (y;)) sono due carte di A con domini a intersezione
non vuota, su U, N Ug abbiamo

Qo = fodzy Ao ANde, e Qg = fodyr A ... Adyn,
dove f,, fs € F(U, N Up) sono funzioni positive. D’altronde,

dyi A ... A dy, = det (gyj) day A ... Ada,.
T

Pertanto, necessariamente si ha

fa = fodet (gi’;) su Uy N Us, (1.1)

cioe per & = ¢, (p) € pa(Ua NUs) ey = ps(p) € 0s(Us NUp) :
I
(faopat) (@) = (faop5')(y) det (a_ij) .

Quindi vale il seguente risultato.

Su una varieta orientata esiste un atlante {(Us, ¢a)}, con la proprieta che
per ogni a, 5 con U, NUg # 0, @40 9051 e un diffeomorfismo che conserva la
fissata orientazione, equivalentemente

det (gy]) >0 su U,NUzg#0, (1.2)

X

dove (x1,...,2,) € il sistema di coordinate locali definito dalla carta (Uy, ¢o)
e (Y1, ..., Yn) € il sistema di coordinate locali definito dalla carta (Ug, pg). Un
atlante con questa proprieta si dice compatibile con la fissata orientazione.
Viceversa, se esiste un atlante di carte locali con la proprieta di prima, allora
M ¢ orientabile (in questo caso si sfrutta la paracompattezza di M e quindi
'esistenza di una partizione dell’'unita). L’orientabilita, anche se ¢ stata defi-
nita usando la struttura differenziabile della varieta, in effetti ¢ un invariante
topologico: se M e M’ sono due varieta differenziabili omeomorfe, allora M &
orientabile se e solo se M’ & orientabile. Se M & orientabile, dalla definizione
segue subito che ogni sottovarieta aperta di M e orientabile. Quindi, per
verificare che una varieta non ¢ orientabile, basta provare che ammette una
sottovarieta aperta non orientabile.
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Osservazione A.1. Sinoti che ogni varieta differenziabile M orientabile e di
dimensione tre & parallelizzabile (cfr. [54], Teorema 1, p.46), quindi ammette
una base di campi vettoriali differenziabili globalmente definita su M.

Esempi di varieta orientabili

1) Ogni varieta che ammette un atlante costituito da una sola carta ¢
ovviamente orientabile. Quindi: R", gli aperti di R" e le sottovarieta di R"
che sono immagini di una parametrizzazione globale, sono orientabili.

2) Un’ipersuperficie M di R"*! & orientabile se e solo se esiste un campo
(continuo) unitario £ di vettori ortogonali ad M; in tal caso I'orientazione di
M ¢ definita dalla n-forma

{.U(Xl, 7Xn) = (thdo)(Xh 7Xn> = w()(é,Xl, ;Xn)

Se M ¢ la sfera S, n > 1, {(p) = p & un campo unitario di vettori ortogonali
alla sfera. Quindi, S™ & un esempio di ipersuperficie orientabile. Piu in
generale, ogni ipersuperficie compatta di R™™! ¢ orientabile (cfr. Samelson
[101]). In particolare, la superficie torica T? e le superfici connesse compatte
M, = S*§pT?, p > 0, sono orientabili.

3) Ogni varieta differenziabile che ammette un atlante costituito da due
carte {(Uy, 1), (Ua,p2)}, con U; N Uy connesso, ¢ orientabile. Infatti se
{(U1,¢1),(Us, p2)} ¢ un atlante che non soddisfa la (1.2), allora l'atlante
{(U1,¢1), (Uz,1p2) } soddisfa la (1.2), dove 1) & ottenuta da ¢, cambiando di
segno a una coordinata. Ritroviamo che la sfera S, n > 2, ¢ orientabile in
quanto si puo considerare I’atlante definito dalle due proiezioni stereografiche.

4) Tl nastro di Mébius ¢ il classico esempio di superficie di R? non orienta-
bile. Consideriamo il segmento apertooc = AB 1 x1 =1, -2 < 13 < 2,29 = 0,
questo ¢ un segmento del piano x5 = 0, parallelo all’asse x3 e avente C' =
(1,0,0) come punto medio. Sottoponiamo ¢ a un movimento composto da
una rotazione di C' intorno all’asse x3 e simultaneamente da una rotazione
di o intorno al punto C' nel piano a(C,assexs) in modo tale che quando C
ruota di un angolo 9, ¢ ruota intorno a C' di un angolo g. Dopo una rota-
zione completa di C, il segmento 0 = AB ¢ mandato nel segmento BA. La
superficie Y che in questo modo viene descritta dal segmento o e il nastro
di Mobius. Se ¥ fosse orientabile, dovrebbe esistere un campo continuo & di
vettori, &, # 0, &, LT,%, per ogni p € ¥. Ora se consideriamo la curva ()
descritta dal punto C' durante il movimento di o, quindi v(0) = C' = ~(1),
muovendo § lungo 7y si avrebbe ¢ = §,0) = —&,(1) = —&c e quindi {¢ = 0.
Dunque il nastro di Mobius e una varieta non orientabile.

5) Il piano proiettivo reale P? ¢ una varietd non orientabile in quanto
possiede un aperto omeomorfo a un nastro di Mobius. In particolare le su-
perfici connesse compatte M, = S*fqP?, ¢ > 1, sono 2-varieta non orientabili.
Lo spazio proiettivo reale P e orientabile se e solo se n e dispari.

6) Sia M una varieta quasi complessa con struttura quasi complessa J

e metrica hermitiana g, dimg = 2n. La 2-forma fondamentale ®(X,Y) =
9(X,JY) soddisfa ®(JX,JY) = &(X,Y). Siccome g ¢ definita positiva e .J
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¢ non singolare in ogni punto, si ottiene che la 2n-forma 2 = " = dA ... AP
(n-volte) & non nulla in ogni punto. D’altronde, una varieta (paracompatta)
quasi complessa ammette una metrica hermitiana. Pertanto: ogni varieta
(paracompatta) quasi complessa é orientabile.

7) 1l prodotto M x N e la somma connessa M#N di varieta orientabili
definisce ancora una varieta orientabile. Il fibrato tangente 7'M ¢ una varieta
orientabile. Ogni gruppo di Lie ¢ orientabile. Se M ¢ una varieta differenzia-
bile non orientabile, allora esiste una varieta differenziabile M orientabile che
e un rivestimento a due fogli di M. In particolare, ogni varieta differenziabile
semplicemente connessa ¢ orientabile (basta ricordare che ogni rivestimento
di uno spazio semplicemente connesso ¢ banale).

A.2 Integrale di una n-forma

Su una varieta differenziabile orientata e possibile definire I'integrale di
una n-forma w € A™(M) con supporto contenuto in un compatto K. In-
tanto ricordiamo la formula del cambiamento di variabili nell’integrazione su
domini di R™. Siano A, B due aperti di R", G : A — B,z — y = G(z),

%) il determinate del suo jacobiano. Se D C A

e D' = G(D) C B sono domini limitati di integrazione con f : B — R
integrabile, allora fo G : A — R,z — f(y(x)), ¢ integrabile e

un diffeomorfismo e det <

Fly) dyr...dy, = / F(G(x)) \det(gyﬂ) | dzy...dz,, (1.3)
D! D L
dove I'ntegrale che si considera ¢ l'usuale integrale di Riemann. Sia ora M
una varieta differenziabile orientata e sia A = {(U,, ¢4)},, un atlante di M
compatibile con l'orientazione fissata. Se w € A"(M) e A ¢ un dominio di
M contenuto in qualche U,, con ¢,(U,) dominio (limitato) di integrazione
di R", w, = fodxy A ... ANdx,, poniamo

/wa = / (faort)day...da,. (1.4)
A pa(A)

Se A ¢ anche contenuto in Ugs, posto G = ¢z 0 ¢.' 1 wu(A) = ps(A),
applicando (1.3) e (1.1) si ha

[ s wanedm= [ (r005)0) dund
¢s(A) G(palA))

_ ) o
_ / T ehG) fdet(F2 ) o,
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/a fﬁoS% (G(x))det<gxl>dx1 dx,,
:/ (fao M) (z)day...dx,.

a

Quindi la definizione (1.4) ¢ ben posta. Se w € A™(M) ha supporto contenuto
in un compatto K, esiste un numero finito di carte locali {(U;, ¢;)},_, , di A

i cui domini ricoprono K con ¢;(U;) domini (limitati) di integrazione. Su U;, w
¢ data da w; = (fiop; dzyA...Adw,, dove f; € F(U;). Sia {p1, ..., prs1} una
partizione dell’unita subordinata al ricoprimento {Uy, ...,U,,U,+1 = M \ K}
di M. Allora,

pi >0, supp.p; CUji=1,...,r+1, py1 =0su K, e fo pi = 1.
Di conseguenza, siccome supp.w C K, w =Y., pw. Inoltre, siccome ogni
w; = p;w ha supporto contenuto in U;, si ha fM w; = fUi w; e quindi si pone

r+1 T
AW::;Awi:;APiW

La definizione data non dipende dalla particolare partizione considerata. Se
(Vj,fj)j ¢ un’altra partizione dell’'unita, dove V; sono domini di un altro

atlante orientato positivamente, le funzioni {p;¢;} soddisfano (p;&;)(p) = 0
eccetto per un numero finito di indici (4, j), inoltre 3, pi§; =1e ;& = 1.
Allora, si ha

;/MWWZEA(Z&)MW:;/Mme
DN JOSUCEES Y F

In particolare, se M e compatta, wa ¢ definita per ogni w € A"(M). Se
2 ¢ una n-forma che orienta M e (U, (z;)) una carta locale di un atlante
compatibile con l'orientazione definita da €, allora

Q= fde; A...Adx,, su U con f > 0.

Di conseguenza, nel caso di M compatta, si ha [ 1§ > 0. La n-forma € che
orienta M & anche detta elemento di volume. Se M e M’ sono due varieta
orientate da € e ' rispettivamente, ed F' : M — M’ ¢ un diffeomorfismo
che conserva l'orientazione, allora

/ W o= / F*o', dove w' € A"(M') ha supporto compatto.

Un teorema fondamentale nella teoria dell’integrazione e il seguente.
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Teorema A.2. (di Stokes) Sia M una varieta differenziabile orientata e con
bordo OM. Se o € A"~ 1(M) ¢ una (n—1)-forma a supporto compatto, allora

/ da:/ ia (=0 se M é priva di bordo),
M oM
dove 1 : OM — M ¢ linclusione.

Caso riemanniano

Esaminando la definizione di integrale di (Riemann) di una funzione de-
finita su un dominio di R", notiamo che si sfrutta la conoscenza del volume
di certi domini come n-cubi e n-parallelepipedi. Se una varieta differenzia-
bile ha un ben determinato elemento di volume, allora ¢ possibile definire
I'integrale di una funzione. Se M ¢ orientabile, esiste un elemento di volu-
me, tuttavia esso non e univocamente determinato. Nel caso riemanniano
vediamo che esiste un ben determinato elemento di volume. Sia (M, g) una
varieta riemanniana orientata e sia A = {(Ua, ¢a)}, un atlante compatibile
con la fissata orientazione. Se (zy,...,2,) sono le coordinate definite in un

fissato dominio U, dell’atlante A e g;; = ), poniamo

20
B 823,’7 ax]’

(Q2y)a = +/det(gi;) dzy A ... Adzy,.

Questa formula definisce una n-forma globale €, su M. Infatti, se (y1, ..., yn)

sono le coordinate definite in un altro dominio U dell’atlante A, UsNU,, # 0,

, o 0 0 o .
posto g;; = 9(8—%7 (3_?;]) e 3_yz =2 akia—xk si ha

ATGA =",

(9xi

dove G = (gij), A = (ay;) = (@
j

vdet G' = det A vdet G, tenendo anche conto che

dyy A ... Ady, = det (%>dx1 A ... ANdxy,,

). detA > 0 e G' = (g};). Siccome

ox;

()5 = \/det(gy;) dys A .. A dy,
— det (ayj) \/det(gy;) det <8m,~> dzy A .. A da,
=1/ det(gl]) dxl VANPIRIAN dZEn

- (Qg)a-

Chiaramente 2, ¢ sempre diversa da zero. Inoltre, se B = {e;} ¢ una base
ortonormale locale positiva di campi vettoriali, si ha

si ha
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(Qg)aler,...;en) = 1.

Infatti, se e; = akiﬁi’ si ha ATGA =1 e quindi vdetG det A =1. Di
conseguenza, Tk
(Qg)aler, ..., en) = /det(g;;) det ((dxh)(ek)) = /det(g;;) det(aps) = 1.

Sia w un’altra n-forma mai nulla tale che w(ey, ...,e,) = +1 per ogni base
ortonormale (locale) positiva {e;} di campi vettoriali. Supponiamo

Wo = fadzy A ... Adzy, dove f, € F(U,).

Allora
fa
v/ det(gi;)

per cui necessariamente f, = \/det(g;;). Pertanto vale il seguente

1 =wy(er, ..., en) = fadet(ap) =

Teorema A.3. Se (M, g) ¢ una varietda riemanniana orientata, esiste un’u-
nica n-forma Q, € A"(M) tale che Qy(eq, ..., e,) = +1 per ogni base ortonor-
male (locale) positiva {e;} di campi vettoriali. Inoltre, localmente:

Q, = /det(g;;) dry N ... A dey,.

La n-forma €2 e detta elemento di volume riemanniano della varieta rieman-
niana orientata (M, g). In tal caso, per ogni f : M — R continua a supporto
compatto, si pone

/fdv :—/ fQ, e vol(M,g)—/ Q, (quando M & compatta).
M M M

Naturalmente se A ¢ un dominio di M contenuto in un intorno coordina-
to (U, ), con ¢(A) dominio limitato di integrazione, considerando le g;; €

F(p(U)), si ha
vol(A, g) = / \/det(gi;) dxy...dz,.
»(A) !

Per una varieta riemanniana (M, g), non necessariamente orientabile, &
possibile definire la nozione di integrale mediante la misura canonica dv,
associata alla metrica g. Se {(U,, cpa)}a ¢ un atlante di M ed f: M — R
una funzione continua con supporto compatto contenuto in qualche U,, si

pone
/ fdv, ::/ (fowgl)\/det(gij)dx1-~-d:1:n,
a éoa(Ua)

dove (x1,...,2,) sono le coordinate locali definite in U, e le g;; € F(¢(U)).
Tale definizione non dipende dalla scelta della carta locale. Se f ha supporto
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contenuto in U, N Up, applicando la (1.3) e tenendo conto che vdetG =
| det A~/ det G/, si ottiene

/afdvg:/Uﬂfdvg.

Se f ha supporto contenuto in un compatto K di M, e possibile ricoprire K

con un numero finito di carte locali {(UZ-, gpi)}izl - In tal caso, poniamo

| 1a, -y / (f pv,

dove {pi}i=1, ,+1 ¢ una partizione dell'unita subordinata al ricoprimento
{Ui,Upy1 == M \ K}i—1,., (sinoti che fp,41 = 0). Anche in questo caso,
come nel caso orientabile, la definizione data non dipende dalla particolare
partizione dell’'unita considerata. Se M e compatta, si pone:

vol(M, g) ::/ 1dv,,
M

e l'integrale [ o f dvg ¢ definito per ogni f: M — R continua. Se M ¢ anche
orientata, questa definizione coincide con quella data in precedenza. Infine,
si noti che il volume di una varieta riemanniana € invariante per isometrie.

Esempio A.4. Sia M una superficie regolare diR3 e ¢ : U — M, (u,v) —>
o(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) una parametrizzazione locale di M. In
questo caso, ’elemento di area € dato da:

do = |lpu A @yl du A do,

dove ¢, A ¢, denota il prodotto vettoriale di ¢, = (Tu,Yu,2u) € @» =
(T, Yo, 20) in R3. Infatti, indicata con gy la metrica euclidea di R?® e con
g la metrica riemanniana indotta da gg su M, si ha:

low A pol® = det(gyy) = EG — F?,
dove E = Guu = gO(auaau)a F= Guv = gO(auaav)a G = Gov = gO(amaU)-

Esempio A.5. Sia T? il toro di R? descritto dalla rotazione della circon-
ferenza di centro C'(0, R,0) e raggio r < R intorno all’asse z. Vogliamo
determinare il volume (o area, visto che siamo in dimensione 2) della varieta
riemanniana (T?, g) dove g ¢ la metrica riemanniana indotta. Consideriamo
la carta (U, ) corrispondente alla parametrizzazione

x(u,v) = (R+rcosu)cosv,y(u,v) = (R + rcosu)sinv, z(u,v) = rsinu,
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dove u,v € Q =|0,27[x]0,2x[. Tale parametrizzazione ricopre tutto il toro
tranne un parallelo e un meridiano. Rispetto alle coordinate (u,v), abbiamo

Guuw = 1% Guw = 0, gpo = (R+ rcosu)? e quindi y/det(g;;) = r(R + rcosu).
Poniamo U, = p~1(Q.), dove Q. =|¢, 21 — ¢[x]e, 2m — €[. Allora

vol(Ue,g):/ r(R 4+ rcosu) dudv

2m—e¢ 2m—e¢
= / (rR + r” cos u)du/ dv
= r?(2m — 2¢) (sin(27 — €) — sine) + rR(27 — 2¢)?,

e quindi
vol(T?, g) = lir% vol(U,, g) = 47*rR.
e—

Esercizio A.6. Si verifichi che vol(T?, g) = 47*r R ¢ in accordo col Teorema
di Pappo riguardante I’area delle superfici di rotazione: se ¥ ¢ generata dalla
rotazione di una curva «y(s) di lunghezza ¢, denotata con p(s) la distanza del
punto y(s) dall’asse di rotazione (dove s e 'ascissa curvilinea), si ha

area(X) = 2w /Of p(s)ds.

Esercizio A.7. Date due varieta riemanniane compatte (M, ¢1), (Ma, g2),
si verifichi che

vol(My x My, g1 X g2)) = vol(My, g1) vol(Ma, ga).

Esercizio A.8. Sia (M, g) una n-varieta riemanniana compatta e sia (M, §)
un rivestimento riemanniano a k fogli di (M, g). Si verifichi che

vol(M, §) = kvol(M, g).

Esercizio A.9. Sia (M, g) una n-varieta riemanniana compatta e sia g una
metrica riemanniana omotetica a g: g = ag, dove a ¢ un numero reale
positivo. Si verifichi che

vol(M, g) = a™? vol(M, g).






Appendice B

Divergenza e laplaciano

B.1 L’operatore di Laplace—Beltrami

Sia (M, g) una varieta riemanniana.
Divergenza di un campo di vettori X € X(M) ¢ la funzione

divX :=trVX =" ¢(Vg X, E)=3>" (Lxg) (B, E),

dove {E;} ¢ una base ortonormale locale di campi vettoriali e V ¢ la con-
nessione di Levi-Civita. In particolare, un campo vettoriale di Killing ha
divergenza nulla. Si noti che la definizione data non dipende dalla base
ortonormale locale scelta.

Proposizione B.1. Sia X € X(M). In coordinate locali, posto 0; = 0/0x;
e X =" X0, risulta

: - NS 1< :
divX =3 (0, X7+ 3 X7T) :TZ@ (X9,
i=1 gl i=1

=1
dove |g| = det G, G = (g;5)-

Dimostrazione. Sia {E;} una base ortonormale locale di campi vettoriali,
E; =3 1 by Op. Se poniamo Vi, X =7 ay; O, allora divX = > 7" | aj.
Infatti, tenendo presente il Lemma 12.5, si ha

divX =Y g(VEX.E) = bribui g(Vo, X, )
j k,h,i

=> ¢"9(D a0,00) = awg" g = an.
k,h

T k,h,r r

D’altronde,

n

Vo, X = V5, zn: X0, =Y (X" +> " XTE) o,
j=1 j

k=1

441
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e quindi

divX = Z 8X’+ZXJF (2.1)

i=1

Da (cfr. Esercizio 6.55) Il =35>, { i Gk, + 0igjk — akgij}gik; segue

Z F - Z { i 9ik + 8zgjk akgw} Z g a]gzk
e quindi
ZFZ X = Z 9" X7 0,94 (2.2)
ik
Inoltre, vale la formula

9; |g| = d;det G = (det G)tr (G™10;G) = |g| Zg $0igim-  (2.3)
Usando (2.1), (2.2) e (2.3), si ottiene
divX =) 0,X7 + > () XT}) Zaxu Zg“fXJ i Gk
J J i .5,k
o1 j ik
:ZGJX]+§Z XJZg @gzk
J J i,k
— 30X 4230 X o
; 24 gl

- XJ: (ajxj + ﬁxi ) m)

Lo
Zm;@()(\/?

]

Sia X un arbitrario campo vettoriale e supponiamo X, # 0 e quindi X
diverso da zero in un intorno coordinato U di p. Consideriamo su U un
sistema di coordinate locali per cui X = 9/dx;. In tal caso si ha

1
divX = —— X (/]q]).
N (Vlgl)
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Supponiamo M orientata da €2, n-forma di volume determinata dalla metrica
g, localmente

Qy = /|gldz1 A LA da,.

Siccome divX =0 < X(4/]g]) = 0, allora divX = 0 se e solo se la forma
di volume Q, é invariante lungo le curve integrali del campo X (cfr. anche
Proposizione B.2).

Proposizione B.2. Sia (M, g) una varieta riemanniana orientata (da Q).
Allora:
a) la forma di volume Q4 € parallela (cioé VxQ, =0);
b) per ogni X € X(M), si ha
£XQg = (leX)Qg = dw,
dove w =1ixQ, € A" H (M), w(Xi,..., Xn1) = Q(X, X1, ..., Xono1).

Dimostrazione. Sia {E;} una base ortonormale (locale) positiva di campi vet-
toriali, quindi Qu(E, ..., E,) = 1. Poiché VxQ, ¢ un tensore, per provare la
a) basta provare che (VXQQ) (E1, ..., E,) = 0. Siccome Vx E; & combinazione
lineare di E; (j #1) e VxQu(Ey, ..., E,) =0, si ha

n

(VxQ) (B, .. En) = VxQy(Er, . By) =Y Q(Ey, ., VX By, . Ey) =0,
Anche per la b) basta verificare le uguaglianze sulla n-pla (Fy, ..., Ey,).

(LxQ)(Er, ... By) = XQu(Ey, ..., B ZQ By, ., [ X, E), ... B,)
= X, (Fy, ... E ZQ By, Vx By, ., Ey)

+ Z Q (B, ., Vi X, .., B,
= (V:Qg)(El, . Ey)
+ Xn: O (Br, .. 9(Ve X, E)E, ... E,)
: p
=0+ Z 9(Ve, X, E)Q,(E, ..., E,)

= (divX)Q (B, ..., Ey).

Inoltre, tenendo conto che Vg, 2, = 0, si ha

n

(Aw)(Er, oo By) = Y (=) (Viw) (B, ..., B, . Ey)

i=1
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_ Zn:(_w“ (VEng(X, By, ... B . E,)
=1

3 QQ(X,El,...,VEiEj,...,Ei,...En))

js«éz’j 1
_ Z z+1( O,)(X, B, ., Ei, .. E,)
+ (Ve X, By, ... E;, ...E,)

+ Z o X, By, ... V5Ej, ... E; ..E,)
j#i,7=1

A

3 Qg(X,El,...,VEiEj,...,Ei,...En)>
J#4,j=1

n

= (-1)"Q(VpX By, ... By, . E,)
=1

=> QB ... VX, . E,) = (divX)Qy(Ey, ..., Ey).

i=1
[l

Il gradiente di una funzione differenziabile f e il campo vettoriale gradf,
che si indica anche anche con V f, duale del differenziale:

9(Vf,X) =df(X) = X(f).

Se {E;} € una base ortonormale (locale) di campi vettoriali, si ha

Vf= Z Ei(f)E

In coordinate locali, si ottiene

n g0

1,7=1
L’operatore
VVf: X — (VVf)(X)=VxVSf

definisce un tensore di tipo (1, 1) simmetrico. Infatti,

XY (f) = X(dNY) = Xg(Vf,Y) =g(VxV[,Y) +g(V,VxY) (24)
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e 'analoga per Y (X (f)) implicano
XY () =Y (X(f) =9(VxVY) = g(Vy VS X) +9(V], [X,Y]),
e quindi

L’hessiano di f, cosi come introdotto nella Sezione 6.2 per una arbitraria
connessione lineare, ¢ I'operatore

Hy =V2f=V(df): X(M) x (M) = F(M),(X,Y) —> Vg(yyf.
Nel nostro caso V e la connessione di Levi-Civita, tenendo anche conto della
(2.4) e che g(Vf,VxY) = (VxY)(f), si ha
Hy(X,Y) = (Vxdf)Y = XY (f) = (VxY) (f)

H; = V?f & F(M)-bilineare e simmetrica, quindi ¢ un tensore covariante
simmetrico del secondo ordine.

L’operatore di Laplace-Beltrami
L’operatore differenziale
A:F(M)— F(M),
f= Af = —divVf = —tr,V(Vf) = —tr,V*f = —tr, H;,
e detto operatore di Laplace-Beltrami (oppure laplaciano) della varieta rie-

manniana (M, g). In coordinate locali, siccome X = Vf ha componenti
X7 =3%""¢"(0f/0x;), dalla Proposizione B.1 si ottiene

_ \/!72 (Z w\/_ ) (2.6)

Se {E;} € una base ortonormale (locale) di campi vettoriali, si ha

n

Af = —tr,Vif = — Z (Vg (df))E; = — Z (Ez(Ez<f)) - (vElEz)(f)>

i—1
Inoltre, posto E; = > bg; O, si ha

n

Af = —tr,V3f = — Z (V) (E:, E;)

i=1

== (VI bki Ok, > bui On)
i=1 k h
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n

== 30 (X buabu) (V) @1 01)

n

=23 (V) (00 )

k,h=1

== (00 f — (Vo.00) 1)
kh=1

:—Zg akhf Zrhaf

k,h=1

e quindi

" 0*f - of

Af = — ] — I"?. — . 2.
i,j=1 k=1

Osservazione B.3. (Laplaciano in coordinate armoniche)

Sia (xp) un sistema di coordinate locali sulla varieta riemanniana (M, g).
Applicando la (2.7) alle funzioni coordinate, si ha

- 0 0 "
Afl?h:—zg (amg;j Z Z%)ZZQ”FZ.

i,j=1 i,j=1

Ricordiamo che un sistema di coordinate locali (xy,) di (M,g) ¢ detto ar-
monico se le funzioni coordinate x,(h = 1,...,n) sono funzioni armoniche,
ovVvero
Az, =0 perognih=1,..n

Dalla teoria delle PDE ellittiche segue che, per ogni fissato punto py di M,
esiste un intorno sufficientemente piccolo di py in cui € definito un sistema di
coordinate armoniche (cfr. [10] p.143).

Ora, sia (xp) un sistema di coordinate locali armoniche, quindi per ogni

h=1,...,n vale
> 51 -

,j=1
Di conseguenza, rispetto a queste coordinate, la (2.7) diventa:

Af =— Z 8332033] + Z (Z gwrk) g

i,j=1 k=1 \i,j=1

e quindi

Z g 8:1718:15] (28)

7]_
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Esempio B.4. Se sulla sfera unitaria (S, g) consideriamo coordinate geo-
grafiche (6, ¢), allora ggg = 1, ga, = 0 € g, = sin® @ (cfr. Esercizio 4.16) e la
forma del laplaciano diventa

IV P TN )
Al = sin6(89(81n666)+8g0(sin98g0))
o of 1 o
= —(w““%*sma—@z)

Un operatore lineare L : F(M) — F(M) ¢ detto operatore differenziale
ellittico del secondo ordine su M se, per ogni fissato sistema di coordinate
locali e per ogni f € F(M), si puo scrivere

- ORf 9
— E ij E : i
L(f) “ 8$Z6$J + ; b 8:}0/

i?j

dove (a™) sono le componenti di un tensore covariante simmetrico del secondo
ordine il quale e definito positivo in ogni punto di M. Questa definizione non
dipende dal particolare sistema di coordinate locali considerato. Dalla (2.7)
segue che I'operatore di Laplace-Beltrami ¢ un operatore differenziale ellittico
del secondo ordine.

Teorema B.5. (di Green) Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta.
Per ogni X € X(M) si ha:

/M (divX) v, = 0.

In particolare, per ogni f € F(M):

/M (Af)v, = 0.

Dimostrazione. Se M e orientabile, possiamo orientare M con la n-forma vo-
lume Q, = v,. Sia {¢;} il gruppo (globale) a un parametro di diffeomorfismi
di M generato da X. Posto ¢; = ¢}g, ¢y € un’isometria tra (M, g;) e (M, g)
per cui vol(M, g) =vol(M, g;), cioe

vagt = vag per ogni t € R.
D’altronde la derivata di Lie Lx$, := (%@*Qg) , per cui, tenendo anche
t=0

conto della Proposizione B.2, abbiamo

v %/M%)t:o - (/M%%)tzo = (/M%Qgthzo
_ /A/I(%qbfﬁg)tO:/MEXQQ:/M(diVX)Ug_
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Se M non e orientabile, consideriamo il rivestimento doppio orientato m :
(M,§) — (M,g). Dato X € X(M), consideriamo il campo di vettori X €
X(M) tale che m, X = X (cfr. Esercizio 2.31). Siccome 7 & un’isometria
locale, (divX)(p) = (divX)(x(p)) e

/M (AvX) vy = / (divX) vy = 0.

M

]

Osservazione B.6. Se (M, g) ¢ una varieta riemanniana compatta orienta-
bile, posto w = ixQ, € A" "'(M), dalla Proposizione B.2 e dal Teorema di

Green, si ha
/ dw = 0.
M

Teorema B.7. (di Hopf-Bochner) Sia (M, g) una varieta riemanniana (con-
nessa) compatta. Se f € F(M) soddisfa Af > 0 (oppure Af < 0), allora
f = cost. In particolare, per ogni f € F(M):

f & armonica (cioe, Af =0) < f = cost.
Dimostrazione. Supponiamo M orientata, altrimenti si passa al rivestimen-

to doppio orientato. Siccome (Af) > 0, applicando il Teorema di Green:
Joy Afvg =0, si ottiene che Af = 0. Di conseguenza (cfr. Esercizio B.11),

Af?=2f-Af=29(Vf,Vf)==29(VL, V) e [, Af2v,=0

implicano [,,[|Vf[|?vy, = 0, e quindi (essendo M connessa) f & costante su
0

B.2 Codifferenziale e operatore di Hodge-de
Rham

La derivata covariante definita dalla connessione di Levi-Civita V di una
varieta riemanniana (M,g) ammette un aggiunto formale V*. Se T & un
tensore del tipo (1,7 + 1), V*T ¢ il tensore di tipo (1,r) definito da

V*T = —trVT.

In altre parole, se Y7, ..., Y, € X(M), (V*T) (Y3, ..., Y,) € opposto della traccia
del seguente tensore covariante di ordine 2:

Fissata una base ortonormale (locale) {E;} di campi vettoriali:

(V*T)(Ys, ... Y,) = = S (Ve T)(E, Ya, ..., Yy,
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In modo analogo, se T € X" (M), si definisce V*T € X% (M).
Se T' € X' (M), divergenza di T ¢ il tensore divT di tipo (0,r) definito
da

(AVT)(Viy o V3) 1= 1 (X s (VAT)(Vi, Vi)
Quindi,
(diVT)(}/lv A Y;“) = Zz g ((VEszYl: s K")? EZ) :
Si noti che per T € X'"(M) ed f € F(M), si ha
(div(f7)) (Y1, ... V) = f(divT) (Y1, .., Y;) + g (grad £, T(V1, ... ¥;)) .
Se T € X% (M), indicato con T* il tensore di tipo (1,7) definito da
T(Y17 ey }/;“Jrl) =9 (T*(}/h (EE) K‘)? Y;“+1) )

risulta

divl™ = ~V*T,

e si pone

divl := —V*T.
In particolare se a & la 1-forma duale di X € X(M), allora

divX = —V*a.
Se T € X%*(M) ed f € F(M), si ha

(divT)(Y) = 32, (VeT)(Y, Ei)
e quindi
(div(f D)) (Y) = f(dvD)(Y) + T(V [, Y).
In particolare, se T' ¢ il tensore metrico ¢, siccome divg = 0, si ha
(div(f9))(Y) =g(VfY),

e quindi

div(f g) = df. (2.9)

L'operatore § := V* : A" (M) — A"(M) ¢ detto codifferenziale. Anche
il differenziale esterno d : A"(M) — A™™'(M), che abbiamo definito nella
Sezione 2.7, puo essere espresso in termini di V mediante la seguente formula
(gia usata nella dimostrazione della Proposizione B.2)

r4+1

(da)(Y1, .., Y1) = > (=1 (Vy,a)(Va, .00, Vi, o Vo).

i=1



450 B. Divergenza e laplaciano

L’operatore
A, =dd+do: AN"(M) — A" (M),
il quale estende 'operatore di Laplace-Beltrami sulle r-forme, ¢ anche detto

operatore di Hodge-de Rham. In particolare, per r = 0, cio¢ per f € A°(M) =
F(M):

Aof = 6df = V*df = —div(Vf) = —trV(Vf) = Af.

Ricordiamo che A, € un operatore naturale nel senso che, cosi come d e ¢, &
invariante per isometrie, cioe per ogni isometria F' di (M, g) si ha

F*A, = A F*.
Inoltre, valgono
d2=6*=0, A d=dA, e A=0A,.

Se oy € la 1-forma duale di X; € X(M), i = 1,2, < ay,a >:= g(X3, X3). Se
a=aA..Na, e B=BA...AB, con a3 €A (M), poniamo
<a,f>= det( < oy, B > )1<ij<r'

Sia {¥};__, una base ortonormale (locale) per A'(M). Se

o = Z Oéil._ir’lgil VANPPRAN ’19”,
1<11<12<... < <n
8= > Biy iy 0 A AN

1< <19 <. <ir<n

risulta

<a,fp>= Zail...irﬁil...ir € F(M).

Supponiamo M compatta. La metrica g induce un prodotto scalare su
A"(M) ponendo:

(e, B) :—/ <a,fB > v, Voa,BeN(M).
M
Si puod definire un prodotto scalare sull’algebra esterna A(M) := >""_  A"(M)
imponendo che A"(M) e A*(M) siano ortogonali per r # s.
Per ogni o, 3 € A"(M), n € A" (M), gli operatori d, § e A,., soddisfano:
(da,n) = (a,0n) e (Ara,B) = (o, Arf).

In particolare:

(Ava,a) = / (I6af? + [daf?) v, = [I6a]* + ldal?,
M
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dove |a]* =< a,a0 > e ||a||* = (@, ). Inoltre, per f € A°(M) e a € A" (M),
risulta:

A (fa) = (Aof)a+ fAa—2Vyra.

Una r-forma o € A"(M) si dice r-forma armonica se A, = 0. Due teoremi
fondamentali sulle r-forme armoniche sono i seguenti.

Teorema B.8. (di decomposizione di Hodge-de Rham)

Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta orientata. Denotiamo con
ANY(M) = Imd,—y lo spazio delle p-forme esatte, con A} (M) lo spazio del-
le p-forme armoniche e con AJ(M) =Imd,.1 lo spazio delle p-forme co-
esatte. Allora, lo spazio vettoriale AP(M) si decompone come somma diretta
ortogonale:

AP(M) = AB(M) & AZ(M) ® AL(M).

Teorema B.9. (di Hodge-de Rham)

Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta orientata. Lo spazio vetto-
riale H?(M,R) = kerd,/Imd,_y (p"°-gruppo di coomologia di de Rham) é
isomorfo allo spazio vettoriale delle p-forme armoniche A} (M).

Esercizio B.10. Si consideri lo spazio euclideo (R", gp). Sia f : R™ — R
differenziabile e sia X € X(R"). Si determinino divX e Vf. Inoltre, si
verifichi che:

L~ Ox2’
i=1 ¢

Af =

Esercizio B.11. Sia (M, g) una varieta riemanniana. Siano X € X(M),
fifi,fo € F(M) e Fi,Fy € C°(M,R™). Si verifichino le seguenti pro-
prieta:

1) div(fX) = fdivX + (df)(X) = fdivX + ¢ (V[f, X),

2) V(fi-fo)=fi-Va+ fo-Vfi,

3) firAfy= fidivV fo =div(fiV fe) — g(V f1, V f2),

4) A(fl'f2>:fl'Af2+f2'Af1_2g<vf17vf2)7

5) Ago(Fy, F2) = go(F1, AFy) + go(AFy, Fy) — 290(VF1, V).

Esercizio B.12. Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta. Siano X €
X(M) e f, f1, fo € F(M). Siverifichino le seguenti proprieta:

a) /Mf(divX)vg:—/Mg(Vf,X)vg;
b) /M(Afl)-fzvg:/Mfl-(Afz)vgz/Mgwfl,WQ)vg.
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Siccome ogni 1-forma a € A'(M) si puo esprimere nella forma o = g(X, )
con X € X(M), e ba = —divX, la a) dell’Esercizio B.12 si puo anche scrivere
nella forma equivalente

/M F(60) vy = /M g(df,0) vy

Inoltre, dal Teorema di Green segue che [, (dcr) vy = 0.

Esercizio B.13. Siano g, g due metriche riemanniane omotetiche su M:
g =a*g, a’* = cost. > 0.
Usando la formula (2.7), si verifichi che:

1
Aéf - gAgf-

Pill in generale, per metriche conformi: § = a®>¢ con a € F(M), a > 0,
risulta

1
Asf = {Auf + (2= n)(df)(V,l a)}
dove l'indice in basso indica la metrica usata.

Per maggiori dettagli e approfondimenti sugli argomenti di questa appen-
dice si rinvia ai testi [52], [97], [98], [100].



Appendice C

Geometria del fibrato tangente

Sia M una varieta differenziabile di dimensione n. Ricordiamo che il
fibrato tangente TM = {(p,u) : pe M, uw € T,M}, em : TM —
M, (p,u) — p, & la proiezione canonica. TM si pud munire in modo
naturale di una struttura differenziabile indotta da quella di M (cfr. Sezione
2.2). Fissato z = (p,u) € TM, se (z1,...,2,,v',...,v") denota un sistema
di coordinate locali definito in un intorno aperto di z in 7'M, allora un vettore
tangente X, € T,(T'M) si puo esprimere come segue

=2 (g) v ().

i=1 i=1

dove a' = X.(z;) e b' = X, (v').

C.1 Vettori orizzontali e verticali

Assumiamo M munita di una connessione lineare V e denotiamo con
D/dt la derivata covariante di campi vettoriali differenziabili lungo curve.
Una curva differenziabile di T'M

;}/ : (_67 6) — TM? t— (7<t)7 V(t)),
si dice curva orizzontale se il campo V (t) e parallelo lungo ~, cioe DV /dt =
0 per ogni t € (—a,«a); 7 si dice curva verticale se y(t) = p e quindi
V(t) € T,M per ognit € (—¢,¢€), in tal caso DV /dt = dV /dt. Un vettore
tangente X, € T,(T'M), z = (p,u) € TM, si dice vettore verticale (risp.
orizzontale) se ¢ tangente ad una curva ¥ verticale (risp. orizzontale):

X.=3(0), 3(0) =2 = (p,u).

Un campo di vettori X € X(TM) si dice verticale (visp. orizzontale) se &
un campo di vettori tangenti verticali (risp. orizzontali). Sia X, € T,M.
Si dice sollevamento verticale di X,, nel punto z = (p,u) € TM, il vettore

453
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XY € T.(TM) tangente, per t = 0, a una curva verticale 3(t) = (p, V (t)) che
dv
soddisfa 4(0) = z e E(O) = X,. Ad esempio, le curve % (t) = (p,u+t X))

e Jo(t) = (p, (cost)u + (sint)X,) soddisfano le due proprieta. Siccome, in
termini di coordinate locali il vettore 7(0) = (0, X}), allora

X7 =3(0) = Zn: X (a?ﬂ')z ¢ quindi <ai-i)v - <a?ﬂ'>z'

p

1=

Se X € X(M), il campo vettoriale XV sollevamento verticale di X & definito
-0
da XV (z) = XY. Quindi, se X ¢ espresso localmente da X = >, X'— il

ox
suo sollevamento verticale localmente ¢ dato da '

szif(i a‘?ﬂ. :i(xio ) (ai)v. (3.1)

1= 1=

Si noti che nella definizione di X" non interviene la connessione V .

Siap € M esia~y: (—e€e) — M una curva differenziabile di M con
7(0) = p. Allora, per ogni fissato z = (p,u) € T'M esiste un unico campo di
vettori V(t), t € (—e, €), parallelo lungo 7 e tale che V' (0) = u. La curva

S (e) — TM, E— (3(0,V (1),

e detta curva sollevamento orizzontale di vy uscente da z. Si noti che la curva
71 (t) & univocamente determinata dalle condizioni

FH) =z = (p,u) e moFL(t)=~(t) Vite (—e,e).

In particolare, se y(t) ¢ una curva geodetica con y(0) = p e ¥(0) = u, allora
il sollevamento orizzontale di 7(t) uscente da z = (7(0),%(0)) ¢ la curva

Y () = (v(1), (1)
Sia X, € T,M e siay: (—€¢e) — M una curva differenziabile di M tale
che v(0) = p, 4(0) = X,. Fissato z = (p,u) € TM, sia 7 (t) = (y(t), V()
la curva sollevamento orizzontale di v uscente da z. Il vettore tangente

X =4710) = (4(0), - 0)

si chiama sollevamento orizzontale di X,, nel punto z. Se poniamo (local-
mente) (t) = x5, (77(t)) , v*(t) = v* (37 (t)) e teniamo presente che

DV dv* " dr;
_ - E:r’?. Ll = k=1,...
i 0 <= i + v 0 Vv R
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abbiamo
X =31(0) = (5(0 ’%(0))
S () + 3 o).
S B o0},
e quindi

i=1 k=1  ij=1
() 3 o ()}

La (3.2) esprime X! nella base coordinata {( 0 > , ( 8.) }, inoltre mostra

ox; ovt
z
che X & univocamente determinato da X, e z = (p,u), quindi non dipende

dalla particolare curva ~y(t) considerata. Il campo di vettori X sollevamento
orizzontale di X € X(M) ¢ cosi definito:

XH(2):=X", Vz=(pu)eTM,

dove XH ¢ il sollevamento orizzontale di X, in z. Di conseguenza, se local-
mente X =Y, X' %, ponendo X¥ = X* o 7, Ffj = Ffj o m, I'espressione
(3.2) diventa

n

"0 e D
Xf=2 X {axi _kZ b v/ g0 )

1= ,j=1

e quindi il campo di vettori X# € X(T'M) & espresso localmente da

XH = 2": Xi{ai N kz": I “j%} - ZXi(ai)H’

1= J=1 4

dove
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Decomposizione di X € X(TM):
Sia X € X(TM). Localmente X & espresso da

Quindi . ) .
X=Xty XV
dove X ¢ dato, applicando la (3.2), da

L P T

k=1 i,7=1

—ZXz{ﬁxz ZF c%k} sz(axz)’

k,j

e XV ¢ dato, applicando la (3.1), da

XV Z {X”+k + Z T o Xf}% (3.4)

k=1 i,j=1
5 N/ OV
o n+k k 7
_Ek:{X +§U FijWX}<_8xk> .

X" (risp. XV) &1a componente orizzontale (risp. verticale) di X. Osserviamo
che per ogni z = (p,u) € TM, XFH & il sollevamento orizzontale del vettore

S R(), <

e XY & il sollevamento verticale del vettore

X =3 {XW(Z) £ T v(:) Xi(z)} (0%)10 e T, M.

k

Sﬁ X. =7(0), dove 5(t) = (v(t), V(1)) con 3(0) = = = (p,u) = (7(0), V(0)),

X! =4(0) e X;;:%(O). (3.5)
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Poniamo

V,TM :— {XZV . X. e TZTM} sottospazio verticale di T,TM

H,TM = {Xf c X, € TZTM} sottospazio orizzontale di 1,7 M.

Dall’unicita della decomposizione X, = X# + XV | segue che:
T.(TM)=V,TM & H,TM.

Inoltre, le corrispondenze z —— H,TM e 2z —— V,TM, definiscono
due distribuzioni n-dimensionali supplementari su 7'M, dette rispettivamen-
te distribuzione orizzontale e distribuzione verticale. Infine, notiamo che le
applicazioni

T,M — V.TM, X, — XV, e T,M — H.TM, X, — X

sono isomorfismi tra spazi vettoriali.

C.2 L’applicazione di connessione e 7,

Sia z = (p,u) € TM . L’applicazione
K. : T.(TM) — T,M,
X.=XH 4 XV =XH ¢ (Xp)j — K.(X.) = X,,

e detta applicazione di connessione (o applicazione di Dombrowski). Equi-
valentemente, se consideriamo una curva ¥(t) = (y(¢t), V(t)) TM con (0) =

((0), V() = = = ().
K.(0) = K.((0)? + (0 ) = 22 0).

Quindi, la definizione di K, ¢ in accordo col fatto che curve orizzontali su
TM corrispondono a campi paralleli su M. In particolare, K,(X#) =0 e
K, ristretta ai vettori verticali definisce un isomorfismo

V.TM — T,M, X} = (X,)! — X,.

Sappiamo che un campo di vettori Z € X(M) si puo pensare come un’ap-
plicazione Z : M — T'M e quindi, per ogni p € M, possiamo considerare il
differenziale

Z T,M = T,TM, z = (p, Z,).

Allora, ’applicazione di connessione soddisfa

K(Zp(X,)) = Vx, Z.



458 C. Geometria del fibrato tangente

Infatti, considerata una curva y(t) di M con v(0) = p e ¥(0) = X,, e posto
() = Z2(v(1) = (v(1), Z(t)), si ha

K(Zp(X,)) = K(Z,(7(0)) = K(7(0)) = E(O) =Viy0Z=Vx7Z.

La proiezione canonica m : TM — M,z = (p,u) — p, ¢ data localmente
da (z;,v") — (x;), percid il differenziale

Ty T.(TM) — T,M
¢ definito da

) 9 0 ; (0
K= S ()t ()b o (R = 30 (),

i

Dalle formule (3.3) e (3.4), si ottiene:
Ta(XI) = 1 (X)) = X, e ma(X]) =0

per ogni X, = X + XV € T,(TM). Quindi,
Towt H.TM — T,M, XH = (X)) +— X,

e un isomorfismo. Inoltre, siccome w o Z = [I;, abbiamo

7T*z<Z*p<Xp)) =Xy, 2= (p, Zp)
e quindi

Zo(X,) = (X)) + (Vx,2). . (3.6)

Ricapitolando, le applicazioni K e m, agiscono sui vettori X, eT.T M co-
me proiezioni supplementari. K annulla la componente orizzontale di X, e
proietta isomorficamente il sottospazio verticale su T, M, m, annulla la com-

ponente verticale di X, e proietta isomorficamente su 7,M il sottospazio
orizzontale. Di conseguenza:

kerK, =H,TM e isomorfo a Imm,, ,
kerm,, =V, TM e isomorfo a ImK, ,

e la corrispondenza
O T(TM) — T,M & T,M, X,— (m.(X.), K.(X.)),

¢ un isomorfismo. Infine si noti che, se pe M e i : T,M — TM,u — (p,u),
¢ l'inclusione della sottovarieta T,M = 7—'(p) di TM, allora

iva(T,M) =V, TM.



C.2 L’applicazione di connessione e , 459

Osservazione C.1. Sia X, € T,M. I sollevamenti X XV € T, (TM),
z = (p,u), come derivazioni di funzioni definite su T'M si comportano nel
modo seguente

e XV (df) = X,(f) per ogni f € F(M), dove la 1-forma df su M & pensata
come una funzmne suTM (cioe, (df)(p,u) =u(f));

oY (fom)=Y(f)or e YV (form)=0 VfeF(M)eVY € X(M);
e se g ¢ una metrica riemanniana su M (in questo caso V ¢ la connessione di
Levi-Civita), e denotiamo con 7 la lunghezza di un vettore tangente u, allora

XI(f(r?) =0 e XY(f(r*)) =2f(r*)gp(Xp,u) per ogni f € F(R).

Il flusso geodetico
Per ogni fissato z = (p,u) € TM esiste un € > 0 ed esiste un’unica
curva differenziabile 7.(t) = (v(t),5(t)), |t| < e, di TM, dove y(t) ¢ la
curva geodetica di M (rispetto alla connessione V) che verifica y(0) = p e
4(0) = u. Poiché il campo tangente 5(t) e parallelo lungo v, 7,(t) € una
curva orizzontale con 7,(0) = z e quindi 4,(¢) ¢ il sollevamento orizzontale
di v uscente da z. Di conseguenza, il vettore 7.(0) = (5(0),%(0)) € T.(TM)
¢ il sollevamento orizzontale di X, = v in z = (p, u). Definiamo
E:TM — T(TM), z=(p,u) — & =7,(0) = ull.

Se si prende X, = u nella (3.2), si ha

=t () - (S o) (),
DR(CORY

k

da cui, essendo v¥(2) = u*, si ricava Iespressione locale del campo & :

&= ZU 8a:k Z{ZF Uv]}avk_ivi(ﬁi)}]'

Dunque, il campo & su T'M e caratterizzato dalle seguenti proprieta:
Kz(éz) =0 e 7T*z(£z) =u Vz= (p, U) eTM.

La prima di queste proprieta equivale a dire che &, ¢ un vettore orizzontale,
mentre la seconda che &, ¢ il sollevamento orizzontale di w in z. Il campo
vettoriale £ su T'M, equivalentemente il gruppo ad un parametro di trasfor-

mazioni locali ¢y(z) := 7,(t) generato da &, viene detto flusso geodetico.
Quindi

£ = 34(0) = TA(Dleco = T 01(2)

z ="z — dt% t=0 — dt t\Z)[t=0
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e il vettore tangente per t = 0 all’orbita del flusso geodetico. Il campo &,
visto come una derivazione di F(T'M), opera come segue:

€)= &) = 007 = SFG0) = T700),5(0)

[t=0 [t=0

per ogni f € F(TM) e per ogni z € T'M.

C.3 La metrica di Sasaki e il fibrato sferico

Sia ora (M, g) una varieta riemanniana con V connessione di Levi-Civita.
La metrica di Sasaki € la metrica riemanniana su T'M, che denotiamo con
Gy, piu studiata e pitt nota. Essa e definita, per ogni z = (p,u) € T'M e per

ogni X,Y € X(TM), da
Gs (X, }7) (2) = gp(ﬂ*z (Xz), Mz (}72)) + gp(KZ (XZ), K. (YZ))

Posto £, = K24 XV = (X)I+(X)Y e ¥ = VHTY = 08+ (7)Y
dalla definizione di G segue che:
Gu(X,7)(2) = Gu(RE,VH) + Gu(XY, V) = (X0, ¥0) + gy (XL, Y.

Quindi, la metrica di Sasaki ¢ completamente determinata da

{ GS<XH YH) - Gs(XXJY;V> :gp(X]H}/p)?

z )7z

G(XILYY) = GJXT.Y) =0,

dove X7 YV XV VYV sono i sollevamenti di X, Y, € T,M. Equivalente-
mente, la metrica di Sasaki e caratterizzata da

G(XEYH) =G XV, YY) =g(X,Y)om, G,(XTYV)=0,

dove XY sono campi di vettori su M. In particolare, i sottospazi V.T'M
e H.TM sono Gs-ortogonali. Se X,,Y, € T,T M sono vettori tangenti, per
t =0, alle curve 4(t) = (y(t),V(t)) e 6(t) = (o(t), W (t)) rispettivamente, e
quindi per la (3.5)

X =500 = 60)" + (20).
Y. =5(0) = (6(0)) + (%(0));

allora
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Inoltre, la proiezione
™ (TM,Gs) — (M, g)

. . . . . 1 1
€ una sommersione riemanniana in quanto (ker Tz ) = (VZTM) =H,TM
e Myt H,TM — T,M ¢ un’isometria:

GS(Xéq?}/zH) = gp(XPJ}/p) - gp(W*ZXz{{JW*ZXf) v Xéq?)/zH < %ZTM

Osservazione C.2. T'M ammette una struttura quasi complessa J definita
da

JXH =XV ¢ JXV = -XH,
Si puo vedere che (G, J) € una struttura quasi hermitiana su 7M. Inoltre,
se consideriamo su T'M la 1-forma 3, detta forma di Liouville, definita da

ﬁ(f(z) = gp(u,mf(z), dove z = (pu) e TM e X € X(TM),

il differenziale d e una forma simplettica su TM e 2df3 ¢ la 2-forma fonda-
mentale della struttura quasi hermitiana (Gy, J) (cfr. [11], Cap. 9).

L’insieme
WM := {z = (p,u) € TM : gy(u,u) = 1}

e una ipersuperficie di TM di dimensione 2n — 1, che viene detta fibrato
sferico unitario tangente, dove n = dim M. La corrispondente proiezione la
denotiamo con m; : T/ M — M.

Proposizione C.3. Sia (M, g) una varieta riemanniana. Allora, lo spazio
tangente a TyM in un fissato punto z = (p,u) € TYM ¢ dato da

T.(M) ={X+Y) : X,,Y, € T,M, Y,Lu}. (3.7)

In particolare, si ha:
H.TM CT.(ThM), e V) e T.(I'M) & Y, Llu.

Dimostrazione. Sia z = (p,u) € TyM. Un vettore X sollevamento oriz-
zontale di X, € T,M & sempre tangente a Ty M. Infatti, X = 5(0), dove
() = (v(t),V(t)), v(0) = p e V(t) ¢ parallelo lungo ~(t) con V(0) = w.
V(t), in quanto parallelo, ha lunghezza costante. Pertanto ||V (t)|| =cost.=
IV (0)|| = |lul| = 1, cioe F(¢) ¢ una curva di TyM e quindi XZ € T,(T;M).
Se consideriamo un vettore V" sollevamento verticale di Y, € T,M, questo
non sempre ¢ tangente a Ty M. Infatti, sia Y(¢) = (v(¢),V(¢)) una curva
verticale di T} M uscente da z, quindi 4(t) = (p,V(t)) e V(O) = u, con
(0) =Y, € T,M. 1l vettore verticale Y}V = 5(0) = (0,9%(0)) = (0,Y}).
Siccome g(V (t),V(t)) = 1 & costante, si ha g,(2(0), V(0 )) = 0, cioe 2(0)
¢ ortogonale a u = V/(0), quindi YZV € T,(Ih'M) se e solo se Y, Lu. Cio
conclude la dimostrazione in quanto dim7%,(7; M) = 2n — 1. O
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Il campo vettoriale N : T'M — T(T'M),

2= (pou)— N, =u = {Z o’ (ai)}v =2 <a?ﬂ>z’

. p -
7 )

z) z
zione di G segue che N ¢ anche normale a Ty M. Infatti: se X, € T,(T1' M),
z = (p,u), € orizzontale allora & chiaramente ortogonale a N, che ¢ verticale;
se invece X, ¢ verticale, applicando la (3.7), si ha che X, ¢ il sollevamen-
to verticale di un vettore ortogonale a u, e quindi e ortogonale a N,. Una
conseguenza immediata ¢ che

T.(M) = N+ = (u¥) ", 2= (p,u) € TIM.

z

¢ unitario in quanto G4(N,, N,) = G4(u),uY) = g,(u,u) = 1. Dalla defini-

Inoltre, se XY ¢ il sollevamento verticale di X, € T,M in z = (p,u) € Ty M,
allora

XTI =X = gp(Xp,u)N,
¢ un vettore di 7, (7} M) che prende il nome di sollevamento tangenziale di X,

in z = (p,u) € Ty M. Naturalmente X! = X} quando X, Lu. In particolare,
T.(T1\ M) & generato da vettori del tipo:

X7 —(x,)"e X7 = (Xx,)".

11 sollevamento tangenziale di un campo di vettori X € X(M) & il campo
di vettori tangenziale X7 € X(TyM) che ad ogni punto z = (p,u) € T'M
associa il sollevamento tangenziale di X, in z. Il flusso geodetico £, in quanto
vettore orizzontale (&, = uf’) definisce su Ty M un campo di vettori unitari
e tangenti che, usualmente, ¢ indicato con lo stesso simbolo. Tale £ ¢ anche
differenziabile in quanto I'applicazione

502T1M‘->TM—>T<T1M>

e differenziabile.

Se Z & un campo di vettori unitario, come per la (3.6), si puo considerare
I’applicazione Z : M — TiM e quindi, per ogni p € M, il differenziale
Zp: TyM — T, Ty M, z = (p, Z,), soddisfa:

Z*p(Xp) = (Xp)f + (vXpZ) = (Xp)f + (VXPZ)Z'

La metrica di Sasaki G di T'M induce su 71 M una metrica riemanniana che

v

z

indichiamo con G . Se z = (p,u) € T'M e {e; = u,ey,...,e,} ¢ una base
g-ortonormale di T),M, allora
{fz = ufv (62)57”'7(671)57]\[2 = UZ, (62>Z,...,(6n)¥}

¢ una base Gg-ortonormale di T,(T'M), e

{gz = quv (62)5’ SRR (€n>fv (62),¥> SRR (en);/}
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¢ una base G-ortonormale di T, (T, M).

Se V ¢ la connessione di Levi-Civita di (T'M,G,), l'operatore di Wein-
garten (cfr. Sezione 6.7) dell'ipersuperficie Ty M di TM, dato da Sy X :=

—V x N, e caratterizzato da:
Sy XH =0 e SyXT=-XT,

per ogni vettore orizzontale X! e per ogni vettore tangenziale X7. Di conse-
guenza, T1 M ¢ una ipersuperficie di (TM,Gy) a curvatura media H costante

# 0:

trSNNi n—1

H = = —
2n — 1

= N.
2n —1

C.4 1l fibrato sferico tangente di una super-
ficie riemanniana

Sia M? una superficie riemanniana, ovvero una varietd riemanniana 2-
dimensionale con metrica g. In tal caso, il tensore di curvatura di M? ¢ dato

da
R(X,Y)Z = m(g(X, 2)Y —g(Y, Z)X).
dove s ¢ la curvatura gaussiana. Inoltre assumiamo che M? sia orientabile,
quindi possiamo definire una struttura complessa J ponendo:
Jey = ey, Jeg = —eq,
dove (eq,e3) & una base ortonormale (locale) positiva.
Sia T3 M2 il fibrato sferico tangente con la metrica di Sasaki Gy. Ponendo

(Br). = (Ju)l = (Ju)l, (Ez). = (Ju)l, (Es).=(u)

z
per ogni z = (z,u) € Ty M?, si ottiene una base ortonormale globale su

(TyM?, és) Indichiamo con 71,79, n3 le 1-forme duali di Ey, Es, E5. Allora,
dalla Proposizione 1 di [73], si ha

dm =rna Ans,  dnp=—m Ans,  dng =m An.
Di conseguenza, i campi di vettori Eq, Ey, E'3 soddisfano:

[E27 E3] - _’%El ) [E37 El] - _E27 [E17 EQ} - _E3 . (38)

Assumiamo ora che M? sia a curvatura gaussiana x costante e che i campi
vettoriali (Ey, Fy, E3) siano completi (ad esempio, se M? ¢ compatta i campi
vettoriali sono completi). Allora, applicando il Teorema 3.16, il rivestimento
universale di 7} M? si puo pensare come un gruppo di Lie G con i campi
vettoriali (E4, Ey, E3) invarianti a sinistra. Inoltre, la metrica di Sasaki G|
¢ invariante a sinistra in quanto la base (Ej, Es, F3) ¢ ortonormale rispetto

a tale metrica (cfr. Proposizione 5.16). Quindi, dalla (3.8), tenendo conto
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della classificazione dei gruppi di Lie unimodulari data nella Sezione 3.6.1, si
ha:

G=SU2) sex>0, G=E?2) sek=0, G=25L2R) ser<0.

In particolare SL(2,R), rivestimento universale di PSL(2,R), si puo vedere
come il rivestimento universale del fibrato sferico tangente T} H? del piano
iperbolico con la metrica indotta (cfr., anche [65] p.395).

Usando le notazioni della Sezione 8.9 (caso unimodulare), dalla (3.8) segue

che

)\1:—5, )\2:)\3:—1, ulz(/s—Z)/Q, ﬂgzugz—ﬁ/z

e quindi dalla (8.29) si ottiene che le componenti del tensore di Ricci Ric;; =
Ric(E;, E;) sono date da

Ricyy = £°/2, Ricyy = Riczs = k(2 —K)/2, Ric; =0 Vi#j. (3.9
Di conseguenza, la segnatura della curvatura di Ricci (Ricyq, Ricas, Ricss) €
data da:
o (+,-) ser<O
(0,0 O) se k = 0;
o (+,+,+) se0<k<2;
e (+,0,0) se k = 2;
o (+,—) ser>2.

In particolare,
Ricyy = Ricys = Ricgs <= k=1 (caso SU(2)) oppure k = 0 (caso E(Q))
Pertanto, (TyM?,G,) ¢ di Einstein, ovvero ha curvatura sezionale costante,

se e solo se Kk =1 0k = 0. Nel caso di kK = 1, la metrica G, ha curvatura

sezionale costante K = 1/4, e la metrica § = (1/4)G, ha curvatura sezionale
costante K = 1.

Struttura riemanniana di contatto su 77 M

Sia M? una varieta riemanniana di dimensione 2 con curvatura gaussiana
k. Usando le notazioni introdotte all’inizio di questa Sezione, poniamo

§1 =2Ey, & =2F; &§=-2E.
Allora, la (3.8) diventa

[€1,62] = 2KE3,  [€2,83] =261, [&3,61] = 260 (3.10)

Si noti che i campi vettoriali £, {2, {3 sono ortonormali rispetto alla metrica
g = (1/4)Gs, inoltre (1/2)& ¢ il flusso geodetico.

Consideriamo la 1-forma n = g(&,-), £ = &. Allora, dalla (3.10) si
ottiene
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(dn)(&1,83) =1, e (dn)(§,-) =0.

Di conseguenza, con un semplice calcolo si ha

nAdn#0.
Inoltre, le condizioni 7n(§) =1, e (dn)(&,-) =0, ci dicono che & ¢ il campo
vettoriale di Reeb della 1-forma di contatto 7. Ora, se definiamo il tensore

© ponendo
e =0, &3 =&, p& = —&,

si ottiene facilmente che (dn)(-,-) = g(-,¢-). Pertanto, (n,£,p,J), ¢ una
struttura riemanniana di contatto, la struttura riemanniana di contatto na-
turale, su Ty M? dove il campo vettoriale di Reeb ¢ il flusso geodetico (nor-
malizzato). Infine, determiniamo il tensore h = (1/2)Lsp. Dalla (3.9)

segue
hfl = (Ii — 1)51 € h§3 = (1 — Ii)gg.

Pertanto, la struttura riemanniana di contatto naturale su 7, M? ¢ sasakiana
se e solo se M? ha curvatura gaussiana x = cost. = 1.

Pit in generale, abbiamo la seguente

Osservazione C.4. La struttura riemanniana di contatto naturale (7, £, @, §)
sul fibrato sferico tangente T M, di una varieta riemanniana (M, g) di dimen-
sione arbitraria n, ¢ definita da (cfr. [11], Cap. 9):
e 7= (1/2)n/, dove  la 1-forma su 77 M indotta dalla forma di Liouville
B suTM (cfr. Osservazione C.2). In forma esplicita:

1:(X7) =0, .(X) = (1/2)gp(X,u), 2= (p,u) € TM e X € X(M).

o & =2¢ dove ¢ ¢ il flusso geodetico. In forma esplicita:

gz = 2uH7 = (pau) S TIM
o Perz=(pu)eTiMeXecX(M):
@ZXZ = _Xf] + (1/2>gP(Xp7u)ézv @ZX,E = XZ

e §=(1/4)G,. In forma esplicita:
§Z<X;fv YZT) = (1/4) (gp<X7 Y) — gp(vau)gp(Y;hu))v
9-:(XT. Y1) =0, g.(XI,Y[) = (1/4)g,(X;, Y}),
dove z = (p,u) e h'M e X, Y € X(M).
Si noti che il campo vettoriale di Reeb ¢ della struttura riemanniana di
contatto naturale su 71 M e di Killing se, e solo se, la varieta riemanniana
(M, g) ha curvatura sezionale costante +1, e in tal caso la struttura di con-

tatto e sasakiana. In particolare, se (M, g) e la sfera canonica di curvatura
sezionale costante +1, la struttura riemanniana di contatto naturale su 77S™

& sasakiana. Inoltre, se M ha curvatura negativa, & (che & due volte il flusso
geodetico) ¢ un campo vettoriale di Anosov (cfr., ad esempio, [11] Sez. 11.2).
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C.5 Metriche riemanniane g-naturali su T'M
e TlM

La metrica di Sasaki ¢ solo un caso particolare di un’ampia classe di
metriche riemanniane su 7'M e T1 M introdotte da O. Kowalski e M. Sekizawa
[58], e denominate metriche riemanniane g-naturali.

Sia (M, g) una varieta riemanniana, una metrica g-naturale G su TM &
definita da

Clpay(XTYH) = (o1 + a3)(r )9) p(X,Y)

(51+53)( p(X,w)gp(Y, ),
Gpuy (X YY) = Gupu(XY, Y (3.11)
= ( ) ( ) ( )gp(X7u)gp(Y’u)a
G(p,U)<XV7YV) = ay(r )gp(X Y) + Bi(r )gp(X,u)gp(Y,u),

dove ay, B : RT = [0,400[— R, i = 1,2,3, sono sei funzioni differenziabili,
u, XY € T,M e r* = g,(u,u). Poniamo

Gi(t) = cu(t) +0i(t), alt) = an(t)(on + as)(t) — a5(t),
o(t) = d1(t)(p1 + d3)(t) — P3(1),

per ogni t € R*. Allora, una metrica g-naturale G su TM ¢ riemanniana se
e solo se valgono le seguenti disuguaglianze:

ar(t) >0, ¢i(t)>0, aft)>0 ¢t) >0 VteR". (3.12)

In letteratura ci sono ben note metriche riemanniane su 7'M le quali sono
casi speciali di metriche riemanniane g-naturali. In particolare:

e la metrica di Sasaki G si ottiene per
ar(t) =1, a(t) = as(t) = Bi(t) = B2(t) = Ps(t) = 0
e la metrica di Cheeger-Gromoll G, [23] € la metrica che si ottiene per

a(t) = Bo(t) =0, au(t) = Bit) = =B3(t) = 115, as(t) = 1}

e metriche di Kaluza-Klein Gy, (cfr., ad esempio, [122]), sono metriche g-
naturali che si ottengono per

as(t) = Ba(t) = fu(t) + B5(t) =
Le metriche G e G4 sono particolari metriche di Kaluza-Klein. In generale
la proiezione 7 : (T'M,G) — (M, g) non & una sommersione riemanniana,

tuttavia se G = Gy con ay(t) + as(t) = 1, allora la proiezione 7 ¢ una
sommersione riemanniana.

Metriche g-naturali on Ty M sono le restrizioni all’ipersuperficie Ty M di
metriche g-naturali su TM. Queste metriche possiedono una semplice for-
ma. Precisamente, tenendo conto di (3.7), dalla (3.11) segue che una me-

trica g-naturale G su Ty M, indotta da una metrica g-naturale G su TM, &
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completamente caratterizzata dalle seguenti identita

Gou(XTHX3") = (o +a3)(r?)gp(X1, Xa)

+(B1 + B?))(Tz)gp(leu)gp(X%u)a (3.13)
Gouw(X{L YY) = as(r?)g,(Xi, Y1), '
G(P7U)(Y1V>}/2V) = a1<rz)gp(yi7)/é)7

per ogni X1, X5,Yy,Ys € T,M con Yy,Ys L u, dove r? =
la lunghezza di ogni elemento (p,u) € T1M & costante (r
G (p,u) dipende da quattro costanti. Poniamo

a=ao1(l), b=ay(l), c=a3(l), e d=(B1+Ps)(1).

Nel caso di T, M fibrato sferico di raggio 7, si pone a = a;1(r?), b = ay(r?),
c=az(r?) e d = (B + B3)(r?). Tornando al caso unitario, fissato (p,u) ele-

gp(u,u). Siccome
= 1), ne segue che

mento di Ty M, quindi ||u]] = 1, sia (eq,, ...6p_1, €, = u) una base ortonormale
di T,M. Allora una base di T(, (71 M) ¢ data da (ey ,,...,e,_,,eil,, ... ell).

La corrispondente matrice delle componenti della metrica, tenendo conto
della (3.13), ¢ data da

CLIn_l bIn—l 0
( bl,—y (a+c)l, 0 ) )
0 0 a+c+d

Quindi G e riemanniana, cioe ¢ definita positiva, se e solo se i minori principali
della precedente matrice sono tutti positivi e cio si verifica se e solo se valgono
le seguenti disuguaglianze

a>0, ala+c)—b*>0 and a-+c+d>0. (3.14)

Nel caso di T,M = {z = (p,u) € TM : g,(u,u) = r*} cambia solo 1'ul-
tima condizione che diventa a + ¢ + dr? > 0. La condizione (3.14) ci dice

che G ¢ riemanniana, ma c¢id non significa che G sia indotta da una metrica

riemanniana g-naturale G su TM. Se G ¢ indotta da una metrica rieman-
niana g-naturale G su T'M della forma (3.11), senza perdere in generalita, la
metrica G' su T'M si puo scegliere con

o1 = a, Oézzb, a3 = C, 61:52207 ﬁ?):ﬁa (315)

dove a, b, ¢ sono costanti e 5 : [0, +00) — R & una funzione differenziabile. Al-

lora la metrica G su Ty M, indotta da questa metrica riemanniana g-naturale
G su T'M, dipende solo dal valore d := 3(1). Da (3.12) e (3.15), segue che

in questo caso GG e riemanniana se e solo se le costanti a, b, ¢, d soddisfano
a>0, a=ala+c)—b*>0 and ¢:=ala+c+d) —b>>0. (3.16)

Nel caso del fibrato T, M cambia solo 'ultima condizione che diventa
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¢:=ala+c+dr?)—b*>0, doved:=p(r?).

Come nel caso della metrica di Sasaki, si puo verificare che il campo di
vettori su T'M definito da

1
N& = R [—bu" + (a + ¢+ d) u],

per ogni z = (p,u) € T'M, ¢ unitario e normale in ogni punto di 73 M. Anche
in questo caso si puo definire il sollevamento tangenziale X1¢, rispetto a G,
di un vettore X, € T,M in z = (p,u) € Ty M, come la proiezione tangenziale
del sollevamento verticale X! di X, in z = (p, u) rispetto a NY, ciog,

Te vV V AGY NG vV / ¢ G
XZG—XZ _GZ<XZ7NZ)NZ _XZ o mgp(Xp7u> N(p’u)'

Se X, € T, M ¢ ortogonale a u, allora

b
XZTG = X;/, mentre Ugc = mﬂf

Lo spazio tangente T, (T1 M), z = (p,u) € Ty M, & generato da vettori del tipo
X1 eYTe dove X,,Y, € T,M. Tenendo conto di questo fatto, la metrica

riemanniana G su 11 M, indotta da G, € completamente determinata da

éz(Xf’ YzH) = (a+c) gp(Xm Yp) + dgp(in U)gw(Yw u),

G.(XIYIe)  =bg(X,Y),

G(LU)(XZG7 }/;TG) = agp(X7 Y) - ﬁgp(Xmu)gp(n?u)a

per ogni z = (p,u) € T\ M e per ogni X,,,Y, € T,M.
Dalla definizione di G, segue che la condizione b = 0 ¢ soddisfatta se e solo
se 1 sollevamenti orizzontali e tangenziali sono ortogonali rispetto a G.
In particolare: .

e la metrica di Sasaki GG, ¢ definita da

a=1 e b=c=d=0;
e la metrica di Cheeger-Gromoll écg e definita da

a=31 b=0,c=1 e d=0;

2 2
e metriche di Kaluza-Klein ékk sono definite da
b=d=0 e ala+c)>0.

Per maggiori dettagli e approfondimenti sulle metriche g-naturali si rinvia
a [1] e [2] (e alla bibliografia in essi contenuta).



Appendice D

Decomposizione del tensore di
curvatura

Sia V' uno spazio vettoriale reale euclideo con prodotto scalare g e di
dimensione n. Indichiamo con R(V') I'insieme di tutti i tensori algebrici di
curvatura su V' (cfr. Sezione 8.3). R(V') € uno spazio vettoriale, sottospazio
dello spazio vettoriale dei tensori covarianti di tipo (0,4) su V. Esso possiede
un prodotto scalare naturale <, > indotto da g:

<R, R >= Zijkh Rijin B,
dove Ry e Rj;, sono le componenti di R e R’ rispetto a una fissata base g-

ortonormale {e;} di V. Si verifica facilmente che tale definizione non dipende
dalla particolare base ortonormale considerata. Inoltre, si pone

|R|*> =< R,R >= D ijkh R?jkh'

Il gruppo O(n), delle trasformazioni ortogonali di V, agisce in modo
naturale su R(V) :

O(n) x R(V) = R(V), (A,R) — AR, dove
(AR)(v1,ve,v3,v4) = R(Avy, Avy, Avg, Avy).
Per ogni R,R' € R(V) e perogni A€ O(n) risulta
< AR,AR >=< R, R' > .

Un sottospazio R'(V') di R(V) si dice O(n)-irriducibile se ¢ O(n)-invariante
e non ha sottospazi non banali O(n)-invarianti. Se R ¢ un elemento di R(V),
denotiamo con Ric il tensore di Ricci associato al tensore di curvatura R e
con r la corrispondente curvatura scalare. Denotiamo con ® il prodotto di
Kulkarni-Nomizu introdotto nell’Osservazione 8.22, con

Ry=(1/2)g0g

il tensore di curvatura sezionale costante +1, e con Ricy la parte di Ric a

469
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traccia nulla, ovvero
Ricy = Ric — (r/n)g.

Sen=2siha R=(r/2)Ry = (r/4)g®g. Assumiamo n > 3 e sia {vy, ..., v, }
una arbitraria base di V. Poniamo:

Gi; = 9(vi,v;), Rijen = R(vi, v;, v, vp) € Rici; = Ric(v;, v;).

Allora, per ogni R € R(V) :

,
Riikn = ———— (GixGin — Ginds
Ly (9ixgin — Gingir)
1 . . . _
+ (n—2) (Ricikgin — ginRicjk + giRicjn — Ricing;n)
2r ( )
n(n o 2) JikJjh Jingjk
1 . . . _
+ Rijin — )] (Ricikgin — ginRic, + g Ricj, — Ricingir)
+ " (gixin — Ginde)
(n o 1)<n - 2) GikGjh gingijk) -

Abbiamo quindi la seguente decomposizione del tensore di curvatura:
R =R + Ry + Ra,

dove
T T
R, — Ry —
! n(n—1) 0 2n<n_1)g®g,
1 r 1 r
Ry — RicOg— — gog= <R'——
2T oy T L =t T Gy U 29) @9
1
—mRZC()@g,
T
Ry= R — Ri
’ m—2) It o T =YY
1 r
—R———  Ri o
(n—2) g 2n(n—1)g®g
k- Rieos-—" R
T T ) I T )

Se n = 3, abbiamo R3 = 0, ossia in tal caso
r .
R:E g@g+cho®g=R1+R2.
Ora assumiamo n > 4. Indichiamo con S?(V) lo spazio dei tensori cova-
rianti simmetrici di ordine 2 su V, e con S? il sottospazio di quelli a traccia
nulla. Inoltre, indichiamo con ¢ la contrazione di Ricci,
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c:R(V)— S*)(V), R+ c¢(R) = (tensore di Ricci associato a R).
Poniamo

R1(V) =Rg® g (spazio dei tensori di curvatura del tipo R = ARy),
Ro(V)=g®Sg = {RGR(V) :R=9g®hgy, hg € Sg},
R3(V) = ker ¢ (spazio dei tensori di curvatura di Weyl).

Risulta che Ry € Ry(V), Ry € Ro(V) e R3 € R3(V). Si noti che Ry ¢ il

tensore di curvatura conforme di Weyl C' associato a R.
La decomposizione

R(V) =Ra(V) & Ra(V) & Rs(V) (4.1)
¢ ortogonale e i sottospazi R;(V) sono O(n)-irriducibili (cfr. [10], p.47).
Applicando la decomposizione (4.1) si ha:
e R=R;=ARy <= (M,g) ha curvatura sezionale costante;
e R= Ry+ Ry <= (M,g) ha curvatura scalare costante r = 0;
e R=R3 <= (M,g) ¢ Ricci piatta;
o R=R+ R M, g) e conformemente piatta;
e R=R;+R;s M, g) e di Einstein;

e R= Ry <= (M,g) e conformemente piatta con curvatura scalare r = 0.

= (
= (

Di conseguenza, si ottiene:

Proposizione D.1. Una varieta riemanniana (M, g), di dimensione n > 4,
ha curvatura sezionale costante se e solo se € conformemente piatta e di
Einstein.

Poiché la decomposizione R = R; + Ry + R3 ¢ ortogonale, risulta
IR = | Rull” + ([ Roll” + [ R

D’altro canto, dalle espressioni di Ry, Ry e R3, con un calcolo diretto si trova

22 4 r?
2 _ 2 _ ca2 T
R L A (LI B

e di conseguenza
ICI1* = 1B = |RI* = [[Ral® = || R2|?
4 272
(=) (=1 —2)

Usando le forme quadratiche di curvatura | R||?, ||Ric||* e r?, dalle conside-
razioni precedenti, segue facilmente la seguente

= ||R|I* - [ Ric||* +
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Proposizione D.2. Sia (M, g) una varieta riemanniana di dimensione n >
4. Allora:

o ||R||*>2r?*/n(n—1), dove l'uguaglianza vale se e solo se M ha
curvatura sezionale costante;

o ||Ric||*> > r?/n, dove l'uguaglianza vale se e solo se M ¢ di Einsten,

o ||R|I*> (4/(n —2)||Ric||* —2r*/(n —1)(n —2), dove l'uguaglianza vale
se e solo se M ¢é conformemente piatta.

Corollario D.3. Sia (M, g) una varieta riemanniana di dimensione n > 4.

Allora,
o |R|* = 2|Ric|?/(n - 1),
dove l'uguaglianza vale se e solo se M ha curvatura sezionale costante.

Dimostrazione. Se consideriamo il tensore di curvatura

1 , .
Pijkn = Rijkn — =1 (girRicjn — gjiRicin) ,
si ottiene 5
R|* - Ric||> = ||P|]* > 0.
IR~ = IRicl = |PIP =
o 2l|Ric|* . | : . :
Se [|R|]* = ﬁ, cioe P = 0, applicando la Proposizione D.2 si ha
/”L —_—

2|| Ric||? < 4|| Ricl? 2r?
mn—1) = n—=2) (n—1)(n—2)
e da questa si ottiene

2
| Ric|? < —.
n

2
Quindi ||Ric|]* = " ed M & di Einstein. Pertanto,
n

IR|? = 2| Ric|> 27
(n—1) nn-1)
e di conseguenza M ha curvatura sezionale costante. O]

Osservazione D.4. Per varieta riemanniane di dimensione 2:
|RI = 2| Ric|]? = 2

Per varieta riemanniane di dimensione 3:
IR = 4| Ric||* — r*.

Se (M, g) = (M, g1) x (Ms, go) € una varieta riemanniana prodotto:
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IRglI* = [[Rg, |I? + [ Reull?, || Ricg|? = || Ricg, ||* + || Ricg, ||
Tg =Tg + Ty

Esercizio D.5. Indicata con S™(c) la sfera canonica di curvatura seziona-
le costante ¢ > 0 e con H™(c) lo spazio iperbolico di curvatura sezionale
costante —c < 0, si verifichi che le seguenti varieta riemanniane prodotto:

S"c) xR, H"'(c) xR, S"P(c)x HP(c), p > 2,

sono conformemente piatte. Suggerimento: fare uso della caratterizzazione
delle varieta conformemente piatte data nella Proposizione D.2.

Osservazione D.6. Interessanti applicazioni delle forme quadratiche fonda-
mentali ||R||?, ||Ric||* e r? si hanno, ad esempio, nello studio della geome-
tria spettrale dell’operatore di Laplace-Beltrami (cfr. [7]) e nella espressione
della caratteristica di Eulero-Poincaré nelle dimensioni 4 e 6 (cfr. Sezione
10.5). Un’altra interessante applicazione di queste forme quadratiche fon-
damentali si ha nello studio dei funzionali Fi(g) := [,,7*(g9) vy, Fo(g) =

S |1 Ric|*(g) vy e F5(g) :== [, | RI[*(9) vy al variare di g € M (cfr. [8]), cosi
come visto nella Sezione 11.1 per il funzionale I(g) := [, r(g) v,.
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