Capitolo 5

Teoria di Fredholm.

Alternativa di Fredholm.

Teorema spettrale di Hilbert-Schmidt

per operatori compatti autoaggiunti su spazi di Hilbert reali separabili

5.1 Operatori aggiunti e proprieta.
Operatori autoaggiunti (simmetrici)
su spazi di Hilbert reali

Siano (X, ||-||x) e (Y, |||ly) spazi di Banach su K. Fissato un elemento z € X
e un elemento del suo duale z* € X*, indicheremo l'azione di z* su z, z* (z),
col simbolo (z*, x) y. y, cioé porremo

¥ (r) = (2%, T) 5o x -
Al simbolo (-, -) y. y daremo il nome di crochet o di dualita tra X* e X.
In uno spazio di Hilbert questa notazione si riduce al prodotto scalare (-, -).

Definizione 5.1.1 (Operatore aggiunto). Sia 7' : X — Y un operatore
lineare limitato, si definisce operatore aggiunto di T, I'operatore

.Y —= X*

tale che
Ty 2) e x =W TT)yey VY €Y' Vo e X (5.1)

Definizione 5.1.2. Sia V' C X si definisce insieme ortogonale a V I'insieme
vii={ate X' (@) =0 Vo e V],
Se W C X, si definisce insieme ortogonale a W l'insieme

Wt .= {m € X; (2", @)x. x =0 Va" € W} .
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E facile provare che V* ¢ sottospazio chiuso di X* e W+ (indicato anche
LIV) ¢ sottospazio chiuso di X. Sussiste il seguente risultato.

Proposizione 5.1.3.
(V=7

(WH oW,

Se X ¢ riflessivo (in particolare, se X & spazio di Hilbert) risulta l'uguaglian-
za.

Dimostrazione. E evidente che V' C (V1)* e poiché (V+)* & chiuso si ha
vV C(VhHE

Per provare che (V) C V, supponiamo, per assurdo, che esista zo € (V*4)*
tale che 29 ¢ V

Applicando il Teorema 4.2.1 (punto (ii), con A =V e B = {x,}), esistono
p € X*eceRtaliche p(x) < c < p(xy) perogni zeV.

Poiché V' & uno spazio vettoriale (quindi, A\p(z) = p(Ax) < ¢ per ogni
A € R), risulta  @(z) =0 perogni =z € V e anche p(xy) > 0. Allora
¢ € V* e di conseguenza (o) = 0, una evidente contraddizione.

E ovvio che il chiuso (I/VL)l 2> W e quindi (VVL)L DW. Se X = X** ¢
evidente che (I/Vl)L =T. O

Proposizione 5.1.4 (Alcune proprieta dell’operatore aggiunto). Sia
T € B(X;Y). Risulta:

(i) HTHB(X;Y) = HT*HB(Y*;X*) (quindi T* € B(Y™; X*));
(i) ker T = [ImT*]", ker T* = [ImT]*;
(111) T* suriettivo = T iniettivo; T suriettivo = T* iniettivo.

Dimostrazione.

(i) Risulta, per il Corollario 4.1.10,
1Ty = s [Telly = swp  sup |(y", Ta)y. |
lzll x=1 lzll x=1lly*lly==1

= sup sup [{(T*y", x)x*,x’

[y lly»=1llzll x=1

= sup |T"y"|

ly* Iy =1 xo = T preixy -
y* y*=
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(ii) Sono equivalenti le seguenti asserzioni (tenendo presente il Corollario

4.1.8):
e rckerT,
o T'r =0,
° <?J*7T$>y*7y =0 Vy*eYr
o (I"y", )y x =0 Vy" €Y",

o xe[ImTH".

Analogamente, sono equivalenti le seguenti asserzioni:

o y* € kerT™,

o T*y* =0,

o (I"y*,x)x. x =0 Vz€X,
o (v, Tx)y., =0 Vz € X,
oy € [ImT]".

(iii) Le implicazioni seguono dalle precedenti proprieta. Per brevita ne
dimostriamo solo una.

T* suriettivo < ImT*=X* = (ImT*)* = (X*)* = {0x}.
=ker T

Definizione 5.1.5 (Operatore aggiunto su uno spazio di Hilbert rea-
le). Siano (H, (-,-)) uno spazio di Hilbert reale, T': H — H operatore lineare
e limitato. Allora T* : H — H ¢ V'operatore aggiunto di 7" se

(T*yv'r) - (y,Tx) VZ’,’IJ € H.

Definizione 5.1.6 (Operatore autoaggiunto (simmetrico) su uno spa-
zio di Hilbert reale). Sia 7' € B(H). Si dice che T & autoaggiunto (o
simmetrico) se

(Ty,z) = (y,Tx) VYr,y € H,

cioé se T = T™.
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Osservazione 5.1.7. (dovuta a Hellinger e Toeplitz)

Un operatore T lineare autoaggiunto definito su tutto uno spazio di
Hilbert H ¢ necessariamente continuo.

Infatti, T ha il grafico chiuso (se u, = u € H e Tu,, — v € H, risulta

Vee H (Tup,z)=(u,,Tx)
e, per n — +00,
Vee H (v,z)=(u,Tx)=(Tu,x);

pertanto Tu = v). Allora, per il teorema del grafico chiuso, T & continuo.
Ne segue che gli operatori autoaggiunti non-limitati possono essere definiti
solo su un sottospazio proprio di uno spazio di Hilbert.

5.2 Operatori compatti e proprieta

Definizione 5.2.1 (operatore compatto). Siano (X, ||-|| ), (Y. |-[ly-) spa-
zi di Banach; un operatore ' € B (X;Y) si dice compatto (o completa-
mente continuo) se per ogni successione (x,), limitata in X, esiste una
sottosuccessione (z, ), tale che (T'z,, ), converge in Y.

Equivalentemente, T' ¢ compatto se e solo se per ogni U C X insieme
limitato, I'immagine T'(U) C Y ha chiusura compatta nella topologia forte
di Y (cioé T'(U) ¢ relativamente compatta).

Indichiamo con I (X ;YY) lo spazio vettoriale degli operatori com-
patti da X in Y. Se X =Y, invece di K (X; X) scriveremo semplicemente
K(X).

Osservazione 5.2.2. L’operatore identita I, su uno spazio di Banach X di
dimensione infinita, non é compatto.
Difatti: 1 : X - X,z € X — I(z) =2 € X (dim X = 00) ¢ lineare e
limitato e
IU)=U

per ogni U insieme limitato. Ora, Bx(0,1) ¢ (chiuso e) limitato in X, ma
non ¢ compatto per il Teorema 1.8.5, essendo X di dimensione infinita.

Proposizione 5.2.3 (esempi di operatori compatti).

1. SeT € B(X;Y) edim(ImT) < 400, allora T € K(X;Y).
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Dimostrazione. Un operatore T' € B (X,Y') é compatto se e solo se la
palla aperta unitaria By (0,1) C X ha immagine 7' (Bx (0,1)) C Y a
chiusura compatta. Poiché¢ dim(Im T') < +oo e T ¢ limitato, allora la
chiusura 7' (Bx (0, 1)) é un sottoinsieme chiuso e limitato di uno spazio
a dimensione finita, quindi é compatto. O

2. Sia (T,), una successione in K (X;Y) e sia T € B(X;Y) tale che
nl_lgloo 1T, — T”B(X;Y) =0.
Allora anche T € K (X;Y).

Dimostrazione. Osserviamo che, poiché Y ¢ di Banach, la chiusura
T (Bx (0,1)) é compatta se e solo se T (Bx (0,1)) é precompatta (Teo-
rema 1.8.4) e quindi, per conseguire la tesi, proviamo che, per ogni
e >0, T(Bx (0,1)) puo essere ricoperto con un numero finito di palle
aperte di raggio €.

Per I'ipotesi, sia € > 0 fissato e scegliamo k € N tale che

£
1Tk = Tl pexyy < 5

Poiché T}, ¢ compatto possiamo selezionare un numero finito di elementi
Y1,Y2,-..,yn €Y tali che

N
£
T, (Bx (0,1)) C L:J1 By <yl—, 5). (5.2)
Se [|z]|y < 1, allora || Tz — T'z||y < 5. Per (5.2) esiste un punto y; con
|Tex — yilly < 5. Per la disuguaglianza triangolare,
| Tx —yilly <e.

Cio prova che il numero finito di palle aperte di raggio €, By (y;,¢),
ricopre T (Bx (0,1)). O

Osservazione 5.2.4. Un operatore T' € B (X;Y) si dice di rango finito
se dim(ImT) < +oo. Per il punto 1 della Proposizione 5.2.3 un operatore di
rango finito é compatto. Indicata con F(X;Y) la classe degli operatori
lineari limitati di rango finito, risulta

F(X;Y)CK(X;Y).

Dalla Proposizione 5.2.3 si ha il seguente risultato.
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Corollario 5.2.5. Sia (T},),, una successione di operatori di rango finito e
sia T € B(X;Y) tale che

nl_lgloo 170 = Tl pxv) = 0-

Allora T € K (X;Y).

Il problema inverso del Corollario 5.2.5, ¢ noto come “Problema del-
Papprossimazione di Banach-Grothendieck”:

“dato un operatore compatto tra spazi di Banach, 7' € K (X;Y), esiste
sempre una successione (75,), di operatori di rango finito tale che
i 1T Ty =07
(in altre parole, ¢ vero che F(X;Y) = K (X;Y)?). Tale problema ha, in
generale, risposta negativa (controesempio del 1972, dovuto a P. Enflo). La
risposta & pero positiva in alcuni casi speciali, ad esempio se Y ¢ spazio di

Hilbert.

Infatti, se T' € K(X; H), con X spazio di Banach e H spazio di Hilbert,
posto K := T(Byx), assegnato ¢ > 0, esiste un ricoprimento finito di K con
palle di raggio ¢; sia

K C U BH(yi7 E),
i€l
con [ insieme finito. Sia

S :=span{y; :i € I}

e poniamo
jﬁE = PST,

per cui 7, ¢ di rango finito. Proviamo che
1T = T'l|sex;my < 2e.
Per ogni x € By esiste iy € [ tale che
Tz — yi, llu < €. (5.3)

Pertanto
|PsTx — Psy,|ln < e,

cioe

| PsTx — yipllu < €. (5.4)
Da (5.3) e (5.4) otteniamo

|PsTx — Tx||g < 2e

per ogni x € Bx e quindi ||T, — T'||px;m) < 2e.
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Osservazione 5.2.6. Per il punto 2 della Proposizione 5.2.3, IC(X;Y) &

un sottospazio chiuso di B (X;Y) nella norma || - || p(x;v) € quindi é
uno spazio di Banach su K (purché almeno Y sia uno spazio di Banach).

E utile il seguente risultato.

Proposizione 5.2.7. Siano (X, [|||x), Y, |Illy), (Z.]-]l;) tre spazi di Ba-
nach su K. SeT € B(X;Y) e S € K(Y;Z) (rispettivamente T € K (X;Y)
eSe€B(Y;Z)) allora SoT € K(X;Z).

Dimostrazione. Sia U un sottoinsieme limitato di X; poiché T' ¢ continuo,
T (U) ¢é un sottoinsieme limitato di Y, e quindi, per la compattezza di S, si
ha che S (T (U)) ¢é relativamente compatto in Z.

Se T é compatto e S é continuo, la dimostrazione é analoga. O

Dimostriamo ora che un operatore compatto su uno spazio di Hil-
bert porta successioni debolmente convergenti in successioni forte-
mente convergenti.'

Teorema 5.2.8. Sia (H, (-,-)) uno spazio di Hilbert, x, — x, T € K (H).
Allora (Tzy,),, converge fortemente a Tx in H, cioé
lim [Tz, —Tz| =0. (5.5)
n—+o0o
Dimostrazione. Per provare (5.5), ¢ sufficiente dimostrare che ogni sotto-

successione (z,),c;, di (7,), ha una sottosuccessione () (con I, C I
insiemi infiniti) tale che

nels

lim T, —Tx| = 0.

n—-+oo

nels

Sia allora (z,,),,.;, una sottosuccessione di (z,),. Poiché per ipotesi x,, — z,
risulta per il punto (iii) della Proposizione 3.1.6 ||z,| < ¢ per ogni n € I.

'Pit1 in generale, vale il seguente risultato.

Teorema. Siano (X, |||y), (Y,||ly) spazi di Banach, T' € K (X;Y). Se x, converge
debolmente ad x € X, allora (T'zy,),, converge fortemente a T'z.
Il viceversa ¢ valido se X é riflessivo.

In virta di questo teorema, in uno spazio di Hilbert H risulta comoda la seguente
definizione di compattezza di un operatore:

T trasforma successioni debolmente convergenti
T e K(H) & . . .
in successioni fortemente convergenti.
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Essendo T' compatto, da questa sottosuccessione limitata possiamo estrarre
una ulteriore sottosuccessione () con [y C [, tale che 'immagine
converge fortemente, cio¢

nely?

lim [Tz, —y| =0,
n— oo

nels

per qualche y € H.
Rimane da provare che y = T'z. Detto T™ 'aggiunto di 7', si ha

(v, Ty, —Tzx) = (T"v,2, —2) = 0
per ogni v € H, e questo prova la convergenza debole
Tz, — Tx.

Poiché il limite debole ¢ unico, questo implica che Tx = y, completando la
dimostrazione. O

Teorema 5.2.9 (di Schauder, compattezza dell’operatore aggiunto).
Siano (X, || - llx), (Y, |ly) spazi di Banach e sia T € B(X;Y). Allora
TeKX;Y) & T"e LY X™).

(La dimostrazione di questo importante risultato si basa sul teorema di Ascoli-

Arzela.)
Dimostrazione. Assumiamo che T' € IC(X;Y).

1. Dobbiamo dimostrare che T*(By-(0, 1)) ha chiusura compatta in X*.
Sia (y}), una successione in Y*, y* : Y — K, con ||y}|y« < 1 per ogni
n € N.
Proviamo che (T*y}),, ha una sottosuccessione convergente.

Per lipotesi I'insieme K := T(Bx(0,1) CY & compatto.

2. Poniamo ¢, := y}|x (la restrizione di y al compatto K).
Consideriamo la famiglia

F C CK;K)
definita da

F={on:ye K (pay) € K;n € N}
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Proviamo che F soddisfa le ipotesi del Teorema di Ascoli-Arzela (3.4.3).
Infatti, tutte queste funzioni sono uniformemente Lipschitziane, perché

len (W) —enW < Nynllv-ly=¥'llx < lly—v'llk  per ogniy,y € K.

Inoltre, osservato che

sup |y|l = sup [|Tz|ly = [|T| 5x;v)
yeK lzll<1

si ha

[on()] < llwally+ - llyllx <1-1TlBxy)  perogniy € K.

Quindi tutte le funzioni ,, sono anche uniformemente limitate. Per il
Teorema di Ascoli-Arzela esiste una sottosuccessione (g, ) che con-
verge uniformemente sul compatto K ad una funzione continua .

3. Osserviamo che

1Ty, — Ty, llx- = sup [Ty, — T yp, @) x- x|

ll=flx <1

= sup [(yn, — ¥Un,» T0)v=y|
o]l x <1

= sup |on, (Tx) — ©n; (Tz)| - 0 peri,j— +o0.

llzl|x <1

Pertanto la successione (T*y;‘%)k é di Cauchy in X*, quindi convergente.
Percio T* € IC(Y*; X*).

Viceversa, assumiamo T € K(Y™*; X*).

Per quanto gia provato nella prima parte, risulta 7** € IC(X™**; Y™**).

In particolare, T**(Bx (0, 1)) ha chiusura compatta in Y**,

Ma T(Bx(0,1))=T*(Bx(0,1)) e Y & chiuso in Y**. Pertanto T(Bx(0, 1))
ha chiusura compatta in Y. O

Nel caso di operatori compatti su uno spazio di Hilbert H, il teorema di
Schauder puo essere dimostrato senza ricorrere al teorema di Ascoli-Arzela.
Dapprima ne proviamo solo un’implicazione, precisamente dimostriamo la
seguente:

Proposizione 5.2.10. Sia (H, (-,)) uno spazio di Hilbert. Se T € KC(H),
allora T* € K(H).
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Dimostrazione. Sia (x,), una successione limitata in H e sia (per il Teorema
3.3.5) (xp, )r una sua sottosuccessione debolmente convergente a x € H. Per
conseguire la tesi, proviamo che (7%z,, ), ¢ fortemente convergente in H. In

particolare, proviamo che
Tz, — Tz (5.6)

fortemente in H. Osserviamo che

T2, =T ||* = (T 20, = T2, T* (20, —)) = (T(T" 2y, ) = T(T"x), 2, — ).

Ora, poiché T™ ¢ lineare, si ha
Tz, — T . (5.8)

Essendo T' € IC(H) e T* € B(H), per la Proposizione 5.2.7, si ha che TT* €
K(H) e quindi, per il Teorema 5.2.8 applicato all’operatore compatto T7T™,
da (5.8) segue la convergenza forte

T(T*x,,) = T(T"x).
Pertanto, da (5.7), segue (5.6) e dunque la tesi. O

Osservazione 5.2.11. Se analizziamo la dimostrazione della Proposizione
precedente, risulta evidente che la tesi é conseguita grazie al fatto che TT* é
compatto. E ragionevole ipotizzare che per dimostrare I'implicazione inversa
della Proposizione precedente, bastera provare che da T*T compatto segue
che T é compatto. In effetti, vale il seguente risultato:

Lemma 5.2.12.
(i) TeK(H)<=TT e K(H);
(ii) T" e K(H) < (T*)*T*=)TT* € K(H).

Dimostrazione. Proviamo (i); (ii) segue da (i) applicata a T™*.

Se T & compatto, allora T*T ¢ compatto, in quanto composizione dell’o-
peratore T, compatto per ipotesi, e I'operatore limitato 7%. Per provare il
viceversa, sia (z,), una successione limitata in H, assumiamo ||z, || < C' per
ognin € N.

Allora, essendo 7T compatto per ipotesi, la successione (7*T'x,), ha una
estratta convergente, sia (7*7T'x,, ),

Risulta

HTﬂjnk o T:EanQ = (T(xnk o $nz)>T($nk - xnz))
= (T*T(l'nk - ZL’nl),ZEnk - xnl) < ||T*T(‘Tﬂk - x”l)””'xnk - CUﬂz”
SNTT (ny = 2 [N |+ lon 1) < 2CT T, — T T, |

Quindi, la successione T'z,, ¢ di Cauchy in H e pertanto ¢ convergente. [J
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In definitiva é provato il seguente Teorema di Schauder in uno spazio di
Hilbert (H, (-, )).

Teorema 5.2.13.
TeKH) < TreK(H).
Dimostrazione.
TeKH)=TT € K(H)< ( per (i) del Lemma 5.2.12) T" € K(H);
viceversa
T e K(H)=T'TeK(H)< ( per (i) del Lemma5.2.12 T € K(H).
O

Gli operatori compatti spesso si presentano nella forma di operatori in-
tegrali definiti (di Fredholm) o nella forma di integrali indefiniti (o meglio,
nella forma di funzioni integrali) (di Volterra). Vediamone un primo risultato
in ipotesi di sufficiente regolarita.

Proposizione 5.2.14 (operatore integrale (di Fredholm) compatto).

Sia k : [a,b] X [a,b] = R un’applicazione continua. L’operatore integrale con
nucleo k |
K : C°([a,0]; R) — C°([a, b]; R)

definito, per ogni f € C°([a,b];R) e z € [a,b], da

b
(K @)= [ K@) f (O
e un operatore lineare compatto.

Dimostrazione. L’operatore K € ovviamente lineare e continuo. Consideria-
mo una successione limitata di funzioni continue f, € (C° ([a,b];R),[|-]|.)-
Proviamo che la successione (K f,,), ammette una sottosuccessione uniforme-
mente convergente. Per il Teorema di compattezza di Ascoli-Arzela 3.4.3, é
sufficiente provare che la successione (K f,), € equilimitata ed uniformemente
equicontinua.

1. Poiché applicazione k é continua sul compatto [a, b] x [a, b], k & limitata
ed uniformemente continua. Quindi, esiste una costante ¢ tale che
|k (z,t)] < cperogni(x,t) € [a,b] X [a,b]; inoltre, per ogni € > 0 esiste
0 > 0 tale che

|k (x,t) — k(z,t)] <e

se |T — x| <4, con z,%,t € [a,bl.
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2. Essendo (f,),, successione limitata, esiste una costante M > 0 tale che

I falloo = max £ ()] < M per ogni n € N.
t€la,

Questo implica, per ogni = € [a, b],

(K fn) ()] < / [k (2, O] | fo (O] dt < (b—a)c- M,

pertanto la successione (K f,), ¢ equilimitata.

3. Sia, ora, ¢ > 0 fissato. Scegliamo ¢ > 0 tale che valga (5.2.14). Se
|z — x| <6, allora per ogni n € N si ha

b
(K fn) (2) = (K fn) (2)] < / |k (2, t) =k (2,8)] - | fu ()] dt
<(b—-a)e- M.
Per Iarbitrarieta die > 0, questo prova che la successione (K f,,), ¢ uniforme-

mente equicontinua. Per concludere la dimostrazione, basta quindi applicare
il Teorema di Ascoli-Arzela 3.4.3. O

Una parziale generalizzazione della Proposizione 5.2.14 ¢ il seguente ri-
sultato:

Proposizione 5.2.15.
Sia Q un compatto di RN e k : Q x Q — R un’applicazione continua.
L’operatore integrale con nucleo k,

K : L*(Q) — L*(Q),

definito per ogni f € L*(Q) ex € Q, da
(K) (@) = [ k) £

é un operatore lineare compatto.

Dimostrazione. La dimostrazione puo essere svolta come nella Proposizione
5.2.14, utilizzando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz.

( suggerimento : vedere la dimostrazione della Proposizione 6.2.4, in cui il
nucleo k(z,y) ¢ la funzione continua di Green G(z,y)). O

Pit1 in generale, vale il seguente risultato :
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Teorema 5.2.16. Sia Q un aperto limitato di RN e k € L*(Q x Q).
L’operatore integrale con nucleo k,

K :L*(Q) = L*(Q)

definito, per ogni f € L*(Q) ex € Q, da

(K f) (x) = / k(o,0) (1) dt,

Q

& un operatore lineare compatto.

Dimostrazione. K é lineare e continuo. Approssimiamo il nucleo k& con una
successione di nuclei k, continui in Q x Q e siano K, gli operatori integra-
li associati. Questi operatori, per la Proposizione 5.2.15, sono compatti e
convergono in norma a K, cioe,

n—-+0oo
Per la Proposizione 5.2.3 (punto 2) 'operatore K é compatto. ]

Un caso importante del Teorema 5.2.16 ¢ quello in cui il nucleo £ ha una
discontinuita per t = x del tipo

1 0<t<ux;
k(z,t) =<~ - =
(z,1) {O, r<t<l1.

Proposizione 5.2.17 (operatore integrale (di Volterra) compatto).
Sia il nucleo k definito da

L’operatore integrale con nucleo k,
K : L*([0,1]) — L*([0,1])
definito, per ogni f € L*([0,1]) e x € [0,1], da
1 T
K = k dt = d
KN = [k f@a= [ o

¢ un operatore lineare compatto.
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5.3 Dai sistemi di equazioni algebriche lineari
alla teoria di Fredholm

Sia A una matrice N x N reale; 'equazione algebrica lineare
Axr =b

ha un’unica soluzione per ogni vettore b € RY se e solo se I'equazione
omogenea associata

Az =0

ha solo la soluzione z = 0. Quindi
A iniettiva < A suriettiva. (5.9)

Ovviamente, questo vale se e solo se la matrice A é invertibile.
Considerato loperatore lineare 7' : RY — RY associato alla matrice A,
definito, per ogni x € RY, da T'(z) := Az, I'equivalenza (5.9) si traduce in

T iniettivo < T suriettivo?. (5.10)

Osserviamo che, nella equivalenza (5.10), per il Teorema 1.7.3, RY puo essere
sostituito con un qualunque spazio normato di dimensione finita N.

In generale, operatori lineari continui su uno spazio X a dimensione infini-
ta non hanno la proprieta (5.10). Infatti, si possono costruire operatori lineari
e limitati 7 : X — X che sono iniettivi, ma non suriettivi, o viceversa.?

2Ricordiamo il Teorema del rango: N = dim(ker T') + dim(Im 7).

3Qui ne diamo un esempio. Consideriamo lo spazio completo [? di successioni reali
di quadrato sommabile (cfr. Definizione 1.4.6 e Proposizione 1.4.12); esso ha dimensione
infinita: i vettori linearmente indipendenti {¢™ : k € N}, dove

e(k) :(O,...,O, 1 ;0707"')’
~~

(k)
€k

costituiscono una base ortonormale di /2. Consideriamo gli operatori lineari

T, : 12 =12,
= (21,2, Tny---) > Tox = (0,21,..., Tp_1,...)
~——
(Tyz)n
e
T 1?2 > 12,
x=(x1,T2,. ., Tp,...) > Tz := (T2, T3,..., Tpt1,.-.),
——

(T-z)n
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Tuttavia, la (5.10) valida in dimensione finita si estende ad una importan-
te classe di operatori T' su spazi X a dimensione infinita, precisamente agli
operatori 7' : X — X della forma T"'= I — K, dove I é 'operatore identita
su X e K é un operatore compatto su X. Se T' ¢ in questa classe, allora vale
ancora ’equivalenza

T=I-K:X — X iniettivo & T =1—-K : X — X suriettivo. (5.11)

5.4 Teoria di Fredholm

Qui proviamo quanto affermato alla fine della precedente Sezione 5.3 nel caso
in cui lo spazio a dimensione infinita sia uno spazio di Hilbert (cfr. proprieta
(iv) nel Teorema di Fredholm 5.4.1).

Per il caso in cui lo spazio a dimensione infinita sia uno spazio di Banach
arbitrario, cfr. Teorema 6.6 in [5].

Il teorema che segue descrive le varie relazioni tra nucleo (ker) e insieme
immagine (Im) di un operatore avente la forma I — K (operatore di Riesz-
Fredholm) e del suo operatore aggiunto.

Teorema 5.4.1 (di Fredholm). Sia (H, (-,-)) uno spazio di Hilbert reale e
sia K € K(H). Allora

(i) ker(I — K) ha dimensione finita;

1) Im(I — K) é chiusa e, piu precisamente,
(i1)
- K)

K

(
(1ii) Im(I ker(I — K*)*;
(iv) ker(I — K)={0} < Im(I - K)=H;

(v) ker(I — K) e ker(I — K*) hanno la stessa dimensione.*

chiamati rispettivamente operatore di traslazione a destra (right shift) e operatore di
traslazione a sinistra (left shift). E facile provare che:

o T},T_ € B(I%1?), con || T4 | paz) = |T- | pa2) = 1;
e T, ¢iniettivo, ma non ¢ suriettivo (infatti T, (12) C 12; ad esempio eM) € 12\ T, (12));
e T ¢ suriettivo, ma non ¢ iniettivo.
4Definiamo indice dell’operatore I — K il numero
ind(I — K) := dim (ker( — K)) — dim (ker(I — K™*)).

I punti (i) e (v) del Teorema 5.4.1 affermano che 'indice degli operatori della forma I — K
¢ zero.
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Dimostrazione. La dimostrazione di questo teorema sara ottenuta in diversi
passi.

1. Per provare il punto (i), supponiamo per assurdo che dim ker(/ — K) sia
infinita. In tal caso, potremmo trovare una successione (e, ), di vettori
ortonormali contenuti in ker(I — K)® per i quali si avrebbe

Ke,=¢, VneN.
Inoltre, per I'ldentita di Pitagora, per ogni m # n si avrebbe
lem = eall® = lleml® + lleal? = 2.
Dunque
[Ken — Key|| = [lem — enl| = V2

per ogni m # n. Pertanto, dalla successione (Ke,), non si potrebbe
estrarre alcuna sottosuccessione convergente, contro il fatto che K &
operatore compatto. Cio prova l'affermazione (i).

2. Proviamo, preliminarmente alla dimostrazione di (ii), che
36>0 tc |u—Kul| > B|ul| Yué€ker(l—K)*. (5.12)

Infatti, se (5.12) non fosse vera, potremmo trovare una successione
(tn)n C ker(I — K)* tale che

lunll =1 e lup = Kuy < —.
n

Poiché siffatta (u,), € limitata, esiste una sua estratta (che, per brevita,
indicheremo ancora con (u,),) debolmente convergente in H ad u €
H. Poiché K é compatto, per il Teorema 5.2.8, la successione (Kuy),
converge fortemente a Kwu. Inoltre, risulta

lu, — Kul|| < Jup, — Kuyl|| + [|[Ku, — Kul|| = 0

per n — 4o00. Ne segue che u, converge fortemente a Ku. Poiché u,
converge debolmente a u, concludiamo che v = Ku e u, — u. Per
costruzione, abbiamo

ul| = lim |jun| =1, u€ker(] — K)*
n—+oo

(poiché ker(I — K )t ¢é chiuso), mentre, contemporaneamente, u— Ku =
0, quindi risulta anche u € ker(/ — K). Otteniamo cosi una contrad-
dizione (in quanto u € ker(I — K) Nker(I — K)* = {0y}, mentre
||u|| = 1), per cui risulta provata la (5.12).

Scfr. §2.4.
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3. Proviamo ora l'affermazione (ii), cioé che Im(I — K) ¢ chiusa. Consi-
deriamo una successione (v,), C Im(I — K), con v,, — v per n — +00
e dimostriamo che v € Im(I — K), cioé che esiste v € H tale che
v=u— Ku.

Per assunzione, per ogni n € N esiste u,, € H tale che v, = u,, — Ku,.
Sia 1, € ker(I — K) la proiezione di u,, su ker(I — K), cioé

Uy = Brer(1—K)Un;

posto

risulta z, € ker(I — K)* e vale

Uy = Uy — Kuy = (U + 2n) — KUy + 2) = 2 — Kz, + U, — Ky,
=0
=z,— Kz,.

Usando (5.12) (applicata a z,, — z,), per ogni m,n € N si ha
[vm — vall > Bll2m — 2all-

Poiché (vy,), ¢ di Cauchy, anche (z,), ¢ di Cauchy. Pertanto esiste
u € H tale che 2z, — u, e quindi

u—Ku= lim (2, — Kz,) = lim v, =0,
n—-+oo n——+4oo

il che dimostra ’asserto (ii).

4. Poiché Im (I — K) e ker (I — K*)* sono sottospazi chiusi, la (iii) vale
se e solo se
Im(I —K)" =ker (I — K*).

Cio é provato osservando che valgono le seguenti equivalenze:
x € ker (I — K*),
(I -K")x=0,
(y,(Il —K*)x)=0 Vy € H,
(I - K)y,z)=0 Vy € H,
relIm(I-K)".

5. Proviamo dapprima la seguente implicazione di (iv):

ker(I - K)={0} = Im (Il — K) = H.
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Sia, allora, I — K iniettivo e, per assurdo, supponiamo che I — K non
sia suriettivo, cioé sia

([_K)(H):ngH-

Per (ii) H; é un sottospazio chiuso di H.

Poich¢ I — K ¢ iniettivo abbiamo che
Hy:=(I—-K)(H,) C H.®
Continuando questo processo, per induzione si ha che per ogni n € N:
Hy:=(I-K)"(H), (—-K)(H)=Hp.
Inoltre, per ogni n € N, H,, é sottospazio chiuso e
HDOH DHyD...DH, D Hp 2 ....

Per ogni n € N scegliamo e,, € H, N H;-,; con |le,| = 1.

Osserviamo che, se n > m si ha
Hn+1 g Hn g Hm+1 ,Q Hm
e percio

Ke,, — Ke, = — (e, — Kep) + (e — Kep) + (e — €n) = €m + 2m

dove z,, = — (e, — Key) + (e, — Key,) — e, € Hpyq. Poiché e, €
Hz ., per I'ldentita di Pitagora

|Kem — Keall 2 flew] = 1.

Pertanto la successione (Ke,), non pud avere alcuna sottosuccessione
convergente fortemente, contraddicendo cosi la compattezza di K.

6. Proviamo ora l'implicazione inversa in (iv), cioé
Im(I—K)=H= ker(I - K)={0}.

Utilizziamo un argomento di dualita. Per una delle proprieta dell’ope-
ratore aggiunto (Proposizione 5.1.4(ii)), si ha

ker (I — K*) = Im (I — K)" = H* = {0}.

6 Se, per assurdo, (I — K)(H;) = Hy, I — K : H; — H; risulta bigettivo. Siax € H\ H;
(siffatto elemento esiste, in quanto Hy; C H); allora (I—K)(x) € H; e quindi esiste 2’ € Hy
tale che (I — K)(z) = (I — K)(2') e, per Uiniettivita di I — K, si ha x = 2/ € Hy, il che ¢
assurdo.
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Poiché K* é compatto, per il passo precedente si ha Im (I — K*) = H.
Usando ancora la Proposizione 5.1.4(ii), risulta
ker (I — K) = Im (I — K*)" = H = {0},
e cio conclude la dimostrazione di (iv).
7. Per dimostrare (v), cominciamo col provare che

dimker (I — K) > dim Im (I — K)©. (5.13)
Supponiamo, per assurdo, che (5.13) non sia vera, cioé

dimker ( — K) < dim I'm (I — K)* . (5.14)
Allora esiste un operatore lineare e limitato

A:ker(I—K)— Im(I —K)*

che é iniettivo, ma non suriettivo. Estendiamo A ad un operatore
(ancora indicato con A)

A:H—Im(I-K)*
definito su tutto lo spazio H ponendo Au = 0 per u € ker (I — K)L.
Poiché I'm A ha dimensione finita, A ¢ compatto e quindi anche K + A
é compatto. Proviamo che

ker (I — (K + A)) ={0}. (5.15)

Infatti, se Ku+ Au = u, allora u — Ku = Au € Im (I — K)*; quindi
u— Ku = Au = 0. Sicché u € ker (I — K) e quindi v = 0 poiché
A ¢ iniettivo su ker (I — K). Da (5.15), applicando (iv) all’operatore
compatto K + A, segue che Im (I — (K + A)) = H.

Tuttavia questo ¢ impossibile: se v € Im(I — K)" ma v ¢ Im A,
I'equazione u—(Ku 4+ Au) = v non ha soluzione. Questa contraddizione
mostra che (5.14) non puo valere.

8. Tenendo presente la Proposizione 5.1.4(ii), da (5.13) si ha
dimker (I — K) > dim I'm (I — K)" = dimker (I — K*).

Ancora da (5.13) applicata a I — K*, si ha anche (scambiando il ruolo
di K e K%

dimker (I — K*) > dim Im (I — K*)*" = dimker (] — K),

e quindi la tesi (v).
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[l
Osservazione 5.4.2 (una dimostrazione alternativa del punto (i)). Risulta
Eker((I—K)) (07 1) - K(§H<Oa 1))

e pertanto Bie((7-x))(0,1) é compatta. Per il Teorema 1.8.5, ker(I — K) ha
dimensione finita.

Osservazione 5.4.3. La proprieta (iv) mostra che l'equivalenza (5.10), nota
in spazi a dimensione finita, si estende alla classe di operatori della forma
I — K su spazi a dimensione infinita.

Osservazione 5.4.4. E ovvio che tutto quanto affermato dal Teorema di
Fredholm resta valido anche per gli operatori A\I — K se A # 0.

5.5 Alternativa di Fredholm

Quando K é un operatore compatto, il Teorema di Fredholm 5.4.1 fornisce
informazioni su esistenza ed unicita delle soluzioni per ’equazione lineare

u—Ku=f (f€H). (5.16)
Difatti, due eventualita possono verificarsi.

CASO 1: ker(I — K) = {0}. Questo significa che I"’equazione omogenea
u— Ku = 0 hala sola soluzione nulla. Allora, per il punto (iv) del Teorema di
Fredholm 5.4.1, 'operatore I — K ¢ iniettivo e suriettivo. Pertanto, per ogni
f € H, I'equazione non omogenea (5.16) ha esattamente una sola soluzione.

CASO 2: ker(I — K) # {0}. Questo significa che I'equazione omogenea
u — Ku = 0 ha una soluzione non nulla. In questo caso, lo spazio delle
soluzioni di v — Ku = 0 ha dimensione finita per il punto (i) del Teorema
di Fredholm 5.4.1 e, per il punto (iii) dello stesso Teorema, I’equazione non
omogenea (5.16) ha soluzioni se e solo se f € ker(I — K*)*, cioé se e solo
se (f,u) = 0 per ogni u € H tale che u — K*u = 0 (ovvero, se e solo se f é&
ortogonale ad ogni (in numero finito per (i) e (v) del Teorema di Fredholm
5.4.1) soluzione dell’equazione omogenea (duale) u — K*u = 0).

La descritta dicotomia é nota come Alternativa di Fredholm.
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5.6 Dal teorema spettrale dell’Algebra Lineare
al teorema spettrale di Hilbert-Schmidt

“E difficile indicare una nozione nella Teoria degli Operatori che sia pitl im-
portante di quella di spettro.” (da [15], pag. 230)

Iniziamo col considerare il caso della dimensione finita.
Sia A := (a;),; ;_, n matrice quadrata di ordine N, a;; € C;
si dice che A € C & un autovalore per A se esiste z € CV\ {0} per cui risulti
Ar=xx 7

e quindi tale che det (A\I — A) = 0.

In tal caso ogni elemento x € CV \ {0} tale che Az = Az ¢ detto au-
tovettore relativo all’autovalore A. L’insieme degli autovettori relativi ad
un autovalore \ forma, insieme allo zero, un sottospazio di CV chiamato
autospazio relativo all’autovalore \.

E noto, dall’Algebra Lineare, che se A é una matrice reale N x N e
simmetrica

e i suoi autovalori Aq,..., Ay sono tutti reali,
e il det(A) (determinante di A) & uguale a A - Ay« -+ Ay,
e sussiste il seguente risultato di diagonalizzazione :

e (Teorema Spettrale) Esiste una base ortonormale {v;},_; , di RY
(detta base spettrale) formata da autovettori di A (cioé, (v;,v;) = ;5
per ogni i,5 = 1,...N e |lv;]| = 1 per ogni i = 1,...N; Av; = \v;,
i=1,...,N,dove \i,..., Ay € R sono i corrispondenti autovalori).

5.6.1 Diagonalizzazione in dimensione finita

Rispetto alla base spettrale {v1, ..., vy}, per ogni x € RY si ha che, posto

N
T = Z C;V;
=1
N
b= Z (b, Ui)Uz‘,

=1

“Questa equazione impone al vettore Az, trasformato di x, di risultare proporzionale
ad x stesso.



132 Elementi di Analisi Funzionale Lineare

I'equazione Ax = b si presenta nella forma

N N N
Ax = Z CZ‘A’Ui = Z )\icivi = Z (b; Ui)”i = b7
i=1 i=1 i=1

ovvero, utilizzando la notazione matriciale rispetto alla base spettrale {vy, ..., vx},

A1 O 1 Arcy (b, v1)

A c AoC b,v
el S e I L PR
AN CN ANCN (b, vn)

quindi la matrice A, rispetto alla base spettrale, é ridotta in forma diagonale.
Di consequenza, la soluzione v € RN di Az = b, puo essere ora lrovata
risolvendo, invece di un sistema di N equazioni in N incognite, N equazioni
scalari, una per ognuno dei coefficients cq, ..., cy.

Se tutti gli autovalori di A sono non nulli (quindi det(A) # 0), la soluzione
esplicita di Ax = b é data da

N

T = Z )\ii(b, ;) V;.

Consideriamo ora l'operatore 7' : RV — RY associato alla matrice A,
definito, per ogni x € RY, da T (z) = Ax. Si ottiene, operando come sopra,

N
T(ﬁ) = Z )\icivi;
i=1

cioé possiamo esprimere 'operatore 7' come combinazione lineare (finita) dei
vettori della base spettrale.

Il Teorema spettrale (in dimensione finita) appena richiamato, resta va-
lido per operatori lineari, compatti e autoaggiunti (simmetrici) K : H — H
con H spazio di Hilbert reale separabile di dimensione infinita (Teorema di
Hilbert-Schmidt 5.10.1).

5.7 Risolvente e spettro di un operatore lineare
limitato

Sulla base del caso particolare in RY, si puo ora formulare una definizione
piu generale.



Teoria di Fredholm. Teorema spettrale di Hilbert-Schmidt 133

Definizione 5.7.1. (Risolvente e Spettro di un operatore lineare e
limitato)

Sia H uno spazio di Hilbert reale e sia T' € B (H). Si definisce insieme
risolvente di T il sottoinsieme di R

p(T):={N€R: M —T ¢ iniettivo e suriettivo} .® (5.18)

Se A € p(T), esiste 'operatore inverso (A\] — T) ™" che & un operatore lineare
e continuo (Teorema 4.6.3), cioé (A —T)~" € B (H).

Definizione 5.7.2. Si definisce spettro di T il seguente sottoinsieme di R
o(T):=R\p(T)={Ae€R: A —T non ¢ invertibile} .
Inoltre, si definisce spetiro puntuale di T
o, (T):={Ae€R: X —T non ¢ iniettivo} .

Equivalentemente, A € o, (T") se esiste un vettore w € H \ {0} tale che
Tw = Aw. In questo caso, A\ & detto autovalore di T e w é un autovettore
(autofunzione) associato a \.

Proposizione 5.7.3. Lo spettro di T € B(H), o (T), é compatto e
o (T) C [T sy | T|| Bry)- L’insieme risolvente p (T') é aperto.

Dimostrazione. Sia A € R tale che [A| > ||T||p(a). Proviamo che \I — T ¢
bigettivo; ne seguira che

o (T) C =Ty, 1T Be)-

Assegnato f € H l'equazione Au — T'w = f ha un’unica soluzione, poiché
u=XN"YTu+ f), e si puo applicare il Principio delle contrazioni.”

Proviamo ora che p(T') & aperto. Sia A\g € p(T') e proviamo che esiste
r > 0 tale che B.(\g) C p(T'). Assegnati A € R tale che

1
Aol = T) =l

8 Alcuni autori nella definizione di p(T") considerano I'operatore T — \I invece di A\I —T.
Nel seguito utilizzeremo indifferentemente 1'uno o ’altro operatore.

“Teorema (di Banach del punto fisso- Principio delle contrazioni)
Sia (X, d) uno spazio metrico non vuoto completo e sia S : X — X una contrazione stretta,
cioé,

|)\0—)\| <

d(SUl, SUQ) S k- d(’Ul,Ug),

per ogni vy,ve € X, con k < 1. Allora S ha un unico punto fisso u € X, cioé u = Su.
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e f € H, risolviamo Au — Tu = f. Questa equazione puo essere cosi riscritta
Aou—Tu= f~+ (N — Nu,

ciog,

u= Nl —T) [N — Nu+ f].
Quest’ultima equazione ha, ancora per il Principio delle contrazioni, un’unica
soluzione in virtu dell’ipotesi [Ag — A| < m Quindi A € p (7).
Posto r = m, per larbitrarieta di A € B,(\g) conseguiamo la

tesi. O

Osservazione 5.7.4. Se invece di uno spazio di Hilbert H reale, conside-
riamo uno spazio X di Banach reale, la Proposizione 5.7.3 rimane valida con
identica dimostrazione.

Osservazione 5.7.5. I evidente che o, (T) C o (T). In generale, questa
inclusione puo essere stretta: puo esistere A tale che ker(Al — T) = {0} e
Im(M —T) # H (un tale A\ appartiene allo spettro, poiché A\l — T non ¢é
invertibile, ma non ¢ autovalore). Consideriamo, per esempio, in H = [?
I'operatore di traslazione a destra 7. Allora 0 € o (1} ), mentre 0 ¢ o, (1)
(cfr. Esercizio 20).

Puo naturalmente accadere, in spazi sul campo R a dimensione finita o infi-
nita, che 0, (T) = o (T) = 0; consideriamo per esempio una rotazione di §
in R?, o0 in 12 = {(2,), € RY; 3275 |2, > < +00} loperatore

T($) = (—LEQ, L1, —Ty4,T3, .. )

Osservazione 5.7.6. In uno spazio di Banach X, a dimensione infi-
nita, su C lo studio degli autovalori e dello spettro é pitl interessante.

In questo caso, se T' € B(X), 'insieme risolvente p (1) ¢ definito da

p(T) ={\ € C; X — T ¢ iniettivo e suriettivo} '
e lo spettro € definito da
o(T)=C\p(T)={Ae€C: X —T non é invertibile} .
108e X € p(T), 'operatore risolvente di T, Ry : X — X ¢ definito da

Ryu = R\, T)u:= (A — T) u.

Piu precisamente il risolvente ¢ la funzione A\ € p(T') — Ry. Il termine “risolvente di
T” ¢ giustificato dal fatto che ’equazione lineare non omogenea (A — T)u = v (dove
A€ Cewv e X sono assegnati e u € X ¢ da determinare) ha soluzione per ogni v se e
solo se A € p(T) (cio¢, se (A\I —T)~! esiste). Allora la soluzione u esiste ed ¢ data da
u= N —-T)"t.
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Sussistono le seguenti proprieta:

Proposizione 5.7.7. Sia (X,| - ||) uno spazio di Banach, a dimensione
infinita, su C e T € B(X).
Allora si ha:

(i) Se A € C ¢ tale che |\ > ||T||px), allora X\ € p(T),

n

+oo
T
R(\,T) = Z IS (serie di Neumann)
n=0

1
IR Dllpexo) < 5
= = s
(ii) o (T) # 0;
(i) o (T) S{A € C: A < |Tllsx) 5
(iv) o (T) é compatto e p(T) # 0 ¢ aperto
(v) Il raggio spettrale di T, denotato r(T), ¢ definito da

r(T) = sup |A| = max |}A|.
@) )\GJ(T)‘ | /\EU(T)’ |

Risulta (Gelfand)
r(T) = lim [T~

n—-+00
r(T) = Tl e

Dimostrazione.

(i) Fissiamo A € C tale che |A| > ||T'||p(x). Allora A\I —T & invertibile (
stessa dimostrazione come in 5.7.3), cioé¢ A € p(T), e

1 T -1 1 +00 7 +00 n
RAT)=(M-T)"'=<(I-%) =) —=) —
( ) ) ( ) )\ ( )\) /\ — )\n — )\n-i-la
serie assolutamente convergente per ||T||px) < |A| in virtu di

||Tn||B(X) < ||T||%(X)'

+00 n
Cio implica che la serie Z el converge (totalmente) in B(X).
n=0
Risulta . . .
I RA By < 7 = : (5.19)
R PV FESR YRS [ PR

Al
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(ii) Per provare (ii), supponiamo, per assurdo, o(T') = 0, cioé p(T) = C.
Allora, la funzione risolvente di 7', A — R(\,T), é definita ed analitica
su tutto C e, per (5.19), soddisfa

RN T)|pxy =0 per | = +o0. (5.20)
Fissati x € X e ¢ € X*, definiamo su C la funzione intera
®:C—C,
A= @A) = (po RN\, T))(x).

Per (5.19), [2(A)| < llellx o 12lx, A € Ce [A > [|T||scx). Ne
segue che ® ¢ anche limitata in C e

lim ®(\) =0.

[A| =400

Allora, per il Teorema di Liouville sulle funzioni intere (cfr., ad esem-
pio, |8]) applicato a ®, risulta & = 0 in C. Per larbitrarieta di ¢
e x, abbiamo che R(A\,T) = O per ogni A € C. Ma cio porta alla
contraddizione

I = (M —T)R\T) = 0.

(iii) Per (i), si ha
{AeCN > Tlsxo} € p(T)

e quindi, passando al complementare in C

o(T) = C\p(T) € A€ C: A < |Tllaex)}

(iv) La dimostrazione che p(T") & aperto puo essere svolta come nella Pro-
posizione 5.7.3. Allora o(T') é chiuso e, per (iii), & anche limitato in C,
quindi é compatto.

(v) Per brevita, per la dimostrazione rinviamo, ad esempio, al Teorema
1.16 in [1].

O

Osservazione 5.7.8. Evidenziamo che: in uno spazio di Banach X a dimen-
sione infinita su C, é un risultato non banale il fatto che lo spettro o (T)
€ sempre non vuoto.

Tuttavia, puo accadere che o, (T') = 0 (considerare, per esempio, 'operatore
di traslazione a destra T in H = 2 = {(2,), € CV; 3 |2, < +00},
cfr. Esercizio 20).

Non é superfluo ricordare anche che in spazi a dimensione finita IN su
C risulta o, (T') = o (T') # 0: una matrice N x N con elementi in C ha
autovalori in C (le radici del polinomio caratteristico), ma pud non avere
alcun autovalore in R, anche se gli elementi della matrice sono reali.



Teoria di Fredholm. Teorema spettrale di Hilbert-Schmidt 137

5.8 Spettro di un operatore lineare compatto

Esaminiamo ora lo spettro di un operatore lineare compatto. Proveremo, tra
I’altro, che per un operatore compatto K in uno spazio di Hilbert a dimen-
sione infinita, lo spettro si riduce soltanto allo zero e allo spettro puntuale

op(K).

Teorema 5.8.1. (Spettro di un operatore lineare compatto) Sia (H,(-,-))
uno spazio di Hilbert reale di dimensione infinita e K € K (H). Allora

(i) 0 € 0 (K) (quindi K non ¢é invertibile);
() o(K) = 0,(K) U 0);
wnoltre

(i) o (K)\ {0} = op (K) \ {0}
(iv) Vale uno dei sequenti casi:

e 0(K)={0}

e 0,(K)\ {0} éun insieme finito

(

e 0, (K)\ {0} & una successione di autovalori (\,), soddisfacente
lim A\, =0.
n—-400

Dimostrazione. Per provare (i) ragioniamo per assurdo. Se 0 ¢ o (K) allora
K ha inverso K ! continuo, pertanto 'operatore identita su H, ] = Ko K~!,
risulta compatto per la Proposizione 5.2.7 (in quanto composizione di un
operatore compatto e di uno continuo). Ma questo é falso, in quanto dim H
é infinita.

Per provare (ii), ¢ sufficiente dimostrare l'inclusione o(K) C 0,(K) U {0}.
Sia A € o (K) \ {0} e proviamo che A ¢ un autovalore. Se, per assurdo, A
non ¢ autovalore di K, cio¢ se ker (\] — K) = {0}, per (iv) del Teorema
di Fredholm, I'm (Al — K) = H. Per il Teorema 4.6.3 \I — K ha inverso
limitato, e quindi A € p (K), contro 'assunto. Questa contraddizione prova
che A € 0, (K).

Per provare (iii), essendo ovvia l'inclusione 0,(K) \ {0} C o(K) \ {0}, sia
A € o(K)\ {0} e proviamo che A ¢ un autovalore. Procediamo come nella
dimostrazione di (ii). Se, per assurdo, A non é autovalore di K, cioé se
ker (\] — K') = {0}, per (iv) del Teorema di Fredholm, Im (A — K) = H.
Per il Teorema 4.6.3 AI — K ha inverso limitato, e quindi A € p (K), contro
'assunto. Questa contraddizione prova che A € g, (K) \ {0}.

Per provare (iv), assumiamo che (),), sia una successione di autovalori di
K, distinti e in 0,(K) \ {0} e premettiamo i seguenti risultati:
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Lemma 5.8.2. Autovettori corrispondenti ad autovalori distinti sono linear-
mente indipendenti.

Dimostrazione. Proviamo per induzione su n € N, che se A, Ay, ..., A, sono
autovalori distinti di K, e per ognii =1,...,n w; é autovettore relativo a \;
(quindi w; # 0 e Kw; = \w; per ogni i = 1,...,n), allora wy, ..., w, sono

linearmente indipendenti.
Assumiamo, per ipotesi induttiva, che la tesi valga fino ad n, e supponiamo,
per assurdo, che

n
0 # wyq1 = E a;W;.
i=1

Allora risulta

n
Kwp = E a; A w;
i=1

n
Kwpp1 = Ap1Wpp = Z A A1 Wi
i=1
Per differenza, segue che Y " | a; (A — A\pg1) w; = 0 e per l'ipotesi induttiva
a; (\i — Ang1) = 0 per ogni i = 1,...,n. In definitiva, essendo \; # A, .1 per
ognit=1,...,n,risulta a; = 0 per ognii = 1,...,n; una contraddizione. [J

Lemma 5.8.3. Sia (\,), una successione di elementi reali distinti di
o, (K)\ {0} tale che \,, = A. Allora A = 0.
In altre parole, tutti i punti di o, (K) \ {0} sono punti isolati.

Dimostrazione. Poiché \, € o, (K) \ {0}, esiste w,, # 0 t.c.
Kw, = \w,.

Sia H, := span{ws,...,w,}. Allora H, C H,, per ogni n € N, poiché
per il Lemma 5.8.2 autovettori corrispondenti ad autovalori distinti sono
linearmente indipendenti. Osserviamo che (K — A\, I) H, C H,_; per ogni
n > 2. Scegliamo ora, per ogni n € N,n > 2, un elemento e, € H, N H: |
con |ley|| = 1. Se 2 < m < n, risulta H,, 1 € H,, C H, 1 C H,, allora
(Ke, — A\nen) € Hyq, (Key — Amenm) € Hyy C Hyq, e € Hyy € Hy
mentre e, € H:- ;. Quindi (per I'identita di Pitagora)

|Ke, — Kenll = || (Ke, — Men) — (Key — Amém) — Amém + Anéy ||
V7 \v/

N

-~

eanl EHTJ{71

> |[Anenll = [An].
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Percio
liminf |Ke, — Ke,,|| > lm |\, =|}].
n—-+00

m,n—-+00

Necessariamente risulta A = 0, in quanto se |A\| > 0, allora la successione
(Key),, non potrebbe avere alcuna sottosuccessione convergente, contraddi-
cendo l'ipotesi di compattezza dell’operatore K. O

Concludiamo la dimostrazione del punto (iv). Per ogni intero n > 1
I'insieme

ap(K)ﬂ{Ae]R: A > %} (5.21)

¢ o vuoto o finito (se 'insieme 5.21 avesse infiniti punti distinti, esisterebbe,
poiché o (K) é compatto, una sottosuccessione convergente a un A, con |\ >
1 contraddicendo il Lemma 5.8.3). E allora chiara la struttura di o,(K): esso
¢ formato al pitt da una successione (\,), di punti distinti con punto limite
lo zero. Quindi, se o, (K) \ {0} ha infiniti punti distinti, questi si possono
ordinare come successione tendenle a zero (si possono ordinare secondo i
valori decrescenti |[Ai| > |Xa| > ...). O

Osservazione 5.8.4. Il Teorema 5.8.1 precedente resta valido anche in spazi
di Banach reali a dimensione infinita, cioé anche se K € IC(X) con X spazio
di Banach reale e dim(X) = oo (cfr. Teorema 6.8 in [5]).

Osservazione 5.8.5. Riformuliamo, ora, I’Alternativa di Fredholm vista nel
§5.5.

CASO 1. Se A = 1 € p(K) (cioé se I'unitd non ¢ autovalore di K,
1 ¢ o0,(K)), Pequazione non omogenea u — Ku = f ha una e una sola
soluzione, qualunque sia f € H.

CASO 2. Se, invece, A = 1 € 0,(K) (cioé se 'unita ¢ autovalore di K),
I’equazione non omogenea u— Ku = f ha soluzione se e solo se il termine noto

f & ortogonale a tutte (in numero finito) le soluzioni dell’equazione omogenea
(duale) v — K*u = 0.

5.9 Limitazioni per lo spettro di un operatore
lineare autoaggiunto

Osservazione 5.9.1. Sia A = (a;) n una matrice N x N simmetrica

ij=1,..
(evidentemente, anche l'operatore lineare T' : RY — R associato ad A4,
definito da T'(z) = Az, ¢ simmetrico). Considerata la forma quadratica

determinata da A N

x— (z, Az) = Z a5, (5.22)

1,5=1



140 Elementi di Analisi Funzionale Lineare

risulta
m < (z,Ax) <M

dove
m := min (z, Az),
[lz]l=1

M := max (z, Az)

[lz]l=1
(m e M sono, rispettivamente, il pit piccolo ed il pit grande autovalore di

A).

Estenderemo la precedente proprieta delle matrici simmetriche ad opera-
tori lineari, limitati e autoaggiunti su spazi di Hilbert di dimensione infinita.

Teorema 5.9.2 (limitazioni per lo spettro di un operatore autoag-
giunto). Siano (H,(-,-)) uno spazio di Hilbert reale ¢ S € B (H) autoag-
giunto. Posto

m:= inf (Su,u), M := sup (Su,u), (5.23)
Iﬁtﬁgl ||uﬁ511

si ha
(1) o (S) C [m, M];

(i) m, M € o (S);

(iii) |5 p(rry = max{|ml, [M]}.

Dimostrazione.

(i) Sia A > M e proviamo che X € p(S). Per la definizione di M, risulta,
per ogni u € H \ {0},

(Su u) U Su) < 01

ull™ fll )l

e quindi
(Su,u) < M|lu||*> VYuecH,

pertanto

(Au — Su, u) = Mu, u) — (Su,u) = (A = M)l = B|ull”
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(ii

con B = A — M > 0. Per il Teorema 2.7.2, si deduce che \[ — S ¢
bigettivo, pertanto A € p(S).

Analogamente, si prova che ogni A < m appartiene a p(S) (conside-
rando —S al posto di S), quindi o(S) C [m, M]. E cosi provata la

(i).

Proviamo che M € o(S) (per dimostrare che m € o(S) si procede in
maniera analoga). La forma bilineare

a(u,v) == (Mu — Su,v)
¢ simmetrica e soddisfa
a(v,v) >0 VoveH.

Allora, per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, si ha

[NIE

la(u,v)] < a(u,u)% ~a(v,v)? Yu,veH,

cioé

N

|(Mu — Su,v)| < (Mu — Su,u)% - (Mv — Sv,v)2 Yu,v e H. (5.24)
In particolare, poiché
(Su,u) > mllul|*> Yu€ H,
risulta (preso v = Mu — Su nella (5.24))
|Mu = Sul?
< (Mu — Su,u)? [(M(Mu — Su) — S(Mu — Su), Mu — Su)]

=

N

= (Mu— Su,u)? | M||Mu — SuHQ\—(S(Mu — Su), Mu — Su)
<—ml| Mu—S5u|?

< (Mu — Su,u)? [(M — m)||Mu — Su|?]

= (Mu — Su,u)2(M —m)2||Mu — Sul.

Pertanto, esiste ¢ := (M —m)z > 0 tale che
IMu — Sul| < o(Mu— Su,u)? Yuc€ H. (5.25)

Per la definizione di M, esiste una successione (u,), C H tale che
|lunl] = 1 per ogni n € N e (Sup,u,) = M per n — +o0o. Da (5.25) si
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(iif)

deduce che || Mu,, —Su,|| — 0 e quindi M € o(S) (perché, se M € p(5),
allora esiste (M1 — S)~! operatore lineare e continuo, per cui u, =
(MI — S)""(Mu,, — Su,) — 0, e cio & impossibile, perché |ju,|| = 1).
Risulta cosi provata la (ii).

Posto p = max{|m/|, |M|}, proviamo che ||S| gy = p. Per ogni u,v €
H

(S(u+v),u+v)=(Su,u) + (Sv,v) + 2(Su,v)

(S(u—v),u —v) = (Su,u) + (Sv,v) — 2(Su,v).

Pertanto
4(Su,v) = (S(u+v),u+v)—(S(u—v),u—v) < M|lu+v||*—m|u—v|?
e quindi

4|(Su,v)| < pllu+ol* + [lu = v[*) = 2u(][ull* + v]*).

Sostituendo v con av, a > 0, si ha

ul? 2
4|(Su,v)| < 2u + allv]|* ) .

(07

Minimizzando il membro a destra rispetto ad « si ha o = M, v#£0, e

[lv]]
otteniamo

(Su,v)| < llullllo]))  per ogni w,v € H,

sicché
1S Bay < p-

D’altra parte, risulta |(Su, u)| < ||S||pm)l|ull?, pertanto |m| < ||S|| 5
e M| < [|S||(m), e quindi
<S5

]

Corollario 5.9.3. Sia S € B(H) autoaggiunto tale che o(S) = {0}. Allora
S =0.
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5.10 Teorema spettrale di Hilbert-Schmidt per
operatori compatti autoaggiunti su spazi
di Hilbert reali separabili

Dimostriamo, ora, che anche in dimensione infinita vale il seguente fondamen-
tale risultato di diagonalizzabilita (in una opportuna base) per gli operatori
lineari compatti autoaggiunti.

Teorema 5.10.1 (spettrale, di Hilbert-Schmidt; autovettori di un
operatore compatto autoaggiunto). Siano (H, (-,-)) uno spazio di Hilbert
reale separabile e K : H — H un operatore lineare, compatto e autoaggiunto.
Allora esistono una base numerabile e ortonormale (v,), di H formata da
autovettori di K (base spettrale) e una successione di autovalori reali e distinti
(An)ps1s cOn Ny # 0 e N, = 0, tali che, per ogni w € H 'operatore K ha la
rappresentazione

“+o00
Ku = Z A (U, 0y,) .
n=1

Dimostrazione. Se H = R, abbiamo il classico Teorema spettrale dell’Al-
gebra Lineare. Assumiamo, allora, che H abbia dimensione infinita. Poiché
K € K(H), risulta, per il Teorema 5.8.1,

o(K)\ {0} = 0, (K) \ {0} = {Au},51
con la successione (A, ),>1 € co.

1. Sia, quindi, (\,),>1 la successione di tutti gli autovalori distinti di K,
escluso lo zero. Poniamo

X =0, Hy:=kerK, H,:=ker(K—-\J1I) (n>1).

Osserviamo che Hy e H, (n > 1) sono sottospazi chiusi di H, in quanto
nuclei di operatori lineari continui; inoltre,

0 <dim Hy < o0 mentre 0 < dim H, < oo,

in virta del punto (i) del Teorema di Fredholm 5.4.1.

2. Proviamo che H ¢é la somma di Hilbert degli H,, n € Ny (nel senso
della Definizione 2.5.1). Per questo, dimostriamo che gli spazi Hj, sono

mutualmente ortogonali e, inoltre, che lo span della loro unione ¢ denso
in H.
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(a)

Gli Hy, sono mutualmente ortogonali. Infatti, se w € H,, ev € H,,
con m # n, allora Ku = \,u e Kv = \,v, pertanto

Am(u,v) = (Ku,v) = (u, Kv) = \,(u,v).

Poiché X\, # A, si deduce che (u,v) = 0; di conseguenza, i
sottospazi H,, e H, sono mutualmente ortogonali.

Sia

F = span <U Hn> = {Zanun :m € Ng,u, € H,,a, € R}.

n=0 n=0
Proviamo che F' é denso in H. Ovviamente, K (F') C F. Ne segue

che | K(F*) C F*| Infatti, dato u € F*, per ogni v € F, si ha
Kv € F e quindi

(Ku,v) = (u, Kv) = 0;

in virtu dell’arbitrarieta di v € F', deduciamo che Ku € F+.
Denotiamo ora la restrizione di K a F* con Kj; I'operatore

Ko=K|pL: F* = K(F*+) C F+| ¢ compatto ed autoaggiunto

su Ft.
Proviamo che |o(Ky) = {0} |

Sia, per assurdo, A € o(Kj), A # 0. Poiché A € 0,(Kj)\{0}, esiste
u € F*+, u # 0, tale che Kyu = \u. Percio \ é uno degli autovalori
di K; supponiamo A = \,, con n > 1. Pertanto v € H, C F.
Poiché w € F+ N F, risulta u = 0, ottenendo una contraddizione.
Dunque o(Ky) = {0} e, per il Teorema 5.9.2, (Kou,u) = 0 per
ogni v € F*+. Ma, per ogni u,v € F*, si ha

2(Kou,v) = (Ko(u +v), (u+v)) — (Kou,u) — (Kov,v) = 0.

Dall’arbitrarieta di u e v, segue che , ' cioé che I'opera-

tore K si annulla su F*. Si ha, allora,
F*+ CkerK = Hy C F,

cioé¢ F+ C F e quindi (poiché {0} = FnF+ = F+) F+ = {0}.
Ne segue che F' é denso in H. Infatti, ricordato che

(F1)" =T

risulta N
F=(FY) ={0}" =H.

Hefr. anche 5.9.3.
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Da (a) e (b) deduciamo che H ¢ somma di Hilbert degli H,, n € Ny:

H = Hy ®© ML, & H, -0 H, @~
~— ~— ~ ~—
0<dim.=N(0)<oco  dim.=N(1l)<oco dim.=N(2)<oco dim.=N(n)<oo

3. Per ogni n > 1, gli spazi a dimensione finita H, hanno una base
ortonormale, formata da autovettori di K relativi all’autovalore \,,,

B, = {Un,la Un2; - - - 7vn,N(n)}

(Teorema spettrale dell’Algebra Lineare).

D’altra parte, Hy = ker K ¢ sottospazio chiuso dello spazio H, separa-
bile per ipotesi, pertanto Hy é separabile (cfr. 2.5.10)e quindi ammette
una base di Hilbert numerabile e ortonormale (cfr. Teorema 2.5.6)

By = {Uo,h V0,2, - - }

formata da autovettori di K (relativi a A\g = 0).

B:UBn

n€Ng

In definitiva, 'unione

é una base ortonormale di H, formata da autovettori di K.

Sia B = {v1,v9,...} la base di Hilbert numerabile e ortonormale formata da
autovettori di K.

Allora, se u € H, u =% (u,v,)v, (cfr. Corollario 2.5.5) e quindi
+oo
Ku:z u, v,) Kv, = Z)\ U, Uy, )V
n=1

]

Osservazione 5.10.2. E importante sottolineare che I'autospazio relativo a
ciascun \, (n > 1) autovalore di K ha dimensione finita.

5.10.1 Diagonalizzazione in dimensione infinita
Dalla precedente analisi, per ciascun elemento u € H si ha

+oo

U= Z (U, Un) Un,

n=0
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con v, € Hy, n € Ny (Kv, = \yu,, n € Nyg) e

Ku (z Z (u,vy,) Kvn> = Z An (U, 0,) .

n=1

Rispetto alla base spettrale B del Teorema 5.10.1, possiamo quindi pensare
K come una matrice diagonale infinita

A

/\2'.0
0

In altre parole, si ottiene un risultato “analogo” al Teorema spettrale sulla
riduzione della matrice associata ad un operatore simmetrico 7" in dimensione
finita NV alla forma diagonale rispetto ad una base spettrale {vy, ..., vy} (cfr.
Sezione 5.6, Paragrafo 5.6.1)

N N
T:c:ZAi(x,vi)vi (x: (:c,v,-)vieRN).

i=1 i=1

Osservazione 5.10.3. Ribadiamo quanto gia premesso alla fine del Capi-
tolo secondo: il Teorema spettrale di Hilbert-Schmidt esprime una tecnica
generale per costruire basi ortonormali in spazi di Hilbert reali, separabili,
prendendo gli autovalori di operatori lineari, compatti e autoaggiunti (base
spettrale). Come applicazione, in alcuni Esercizi sviluppati alla fine di questo
capitolo, si costruiscono basi speciali dello spazio di Hilbert reale e separabile
L? formate da autofunzioni di operatori differenziali.

Osservazione 5.10.4. A questo punto verrebbe di pensare che tutta I’Ana-
lisi Funzionale tratti esclusivamente operatori limitati. Non é cosi: i metodi
dell’Analisi Funzionale si estendono a operatori non-limitati (cfr., ad esem-
pio, [1]). Qui segnaliamo alcuni sviluppi dell’ Analisi spettrale. Sia H uno
spazio di Hilbert e sia T' € B (H), autoaggiunto, possibilmente non compat-
to. B possibile costruire una “famiglia spettrale” di T' che estende il Teorema
5.10.1. In particolare, si definisce un “calcolo funzionale” per dare senso a
f (T) per ogni funzione continua f, estendendo 1’Analisi spettrale ad opera-
tori T' non limitati e non autoaggiunti, normali, cioé tali che TT* = T*T.
L’analisi spettrale ¢ stata anche affrontata in Spazi di Banach su C.
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“Longum iter est per praecepta, breve et efficax per exempla”

(Sen., Ep. 6,5)

5.11 Esercizi proposti per i capitoli 1 — 5.

1. Lo spazio C°([a, b]; R) non ¢ di Banach rispetto alla norma definita da

b
Julls oy 1= [ futz)] do
per ogni u € C°([a, b; R).

Soluzione. Senza perdere in generalita, consideriamo l'intervallo [—1, 1].
Sia (uy,), la successione di funzioni continue

-1, —-1<z<-1/n
Up(z) == s nz, —1/n<x<1/n
, I/n<z<1.

Risulta

da cui otteniamo che (u,), é di Cauchy. Infatti

1

tn, — U || L1211 = / Uy () — Uy, ()] d
-1
1

< | () —u(m)|da¢—|—/1 [t () — u(x)| doe = %+%

-1

Ma, d’altra parte, se per assurdo esistesse w € C°([—1,1];R) tale che
|n, — wl| L1 (1,17 — O, allora
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e, siccome il secondo membro ¢ infinitesimo, deduciamo che

/1 w(z) — u(z)| da = 0.

1

Poiché u e w sono continue per x # 0, segue che w(x) = wu(x) per
x # 0. Dunque w é, come wu, discontinua in 0 ,in contraddizione con
I’assunto. ]

Osservazione 5.11.1. Il completamento dello spazio normato non
completo C%([a, b]; R, || - |11 (a))) € lo spazio di Lebesgue L'([a,b]).

. Sia C*([—1,1]; R) lo spazio delle funzioni continue, con derivata prima

continua in [—1,1]. Consideriamo in C*([—1,1];R) la norma della con-
vergenza uniforme | - |. Mostrare che (C*([-1,1];R),|-||..) non &
uno spazio di Banach.

Soluzione. Considerata la successione definita da

1 2.2
up(z) = ﬂ, x € [—1,1],
n

risulta u,(x) — |z| uniformemente. Infatti
. V14 n2a? : 1
lim ——————= lim 4/— +22 = [z]
n—-+o0 n n—too ¥y N

‘ V1+n2z? — n|:1c|

e inoltre

1
n (V1 + n?z? + nlz)

1
<.
n

‘un( - | H =

Pertanto u,(z) = |z| in [—1, 1].
Ne segue che (CL([L, 1;R), |-]..) € (C*(=1, 1 R), |}|..) non & chiu-

so rispetto alla norma || - ||, per cui non é completo, tenendo conto
dell’Osservazione 1.1.15. O

Sia C*([a, b];R) lo spazio delle funzioni continue, con derivata prima
continua in [a,b]. Mostrare che (C'([a,b];R), || - |l + || - '[loc) & uno
spazio di Banach.

Soluzione. Sia (u,), una successione di Cauchy in (C*([a, b]; R), ||]lco+
|- /lleo). Allora (uy,), e (u!), sono entrambe di Cauchy nello spazio
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di Banach (C°([a,b];R), || - ||) e pertanto esistono due funzioni u,v €
C%([a, b]; R) tali che ||u, — ulleo — 0 e ||t), — vl — O.

Proviamo che v(x) = /() per ogni = € [a, b]. Essendo

(o)~ e) = [ “ul(0) dt,

poiché wu,(z) — u(x) e u,(a) — u(a), passando al limite sotto il segno
di integrale (giustificato dal fatto che u/, = v) si ha

u(x) —u(a) = /1’ v(t) dt.

Quindi v(z) = v/(z). O

Osservazione 5.11.2. Verificare che lo spazio C"([a, b]; R, ||+ || 11 (a.0)) +
IE HL1 (la,4))) nON & completo. I completamento di C* ([a, b]; R, ||-[| 12 (a0 +
| |22 (japp)) € lo spazio di Sobolev Wh([a,b]).

4. Per ogni u € C°([0,2];R) definiamo

2
|lul| := sup \u(a:)\+/ |u(x)|dz. (5.26)
0<z<1 1

(a) Verificare se 5.26 definisce una norma su C([0, 2; R).

(b) In caso affermativo, dire se lo spazio normato (C°([0,2];R), ||-||) &
uno spazio di Banach.

Soluzione. La risposta affermativa al punto (a) ¢ lasciata per esercizio.
Per il punto (b), consideriamo la successione di funzioni

-1, z€]0,1]

vp(x) = {un@ﬂ? -3) ze€ell,2],

dove u,, ¢ definita nell’esercizio 1. Osservato che v, (1)=u,(—1)=—1,
risulta v, € (C°([0,2];R),|||]), n € N, con (v,), di Cauchy.

La funzione

w

-1, 0<z<s
v(z) =40, z=3

1, $<z<2,

|
N}

¢ tale che ||v, —v| — 0 per n — +o00, ma non ¢ continua in [0,2].
Pertanto (C°([0,2];R),||-||) non ¢ spazio di Banach. O
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5. Considerare su C°([0,1];R), per ogni p € [1,+00[, la norma'?

/p
oy = ([ W) (527

(a) Data la successione (u,), definita da
un(z) = /na™, Vx € 0,1], Vn € N,
dimostrare che

up, > u=0 rispettoa ||| ;1o

Up /> u=0 rispettoa |20y -

(b) Generalizzare il punto (a) provando che, considerata la successione
di funzioni u,(x) := n'/92", con ¢ > 1, risulta

up, = u=0 rispettoa |10 <P <q

Soluzione.

(a) Risulta

1
n n
T :/ Viz" de = Y5
0

+1
e
n
i = wlsgo = [ (VA e = 5 40
(b) Si ha

1 1
HunHip([o 1) :/ ’n%$n|p dr = ns/ " dx
bl 0 0
p

S LN
np+1

se e solo se p/q < 1, cioé p < q.

]

12Per provare che il funzionale in (5.27) é una norma, seguire i passi della dimostrazione
negli spazi (¢7, || -||¢» ), passando, evidentemente, dal discreto al continuo (ovvero, operando
Povvia sostituzione delle serie con gli appropriati integrali).
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6. Dimostrare che la palla unitaria chiusa di (C°([-1,1];R), ||-|..) non &
compatta.

Soluzione. Tenere presente il Teorema 1.8.5 O

7. Dimostrare che la palla unitaria chiusa di (C*([—1, 1]; R), [lull . + [[«/]|)
non e compatta.

Soluzione. Tenere presente il Teorema 1.8.5 O

8. Sia P4 ([a, b]) lo spazio dei polinomi di grado al piu 1 sull’intervallo [a, b].
Provare che ||| 114 © [[[l sono norme equivalenti su Py ([a, b])."

Soluzione. Lo spazio Pi([a,b]) ha dimensione due (una base & {1,t}),
pertanto la tesi segue da 1.7.5. [

9. Sullo spazio C*([a, b]; R) consideriamo le norme definite da

lull := lulloo + l1v'll

[ull = Ju(a)] + vl ,
per ogni u € C'([a, b]; R).

Provare che ||| e ||||l sono norme equivalenti.

Soluzione. Evidentemente ||u| < |ju||. Non ¢ difficile provare che esiste

¢ > 0 tale che |ul]| < cHuH/ Domanda: ¢ possibile, in alternativa,
utilizzare il 4.6.47 O

10. Sia w : [a,b] — R continua e positiva su [a,b]. Consideriamo il
funzionale definito da

Jull, := mas fuw(w)u(z)]|

per ogni u € C°([a, b]; R).

(a) Provare che |||, definisce una norma su C°([a, b]; R).

(b) Provare che |||, ¢ equivalente a ||| .

130sserviamo che, sullo spazio dei polinomi P([a,b]) di grado qualunque su [a,b], le
norme ||| 11 (g5 € II*ll oo 1N sono equivalenti ( cfr. Osservazione 1.7.2).
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11. Sia u € C°%([a,b];R); allora

b
1 p —
i ([ = g o,
Soluzione. Sia M = max,<,<p |u(x)| > 0; allora, per ogni k > M™!

esiste un intervallo [ax, by] C [a,b] con ay # by, tale che

1
Y
u(@)| > M -

per ogni = € [ag, bg]; pertanto, per x € [a, b], si ha

1
(3= 1) Xown@) < futo)] < 3

dove X[a,b,] € la funzione caratteristica di [ay, bg).
Ne segue

(/ab(M_%)pX[““’” ) (/ o= |pd“”) < M(b—a)r.

Il primo membro di tali disuguaglianze ¢ uguale a (M — 1) (b, — ak)%
etendeaM——perp—>+oo
Allora risulta

M——< lim (/ |u(z |pdx) <M
p—r+00

e la tesi segue per k — +oo. O

12. Sia T': C°([—1,1]; R) — R definito da
1
T(u) ::/ g(@)u(z)dr Yu € C°([-1,1];R),
-1

dove

N S ETEL
xTr) .=
g 1 0<z<l.

(a) Provare che T é lineare e continuo.

(b) Calcolare ||T||.
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Soluzione. T é ovviamente lineare ed é continuo, infatti

Tl < [ la@lu@lds < [ ju)lds < 2l

Pertanto ||7'|| < 2. Proviamo che ||T'|| = 2. Consideriamo la successione
di funzioni continue (u,), considerate nell’esercizio 1.
Risulta [|u, |loo=1 e T'(u,)=2— %, per cui [T (u,)| — 2, per n — oo. [

13. Sia T : CY([—1,1];R) — R definito da
1
T(u) ::/ g(@)u(z)dr Yu e C°([-1,1];R),
-1

dove

~1, —1<z<1/3
g(r) =
1, 1/3<z<1.

(a) Provare che T é lineare e continuo.
(b) Calcolare ||T]].

14. Sia T : ¢ — (2 I'operatore definito da

__n _ 2
(Tx), = T atn Vo = (x,), € (-

(a) Provare che T é lineare e continuo.

(b) Calcolare ||T||

Soluzione. T é ovviamente lineare ed é continuo, infatti

+o0 2

2 _ n 2 Ly
[Tl = ; m@d < 7 llelliz,
cioé [Tz < ||z, quindi ||| pg2) < 3.
Proviamo che ||T'||pg2) =1. Consideriamo e' = (1,0,0,--- ,0); risulta
let]|z=1 e ||Te||2=3. O

15. Sia T : ¢?> — (2 I'operatore definito da

n
T = = 2,
(Tx), T Vo = (z,)n €1

(a) Provare che T ¢é lineare e continuo.
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(b) Calcolare ||T||.
16. Verificare che, per ogni N € N, N > 2, gli spazi (R, ||-||,) ¢ (RY, [|]|..)
non sono spazi di Hilbert. (|||, e ||-||, sono definite nell’Esempio 1.1.2).
17. Verificare che la norma |-||  su (C°([0,1];R), non ¢ di Hilbert.
18. Verificare che la norma ||ul| 11 (jq)) := fab lu(z)| dz su (C°([0,1]; R), non
¢ di Hilbert.
19. Verificare che la norma ||.||;» su I?,p € [1,+o0] ¢ di Hilbert se e solo se
p=2.
Soluzione. Per gli esercizi 16, 17, 18, 19, tenere presente 2.1.3.
Per l'esercizio 16, considerare z = (1,1,0,0,--- ,0)ey = (—1,1,0,0,--- ,0).
N=2 N2
Relativamente all’esercizio 17: siano f(t) =t, g(t) =1—t, t € [0,1].
Risulta || fllsc = [[gllc = 1 € [[f + glloc = I = glloc = 1.
E evidente che I'identita del parallelogramma non ¢é verificata.
Relativamente all’esercizio 18, prendere u(t) = sin®(Zt) e v(t) = cos?(%h).
Relativamente all’esercizio 19, prendere z = (1,1,0,0,---,0,---) e
Yy = (_17170707”' 707'”>'
. 1
Risulta ||z + y|lp = ||z — yllp = 2 ¢ ||z]|w = |Jy|lw = 27. 2
Pertanto, 8 = [lz + yl3 + o — yl3—2(lzl3 + |yl3) = 4- 2%, e
I'uguaglianza vale se e solo se p = 2. [
20. Proprieta spettrali degli operatori di traslazione.

Siano T'y,T_ : £ — (% gli operatori di traslazione (rispettivamente) a
destra e a sinistra definiti nella nota 3 del Capitolo 5.

(a) Dimostrare che gli operatori lineari T, e T_ sono continui, ma non
sono compatti.

(b) Provare che Tf =T_e T =T,.

(¢) Provare che o0,(T4) = 0, 0,(T-) =] — 1,1, o(T}) = o(T-) =
[—1,1]. (Osserviamo che risulta : o(T}) = o(Ty) e o(T*) =

o(T-)).
Soluzione.

(a) |74\l Bazy = IT-|lBaz) = 1. Osserviamo che T_ o Ty = I : I* — [?,
pertanto T’y e T_ non sono compatti (tenuto conto di 5.2.2 € 5.2.7).
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(b) (T_T_IE, y) I:(.T, T+y):((x1, L2, X3, - - ')7 (07 Y1,Y2,Y3, - - )) :<fo7 y) )
e quindi 7% = 7. Analogamente si prova che 7™ =T,

(¢) Se Thx = Az, A # 0, si ha
(0,[['17 o, . . ) = )\(ZEl,ZEQ, .. )
e quindi
0= MAxy, x1 = A2, o = A3, ...;
ne segue che xy = x5 = x3 = ... = 0. Pertanto 0,(7%) = 0.

Se T x = A\x, A\ # 0, si ha

($2,$3, - ) = )\(Q}l,l'Q, .. )
e quindi
To = ATy, T3 = Alo, Ty = A3, ...;

ne segue che
r = (21, Ao, 2o, Moy, ) = o0 (L, A5 0° 0.

Tale vettore ¢ non nullo e appartiene a [? se e solo se |\ < 1.
Pertanto 0,(T_) =] — 1,1].

Per ogni A € [—1,1] 'operatore (T, — AI) non ¢ suriettivo (per
esempio, se y = (—1,0,0,0,...) 'equazione T,z — A\x = y non ha

alcuna soluzione z € [?), pertanto o(T4) = [—1, 1].
Per ogni A € [—1, 1] Poperatore (T — AI) non ¢ iniettivo, pertanto
o(T-) =[-1,1].

]

21. Sia 1 < p < oo e A = (\,), una successione reale limitata;
sia T : [P — [P I'operatore lineare

xr = (1'1,1'2, zx3, .. ) — TA(LC) = ()\1%1, )\21’2, )\3%3, .. )
Dimostrare che

T\ € B(I?) compatto< lim A\, =0 (X € ).

n—-+0o0o

Soluzione. Diamo la dimostrazione nel caso p = 2. Supponiamo che

lim A, = 0. Definiamo
n—-+00

T)Ej) (x) = (Miz1, Ao, Ass, - .., A2, 0,0,0,...).
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22.

23.

Risulta

(T)\ — Tij))(QZ) = (0, O, O, ce ,0, )\j+1xj+17 )‘j+2'rj+27 .. )

1Ty = Tl = sup [Aa| = 0.
n>j+1

Poiché ciascun Tij) ha rango finito e quindi é compatto (5.2.3 1.), l'o-
peratore Ty é compatto (5.2.3 2.). Viceversa, supponiamo, per assurdo,
che (\,), non converga a zero per n — +o0o. Allora esiste una sotto-
successione (\,, ) tale che |\, | > € > 0. Consideriamo la successione
ortonormale (e,, ), di vettori base di [2. Per ogni indice [, m, abbiamo

”T>\6nl - 7_Y>\67'lm||122 = ||Anl€nl - /\nmenm||l22 = |)\nl|2 + |Anm|2 Z 262 > O

Concludiamo che la successione (Tye,, )r non contiene una sottosucces-
sione convergente e quindi 7\ non ¢ compatto. ]

Siano X e Y spazi di Banach di dimensione infinita. Provare che se
K : X — Y ¢é un operatore lineare compatto, allora K(X) # Y, cioé K
non € suriettivo.

Soluzione. E sufficiente, per esempio, considerare K : I' — [ tale che

x = (x1,29,23,...) — K(z) = (371 To T3 )

T7E,§7...

l'operatore K é compatto (per quanto provato nell’esercizio 21 prece-
dente ) ed esiste y € I\ K(I'). O

Sia T : ? — (% I'operatore definito, per ogni z = (z,,), € £* da
(Tz), = %, Vn € N.

(a) Provare che T é lineare e continuo.
(b) Dire se T & compatto.

(c) Trovare gli eventuali autovalori di T e descriverne lo spettro.

Soluzione. La linearita é di facile verifica; per la continuita basta os-
servare che risulta

+oo
Tz <Y fanl = ol
n=1
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24.

25.

26.

T é compatto per quanto provato nell’esercizio 21. Risulta
1
op(T) = —
p( ) (Qn)n7

e" = (0,0,..., 1 ,0,0,...)
~—

componente n-esima

con rispettivi autovalori

perognin € Ne o(T) = 0,(T) U{0}. O

Sia T : /> — (? I'operatore definito, per ogni x = (x,), € ¢? da

Ln

(a) Dire se T' ¢ lineare e continuo.
(b) Dire se T & compatto.
(c) Descrivere o(T') e 0,(T).

Sia T : (* — (? I'operatore definito, per ogni x = (z,), € ¢* da
(Tz), =2, VneN.
n
(a) Dire T ¢ lineare e continuo.

(b) Dire se T & compatto.
(c) Descrivere o(T) e 0,(T).

Suggerimento. Per la dimostrazione degli esercizi 24 e 25, si procede
come nell’esercizio 23. [

Un caso particolare di operatore di moltiplicazione
in (C°([0,1];R), || - [l)-

Sia T+ (C°([0, 1 R), [ [lsc) — (C°([0,1; R), || [|oc) Voperatore definito,
per ogni u € C°([0,1]; R), da
(Tu)(z) = zu(z), Vrel0,1].

(a) Verificare che T ¢ lineare e continuo.

(b) Determinare lo spettro puntuale o,(T).
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(c) Determinare lo spettro o(7") e dedurne I’eventuale compattezza di

T.

Soluzione.

(a) La linearita dell’operatore T' si prova banalmente; la continuita

segue immediatamente dalla stima
(Tw)(x)] < zfu(z)] < |u(z)] Ve el0,1].

Osserviamo che A € 0,(T) se e solo se esiste una funzione u €
CY([0,1];R), u # 0, tale che

zu(z) = du(z) Vae|0,1].

Poiché T'unica possibilita ¢ che u sia la funzione identicamente
nulla in [0, 1], deduciamo che o,(T") = 0.

Troviamo dapprima p(7"). Osserviamo che

A€ p(T) & T — A ¢ bigettivo
& Vgel%0,1;R) 3 |u e C°0,1];R) t.c (T—)J)u:
& Vgel%0,1;R) 3 |ue C°0,1];R) t.
(x = Nu(z) = g(z) Vael0,1]
& Vgel%0,1;R) 3 |u e C°0,1];R) t.
u(x):;’( l vz € [0, 1].

L’unica possibilita affinché 1’equazione sia risolta in C°([0, 1]; R)
per qualsiasi scelta di g € C°([0,1];R) & che z — X non si annulli
per alcun z € [0, 1], cioé che X ¢ [0,1]. Percio p(T') =R\ [0,1] e
di conseguenza, o(T') = [0, 1]. Allora, risultando

o(T)\ {0} # 0,(T)\ {0},

—10.1] =0

deduciamo (tenuto conto anche dell’Osservazione 5.8.4), che 7' non
é compatto.

]

L’operatore di Hardy in (C°([0,1;R), || - ||oc)-
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27. Sia T : (C°([0,1;R), || [|oo) — (C°(]0, 1]; R), || |lec) I'operatore definito,
per ogni u € C°(]0,1];R), da

(Tw)(0) := u(0)

e, per z €0, 1], da

(Tu)(z) = = /0 "t dt.

T
(a) Verificare che Tu € (C°([0,1];R), || - |oo), ¢ lineare e

ITullose < Jlullsc per ogni u € (CO([0, 1] R), || - [|o)-
(b) Provare che T ¢ iniettivo ma non suriettivo.

(¢) Provare che T non & compatto.

Soluzione. Il primo punto é di facile verifica.
T ¢ iniettivo. Infatti, da (T'w)(z) = 0 in [0,1] con u(0) = 0, segue che
vw=0 in[0,1]. Quindi 0 ¢ 0,(T)

T non é suriettivo. Infatti, sia

Evidentemente questa funzione v € C°([0,1];R), ma non esiste u €
C°([0,1]; R) tale che Tu = v.
Se una tale u € C°([0, 1]; R) esistesse, risulterebbe

(Tu)(z) := 1 /090 u(t) dt =v(x), con u(0)=v(0)=0.

Quindi (zv(z)) ¢ C°([0,1];R).
Proviamo che T non ¢ compatto. Sia, per ogni n € N,
x

—x . . ..
up(x) == (1 — ﬁ) exp | — (successione uniformemente limitata).
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Risulta
(T0a)(0) = u(0) = 1,
e
—x
(Tun)(x) =exp | — | ;
n
questa successione non ammette estratte uniformemente convergenti
(comunque si prenda una successione estratta il massimo si ha per
x = 0 e il valore massimo ¢ 1), pertanto 7" non é compatto. O
Operatori integrali di Volterra
28. Sia T : C°([0,1]; R; || - [loo) — C°([0,1];R; ]| - ||oo) Poperatore definito,

per ogni u € C°(]0,1];R), da

(Tu)(x) == /0z eu(t)dt, Yz €0,1].

(a) Verificare che T ¢ lineare e continuo.
(b) Dire se T' é compatto.

(c) Trovare gli eventuali autovalori di 7" e descriverne lo spettro.

Soluzione. Osserviamo che

(T)(z) = /0 " etu(t)dt = /0 k(e Dyu(t)dt,

dove

k(o t) el, 0<t<u
€T =
’ 0, z<t<I.

La linearita e continuita di 7" sono ovvie; 1" ¢ compatto per 5.2.16.
Per la compattezza di T segue che o(T") = 0,(T") U {0}.
Determiniamo o,(7"). Sia A € R\ {0} tale che (equazione integrale di
Volterra di seconda specie)

(Tu)(z) = /Ox elu(t)dt = \u(z).

Risulta v € C?, e derivando si ha €* - u(x) = M/(z), con u(0) = 0.
L’unica soluzione del problema di Cauchy

() =
u(0) =0

¢ u= 0. Pertanto o,(T) = 0. O
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29. Sia T : C°([0,1]; R, || - [leo) — C°([0,1]; R, || - ||oc) l'operatore definito,

30.

per ogni u € C°([0,1];R), da

ey,
x) —/0 \/Edt, Vz € [0, 1].

(a) Verificare che T ¢é lineare e continuo.

(b) Dire se T & compatto.

(c) Trovare gli eventuali autovalori di T' e descriverne lo spettro.

Suggerimento. Questo esercizio & un caso particolare del successivo

esercizio 30.

Siano ¢ > 1e T, : C°([0,1]; R, || - lo) = C°([0,1]; R, || - ||oc) I'operatore

definito, per ogni u € C°([0,1];R), da

(Tyu)(x) = /Ox tl(/)dt Vo € [0, 1].

(a) Verificare che T, ¢ lineare e continuo.

(b) Dire se T, ¢ compatto.

¢) Descrivere o(T,) e 0,(T,), e verificare che non dipendono dalla
q p\~q

scelta di q.

Soluzione. La linearita di T, & ovvia; per provare la continuita, osser-
viamo che |(Tyu)(2)] < 2 |ullo, pertanto ||Toulo < 5 |lulls, da cu

segue ||l Booor ) ) < 75

q
Osserviamo che

(Tyu)(x) := /095 Zbl(—/tq)dt = /0 k(x,t)u(t)dt,

dove

Allora T;, ¢ compatto per 5.2.16.
Per la compattezza di T, segue che o(7},) = 0,(T, ) U {O}

Determiniamo o,(7}). Sia A € R\{O} tale che (Tyu)(z)= [ Z(fg dt=MNu(
Poiché u ¢ continua, per cui u(0) =0, e fo xl/qu e finlto per il Lem-
ma di Gronwall (forma differenziaule)14 risulta v = 0 in [0,1], e quindi

op(Ty) = 0.

Ycfr., ad esempio, [13] pag. 624.

]

[

().
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31.

32.

Sia T : C°([0,1]; R, || - [lo) — C°([0,1]; R, || - ||so) Poperatore definito,
per ogni u € C°([0,1]; R), da

(Tw)(z) := /0 ’ 1“+(t12dt, vz € [0, 1].

(a) Verificare che T' ¢ lineare e continuo e calcolare ||T'||.
(b) Dire se T & compatto.

(c) Trovare gli eventuali autovalori di 7" e descriverne lo spettro.

Soluzione. La linearita di T' é ovvia; per provare la continuita, osser-
viamo che |(T'u)(z)| < 7 |lu|s, pgrtgnto | Tu][oo < Flt]|os, da cui segue
I Bco o, oy < F- In effetti risulta || T pcogo,m 1)) = T (con-
siderare la funzione u = 1).

Osserviamo che

(Tw)(z) = /0 ) g /O Kz, Out)dt,

1+¢2

dove

Allora T & compatto per 5.2.16.

Per la compattezza di T segue che o(T") = 0,(T") U {0}.
Determiniamo o,(7"). Sia A € R\ {0} tale che (Tu)(z) =
Au(z).

Risulta u € C*, u(0) =
L’unica soluzione del problema di Cauchy

ul(x) = ,\.(ul(j_?@)
u(0) =0

20 gt =

0 1+t2

+ )= M (z),

¢ u= 0. Pertanto o,(T) = 0. O

Sia T : C°([0,1]; R, || - [lo) — C°([0,1]; R, || - ||lso) Poperatore definito,
per ogni u € C°([0, 1]), da

(Tu)(x) := /Ox(logt)u(t)dt, vV € [0, 1].

(a) Verificare che T ¢ lineare e continuo e calcolare || T||.
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(b) Dire se T & compatto.

(c) Trovare gli eventuali autovalori di 7" e descriverne lo spettro.

Soluzione. La linearita di T ¢ ovvia e risulta ||T'|| sco(jo,11, 1)) = 1-
Osserviamo che

(T)(z) = /0 (log tyu(t)dt /0 k(e Dyu(t)dt,
dove
k(2. 1) = {logt, 0<t<z
0, z<t<l1.

Allora T é compatto per 5.2.16.
Per la compattezza di T' segue che o(T") = 0,(T") U {0}.
Determiniamo o,(7). Sia A € R\ {0} tale che

(Tu)(x) = /Ox(log Hu(t)dt = \u(x).

Poiché u ¢ continua, per cui u(0) = 0, e fol log zdx ¢ finito, per il
Lemma di Gronwall (forma differenziale) risulta « = 0 in [0,1], e quindi
o,(T) = 0. O

33. Sia T : C°([0,1]; R, || - [leo) — C°([0,1]; R, || - ||c) Poperatore definito,
per ogni u € C°(]0,1];R), da

(Tu)(z) = /OI tu(t)dt, Yz €[0,1].

(a) Dire se T' ¢ lineare e continuo.
(b) Dire se T & compatto.
(¢c) Descrivere o(T) e a,(T).

Soluzione. La linearitd e continuita di T é ovvia.
Osserviamo che

(T)(z) = /0 “ult)dt = /0 F(z, t)ut)dt,

dove
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Allora T é compatto per 5.2.16.

Per la compattezza di T segue che o(T") = 0,(T") U {0}.

Determiniamo o,(T)). Sia A € R\{0} tale che (T'w)(x)= [; tu(t)dt=Au(z).
Poiché u é continua, per cui u(0) =0, e fol xdz é finito, per il Lemma di
Gronwall (forma differenziale) risulta v = 0 in [0,1], e quindi 0,(T") = 0.

O

Osservazione 5.11.3. Per gli esercizi 28 — 29 — 30 — 31 — 32 — 33,
si provi la compattezza dei rispettivi operatori (in alternativa alla ap-
plicazione diretta di 5.2.16), provando in modo analitico I'applicabilita
del teorema di Ascoli-Arzela.

34. Descrivere lo spettro dell’operatore
K L*([0,1]) — L*([0,1])"

definito da

dove

Soluzione. Essendo K operatore compatto (cfr. 5.2.17), 0 € o(K) e
ogni A € o(K) \ {0} ¢ un autovalore. Sia (Ku)(t) = Au(t), A # 0.
Questo significa che

/01 k(xz, tyu(t)dt = /Ux u(t)dt = \u(z).

Ne segue che u € C', A/ = w e u(0) = 0, pertanto v = 0. Quindi
op,(K)=0eo(K)=1{0}.

Osserviamo che I'equazione

u(z) — /0 k(x, Ou(t)dt = f(z)

ha un’unica soluzione per ogni f € L*([0,1]), in quanto 1 ¢ o0,(K)
(cfr. 5.8.5). O

15Per lo svolgimento degli esercizi da 34 a 38, occorre la conoscenza degli spazi di
Lebesgue L?, cfr. [2]
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Osservazione 5.11.4. Dall’esame dei risultati degli esercizi 28 — 29 —
30 — 31 — 32 — 33 — 34, si evidenzia che per gli operatori integrali com-
patti 7', di Volterra, risulta o(T") = {0}, essendo o,(T") = 0.

In effetti, in generale,
Gli operatori integrali V' di Volterra hanno spettro (V') = {0}.
(1) Mlustriamone dapprima la dimostrazione per [’operatore lineare
compatto su CO([0,1]; R, || - [|oo),

Vi CO[0, 1R, | - floo) = CO([0, 1R, ] - [loo),
definito, per ogni u € C°([0,1]; R, || - ||) € = € [0,1], da

(Vu) () == /0 k(2,t) f (1) dt = /0 Cu()dt.

dove il nucleo k ¢ definito da

ko) = {0 0=
o, z<t<l.

Dimostrazione. Per induzione, con integrazione per parti, si ha per ogni
rel0,1]]eueCU0 IR, - |lo)

(V) () = — ; /0 " — Lt

(n—1
Quindi,

1 ]

(n—lﬂﬁax_ﬂﬂWQWﬂé =

| (V™) (2) | <

Allora,
n 1
V™| Beo(oagm, |- fw)) < o

e, per la formula di Stirling
n! =n"exp(—n)Vv2mn(l + o(n)),

risulta )
lim (V™30 100y = (V) =0,

n—-+00

da cui segue 'asserto. ]
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(2) Consideriamo ora l'operatore lineare compatto su
L2([0, 5 R [ - e o)

Vo LP([0, 1R, ] - |l zeoap) — LP([0, 1R [ - [l zeqoap))s 1 < p < o0,

definito, per ogni v € LP([0,1];R, || - ||zr(po,1])) € = € [0, 1], da

(Vu) () = /0 " u()dt.

Dimostrazione. Assumiamo, per ipotesi induttiva, che per un fissato
n > 2 sia

(V) (2) = — ; /Om(x—t)"_lu(t)dt.

(n—1
Risulta

(V™) (2) = ﬁ /0 " ds /0 (s — £ ()t
1 X X

- m/o u(t) [/t (s—t)"_lds] dt

1 [ n
= i (x — t)"u(t)dt.

Allora, per ogni n € N si ha

(V") (z) = ! I /0 I(m—t)"*lu(t)dt.

(n—1
Consideriamo le funzioni u; € L'(R) e uy € LP(R) definite da

-1

() = h, se 0<zr<1
0, altrimenti

(z) u(z), se 0<z<1
U () =
? 0, altrimenti

Per 0 < z <1 si ha (il prodotto di convoluzione)
(ug * ug)(x) = (V"u)(x).

Allora, per la diseguaglianza di Young (per il prodotto di convoluzione,
cfr., ad esempio, [7])

1
lur * ug || ro,1)) < |lua * uall Loy < ||l or@)l|uell o) = EHUHLP([OJ}M
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cioe |V™| prroay) < =, da cui segue che (per la formula di Stirling)

= L

1
lim ||Vn||]7§(Lp([071])) =r(V) =0,

n—-+o0o

e quindi l'asserto.

Operatori integrali di Fredholm
35. Descrivere lo spettro dell’operatore compatto ed autoaggiunto
K : L*([0,1]) — L*([0,1])
definito da )
(Ku)(t) = /O k(t, $)u(s)ds

dove
k(t,s) = min{t,s} per 0<ts<1.

Soluzione. Poiché k(t,s) ¢ una funzione continua e k(t,s) = k(s,t),
I'operatore K ¢ compatto e autoaggiunto. Pertanto lo spettro di K
consiste dello zero e di autovalori reali. Sia (equazione integrale di
Fredholm di seconda specie)

(Ku)(t) = Mu(t), A#£0

Questo significa che

u(t) = /Ot su(s) ds +t/tl u(s) ds.

Derivando due volte rispetto a ¢, si ha

A/ (t) = tu(t) + /t u(s) ds —tu(t) = /t u(s) ds, (5.28)

A (t) = —u(t). (5.29)

Osserviamo che \ > 0, cioé 'operatore K é positivo. Infatti, moltipli-

cando 'equazione differenziale (5.29) per @(t) e integrando tra 0 e 1, si
ha

1
)\/ u” (t)u(t) dt + ||U||i2([0,1]) = 0.
0



168 Elementi di Analisi Funzionale Lineare

Integrando per parti, si ha

A ([U,(t)ﬂ(t)](l) - /01 ' ()] dt) + [lullZ2 0,17y = O-

Tenendo conto delle condizioni ai limiti u(0) = 0 = «/(1), si ha
1
A [ WO e+l = 0
e quindi A > 0. L’integrale generale dell’equazione differenziale (5.29)
e
(t) <1t>+ '(H)
u(t) = ¢y cos | —= cosin | —=t | .
1 Y 2 Y
Imponendo le condizioni ai limiti, si ha

0= U(O) = (Cq,

0= /(1) = cz%cos <\%)

e pertanto cos <%> = 0, quindi

1 ™3 5
— =< =, =T, =TW,...
\/X 2a2 72 )
e gli autovalori sono

44 4 4
Ky=4— — — -y =—" _keN
o (K) {w2’97r2’257r2’ } {’“ k12" © }

con corrispondenti autofunzioni

i (t) = sin (@t) , keN,

(base (spettrale) ortogonale dello spazio di Hilbert separabile L?([0, 1]),
per il Teorema spettrale di Hilbert-Schmidt 5.10.1).
Poich¢ K ¢é autoaggiunto, si ha

4
| K Br2(0,1) = m]?x|>\k| =|\| = —

Poiché K ¢ positivo, si ha '

00 1 1 1
ZAkz/ k(t,t)dt:/ tdt = =.

0 0 2
k=1

O

16 Teorema di Mercer : Sia K : L%*([a,b]) — L?([a,b]) definito da (Ku)(t) =
f; k(t, s)u(s)ds, con k(t,s) continuo , un operatore lineare, compatto e positivo. Allora
e Ak = f; k(t,t)dt, dove i A} sono gli autovalori di K.
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36. Come nell’esercizio precedente, con

KL, 5) 1—t 0<s<t<]l
78:
1—s, 0<t<s<l.

Soluzione. Poiché k(t,s) ¢ una funzione continua e k(t,s) = k(s,t),
loperatore K ¢ compatto e autoaggiunto. Pertanto lo spettro di K
consiste dello zero e di autovalori reali. Sia

(Ku)(t) = Au(t), X#NO0.
Questo significa che
t 1
Au(t) = (1 — t)/ u(s) ds —I—/ (1 —s)u(s) ds
0 t
Derivando due volte rispetto a t, si ha

' (t) = — /O)u(s)der (1—t)u(t) — (1 —t)u(t) = —/0 u(s)ds (5.30)

A" (t) = —u(t),con u(l) = 0 ='(0). (5.31)

Osserviamo che A > 0, cioé 'operatore K ¢é positivo. Infatti, moltipli-
cando l'equazione differenziale (5.31) per @(t) e integrando tra 0 e 1, si
ha

1
A /0 W (EY(t) dt + 2 o) = 0.
Integrando per parti, si ha
: 1
Aol — [ WP )+l =0
0
Tenendo conto delle condizioni ai limiti u(1) = 0 = /(0), si ha
1
X[ O e+ oy =0

e quindi A > 0.
L’integrale generale dell’equazione differenziale (5.31) ¢

utt) = evcos (st) + cvsin (=t
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37.

Imponendo le condizioni ai limiti, si ha co =0 e
1 ™3 5
— =<9 =, =T, =T,...
\/X 27 2 ) 2 )

4 4 4 4
=2 2 2 o l_Jy -2
7 () {7T2’97rz’257r2’ } {)\k 7T2(2k—1)2’k€N}

con corrispondenti autofunzioni

e gli autovalori sono

2k —1
o) = cos (D) e
Poiché¢ K ¢é autoaggiunto, si ha
4
| Kl (z2 o = max x| = | = .

Poiché K é positivo, si ha

0 1 1 1
ZAk:/ k(t,t)dt:/ (1—t)dt = =.

0 0 2
k=1

Descrivere lo spettro dell’operatore compatto ed autoaggiunto
K L*([0,1]) — L*([0, 1))
definito da )
(Ku)(t) = / k(t, s)u(s)ds
0

dove
k(t,s) = max{t,s} per 0<ts<1.

Soluzione. Poiché k(t,s) & una funzione continua e k(t,s) = k(s,t),
I'operatore K ¢é compatto e autoaggiunto. Pertanto lo spettro di K
consiste dello zero e di autovalori reali. Sia

Mu(t) = (Ku)(t), \#0.

Questo significa che

M@:‘Km@@+[¥mmm
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Derivando due volte rispetto a ¢, si ha

i (t) = /0 u(s)ds + tu(t) — tu(t),

) () = u(t).
Pert=1et=0,siha /
u (0) =0,
u(l) =o' (1).
Cosi abbiamo 'equazione differenziale
u' (t) = pu(t), (5.32)

con i = %, e le condizioni ai limiti
u(0) =0,
u(1) = u'(1).
Consideriamo dapprima, il caso
> 0.

In questo caso, l'integrale generale di 5.32 ¢é

u(t) = cpexp (V/ut) + caexp (—/put)

u (1) = Viler exp (fit) — ¢ exp (—/fit)):

Applicando la prima condizione ai limiti, si ha

\//7((:1 - 02) = 07

che implica ¢; = ¢y e quindiu(t) = Ccosh(y/at), u'(t) = C\/msinh(\/fit)
Applicando la seconda condizione ai limiti, si ha coth(y\/) = /J.
Questa equazione ha un’unica soluzione (positiva) u°. Pertanto I'unico
autovalore positivo di K é
U
O Y
i

con corrispondente autofunzione

W0(t) = cosh(\/%t).
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38.

Consideriamo, ora, il caso
p <0,

cioe
p=—-vveR\ {0}

In questo caso 'integrale generale di (5.32) &

u(t) = c3cos(vt) + cysin(vt)

U (t) = v(—cssin(vt) + ¢4 cos(vt)).
Imponendo la prima condizione ai limiti, si ha ¢4 = 0, e quindi

I

u(t) = czcos(vt), u (t) = —csvsin(vt).
Imponendo la seconda condizione ai limiti, si ha cos(v) = —vsin(v),
ovvero
cot(v) = —v.

Questa equazione ha una infinita numerabile di soluzioni v} per n € N
e cosl otteniamo una successione di autovalori negativi di K:

L

(1)2 pern € N

con corrispondenti autofunzioni

ul(t) = cos(vit).

n

L’operatore K non é positivo perché ha anche autovalori negativi. [J

Descrivere lo spettro dell” operatore compatto ed autoaggiunto
K LQ([_W77T]) - L2([_7T77T])
definito da

(Ku)(t) = /_7r |t — s|u(s)ds.

Soluzione. Poiché k(t,s) ¢ una funzione continua e k(t,s) = k(s,t),
I'operatore K ¢ compatto e autoaggiunto. Pertanto lo spettro di K
consiste dello zero e di autovalori reali. Sia

Mu(t) = (Ku)(t), \#0.
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Questo significa che
t T
Au(t) = / (t — s)u(s)ds +/ (s — t)u(s)ds.
- t

Derivando due volte rispetto a ¢, si ha

, t ™

Au (t) = / u(s)ds — / u(s)ds
- t
e
i (t) = 2u(t).

Pert=met= —m, si ha

() = / (7 — 5)u(s)ds,

Au(—m) = / (7 + s)u(s)ds,

A(u(m) +u(—m)) = 27T/ u(s)ds,
M () = / u(s)ds,
M (=) = —/ u(s)ds

Cosi abbiamo ’equazione differenziale

" 2

u (t) = pu(t), con p= X (5.33)

e le condizioni ai limiti

u(m) + u(—m) = 2ru (1),

u' (1) +u' (=) = 0.
Consideriamo dapprima il caso
p >0,

cioe
p=v*veR-{0}.
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In questo caso, 'integrale generale di (5.33) é

u(t) = ¢y exp (vt) + cpexp (—vt)

u (t) = v(cy exp (vt) — cpexp (—ut)).

Applicando la seconda condizione ai limiti, si ha
(c1 — c2)(exp (vm) —exp (—vm)) =0

che implica ¢; = ¢2 e quindi u(t) = C cosh(vt).

Applicando la prima condizione ai limiti, si ha cosh(vm) = mv sinh(vr)
ovvero coth(vm) = v,

Questa equazione ha un’unica soluzione (positiva) v°. Pertanto I'unico
autovalore positivo di K é

con corrispondente autofunzione
u®(t) = cosh(1°t).

Consideriamo, ora, il caso
p <0,
cioé
w=—v>

In questo caso 'integrale generale di (5.33) é

u(t) = c3cos(vt) + ¢4 sin(vt)

u () = v(—egsin(vt) + ¢4 cos(vt)).

Per la seconda condizione ai limiti, si ha
2¢4 cos(vm) = 0.

Esaminiamo allora due casi.
Consideriamo dapprima il caso ¢4 = 0, pertanto u(t) = ¢z cos(vt).
Applicando la prima condizione ai limiti, si ha

2¢3 cos(vm) = —2megv sin(vm),
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ovVvero
cot(vm) = —vm.

1

Questa equazione ha una infinita numerabile di soluzioni v; pern € N

e cosl otteniamo una successione di autovalori negativi di K:

A= — pern €N

1)2
(vz)
con corrispondenti autofunzioni

ul(t) = cos(vit).

Rimane da considerare il caso: ¢4 # 0, cos(vm) = 0, ovvero

2n —1

,neN

Applicando la prima condizione ai limiti, si ha
—2nvessin(vr) = 0,
e quindi ¢ = 0 (essendo sin(v7) # 0, in quanto cos(vm) = 0).
Cosi otteniamo una seconda successione di autovalori negativi di K:

8
)\i:—m pernEN

con corrispondenti autofunzioni

2n —1
ui(t)zsin( n2 t).

L’operatore K non é positivo, avendo anche autovalori negativi.
Osserviamo che la collezione di tutte le autofunzioni di K,

{u® (1), (un (), (up(£))n}

¢ una base (spettrale) numerabile ed ortogonale dello spazio di Hil-
bert separabile L?([—n, 71]), per il Teorema spettrale di Hilbert-Schmidt
5.10.1.

O]
Riportiamo qui la dimostrazione dell’implicazione (Teorema di Schur):

2™ —~ 2 debolmente in I' = 2™ — x fortemente in '
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Dimostrazione. Proviamo dapprima che:

2™ — 0 debolmente in ' = z™ — 0 fortemente in {*,

ovvero, sia per ogni n € N (" = (a:ﬁ”))z C 1! tale che ¢(x™) — 0 per ogni

p € 1°(= (1M, allora [|z™||; = S5 2| = 0. -
Per ogni f = (f1, fa,. -, fis--),9 = (91,92, -, Gis-..) € B definiamo la
metrica (verificare) su By

=1
d(f.9) = 2232—|f ~ gl
Per il teorema 3.2.5 (B, o (1%, 11)) & compatta.
Sia 7 la topologia corrispondente alla metrica d.
L’immersione (B, (1°,1')) = (B, T) & continua.
Infatti, per ogni ¢° € By~ e per ogni € > 0 esiste un intorno di ¢° per
o(1°°, 1Y), sia

VA" (€)iz12,m3€) = {p € 1% [(p — ¢°)(¢")| < 8, per ognii=1,2,..n}

1
—1

5ot < €), tale che

(con ¢ e n da determinare) ((e'); base canonica di I' e § +

V(% (€)iz12,.n:€)} N Bise C { € Bioo;  d(p, ") < €}.17

Allora, Bj~ & compatta rispetto alla topologia 7 e (B, d) é spazio metrico
compatto e quindi spazio metrico completo.
Sia € > 0 e definiamo gli insiemi

F. = {p € Bi; |p(z™)| < € perogni n > k}.

Gli F}, sono chiusi nella topologia 7 e inoltre, poiché ¢(2(™) — 0 per ogni
@ €[>, risulta

+oo .
U Fy, = B.
k=1

TLa scelta di § e di n sufficientemente grande in modo che riesca § + 2%1 < € scaturisce
dalla seguente analisi: sia

0 € V(@5 (€)iz1,2,...m5€) = {0 € 1% (o — &) ()| < 6,Vi=1,2,...,n} N B~}

allora,
"1 ™= ™= 1 1
do ) =) ilei—ell+ > Slei—dll<d+2 Y =+
i=1 i=n+1 i=n+1
Pertanto, basta prendere 6 = § e n sufficientemente grande in modo che 2,%1 < J, per

avere d(p, ") < e.
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Per il teorema di Baire-Hausdorff 4.4.2, esiste un intero kg tale che Foko # ().
Sia, allora, ©° = (9,09, ¢5,...,¢?% ) € F, e consideriamo gli elementi
¢ € B~ della forma ¢ = (09,99, ¢9, ..., %, £1,£1,...), per cui esiste una
costante p > 0 tale che

d(p, ") < Y = <p.

i=N+1

Risulta ¢ € Fy, e si ha, per ogni n > ko,

+oo
>
i=1

N +o00
Zg@?mgn) + Z (£2{™)] <e.

=1 1=N+1

o(al™)] =

Ne segue che

“+00 N N
S e < e+ D> Il < e+ > [
=1

i=N—+1 i=1
e quindi

+o00 N
Sl < e+ 2) 2] per oguin > ko
i=1 i=1

Da qui segue la tesi, poiché per ogni fissato i la successione (:v(”))n tende a 0

%

per n — +00. ]

Osservazione 5.11.5. Con lo stesso metodo utilizzato nella precedente di-
mostrazione, si prova che

2™ < 2 debolmente in I' = 2™ — z fortemente in [

converge a un limite per ogni ¢ € [°(= (I*)*), allora [|z™]|; = S0 |2\

converge a un limite.
Infatti, fissato € > 0 e definiti gli insiemi

ovvero, se (™), C 1! (per ogni n € N sia 2™ = (2\),) ¢ tale che p(z™)
|

i

Fy, = {¢ € Bi~; |gp(x(") — x(m))| <€ perognim,n >k},

si trovano ko e N € N tali che [|z™ — 20|y < e+23N |2 — 20| per
ogni m,n > k.

Ne segue che la successione (™), ¢ di Cauchy nello spazio di Banach ! e
quindi é convergente.






