UNIVERSITA DEL SALENTO
DIPARTIMENTO DI MATEMATICA E FISICA
“ENNIO DE GIORGI”

Domenico Perrone

Un’introduzione
alla Geometria Differenziale
di curve e superfici

Quaderno 2/2017

Universita del Salento



QUADERNI DI MATEMATICA

Una pubblicazione a cura del

DIPARTIMENTO DI MATEMATICA E FisicA*ENNIO DE GIORGT”
UNIVERSITA DEL SALENTO

Comitato di Redazione
Angela Albanese
Francesco Catino

Domenico Perrone

I QuApERNI del Dipartimento di Matematica e Fisica “Ennio De Giorgi” del-
la Universita del Salento documentano gli aspetti di rilievo dell’attivita di ricerca
e didattica del Dipartimento. Nei Quaderni sono pubblicati articoli di carattere
matematico che siano:

(1) lavori di rassegna e monografie su argomenti di ricerca:

(2) testi di seminari di interesse generale, tenuti da docenti o ricercatori del
Dipartimento o esterni;

(3) lavori di specifico interesse didattico.

La pubblicazione dei lavori & soggetta all’approvazione del Comitato di Redazione,

che decide tenendo conto del parere di un referee, nominato di volta in volta sulla
hase delle competenze specifiche.

Quaderno 2/2017: e-ISBN 978-88-8305-132-6

Universita del Salento - Coordinamento SIBA



ii

Dedicato al mio nipotino

Davide






Indice

Prefazione

Capitolo 1. Calcolo differenziale nello spazio euclideo

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.

Curve parametrizzate regolari

Lunghezza di un arco di curva e ascissa curvilinea
Campi vettoriali e derivazione nello spazio euclideo
Il differenziale (di un’isometria)

Orientazione e prodotto vettoriale

Campi vettoriali lungo curve

Capitolo 2. Geometria differenziale delle curve di R?

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.

Apparato di Frenet

Apparato di Frenet per curve a velocita arbitraria
Curvatura (con segno) di curve piane

Eliche circolari

Eliche cilindriche

Il campo vettoriale di Darboux

Il teorema fondamentale sulle curve

Curve magnetiche

Curve magnetiche di Killing

Capitolo 3. Superfici regolari di R3

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.
3.9.
3.10.

Definizione, osservazioni ed esempi
Superfici quadriche
Funzioni differenziabili su superfici
Curve su una superficie
Piano tangente a una superficie
Differenziale e derivata direzionale
Prima forma fondamentale
Area
Superfici orientabili

Struttura complessa e 2-forma d’area

Capitolo 4. Operatore forma e curvature di una superficie

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.

L’operatore forma e la seconda forma fondamentale
I simboli di Christoffel

Curvature principali, di Gauss e media

Superfici minimali

iii

106
110
113
116
120
125
128
133

139
139
144
146
154



iv 0. Indice

4.5. Curvatura normale

4.6. L’applicazione di Gauss

4.7.  Approssimazione quadratica di una superficie
4.8. Qualche teorema globale sulle superfici

4.9. La pseudo-sfera di Beltrami

Capitolo 5. Geometria intrinseca delle superfici
5.1. Distanza intrinseca
5.2.  Superfici isometriche
5.3.  Superfici congruenti
5.4. Derivata covariante e curve geodetiche
5.5.  La connessione di Levi-Civita delle superfici
5.6. Curvatura gaussiana e tensore di curvatura
5.7. Esempi di curve geodetiche
5.8.  Geodetiche e curve minimali
5.9. Energia di una curva
5.10. Curve magnetiche su superfici orientabili

Capitolo 6. Geometria iperbolica
6.1. Domini riemanniani
6.2. Isometrie del semipiano di Poincaré
6.3. Le geodetiche del semipiano di Poincaré
6.4. La distanza nel semipiano di Poincaré
6.5. L’iperboloide e il modello di Poincaré nel disco

Capitolo 7. Il Teorema di Gauss-Bonnet
7.1. 1l Teorema locale di Gauss-Bonnet
7.2. 1l Teorema globale di Gauss-Bonnet
7.3. Applicazioni del Teorema di Gauss-Bonnet

Capitolo 8. 1l Teorema di Lancret sulla sfera S3
8.1. Apparato di Frenet per curve di S

8.2. Eliche generalizzate e Teorema di Lancret sulla sfera S3

8.3. Modelli di eliche sulla sfera S3
Bibliografia

Indice analitico

157
162
164
169
172

177
177
180
191
194
202
204
208
218
224
229

237
237
242
248
252
254

259
259
266
271

275
275
278
283

287
289



Prefazione

Queste note riflettono, in una versione molto ampliata, gli argomenti del
corso di Geometria III svolto negli ultimi cinque anni accademici presso il cor-
so di Laurea in Matematica dell’Universitd del Salento (Lecce). Lo scopo é
quello di dare un’introduzione allo studio delle geometria differenziale classica
delle curve e delle superfici dello spazio euclideo R3. Un importante ruolo, per
meglio capire i concetti introdotti, é svolto dai numerosi esempi (ed esercizi)
che sono stati scelti con particolare attenzione. Data la natura degli argomenti
trattati, queste note sono adatte oltre che per gli studenti di Matematica anche
per quelli di Fisica. Inoltre, alcuni argomenti potrebbero essere inseriti in un
corso della Laurea Magistrale. Riguardo ai prerequisiti necessari per la com-
prensione del contenuto di questo quaderno, si richiede una buona conoscenza
dell’algebra lineare e dell’analisi reale a piu variabili, inoltre si richiedono le
conoscenze di base della teoria delle equazioni differenziali ordinarie e della
topologia generale.

Il Capitolo 1 ¢é dedicato ad alcuni aspetti del calcolo differenziale nello
spazio euclideo R3. Nello studio della geometria differenziale delle curve di R?
(Capitolo 2) un ruolo fondamentale é svolto dal riferimento di Frenet e quindi
dalle funzioni curvatura e torsione, tali funzioni determinano la “forma”della
curva in R3. Nello stesso capitolo, un’attenzione particolare é rivolta, vista la
loro importanza anche in Fisica e non solo (cf., ad esempio, [2]-]6]), alle eliche
cilindriche (dette anche curve di Lancret) e alle curve magnetiche di R3.

Nello studio delle superfici, si é cercato di enfatizzare in modo particolare
le differenze tra geometria intrinseca e geometria estrinseca. Nel Capitolo 3
vengono introdotti gli strumenti e i concetti di base sulle superfici regolari, tra
questi spicca, per importanza, la prima forma fondamentale la quale gioca un
ruolo fondamentale per la geometria intrinseca di una superficie.

Il Capitolo 4 é dedicato al concetto di curvatura su una superficie rego-
lare. Nel caso di una curva 7y(s), s ascissa curvilinea, la curvatura é definita
come la lunghezza del vettore accelerazione 7(s). Nel caso di una superficie,
la situazione é ovviamente piu articolata, basti pensare che una superficie pué
curvarsi lungo piu direzioni (quelle che determinano il piano tangente) e in
modo diverso. L’operatore forma, che é definito come la variazione del cam-
po normale lungo le diverse direzioni del piano tangente, e quindi studia la
variazione dello stesso piano tangente, é lo strumento tecnico che permette di
definire le curvature per una superficie.
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Nel Capitolo 5 studiamo principalmente proprietd e concetti di natura in-
trinseca di una superficie regolare, ossia proprieta e concetti che dipendono
soltanto dalla prima forma fondamentale e quindi sono invarianti per isome-
trie. Ad esempio, sono concetti di natura intrinseca: la distanza intrinseca,
la derivata covariante (di Levi-Civita), curve geodetiche e curvatura gaussiana
(Teorema egregium di Gauss). Proprietd che dipendono dall’operatore forma,
ovvero dalla seconda forma fondamentale, e quindi dalla loro “forma”in R3, si
dicono proprietd estrinseche. Il capitolo si chiude con una breve presentazione
delle curve magnetiche su superfici regolari orientabili. Dal punto di vista dei
sistemi dinamici, una geodetica corrisponde alla traiettoria di una particella
che si muove senza l’azione di un campo magnetico. In questo contesto, le
curve magnetiche generalizzano le curve geodetiche.

Nel Capitolo 6 si introducono i domini riemanniani (D, g), dove D é un do-
minio di R? e g é una metrica riemanniana su D, ovvero una matrice simmetrica
definita positiva di ordine 2 i cui coefficienti sono funzioni differenziabili su D.
Quindi, si studiano isometrie e geodetiche di modelli di geometria iperbolica
come esempi di domini riemanniani.

Nel Capitolo 7 diamo una presentazione del Teorema di Gauss-Bonnet nel
caso delle superfici connesse compatte di R3. Il Teorema di Gauss-Bonnet, il
piu elegante teorema di geometria differenziale globale, evidenzia un sorpren-
dente legame tra due nozioni a priori molto distanti tra loro: la caratteristica
di Eulero-Poicaré (invariante topologico) e la curvatura gaussiana (invariante
metrico).

Nel Capitolo 8 viene data una presentazione “elementare”del Teorema di
Lancret sulla sfera S*, come una estensione del classico Teorema di Lancret
sulle curve (studiato nel Capitolo 2).

Ulteriori approfondimenti, su quasi tutti gli argomenti trattati in questo
quaderno, si possono trovare sui testi classici [9], [17], [20]. Per approfon-
dimenti su curve magnetiche e curve di Lancret generalizzate si rinvia agli
articoli riportati in bibliografia. Infine, per uno studio della geometria dif-
ferenziale di curve e superfici con 'aiuto del programma di manipolazione
simbolica Mathematica si consiglia [7].

Guagnano, 1 Luglio 2017
Domenico Perrone

Dipartimento di Matematica e Fisica “E. de Giorgi”
Universita del Salento, Lecce, Italy
domenico.perrone@unisalento.it



CAPITOLO 1

Calcolo differenziale nello spazio euclideo

In questo capitolo presentiamo alcuni concetti del calcolo differenziale nello
spazio euclideo che ci saranno utili per i capitoli successivi.

1.1. Curve parametrizzate regolari

Prima di iniziare con le curve parametrizzate, ricordiamo brevemente la
definizione di funzione differenziabile e quella di spazio tangente a R".

Sia A un aperto di R"”. Una funzione
F:ACR" —R, p=(21,...,2,) — F(p) = F(z1,...,2,),
si dice differenziabile di classe C* se I’ ammette derivate parziali continue fino
all’ordine k, e quindi si dice di classe C™ se ¢ di classe C* per ogni k € N. Sia

F:ACR" —R™ p=(x1,...,2,) —> F(p) = (Fl(p),...,Fm(p)),
una funzione a valori in R”. Indichiamo con 7; la proiezione
T R" — R, p=(21,...,2,) — m(p) = ;.
La funzione F si dice differenziabile di classe C* se lo sono le sue funzioni
componenti
Fi=moF :R" —R, 2 +— Fy(p) =m0 F(p), perognii=1,..m.
Tuttavia, nel seguito con il termine “differenziabile” si intendera sempre “dif-

ferenziabile di classe C*°”.

Consideriamo R"™ con la struttura naturale di spazio vettoriale reale eucli-
deo. E noto che

{e1 =(1,0,...,0),e5 =(0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1)}
e la base canonica di R”. Fissato p € R”, I'insieme
[p} X B" = {v, = (p.v) : v R}

si indica con T, R™ e si dice spazio dei vettori tangenti in p a R" (o spazio
tangente in p a R™). Ogni elemento v, = (p,v) € T, R" si dice vettore tangente
in p a R" o wvettore applicato in p. T, R™ ha una struttura di spazio vettoriale
reale n-dimensionale rispetto alle seguenti operazioni:

Up + Wp = (p,U + w)a AUP = (pa )\?))
La corrispondenza ¢ : T,R* — R", v, — ¢(v,) = v, € un isomorfismo
tra spazi vettoriali (a volte un vettore tangente si identifica con la sua parte
vettoriale). La base canonica di 7, R" ¢
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{elp = (p,e1),...,en, = (P, en)}.

p/ Ve

F1GURrA 1. Vettore tangente.

T, R™ ¢ anche uno spazio vettoriale euclideo rispetto al prodotto scalare:

o— 3 n
Up Wy i=v-w  per ogni vy, w, € T, R",

dove
n
V--w = Z V;W;
i=1
e il prodotto scalare euclideo naturale di R™. Si pone quindi
[opl| == llvll = /325, v7-

Nel seguito con [ indicheremo sempre, salvo diversa indicazione, un intervallo
aperto di R.

Definizione 1.1. Una curva differenziabile parametrizzata di R™ € un’ap-
plicazione differenziabile

a:l =Rt alt) = (z1(t), ..., za(1)).

Quindi, la curva «(t) ¢ differenziabile se e solo se le sue funzioni componenti
x1(t), ..., x,(t) sono differenziabili. La variabile ¢ si dice parametro e il sottoin-
sieme «([) si dice sostegno della curva. Se il sostegno (/) & contenuto in un
piano, allora « si dice curva piana. Nel caso di R?, le coordinate verranno
indicate anche con (z,y, 2).

Definizione 1.2. Sia a : I — R", t — «(t), una curva differenziabile
parametrizzata. 1l vettore velocita di o in a(ty) € il vettore &(ty) che ha come
componenti le derwate delle componenti di o calcolate in ty:

G(to) = 321, @i(to)(€i)atto) = (1(t0)s - 27, (t0))ary) € Tato) R™-

Si noti che, a volte, il vettore tangente &(ty) verra indicato anche con la n-pla
(2} (to), ..., 2., (to)) omettendo il punto di applicazione «(ty).

Definizione 1.3. Una curva parametrizzata differenziabile o : [ — R™ st
dice regolare se il vettore velocita &(t) ¢ non nullo per ognit € I.
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Ricordiamo che per una curva parametrizzata differenziabile «(t) dello spazio
R™, la retta tangente ad a nel punto a(ty) € la posizione limite (se esiste)
della corda (a(to), a(t)) per t — to (cf. Figura 2). La corda (a(tp), (t)) ha
equazioni

v —ai(to) @ — 2a(b)
o1 (t) —xi(to) 7 aa(t) — au(to)
Dividendo i denominatori per (t — to) e facendo il limite per ¢t — ¢, si ottiene
vy —wi(to) 1w — 2u(to)
zi(te) T ap(t)

Tali equazioni rappresentano una retta se

(xll(t(])? 7$;l(t0)) 7é (07 70)
Pertanto, una curva parametrizzata differenziabile a(t) di R™ & regolare se e
solo se esiste la retta tangente in ogni suo punto.

a(t)

a(to)

FIGURA 2. Retta tangente.

Esempio 1.4. La retta. Siano p,v € R", v # 0. La retta per p e parallela
a v, e la curva regolare
a: I >R t—alt)=p+itv= (p1+tvl, ...,pn+tvn).

In particolare vale la seguente proprieta: ogni vettore v, € T,R"™ si pud espri-
mere come vettore tangente a una curva differenziabile di R™ passante per p.
Ad esempio, la curva a(t) = p + tv soddisfa a(0) =0 e &(0) = v,.

Esempi 1.5.
(1) L’applicazione o : R — R3, t — (#3,¢%,0), ¢ una curva differenziabile
parametrizzata di R3. Osserviamo che « non ¢ regolare per t = 0 in quanto
&(0) = 0.
(2) L’applicazione a : R — R3, ¢ — (¢,]t],0), ¢ una curva parametrizzata
ma non e differenziabile per ¢t = 0.

applicazione o : R — R°, ¢t —— (t° — 4¢,t* — 4,0), € una curva parame-
3) L’applicazi R R?, ¢ 35— 4t,t* — 4,0), ¢

trizzata differenziabile, inoltre e regolare. Osserviamo che o non ¢ iniettiva in
quanto a(2) =0 = «a(—2).
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Esempio 1.6. La circonferenza S'. Le curve parametrizzate
a:R— R3 ¢+ aft) = (cost,sent,0),
f:R— R3 ¢+ B(t) = (cos2t,sen 2t,0),

sono distinte, ma hanno lo stesso sostegno in quanto «(R) = 3(R) = S', dove
St & la circonferenza di centro O e raggio 1 del piano z = 0. La circonferenza
(sempre del piano z = 0) di centro C(z, yo, 0) e raggio r si puo parametrizzare
con y(t) = (xg + rcost,yo + rsent,0). Y(t) = (—rsent,rcost,0), e quindi y(t)
e una parametrizzazione regolare di tale circonferenza.

Esempio 1.7. Ellisse, iperbole e parabola. Per l'ellisse di equazione
cartesiana x2/a®> + y?/b*> = 1, a,b > 0, una sua parametrizzazione regolare &
data da

a(t) = (acost,bsent,0), t € R.

I due rami dell'iperbole di equazione cartesiana x2/a* — 4?/b*> = 1, a,b > 0,
sono parametrizzate in modo regolare da

a1(t) = (acosht,bsinht,0), «s(t) = (—acosht,bsinht,0), t€R.

Ricordiamo che le funzioni coseno iperbolico e seno iperbolico sono definite
da

t —t t ot
cosht = % e sinht = %, e soddisfano cosh?t — sinh?t = 1.

Infine, una parametrizzazione regolare della parabola y = az?, a # 0, ¢ data

da

a(t) = (t,at?,0).
Il caso della parabola ¢ un caso particolare di grafici di funzioni in una va-
riabile. Infatti, il grafico di una funzione differenziabile y = f(z) si puo

parametrizzare con «a(t) = (¢, f(t),0). Tale parametrizzazione e regolare in
quanto

d(t) = (17f/(t)70) £ (07070)'

Esempio 1.8. Curve di livello. Sia f(x,y) una funzione differenziabile
definita in R%. L’insieme dei punti del piano le cui coordinate soddisfano
l'equazione f(z,y) = ¢, ¢ € R, si dice curva di livello. Possiamo sempre
assumere che la costante ¢ = 0 (basta sostituire f con f—c) e quindi considerare
la curva definita dall’equazione cartesiana

(1.1) f(x,y) = 0.

In particolare, se f(z,y) € un polinomio algebrico, nelle variabile z e y, di
grado n, allora la curva definita dall’equazione (1.1) si dice curva algebrica di
ordine n. Si consideri una curva ~ del piano z = 0, definita dall’equazione
cartesiana (1.1). Dal Teorema del Dini segue che se una delle due derivate
parziali di f, ad esempio f,, ¢ diversa da zero in un punto (xo,yo) di 7, allora
esiste una funzione differenziabile g(x), definita in un intorno di xg, tale che
(in un intorno del punto (xg,yo)) l'equazione f(z,y) = 0 ¢ verificata se e
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solo se y = g(x). Pertanto, in un intorno del punto (z¢,yo), 7 € una curva
differenziabile regolare, parametrizzata da ~(t) = (¢,¢(¢),0). Inoltre, si ha
I'identita

flz,g(x)) =0
che, derivata rispetto a x, da f.(x, g(x)) + ¢'(x) f,(z, g(z)) = 0, da cui

9'(x) = —fu/ Iy
Pertanto, nel piano z = 0, la tangente alla curva « nel punto (zg,yo) ha
equazione cartesiana

fx —x0) + £ (y — yo) = 0.

Esempio 1.9. L’elica circolare. La curva parametrizzata
a:R—R3 t+—— a(t) = (acost,asent,bt) ,cona>0eb#0,
si dice elica circolare. Osserviamo che il sostegno a(R) & contenuto nel cilindro
circolare retto di equazione 2%+ y? = a?. L’elica circolare & una curva regolare
e il suo vettore velocita
a(t) = (—asent,acost, b)) 7 (0,0,0)q)
forma un angolo ¥ costante con 'asse delle z :
Va? +b?cost = a(t) - esq) = b = const # 0.

Uno studio piu approfondito sulle eliche (curve molto importanti in fisica)
verra fatto nella Sezione 2.4 .

Esercizio 1.10. Verificare che le curve algebriche
Cy : 23 — y? = 0 (cubica cuspidale) e Co : 23 + 2% — y* = 0 (cubica nodale)
non sono regolari (cf. Figura 3).
Suggerimento: parametrizzare C; con (%, ) e Cy con (12 — 1,t(t? — 1)).

¥
v

Ficura 3. Curve non regolari.
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Esercizio 1.11. Determinare la curva 7(t) che soddisfa le seguenti condi-
zioni: y(0) = (—1,3,-2) e F(t) = (t, €, ¢?).

Esercizio 1.12. Per tutti gli esempi di curve regolari dati precedentemente,
determinare il vettore velocita e la retta tangente per ¢t = 0.

Esercizio 1.13. Si consideri la curva
v(t) = (cos acos at, cos asen at, sen «v cos bt, sen a cos bt)

dello spazio R*, dove a €]0,7/2[ e a,b € R, (a,b) # (0,0). Si verifichi che ~(¢)
¢ una curva della sfera S* di centro I'origine e raggio 1 di R*. Inoltre, trovare
la condizione che devono soddisfare le costanti a, b affinche () sia regolare.

Esercizio 1.14. Si considerino nel piano le coordinate polari (p,9), o >
0,9 €]0,2x[. Si verifichi che la curva parametrizzata

2 2 %0
v(t) = (o(t),9(t)) = (\/t + 03,90 + arccosm),

e una retta del piano.

Osservazione 1.15. Una curva regolare v : I — R" si dice che ¢ una curva
semplice se I'applicazione v ¢ un omeomorfismo dall’intervallo I su y(I). Se,
inoltre, I = [a, b] con v(a) = 7(b), allora curva v e detta curva chiusa semplice.
Un classico risultato di topologia ( Teorema della curva di Jordan) afferma che:
ogni curva chiusa semplice piana divide il piano in due componenti connesse
int(y) ed ext(vy), dove int(y) & la componente limitata (quindi contenuta in
un disco di raggio abbastanza grande) ed ext(y) ¢ la componente connessa
illimitata. Piu in generale, se ¢ ¢ una costante positiva, una curva regolare
v : R — R"™ che soddisfa

v(t1) = v(t2) seesolose ty =t + kc per qualche intero k,

si dice curva chiusa periodica, e il piu piccolo ¢ che soddisfa tale proprieta
¢ detto periodo di . Ad esempio, la curva y(t) = (cost,sent,0), t € R, ¢
periodica di periodo 2.

Denotiamo con J la rotazione antioraria di 90 gradi del piano (cf. Sezione
2.3). Diciamo che una curva chiusa semplice piana (t) ¢ orientata positiva-
mente se il vettore J7(t) ¢ sempre diretto verso I'interno di . Possiamo sempre
assumere che la curva v sia orientata positivamente (cambiando se necessario
t con —t). Se y(t) = (x(t),y(t)), t € R, ¢ una curva chiusa semplice piana di
periodo ¢ e orientata positivamente, allora vale la seguente formula

area(int(7)) == [, dvdy = 5 Jo (xy' —ya!)dt.
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Infatti, applicando il Teorema di Green alle funzioni f(z,y) = (—=1/2)y e
o(z,9) = (1/2)z, si ha

area(int(~y / / dxdy = / / — fy)dxdy
int(y mt(v)
1
/f T,y d:c—l—/ (x,y)dy = = (/xdy—/yd:c)
2 i il

zi/o(xy — yx')dt.

Esercizio 1.16. Verificare che 'area dell'interno dell’ellisse 22 /a®+y? /b* =
1, a,b > 0, ¢ data da mwab.
Suggerimento: considerare la parametrizzazione (acost, bsent).

1.2. Lunghezza di un arco di curva e ascissa curvilinea

Nello studio di una curva le proprieta piu interessati sono quelle inva-
rianti per cambiamenti di parametro. Consideriamo una curva differenziabile
parametrizzata o : I — R™, a(t) = (21(f),...,z,(t)), e un diffeomorfismo

h:J—1, s—t=h(s), quindi h'(s) # 0 per ogni s € J,
dove J e un altro intervallo aperto di R. In tal caso,
B(s) == a(h(s)), B:J 1o -5 R3

e una riparametrizzazione (regolare) di «(t). La funzione h si dice cambia-
mento regolare di parametro. Posto

B(s) = (fl(s),...,irn(s)) = (ml(h(s)),...,xn(h(s))),
T1(s) = W(s) z1(h(s)), ..., T, (s) = W(s) z;,(h(s)),

per cui il vettore velocita /3 (s) soddisfa
B(s) = (F(s), -, E(s)) = B(s) a(h(s)) = W' (s) a(t).

Di conseguenza,
a(t) e regolare <= f(s) = a(h(s)) ¢ regolare.

si ha

Osserviamo che essendo h/(s) # 0, allora h(s) > 0 oppure h(s) < 0 per ogni
s € J. Pertanto,

o 1/(s) >0 <= 1ivettori &(t) e ﬁ(s) sono concordi,
e I/(s) <0 <= ivettori &(t) e B(s) sono discordi.

Si noti che a volte la curva riparametrizzata (s) = a(h(s)) si indica anche
con a(s) = a(h(s)).

Esempio 1.17. Sia data la curva regolare a(t) = (Vi tV/t,1 —1t), t €
10, 4+00]. Si consideri il cambiamento di parametro

h 3]0, +00[—]0, +00[, s > t = h(s) = s*.
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t = h(s) & un cambiamento regolare di parametro con inverso dato s = h™1(t) =
V/t. La nuova parametrizzazione

B(s) = a(h(s)) = (s,5°, 1 = )

conserva il verso di percorrenza definito da «(t), infatti A'(s) = 2s > 0 per
ogni s > 0.

Data una curva differenziabile parametrizzata o : I — R"t — «(t),
consideriamo un intervallo [a, b] contenuto in I e sia

Pia=tyg<t; <---<t,=0b
una partizione dell'intervallo [a, b]. Poniamo
o, P) =20, [Jat) — altia)|| = Ti, d(alt), alti1).

((a,P) ¢ la lunghezza delle poligonale di vertici a(ty), ..., a(ty).

a(ty)

alty)

FIGURA 4. Poligonale di vertici a(tg), . .., a(ty).

Inoltre, poniamo
|P| := max;—1__x |t; — ti—1]|.
|P| & detta norma della partizione e rappresenta ’ampiezza massima degli
intervalli che costituiscono la stessa partizione. Osserviamo che se P’ & un’altra
partizione con |P’| < |P], allora ¢(a, P’") > ¢(a, P). Possiamo dunque dare la
seguente definizione.
Definizione 1.18. Si definisce lunghezza dell’arco i, la quantita:
,C(Oq[a,b]) = limyp|0 l(a, P) = SUP|p|—0 U, P).
Risulta che
b
Laon) = [ (o] de < +x,

dove ||a(t)||? = a(t) - alt) = 242(t) + ... + 2. %(t), ovvero ||&(t)]| & la lunghezza
del vettore velocita (detta velocita scalare, o semplicemente velocita, di a(t)
allistante ).
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Proposizione 1.19. La lunghezza di un arco di curva € invariante per un
cambiamento regolare di parametro.

DIMOSTRAZIONE. Sia h : [e,d] C J — [a,b] C I, s — t = h(s), un
cambiamento regolare di parametro. Allora

B(s) = a(h(s)) e B(s) = (s) @(h(s)), con W(s)#0 perogni s,

e quindi

Distinguiamo due casi. Se h'( s) > 0, allora

d h(d)=b
£(0) = [ W)l s = [ fato de = £ia)

Se h/(s) < 0, anche in questo caso

d h(d)=a
cw):—/ h’(s)”d(h(s))Hds:—/h )] di = £(a).
]

Proviamo ora la seguente

Proposizione 1.20. Ogni curva regolare o : I — R™, t — «(t), ammette
una riparametrizzazione f(s) = a(h(s)), s € J (intervallo di R), a velocita

unitaria, owvero ||3(s)| = 1.

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo un ty € I e consideriamo la funzione
t
s: I =Rt s(t) ::/ ||la(t)|| dt,
to

detta ascissa curvilinea di origine a(ty). La funzione s(t) rappresenta la
lunghezza (con segno) dell’arco di curva compresa tra I'estremo fisso a(tg) e
I'estremo variabile «(t). Osserviamo che J = s(I) & un intervallo in quanto s(t)
e continua e I intervallo, s(¢) & differenziabile e s'(t) = ds/dt = ||&(t)]|. Inoltre,
siccome a(t) & una curva regolare, ||&(t)|| > 0 per ogni t € I e di conseguenza
s'(t) > 0 per ogni t € I. Pertanto, s(¢) ¢ una funzione strettamente crescente
in I e quindi invertibile su J = s(/), con funzione inversa differenziabile

t(s):JJ =1, s—t(s),
che soddisfa

dt 1 1

t/ = — = > 0.
(5) ds Hd || lla(t)

Dunque, t = t( ) € un cambiamento regolare di parametro e la curva ripara-
metrizzata [(s) = ( ) ha velocita scalare

HB( = 66) () | = el =1
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D

11 nuovo parametro ascissa curvilinea s = s(¢) non ¢ parametro fra i tanti,
esso € un parametro intrinseco, essendo legato alla geometria della curva. La
nuova parametrizzazione ¢ espressa da «(t(s)) che, con abuso di notazione,
scriveremo «(s). Si noti che il calcolo esplicito della funzione inversa ¢t = ¢(s)
¢ spesso molto complicato, ma in compenso (come gia visto) la sua derivata e
data dalla formula #'(s) = 1/||c(¢(s))|. Se si fissa come origine un altro punto
invece che a(ty), la nuova ascissa curvilinea si altera solo per I'aggiunta di una
costante. Piu in generale, vale la seguente

Proposizione 1.21. Sia v : I — R", t — ~(t), una curva regolare. Se
s = s(t) & ascissa curvilinea per y(t) ¢ y(t) ¢ una riparametrizzazione di y(t)
a velocita unitaria, allora

t =+s+c¢, dovec éuna costante.

DIMOSTRAZIONE. Posto t = t(t) e s = s(t), da y(t) = v(t(t)) e v(t) =

v(s(t)) segue che )
YO =T@) () e () = () (s).
Di conseguenza,
IF@IE @] = ()] 15" (2)]
e quindi |#'(t)| = |¢'(t)| da cui si ottiene #(t) = +s(t) + ¢, con ¢ costante. [

Esempio 1.22. Consideriamo lelica circolare y(t) = (acost,asent,bt),
cona>0eb#0. L'elica y(t) e regolare, infatti

J(t) = (—asent,acost, b)) # (0,0,0),0),
tuttavia non e parametrizzata a velocita unitaria. Siccome
|7(t)]|* = a®sen ?t + a*cos?t + b* = a® + b,
I’ascissa curvilinea e data da
s(t) = [HA@0)] dt = Va2 + B2t e quindi ¢ = \/%W
Pertanto, una riparametrizzazione a velocita unitaria dell’elica circolare ¢

S s bs
s) = | acos ——, asen , )
7te) ( Va? + b2 Va? + b2 \/a2+b2)

Esempio 1.23. Consideriamo la spirale logaritmica
v(t) = (ae " cost,ae " sent,0), t €ER, con a > 0e b > 0.
La spirale logaritmica ~y(t) e regolare. Infatti,

Y(t) = ae™"(—bcost — sent, —bsent + cost,0),

15()]|* = a® e 2" (1 4 b%) # 0.
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L’ascissa curvilinea ¢ data da
t t —bt 1
0= [0l di= [ aeVTTRE ar=oviviE St
0 0 —
Quindi,

s(t) = a—”b“ﬂ (1—e ™).

Pera=1/v2eb=1,sihas(t)=1—e"* < 1. Sinoti che y(0) = (a,0,0) =
(1/4/2,0,0) e per t — +oo il punto v(¢) si avvicina all’origine e l'ascissa
curvilinea s(t) tende a 1.

Esempio 1.24. Consideriamo la curva
v(t) = (t —sent, 1 — cost,0), t €]0, 2.
Tale curva 7(t) € regolare. Infatti
Y(t) = (1 —cost,sent,0),4 e [[F(E)]* = 2(1 — cost) = 4sen?(¢/2) # 0.
L’ascissa curvilinea e data da

s(t):/o ol dt:2/ sen (£/2) dt = 4(1 — cos (¢/2)).

0

Osservazione 1.25. Consideriamo la circonferenza v, parametrizzata da
Y0(t) = (rcost,rsent,0), t € [0,27], di R®. ~y ¢ una curva chiusa semplice
piana, e chiaramente

L2(y) /47 = (2mr)? /47 = 7r? =area(int(y)).

In generale, se y(t) € una curva chiusa semplice piana, vale la classica disugua-
) Y
glianza isoperimetrica

area(int(vy)) < L2(y) /4w

dove I'uguaglianza vale se e solo se v ¢ una circonferenza (per una dimostrazione
di questo risultato si puo vedere, ad esempio, [9] p. 31).

1.3. Campi vettoriali e derivazione nello spazio euclideo

Sia f : R” — R un’applicazione differenziabile in un intorno U di un fissato
punto p.

Definizione 1.26. Il vettore gradiente di f in p, che si indica con (Vf),,
¢ il vettore tangente in p che ha come componenti le derivate parziali di f

calcolate 1n p:
0 0
(Vf)y = (0_551(19)7 ce %(p)) €T, R".

Fissato v, € T,, R", per € “piccolo”, consideriamo I’applicazione

(—e,¢) %UQ]R"@R, t— (p+tv) = f(p+tv).
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Definizione 1.27. La derivata direzionale di f rispetto al vettore tan-
gente v, ¢ definita da

wlf) = THp+ 0o,

d
Proposizione 1.28. Sia v, € T,R", v, = (vy,...,v,),, allora
n af
(1.2) up(f) = Zvi %(p) = v, (V)
i=1 !

Inoltre, se a(t) é una curva differenziabile di R™ con o(I) C U, risulta
) d
(1.3 G(0)(1) = T (a(0).

d
DIMOSTRAZIONE. Per definizione v,(f) := Ef(p + 1v)}¢=0, dove
flp+tv) = f(@1(t), s wn(t) = f(pr+ tvr, .o p + ton).
Esplicitando, si ha

w0 = 3 (Galrr ) = S g w9y

i=1 i=1 z;

Ora, sia a(t) = (xl(t),...,a:n(t)), at) = (w’l(t),...,:c;(t))a(t) € TowmR"
Allora, applicando la (1.2) e la formula di derivazione per la funzione f(«(t)),
si ha

GO = S 5 (a0) S = (o).

g

Esercizio 1.29. Siano dati il vettore tangente v, = (1,2,3), € T,R? p =
(1,2,—1), e la funzione f : R?* — R definita da f(x,y,2) = zy?23. Si calcoli la
derivata direzionale v,(f).

Osservazione 1.30. Dalla (1.2), prendendo v, = e;,, segue facilmente che

€;,(f) = (0f/9z;)(p).
Quindi, in questo contesto,

€j, st puo identificare con la derivata parziale (0/0x;),.

Denotiamo con F(A) U'insieme di tutte le funzioni differenziabili
f:ACR" = R, dove A e un aperto di R™.
F(A) ha una struttura naturale di spazio vettoriale reale. Inoltre, considerando
anche il prodotto interno (f1, fo) — fif2, F(A) ha una struttura di algebra
reale commutativa. Analogamente, l'insieme F(p) di tutte le funzioni f :
R™ — R differenziabili in un intorno U di p, ha una struttura di algebra reale
commutativa.
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Proposizione 1.31. Siano v,,w, € T,R". Per ogni A\,;t € R e per ogni
f,9 € F(p), valgono le sequenti proprieta:

(1) vp(Af + pg) = Av(f) + pop(g)
(2) vp(f - 9) = f(p) vp(g) + 9(p) vp(f)
(3) (A + pwy,)(f) = Avop(f) + pawy(f)
DIMOSTRAZIONE. Segue dalla (1.2). O

Le proprieta (1) e (2) ci dicono che I'applicazione v : F(p) = R, f = v,(f), &
una derivazione dell’algebra F(p).

Definizione 1.32. Un campo di vettori su A (aperto di R") é una

corrispondenza '
ViACR" - TA:= JT,R", p— V(p) € T,R™
peEA

In particolare, i vettori ey, ..., e, della base canonica di R"™ si possono consi-
derare come campi vettoriali su R™. Nel seguito denoteremo con Fj, ..., E, i
campi vettoriali definiti dalla base canonica, E; : p — L£;, = €;,. Se V,W
sono campi vettoriali su A e g: A — R, si possono definire i campi vettoriali
V 4+ W e gV ponendo

(V+W)(p) =V(p)+Wi(p) e (9V)(p) = g()V(p).

Se V' & campo vettoriale su A ed f € F(A), si pud definire la funzione V()
derivata di f rispetto al campo vettoriale V nel seguente modo:

V() : ACR" = R, p=> V(f)p) = V,(f)-

Naturalmente, se V,W sono campi vettoriali ed f,g : A C R — R con
f € F(A), allora

(V+W)(f) = V() +W(f) e (gV)(f) = gV(])

Definizione 1.33. Un campo vettoriale V' si dice campo di vettori diffe-
renziabile se per ogni  f € F(A) risulta V(f) € F(A).

Denotiamo con X(A) l'insieme di tutti i campi vettoriali differenziabili definiti
sull’aperto A di R™. I campi vettoriali £y, ..., E, sono differenziabili in quanto
per ogni f € F(A):

Ei(f)(p) = Ei,(f) =

Quindi, in questo contesto,

of
8.731'

_9f

(p) perogni p = E;(f)

E; si puo identificare con la derivata parziale (0/0x;).

Sia V un campo vettoriale su A e sia p € A. Ricordiamo che {(£;),} ¢ una
base ortonormale di T, R™ per ogni p € R™. Allora, V' (p) € T, R" e quindi

n

Vi) = D V0B, = 3 (V) By)E, = Y (V'E)p)  VpeA

i=1 %
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per cui
n

V=) V'E.
i=1
Le funzioni
Vi:ACR" - Rp—Vip)=V(p) - E, = (V- E)p),
si dicono funzioni componenti di V' (rispetto alla base canonica), e quindi

Esempio 1.34. Per ogni funzione differenziabile f € F(A), il gradiente
V f € un esempio di campo vettoriale differenziabile su A. Piu precisamente,

Vf:ip— (Vf), € T,R"
Cww Of . (Of 9
Vf—zzzla—xlEZ—(axl,,axn)

Proposizione 1.35. Un campo vettoriale V' e differenziabile se e solo se le
sue funzioni componenti V' sono differenziabili.

e quindi

DIMOSTRAZIONE. Possiamo esprimere V' = "  V'E;. Assumiamo V
differenziabile. Consideriamo la funzione coordinata i-esima

f=2,: ACR" - R, v = (21,...,2,) — f(z) = x;.

Tale funzione ¢ differenziabile e

=V,

n ) ) @ggi
V() = Viw) = D VIBjw) = Y V-
j=1 j J
Pertanto, le funzioni componenti V' sono differenziabili per ogni i. Viceversa,

se le funzioni V* sono differenziabili, allora per ogni f € JF(A) si ottiene

V() =2 VI E(f) € F(A). m

Osservazione 1.36. SiaV =), VE; un campo vettoriale su A C R™. Da
V(f) =", V(Of/0x;) seguono le proprieta:

Viaf +bg) =aV(f) +bV(g) e VI(f-g)=[fV(g)+gV([)
per ogni f,g € F(A) e per ogni a,b € R. Quindi, un campo vettoriale differen-
ziabile definisce una derivazione di F(A). Inoltre, se V, W sono due campi
vettoriali su A e fi, fo € F(A), si puo definire in modo naturale il campo di
vettori

[V 4+ LW ip = (filp)V, + f2(p)W,) € T,R™.

Risulta facilmente che
(iV + LW)(f) = iV (f) + LW (f) per ogni f € F(A).

Osservazione 1.37. Si puo dimostrare che ogni derivazione dell’algebra
F(A) (risp. F(p)) definisce un campo di vettori differenziabile su A (risp. un
vettore tangente in p a R™).
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Esempio 1.38. Data la funzione
f:R* = R, (21, 29) = f(w1,15) = 2% + 23,

si consideri la circonferenza S' parametrizzata da v(t) = (cost,sent), t € R.
Il campo vettoriale gradiente

Vfip= (V) =2(x1,22),
e il campo vettoriale
Xip— Xy = —xy(E1), + 21 (Ea),
soddisfano
Xy =91) e (Vf)yw -¥({t) =0 perogniteR.

In generale, dato un campo vettoriale differenziabile X, una curva differen-

ziabile y(t), |t| < €, che soddisfa
¥(0) =po e Xyu =7(t) perognite (—¢,¢),

si dice curva integrale di X con inizio in py.

Esempio 1.39. Siano X,Y,Z € X(R?) definiti rispettivamente da

X =ux1E1+29F, Y =xF —x1Fy, Z=ux1E —x9Fs.

Yp
Xp

Ficura 5. Curve integrali di X e Y.

La curva integrale di X con inizio in p = (a1, as) # (0,0) ¢ data da (t) =
(ar€', aze’), t € R. Quindi le curve integrali di X sono semirette radiali (il
parametro non ¢ affine). La curva integrale di Y con inizio in p = (a1, as) #
(0,0) & data da (t) = (ajcost — agsent,aysent + agcost), t € R, che & una
circonferenza di centro l'origine e con inizio in p. La curva integrale di Z con
inizio in p = (a1,a2) # (0,0) & data da y(t) = (a1€,aze™), t € R. In questo
caso, una curva integrale ¢ un semiasse coordinato (quando ajas = 0) oppure
un ramo di iperbole equilatera (quando ajas # 0).
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Parentesi di Lie
Sia £ uno spazio vettoriale reale. £ si dice che ¢ un’algebra di Lie (reale)
se e definito un prodotto, detto parentesi di Lie,
L] LxL—L(X,)Y)— [X,Y],

che soddisfa le seguenti proprieta

(1) [,] ¢ bilineare,

(2) [,] ¢ antisimmetrica: [X,Y] = —[Y, X],

3) [X, [V, Z]|+[Y,[Z,X]||+[Z,[X,Y]] =0 (identita di Jacobi).
R? con 'usuale prodotto vettoriale e lo spazio vettoriale delle matrici quadrate
R™™ con [A, B] := AB — BA, dove AB denota l'usuale prodotto tra matrici,

sono esempi di algebre di Lie. Se £ & un’algebra di Lie abeliana, cioe [X,Y] =
[Y, X], allora la parentesi di Lie [,] = 0.

Consideriamo ora due campi vettoriali X, Y € X(A), A aperto di R",
X = (X', X", Y = (Y., Y"). Il campo vettoriale differenziabile [X,Y]
definito da

(X, V] =) (X(Y) = Y(X)) Ej, ossia [X,Y) =X(Y7)-Y(X),
j=1
viene detto parentesi di Lie dei campi vettoriali X,Y (nell’ordine dato). Il
campo vettoriale differenziabile [ X, Y], pensato come una derivazione di F(A),
soddisfa la proprieta

[(X,Y(f) = XY (f) =Y X(f), perogni feF(A).
In particolare, per i campi vettoriali definiti dalla base canonica si ha
[Ei, EJ] - 0
Se nello spazio vettoriale X(A), consideriamo il prodotto
[]: X(A) x X(A) = X(4), (X,Y) = [X,Y],
¢ facile verificare che X(A) ¢ un’algebra di Lie. Inoltre, vale la seguente
proprieta :
[fX,gY] = fglX. Y]+ fX(9)Y — gV (f)X,
per ogni X, Y € X(A) e per ogni f,g € F(A).
Esercizio 1.40. Considerati i campi di vettori X,Y,Z € X(R3) definiti da:
X = $3E2 — l'gEg, Y = .’171E3 — ZL'3E1, 7 = —.’L'lEQ + I’QEl,

verificare che

X,Y]=2 [V,Z]=X, [2,X]=Y.

Derivata covariante (euclidea)

Siano X,Y € X(A), A aperto di R", X = (X!, ..., X"),Y = (Y, ...,Y").
e Il prodotto scalare di X e Y e la funzione
X-Y:A—=R t— (X-Y)(p)=X(p) Y(p) =21, X (0)Y'(p).
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Quindi
(X-Y) =31, XY e [IX[IP =200, (X%

In particolare, siccome X, Y sono differenziabili, la funzione X - Y € F(A).
e Il campo vettoriale differenziabile VxY definito da

VY = (XYY, ., X(Y") = En:X(YJ’)Ej = zn: Xiaw E;.

(‘9@-

1,7=1

viene detto derivata covariante (euclidea) di Y rispetto a X. Quindi la derivata
covariante e la naturale generalizzazione della derivata direzionale. L’operatore

Vx si dice derivata covariante (euclidea) rispetto a X.

Proposizione 1.41. L’operatore

V:X(A4) x X(A) = X(A), (X,Y) = VY,

soddisfa le sequenti proprieta:
VixY = fVxY,
VxivZ =VxZ+VyZ,
Vx(Y +2)=VxY +VxZ,
Vx(fY)=X(f)Y + fVxY (regola di Leibniz),
X(Y-Z)=(VxY)-Z+Y - (VxZ) (compatibilita di V con ),

VxY — VyX = [X,Y] (simmetria di V),

per ogni X, Y, Z € X(A) e per ogni f € F(A).

DIMOSTRAZIONE. (Per esercizio). O

Le prime quattro proprieta della Proposizione 1.41 ci dicono che V ¢ una
connessione lineare su R™. Preferiamo usare il simbolo V per questa esplicita
connessione lineare (detta anche connessione lineare euclidea), in quanto il
simbolo V generalmente e usato per indicare una arbitraria connessione lineare.

Fissato p € R™, Voperatore V : T,R" x X(A) — T,R",(X,,Y) — @XPY,
dove

(1.4) Vx,Y = (X,(Y"), ..., X, (Y™),

P

soddisfa proprieta analoghe a quelle della Proposizione 1.41. Si noti che, per
X, Y € X(4),

(VxY) = (XY, s X(Y™)p = (Xp(Y1), . Xp (YY) = Vi, Y.

Definizione 1.42. Un campo vettoriale differenziabile Y si dice parallelo
se VY =0, ossia VxY =0 per ogni campo vettoriale differenziabile X .

Esercizio 1.43. Si verifichi che un campo vettoriale Y € X(A) e parallelo
se, e solo se, le sue funzioni componenti sono delle costanti.
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Definizione 1.44. Sia A un aperto di R™. Si definisce divergenza di un
campo vettoriale Y € X(A) la funzione differenziabile

(1.5) divy = Z (ViY - E) _ZE (Y?) iam.
=1

Se f e F(A), il lapla(nano di f éla funzwne dzﬁer’enzmbile
Af =divVf.

Siccome il gradiente di f ¢ il campo vettoriale V f = (fs,, ..., fz,), allora

Af Zz 1 zf Zz 1f£ﬂz£ﬂz .

Esercizio 1.45. Si verifichi che divY = Y7 (VzY - E;), dove (E;) &
una arbitraria base ortonormale di campi vettoriali differenziabili su R™.
Esercizio 1.46. Considerati i campi di vettori X,Y, Z € X(R?) definiti da:
X =w3Fy —xoF3, Y =x1F3 —a3F,, 7 =—x1FEy+ 29F,
calcolare i campi vettoriali VxY, Vy X, Vy Z, VY, VxZ, VX, e verificare che
VxY -VyX =2, VyZ VY =X, VxZ-VzX=Y.
Esercizio 1.47. Sia R : X(A4) x X(A4) x X(A) — X(A), A aperto di R",
I’applicazione definita da
RIX,Y)Z = —VxVyZ + VyVxZ + VixnZ
Si verifichi che I'applicazione R ¢ identicamente nulla.

1.4. 11 differenziale (di un’isometria)

Nel seguito le isometrie (e il loro differenziale) giocheranno un ruolo fonda-
mentale nello studio della geometria delle curve di R3. Iniziamo introducendo
il differenziale di una arbitraria applicazione differenziabile.

Definizione 1.48. Sia F : R" — R™ un’applicazione differenziabile, F' =
(Fy, ..., Fy), esiap € R". Ogni dato vettore v, € T, R" si puo sempre scrivere
come vettore tangente a una curva differenziabile passante per p, quindi sia o(t)
una curva differenziabile di R™ con a(0) =p e &(0) = v,. La curva f(t) =
F(a(t)) € una curva differenziabile di R™ con 5(0) = F(p). Il differenziale di
F in p, detta anche applicazione tangente in p, ¢ l'applicazione

F*p : Tp R" — TF(p) R™ Up —> F*pvp = 5(0) € Tp(p) R™.
La definizione data e ben posta. Infatti, abbiamo il seguente teorema.

Teorema 1.49. Sia F' = (Fy,...,F,) : R" — R™ applicazione differen-
ziabile, e sia p € R™. Allora, per ogni v, € T,R™ si ha

F*pvp = Z] 1 UP<F ) E]F(p) (Up(Fl) (Fm))F(p) 9

e quindi
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F*p’Up = Z;nzl (vp ’ (VFJ)IJ) EjF(p)'

In particolare:

(a) La definizione di F,, non dipende dalla scelta della curva ot).
(b) F., éun’applicazione R-lineare tra spazi vettoriali.

(c) Se F'= f:R" — R, allora F,, siidentifica con la forma lineare

(df)p : TR — R =Ty, R, vy — (df)p(vp) = vp(f) = (Vf)p - vp-
Quindi, (df), € T, R™ ¢ la forma lineare duale del vettore (Vf), € T,R™.

DIMOSTRAZIONE. Sia v, € T,R", v, = > v'E; . Sia a(t) una curva
differenziabile di R" con a(0) =p e &(0) = v,. Se a(t) = (x1(t),...,za(t)),
allora a(t) = (:v’l(t),...,x;(t))a(t) ewv, = &0) = >, 2(0)E; per ogni
1 =1,...,n. Quindi, la curva

Bt) = P(a(t) = (a(®), - ym(®) = (B (1)), . Fu (1)) )
)

¢ una curva differenziabile di R™ con £(0) = F'(«(0)) = F(p). Inoltre,

F.up=50) =) %(O)EW) => ( o (@(0) d“; (0)> Ejp.,
j=1 j=1 \i=1 '
- Z (Z 8:; <p)v ) EjF(p) - Z ((VFJ)ZD ) UP)EJF(p)
j=1 \i=1 ¢ j=1

= Z Up(Fj)EjF(p) )

dove 'ultima uguaglianza segue dall Proposizione 1.28. Le proprieta (a), (b), (¢)
seguono facilmente dalla prima parte del Teorema. U

Osservazione 1.50. Naturalmente per definire il differenziale F,, basta la
differenziabilita di F' in un intorno del punto p.

Osservazione 1.51. Dalla (c) del Teorema 1.49 segue che, per f € F(R"™),
il differenziale df definisce un elemento di X*(R™), ossia la forma F-lineare
df : X(R") = F(R"), X = X(f), dove X(f)(p) = X, (f)-
Naturalmente, si puo sostituire R™ con un suo aperto.

Osservazione 1.52. Data una curva differenziabile «(t) di R". Dalla
definizione di F , prendendo p = a(t) e v, = &(t), si ha

., (a(t)) = B(t), dove B(t) = F(a(t)).

Quindi il differenziale di una applicazione differenziabile F' : R® — R™ tra-

sforma un vettore tangente a una curva «(t) in un vettore tangente alla curva
immagine f(t) = F(a(t)).

Esercizio 1.53. Siano dati la funzione F'(z,y,z2) = (zy,zz,yz), il punto
p=(1,1,1) e il vettore v, = (1,2, 3),. Si determini il vettore F} v,.
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Esempio 1.54. Un esempio, anche se in una forma un po mascherata, di
applicazione tangente e dato dal vettore velocita di una curva differenziabile
a(t) di R™. Infatti, la curva a € una funzione differenziabile a : I — R" ¢ —
(21(t), ..., wn(t)), e o : T,1 = T{R — To»yR™. Indicato con E; = (Ey), il
vettore tangente che rappresenta la base canonica di T;R, si ha

a(Ey) = (Ey(x1), ...,Et(xn))a(t) = () (¢), ...,x’n(t))a(t) = a(t).

Matrice associata al differenziale £,

Il differenziale F., : T,R" — TFr) R™ ¢ un’applicazione lineare. Deter-
miniamo quindi la matrice associata a Fi, rispetto alle basi canoniche (Elp)
di T,R" e (Ej di Tr@y R™. Dal Teorema 1.49 segue

PAED) = (By(R) By = (00 50)

Pertanto, la matrice associata al differenziale F, ¢ la seguente matrice (am
righe ed n colonne):

F(p))

or @( ) OF, L(p)
| o | or, | — (2K
M(F*p>— 1 . : - ((8:62(]?)))3_11 ,,,,, m
OF, OF, OF,,
e (p) s (p) ... o (p)

M(F,,) ¢ detta matrice jacobiana di F' nel punto p e si indica con J(F'),. Si
puo anche scrivere

(VFl)p
J<F)p =
(VEn)p

Di conseguenza
F,, isomorfismo <= n=m e det(J(F),) # 0.

Esercizio 1.55. Sia F' la funzione dell’Esercizio 1.53. Si determinino i
punti di R? in cui F,, ¢ un isomorfismo.

Se F:ACR' — R™"eG: B CR"™ — RF sono applicazioni diffe-
renziabili, con A, B aperti e F(A) C B, allora Go F : A C R* — RF ¢
differenziabile, e applicando la definizione di differenziale, si ottiene

(G © F) = G*F(p)
Infatti, se v, = &(0) con a(0) = p, posto
plt) = Fla(t)) e ~(t)=G(B() = (Go F)(at)),

oF,, perogni peA.

*p
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si ha
G*F<p><F*pUp> - G*F<p> (8(0)) =4(0) = (G o F)., (vy).
Inoltre, se I, : R” — R™ & l'identita, allora (Iy). = I4 : T, R" — T, R™.

Queste proprieta implicano il seguente teorema.

Teorema 1.56. Se F': R" — R" ¢ un diffeomorfismo, cioé F ¢é bigettiva

-1 . . . \ . -1 1
con F, F" differenziabili, allora F, e un isomorfismo e F_* = (F )*F(p).

DIMOSTRAZIONE. Da Fo F~! =1 = F~! o F segue che

(F o F_1>*F(p) = ITF(p) Rn e (F_1 o F>*p = ITPR";
cioe

F.

F*p o (F_l) = [TF(p) Rn e (F_l) *p = [TPR”-

*F(p) *F(p) ©

4

Pertanto, F, & un isomorfismo e (F, )" = (Fﬁl)*F(m.

Inoltre, il Teorema della funzione inversa si puo esprimere nella seguente
forma (usando il differenziale F,, al posto della matrice jacobiana).

Teorema 1.57. (della funzione inversa) Sia F : R" — R" un’appli-
cazione differenziabile e sia p € R". Allora F,, ¢ un isomorfismo se, e solo

se, esistono U (intorno aperto di p) e U (intorno aperto di F(p)) tali che

F| :UCR" — U CR" sia un diffeomorfismo.
U

Sia ora F' un diffeomorfismo di A con A aperto di R”. Se X € X(A), allora
si puo definire il campo vettoriale F, X ponendo per ogni ¢ € F/(A) C R™
(F*X)q = F,,X,, dove p=F"!(q).
Dall’espressione di F,, trovata nel Teorema 1.49 segue che F,.X € X(F(A)).
Infatti,

(F.X), =200 Xp(Fy) By, = 3200, X(Fy)(p) B, = 3200, X(F)(F~'(q)) Ej,,
quindi le funzioni componenti di F,.X sono date da

(F.X) = X(F;)o F~" .
In particolare, se F' ¢ un diffeomorfismo di R”, F,X € X(R") per ogni X €
X(R™).

Differenziale di un’isometria

Le isometrie di R” sono (come vedremo) particolari applicazioni affini. Con-
sideriamo quindi prima il caso di un’applicazione affine, ossia di un’applicazio-
ne

F:R" — R" del tipo F = A + a,
dove a € R" e A : R® — R"™ & un’applicazione lineare (che si puo identi-
ficare con una matrice quadrata di ordine n). Se A ¢ invertibile, F' ¢ detta
trasformazione affine.
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Proposizione 1.58. Se ' = A+ a é un’applicazione affine, allora
vy = (Av)pep)-

In particolare, il differenziale di un’applicazione lineare coincide con ’applica-
zione stessa.

DIMOSTRAZIONE. Applicando la definizione di differenziale, F, v, & il vet-
tore velocita, per t = 0, della curva
p(t) = F(p+tv) = Alp+tv)+a = Ap+a+tAv.

Pertanto, F, v, = 3(0) = (Av)g0) = (Av)r(p) -
O

Ricordiamo che, per definizione, una isometria di R™ ¢ un’applicazione F' :
R™ — R™ che conserva la distanza euclidea, ossia per ogni p,q € R” si ha

lg —pll = 1F(g) — F(p)]l-

Inoltre, un’applicazione lineare f : R” — R" e detta trasformazione ortogonale
se soddisfa la condizione

w-y=[f(z) fly) perogni z,y€R"
equivalentemente
If(@)| = llz]l  per ogni x € R".
Una trasformazione ortogonale f si puo identificare con una matrice ortogonale

A (AT A = I,), basta considerare la matrice associata ad f rispetto a una
fissata base ortonormale (ad esempio la base canonica).

Teorema 1.59. Le isometrie di R™ sono tutte e sole le trasformazion:
F:R" — R" del tipo
F(z) = A(z) + a,
dove A ¢ una trasformazione ortogonale di R" e a € R™. Una trasforma-
zione ortogonale A é anche detta tsometria lineare.

DIMOSTRAZIONE. Sia F' un’applicazione del tipo
F(z) = f(z) +a,
dove f e una trasformazione ortogonale e a ¢ un fissato elemento di R". Per
ogni x,y € R™

1F(z) = F)ll = 1 (x) = FW)ll = 1 f(z =)l = [lz = yl],
e quindi F' e un’isometria di R".
Viceversa, sia ora F' : R” — R" un’isometria. Per provare quanto enuncia-
to, basta provare che 'applicazione f : R™ — R"” cosi definita:

f(z) = F(x) = F(0)
e una trasformazione ortogonale. Poiché F' & una isometria, F' conserva le
distanze e quindi per ogni x € R™:

1 @) = 1F(z) = FO)I| = llz = O = [l«].

Inoltre, per ogni x,y € R™:
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1 () = F@)l = [[E(z) = F()]l = [l = yll;

dove

lz = yl* = (x —y) - (& —y) = [lz|* + [yl — 22 -y,

1F (@) = F@IIP = I1F @I + 1 W = 2 () - f(y).

Quindi, per ogni x,y € R” si ha:
fl@) fly)=z-y.

Sia ora {ej,...,e,} una base ortonormale di R", poiché f conserva il pro-
dotto scalare anche {f(e1),..., f(e,)} sarda una base ortonormale di R". Di
conseguenza f & anche lineare in quanto, per ogni x € R", x =Y x;e;, si ha:

f(Zz l’z‘ei) = f(x) = ZZ (f(x) ) f(ei))f(ei) = ZZ (:r : Gi)f(ei) = ZZ :Eif(ei)-

Pertanto, f e una trasformazione ortogonale. O

Dalla Proposizione 1.58 e dal Teorema 1.59, segue il seguente

Corollario 1.60. Se F' ¢ un’isometria di R", F = A+ a, con A trasforma-
zione (matrice) ortogonale di R™ e a € R™, allora
F, v, = (Av),.
Quindi, F,  conserva il prodotto scalare:
Fo vy Fow, =v,-w, perogni vy, w, €T, R".

In particolare, F\, trasforma basi ortonormali in basi ortonormali.

Proposizione 1.61. Siano p,q € R" e {vy,,...,vn,}, {wy,,..., wy,} basi
ortonormali di T, R"™ e T, R" rispettivamente. Allora, esiste una sola isometria
F di R" tale che

F(p)=q e F,v, =w, perogni i=1,..n.

DIMOSTRAZIONE. Sia A la trasformazione ortogonale di R" definita da
Av; =w; perogni i=1,... n.

Posto a := ¢ — A(p) € R", I'isometria F' = A + a soddisfa:
= Alp) +a = q, F, v, = (Av;))q = w;, perogni i=1,...,n.

Mostriamo ora l'unicita. Sia F = A+ a un’altra isometria tale che F(p) = ¢
e F, (v;,) = w;, per ognii. Allora, per ogni 4, si ha
ﬁ*pvip =w;, = F v, = (Av),= (Kvi)q — Av; = Av; ,
e quindi A=A Inoltre,
Fp)=q=F(p) = Alp)+i=A@p)+a = a=a.

Pertanto F = F. 0



24 1. Calcolo differenziale nello spazio euclideo

Ricordiamo che se F' e un’isometria di R", ' = A+a, il segno di F' e definito
da

sign(F) := det(A) = +1.

Una trsformazione ortogonale A con det(A) = +1 si dice rotazione (o trasfor-
mazione ortogonale speciale).

Esercizio 1.62. Sia F un sottospazio vettoriale di R™. Si verifichi che
I’applicazione

PR =FQpFE' sR'=EdFE v =xp+r5 — &) =25 — 251,
¢ una trasformazione ortogonale (che viene detta riflessione, o simmetria or-
togonale, rispetto al sottospazio E).

Esercizio 1.63. Siano dati i vettori v; = \/Lg(l,l,l)7 vy = \%(1,0,—1) e

v3 = \/Lé(l, —2,1) di R3. Si verifichi che I'applicazione lineare F' di R? definita
da

F(vy) =wv1, F(vy) =cosVvg+senvuvs, F(v3)=—sendvy+ cosdvs,
¢ una trasformazione ortogonale di R3. Inoltre, si determini il tipo di trasfor-
mazione ortogonale.

Esercizio 1.64. Scrivere in forma esplicita le seguenti isometrie (lineari)
di R3:

e Fj(rotazione intorno all’asse x;), i = 1,2, 3;

e ((riflessione rispetto al piano coordinato R?(xq, x3));

e (Gy(riflessione rispetto al piano coordinato R?(xy,x3));
Gi3(riflessione rispetto al piano coordinato R?*(zy,x2)).

Esercizio 1.65. Sia A; una matrice le cui colonne definiscono i vettori di
una base ortonormale di 7,R" e sia Ay una matrice le cui colonne definiscono
i vettori di una base ortonormale di 7T;R". Determinare, in termini di A; e A,
la matrice A dell’isometria F' definita nella Proposizione 1.61.

Esercizio 1.66. Sia ' = A + a una isometria di R? e sia 7 un piano di R?
per p e ortogonale a v. Si verifichi che F(7) ¢ il piano per F'(p) e ortogonale
al vettore Av.

Sia F' una trasformazione affine, F' = A + a, A matrice invertibile. Dalla
Proposizione 1.58, per X € X(R") si ha F.X = AX, ovvero

(FiX)q = (AXF‘l(q))q = (AX})
In particolare, se F' ¢ una isometria, si ha
FX-FY =(X-Y)oF!
per ogni X,Y € X(R"). Infatti,
(FLX-FY)(q) = (F*X)q ‘ (F*Y)q = Fip Xy - FipYp
=X, Y, =(X-Y)(p)
— (X-Y)o F(q).

q
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Esercizio 1.67. Siano dati il campo vettoriale X = (v/2z,, 25 — 23, 2o +23)
e 'isometria F' = A + a di R?, dove

1 0 0
A=10 V2/2 2/2 e a=(1,1,1).
0 —v2/2 V2/2
Determinare il campo vettoriale F,.X e il vettore tangente (F,.X), nel punto
q=1(2,2,2).
Soluzione: per quanto osservato prima, F,.X = AX = v/2(zy, 29, 23).
Inoltre, ponendo F(p) = ¢ = (2,2,2) si trova p = (1,0,+/2). Pertanto,

Xy = \/5(17 —1, 1) € (F*X)q = (AXp)q = (\/5,0, Q)Q'

1.5. Orientazione e prodotto vettoriale
Siano (vy,...,v,) e (wyq,...,w,) due basi ordinate di R™. Poniamo
w; = Zaijvi, (azj) S GL(H,R)
Allora ]
(v;) ~ (w;) (sono equiverse) &, det(a;;) > 0.
Si vede facilmente che ~ e una relazione di equivalenza nell’insieme B di tutte
le basi ordinate di R™. Una classe di equivalenza di basi equiverse [(vy, ..., v,)]

si dice orientazione di R”. L’insieme quoziente B/ ha chiaramente solo due
classi di equivalenza, e quindi R™ ha due orientazioni. Si assume come orien-

tazione positiva quella individuata dalla base canonica (eq,...,e,), e quindi
(€9, €1, €3, €4,...,6,) individua lorientazione negativa di R". Pertanto, una
base (v1,...,v,) la diremo positiva se & equiversa alla base canonica.
v V2
—_—

+)

v
n=2 1

Y

n=1

FicurA 6. Retta e piano orientati.

e Per n = 1, fissare un’orientazione significa fissare un verso positivo di
percorrenza della retta (cf. Fig. 6).

e Per n = 2, fissare un’orientazione significa fissare un verso positivo di
rotazione nel piano (cf. Fig. 6). L’orientazione positiva ¢ quella determinata
dalla base canonica (eq, e5). In questo caso, una base ordinata (vy, v9) € positiva
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(risp. negativa) se la piu piccola rotazione che sovrappone v; a vo avviene in
senso antiorario (risp. orario).

e Per n = 3, assumendo come orientazione positiva quella determinata
dalla base canonica (eq, ey, e3), una base ordinata (vq,ve,vs) € positiva (risp.
negativa) se la piu piccola rotazione nel piano vy, vy che sovrappone vy a vy
e vista da un osservatore nel semispazio individuato da vs in senso antiorario
(risp. orario).

Per n = 3, il prodotto vettoriale di due vettori non paralleli vy, v, € il
vettore, che indichiamo con vy A vy, che ha:

— direzione ortogonale a vy e vo; X

— modulo ||Jv; A va| = ||vg|| ||vz]lsen (v, v2) ;

— verso tale che la terna (v, vq, v A vy) sia positiva.
Se vy, v9 sono paralleli, come prodotto vettoriale v; A vy si assume il vettore
nullo. In particolare, v; Avy = —vyAvy e i vettori della base canonica (eq, s, €3)
soddisfano (cf. Figura 7):

et Ney=e€3, e3Neg=¢ey, eNes=e € e Ney-e3=1.

€3

FiGura 7

In modo equivalente, il prodotto vettoriale si puo definire nel modo seguen-
te. Consideriamo la 3-forma € su R? (i.e., un’applicazione 3-lineare alternante)
definita da

Q(v1, v2,v3) = det(vy, vg, v3) = det(b;))
per ogni vy, vy, v3 € R® con v; = 377 bje;. In particolare,
Qeq, eg,e3) = +1.
Dalle proprieta del determinante segue €2 ¢ 3-lineare alternante. Il prodotto
vettoriale v; A vy € il vettore definito da

vy Avy - w = Qvy, v, w)  per ogni w € R3,
ovvero il prodotto misto
(1.6) v1 A vy - vg = det(vy, va, w).

Quindi, (vq,v2,v3) € una base positiva se Q(vy, vy, v3) > 0 (ossia, il prodotto
misto vy A vy - v3 > 0), mentre ¢ una base negativa se (v, v9,v3) < 0 (ossia,
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il prodotto misto v; A vy - w3 < 0). Di conseguenza €2 determina l'orientazione
di R3. Infine, osserviamo che il valore assoluto

|Q2(v1, vg, v3)|= volume(P(vy, ve, v3)),

dove P(vy,vq,v3) € il parallelepipedo (cf. Fig. 8) avente come spigoli concor-
renti nello stesso vertice p i tre vettori applicati nello stesso punto p.

FIGURA 8

Pertanto, la 3-forma € & anche detta elemento di volume di R3.

Siano ora vy, w, vettori di T, R?, in tal caso si pone
vy Awy = (VA W),.

Proposizione 1.68. Siano vy,,vs,,vs3, € T,R?, ed F un’isometria di R
Allora
(a) Fy v, N Fy vy, - Fivs, = sign(F) v, A vy, - vs, = sign(F) vy Avy - vs,

(b) Fy vy, A Fy w, = sign(F) F, (v Aw),.

DIMOSTRAZIONE. (a) Poniamo v; = > bye;, j = 1,2,3, e sia B = (b;).
L’isometria F' & del tipo F' = A + a, con A matrice ortogonale, e soddisfa (per
ogni j =1,2,3)

F. v, = (Avj)rp) = >, Ckj ek dove la matrice C = (¢;) = A - B.

Pertanto, usando la (1.6) e tenendo conto che sign(F') = det A, si ottiene

Fovi, NFo vy - Fy vs = det(A- B) =det A-det B = sign(F) v, A vy - vs.
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(b) Siccome {F\,e;,} ¢ una base ortonormale di Tp(,) R?, usando la precedente
proprieta (a) e il fatto che F, conserva il prodotto scalare, si ha

3
Fo v, N Fw, = Z <F*pvp N Fiwy, - F*peip>F*pez~p

i=1
= Z sign(F)(v Aw - e;) Fy e,

= sign(F) Z (F.,(vAw),- Foe,) Foe,
= sign(F) F. (v Aw),.
O

Esercizio 1.69. Sia (é;) una base di R?, ¢; = Z;’:l pij €i, P = (pij) matrice
di cambiamento di base. Sia €2 la 3-forma definita dalla base (¢;) :
Q(v1,v9,v3) := det(b;;), equivalentemente Q(é, e, e3) = 1,
per ogni vy, v2,v3 € R® con v; = Zf’zl bij ;. )
Trovare il legame tra € (3-forma definita dalla base canonica) e 2. Inoltre,
osservare che il risultato vale anche per lo spazio R™.
Soluzione: Si trova che Q = X Q, dove A\ = det(P~'). Di conseguenza,

Q=XQ, A>0 <= labase (¢) ¢ equiversa alla base canonica.

1.6. Campi vettoriali lungo curve

Sia v : I — R" una curva differenziabile di R", y(t) = (z1(t), ..., za(1)).
Un campo vettoriale lungo v € un’applicazione
X:I— UT'y(t)Rn, t— X(Zf) c Ty(t) R"™.
tel
I campi vettoriali definiti della base canonica (F4,..., E,) definiscono campi
vettoriali lungo ~:

Ei(t) := By € Tyy R®  perogni i=1,...,n.
Poiché X (t) € T, R", si puo scrivere
X(t)=>", X"(t) E;(t) per ogni t € I.
Le funzioni X*(¢) : I — R si dicono funzioni componenti di X (rispetto alla

base canonica). Se X, Y sono campi vettoriali lungo v, e A € R, si definiscono
in modo naturale i campi vettoriali X + Y e AX lungo 7.

Definizione 1.70. Un campo vettoriale X definito lungo v si di dice diffe-
renziabile se le sue funzioni componenti X*(t) sono differenziabili.

Esempi 1.71. Il campo di vettori velocita

. d331 d.an n
e =S 2 () E(t
/Y( ) ( dt ) ) dt )/y(t) Zz:l xl( ) l( )
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e il campo di vettori accelerazione
. d2371 dzxn n
0= (G i), = TR0,
v

sono campi vettoriali differenziabili lungo ~.

Se X, Y sono campi vettoriali lungo ~,
X(t) =2 XTOE(t) e V() =300, YI(O)E(L),
ed f: I — R una funzione, si possono definire i seguenti prodotti.
e [l prodotto fX ¢ il campo vettoriale
(fX)(t) = f()X(2).

Quindi fX ha funzioni componenti (f(£)X*(?),..., f(£)X"(t)). In particolare,
se X ed f sono differenziabili, allora anche fX e differenziabile .

e Il prodotto scalare di X () e Y (¢) & la funzione
(X-Y)(t) = X(1) - V() = 225, X' ()Y (1)
In particolare, se X (), Y (t) sono differenziabili, la funzione (X - Y')(¢) ¢ diffe-
renziabile.

e Assumiamo n = 3. In tal caso, il prodotto vettoriale di X (t) e Y(¢) ¢ il
campo vettoriale

XAY: T —= UTnR? te (XAY)() = X(t) AY(t) € Ty R?.

tel
Quindi
Ei(t) Ex(t) Es(t)
(XAY)(t) = |X1(t) X*(t) X°(1)],
Yit) Y*(t) Y3(t)
dove il determinante viene calcolato rispetto agli elementi della prima riga. In

particolare, se X (t), Y (¢) sono differenziabili, il campo vettoriale (X AY)(t) ¢
differenziabile.

Definizione 1.72. Sia X(t) = (Xl(t),...,X”(t))v(t)
differenziabile definito lungo . Il derivato di X (t) é il campo vettoriale
t)

un campo vettoriale

dX 1\/ ny/
(1) = (X (0, s (XY (D)

che indichiamo anche con X'(t).
Si noti che se Y € X(R"), allora Y (t) = Y (y(t) ¢ differenziabile lungo () e,
usando la (1.4) e la (1.3), si ottiene

(L7) VY = (GO, A0 = (%, %) —Y'(1).
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Esempio 1.73. L’accelerazione 4(t) e il campo vettoriale derivato di #/(t).

Denotiamo con X(7) lo spazio vettoriale reale di tutti i campi vettoriali
differenziabili definiti lungo v. Se X, Y € X(v) ed f : I — R & una funzione
differenziabile, allora X - Y, X AY, fX € X(v). Rispetto alla somma X +Y e
al prodotto fX, X(v) ha anche una struttura di F(I)-modulo, dove F(I) =
C*(I). L’operatore

& %(7) = X(2), X(1) = X0),

e un endomorfismo che soddisfa anche le seguenti proprieta:
(1) (X-Y)'(t) = X'(t) - Y(2) + X(t) - Y'(1);
(2) per n =3, il derivato (X AY)(t) = (X' AY)(t) + (X ANY')(2);
(3) (fX)' = f(O)X () + f(H)X'(D).

Infine, se t = t(s) ¢ un cambiamento di parametro, allora il derivato di X (s) =

X (t(s)) soddisfa
X'(s) = t'(s)X"(t(s))-
)

Infatti, le funzioni componenti X*(s) = X*(¢(s)
(X7)'(s) = '(s)(X7) ().

Esercizio 1.74. Determinare un campo vettoriale unitario X (t) definito
lungo Pelica y(t) = (cost,sent,t) sapendo che X () & ortogonale a §(t) e 4(t).
Soluzione: X (t) ¢ parallelo al prodotto vettoriale 4(t) A §(t), dove ¥(t) =
(—sent,cost, 1), e H(t) = (—cost,—sent,0) . Siccome
Ey Ey,  Ej
() Ay(t) = |—sent cost 1| = (sent,—cost, 1) q),
—cost —sent 0
allora deve essere X (t) = f(¢)(¥(t) A5(t))(t) = f(t)(sent, —cost, 1)) per
qualche funzione f(t). D’altronde X (¢) ¢ unitario: || X(¢)]|> = 1, per cui

deve essere f2(t)(cos?t +sen?t + 1) = 1, e quindi f(t) = £—~= . Pertanto

X(t) = £(v/2/2)(sent, —cost, 1) ).

soddisfano

5=

Proposizione 1.75. Siay : I — R™ una curva differenziabile e sia X (t) €
X(~). Allora,

IX(t)]] = cost <— X(t) L X'(¢t).
Dimostrazione. Basta osservare che
X(t)- X(t) = cost = 0= (X(t)- X(1)) =2X(t) - X'(t) & X(t) L X'(t).

Corollario 1.76. Se (s) é una curva differenziabile parametrizzata a ve-
locita scalare costante, allora 7(s) L A(s).
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Definizione 1.77. Un campo vettoriale X (t) € X(v) si dice parallelo
lungo vy se il suo derivato X'(t) =0 (vettore nullo di T',)R") per ognit € I.

Se X(t) = (Xl(t),...,X"(t))ﬂy(t), allora X(t) e parallelo se e solo se le sue

funzioni componenti X*(¢) sono costanti.

Ficura 9. Campo vettoriale parallelo.

Proposizione 1.78. Se y(t) : I — R™ ¢é una curva differenziabile, allora
(1) ¥(t) = Oz, rn <= (1) € una curva costante, cioeé y(t) =po per ogni t;
(2) 4(t) = Oz, rn <= esistev € R" tale che ~(t) =po+tv per ogni t.

DIMOSTRAZIONE. Per esercizio. g
Dalla proprieta (2) segue che 4(t) = 0 implica che y(¢) ¢ una (parte di) retta
(quando v # 0). Tuttavia, in generale, non vale il viceversa. Infatti, la pro-
prieta 4(t) = 0 dipende anche dalla parametrizzazione di v. Ad esempio, la
curva vy parametrizzata da y(t) = (£3,¢3,0,...,0), t €]0,1[, ¢ un segmento di
retta che ha accelerazione non nulla.

Il campo vettoriale (F,X)(t)

Sia F': R" — R™ un’applicazione differenziabile e sia X (¢) campo vetto-
riale differenziabile lungo una curva parametrizzata (t). Denotiamo con F, X
il campo vettoriale lungo J(t) = F(v(t)) definito da

(F*X)(t) = F*ﬂ{(t)X(t), F*w(t) : T'y(t) R"* — Tﬁ(t) R™.
Se F'= (F},..., F,), applicando il Teorema 1.49, risulta
(EX)(E) = D (X - (VE)w) Einy = 2 (D2 520X Ei,.
j=1 j=1 i=1 g

dove X! (¢), ..., X™(t) sono le funzioni componenti di X (¢). Tale formula implica
che (F.X)(t) € un campo vettoriale differenziabile. Quindi,

F.: X(7) —» X(3)

¢ un endomorfismo tra spazi vettoriali.
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Se F' ¢ un’isometria di R" e XY, Z € X(v), allora
(1) BEX-FY =X-Y, coeF.  X(t) F. , Y(t)=X() Y() perogni .

Se F & un’isometria di R?, v una curva differenziabile di R® e X,Y,Z € X(v),
allora
(2) FEXAEY-F.Z=sign(F)XAY -Z,

(3) Fu X AY)=sign(F)(F.X AFY).
Tali proprieta seguono dalla Proposizione 1.68.
Teorema 1.79. Sia v(t) una curva differenziabile di R™ e sia X € X(7).
Se F : R" — R"™ ¢é un’applicazione affine, allora
(1) il differenziale F, e l'operatore d/dt commutano:
(F, X)(t)=F.X'(t), ossia d/dtoF,=F,od/dt;
(2) posto§(t) = F(v(t)), si ha
V() =FAt) e F(t) = FA ().
Inoltre, se F' e una trasformazione affine, allora

F(t) =0 <= F(t) = 0.
In particolare, queste proprieta valgono per F' isometria di R™.

DIMOSTRAZIONE. Sia F' un’applicazione affine di R", FF = A+ a, A =
(A”) € R™",
. dX?

(1) Se X(t) =0, X(t)E;(t), allora X'(t) = ")

i EEZ(U Applicando la
Proposizione 1.58, risulta

FX'(t) = (AX'(8)), = 20, A--d—XjEi(t)

i,0=17""1] dt
dove Ez(t) = E;. - Ne segue che F,X" ¢ un campo vettoriale differenziabile

lungo (t). Anche F,X & un campo vettoriale differenziabile lungo 7(¢) e
(EX)(E) = FX(1) = (AX() 5 = S0y AsX0(0) Ei(0).

Cio implica

(2) Se F(t) = F(~(t)), allora 3(t) = FA(t). Pertanto, usando anche la
proprieta (1), si ha

(1.8) ) = (3)') = (BAW) = F(G1) = FA@).
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Inoltre, usando la (1.8) e la precedente proprieta (1), si ha
s 3 ’ . / . /
) = (1) = (BA() = FGQ) = FA().
In particulare, se I’ ¢ una trasformazione affine, quindi A € GL(n,R), allora

Y(t) =0 = FA5(t) =0+ (1) =0.
U

Osservazione 1.80. Se F' ¢ una trasformazione affine, allora F' trasforma
rette in rette. Infatti, se v & una (parte di) retta, v si puo parametrizzare con
v(t) = po +tu, t € I, v # 0, allora 5(t) = 0 e quindi ¥(t) = F.5(t) = 0 per
ogni t. Pertanto ¥(t) € una (parte di) di retta. Piu precisamente, se F' = A+a
con A € GL(n,R), allora ¥(t) = py + tv, dove py = Apg +a e v = Av #0.

Siano F' una trasformazione affine di R"” e X,Y € X(R"). Se ~(t) € una
curva differenziabile di R™, posto Y (t) = Y (v(t)), dalla (1.7) si ha

(1.9) VoY =Y'(t).

Determiniamo il campo vettoriale F,VxY € X(R"). Fissato ¢ € R" e quindi
p = F~!(q), sia y una curva differenziabile con v(0) = p e ¥(0) = X,,. La curva
A(t) = F(y(t)) soddisfa (0) = F(p) e 4(0) = F,,X,. Applicando la (1) del
Teorema 1.79 e la (1.9), otteniamo

(F.VxY) =F, (VxY) =F, VY = F, VY
q p B

F,Y'(0) = (BY)(0) = Vi Y

=V, 0FY =V, x, .Y

= (VexEY), .

In definitiva abbiamo provato il seguente teorema

Teorema 1.81. Se F' ¢ una trasformazione affine, allora
FNxY =V xFY
per ogni X,Y € X(R").

Esercizio 1.82. Si verifichi (con un esempio) che se F' non ¢ un’applicazione
affine, la proprieta (1) del Teorema 1.79 non vale.

Suggerimento: si consideri la curva y(t) = (¢,t¢,0), il campo vettoriale
X(t) = 4(t) e I'applicazione F(z,y,z) = (e*,y, 2).

Esercizio 1.83. Si verifichi (con un esempio) che se I’ & applicazione affine,
ma non trasformazione affine, in generale F' non trasforma rette in rette.

Suggerimento: si consideri la retta y(t) = (¢,t, —2t) e 'applicazione affine
F = A+ a, dove A e una matrice di ordine 3 avente solo la prima riga non
nulla e definita da a;; = a2 = a13 = 1.
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Esercizio 1.84. Sia F': R" — R" un’applicazione differenziabile (risp. un
diffeomorfismo) che soddisfi la proprieta (1) del Teorema 1.79 :

(F. X)'(t) = F.X'(1),

per ogni curva differenziabile (¢) e per ogni X € X(v). Si verifichi che F' ¢
una applicazione affine (risp. una trasformazione affine).

Suggerimento: Trovare le espressioni di (F, X)'(t) e F.X'(t), quindi impor-
re che coincidano prendendo in particolare X (t) = Ey(t), X (t) = Es(t), ..., e
X(t) = E,(t). In questo modo si riesce a provare che le funzioni della matrice
jacobiana di F' sono funzioni costanti.

Esercizio 1.85. Si consideri il campo di vettori X (¢) = (t,1—¢* 1+¢%),q
definito lungo la curva y(t) = (cost,sent, 2t), e sia F' I'isometria lineare definita
dalla matrice

—1 0 0
A= 0 1/vV2 —1/V2
0 1/vV2 1/V2
Determinare il campo di vettori X (t) = (F.X)(t) lungo la curva 5(t) = F(v(t))

e il suo derivato X'(t).
Soluzione: La curva (t cost, (sent — 2t)/v/2, (sent + 2t)/v/2)). 1
campo vettoriale X (t) = (A ) (—t, \/_t ,2)51) e il suo derivato X'(t ) =

= (-
(=1,2v2,0)5) = (AX")s, (z)r;( N(t).



CAPITOLO 2

Geometria differenziale delle curve di R?

Scopo di questo capitolo e dare un’introduzione allo studio della geometria
differenziale delle curve di R3. Un ruolo fondamnetale per tale studio & svolto
dall’apparato di Frenet. Un’attenzione particolare ¢ rivolta poi a due speciali
classi di curve di R3: eliche cilindriche e curve magnetiche.

2.1. Apparato di Frenet

In questa sezione introduciamo il riferimento di Frenet (T'(s), N(s), B(s))
che e di fondamentale importanza per avere informazioni sulla geometria di
una curva regolare di R3. Il punto chiave per ottenere queste informazioni
e esprimere i derivati T'(s), N'(s), B'(s) in termini dello stesso riferimento di
Frenet.

2. 1-1. La curvatura. Sia v(s) : I — R? una curva regolare parametriz-
zata a velocita unitaria (s ascissa curvilinea). Quindi, il campo tangente lungo
7, che indichiamo con T'(s), € unitario:

T(s)=75(s), NT() = l7(s)ll = 1.
Definizione 2.1. La funzione
pidl =R, s k(s) o= [T(s)]| = [[5(s)]] = 0
si chiama curvatura della curva 7(s).
Osserviamo subito che:

e la curvatura k(s) stima di quanto la curva si allontana dall’essere una
(parte di) retta. Infatti,

K(s)=0 Vs <= H(s)=0 Vs <= 7(s) =p+sv;
e la curvatura é invariante per isometrie (cf. Teorema 2.58).
Supponiamo ora che 7(s) abbia curvatura k(s) > 0 per ogni s € I (d’altronde,
se £(s) non ¢ identicamente nulla, esiste sq tale che k(sg) # 0 e quindi k(s) # 0

per ogni s in un intorno aperto di sg). Quindi 7"(s) # 0. Inoltre, siccome
IT(s)|| = 1, allora T'(s) L. T'(s) e il campo vettoriale

T'(s),

N = T

detto campo normale principale lungo 7, € un campo vettoriale unitario orto-
gonale a T'(s). Il campo vettoriale lungo v(s) definito da

B(s) =T(s) N N(s)

35
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¢ detto campo binormale lungo ~y. Dalla definizione di B(s) segue che B(s) ¢
campo vettoriale unitario ortogonale a T'(s) e N(s).

B

FicuraA 1. Riferimento mobile lungo ~.

Pertanto,

{T(s),N(s), B(s)}

¢ una base ortonormale lungo (), quindi un riferimento mobile lungo v, detto
riferimento di Frenet (o triedro di Frenet) della curva (s). Si noti che la base
ordinata (7'(s), N(s), B(s)) & una base positiva per come costruita:

T(s) ANN(s)-B(s)=B(s)-B(s) =1>0.

Una curva regolare v(s) parametrizzata a velocita unitaria e con curvatura
k(s) > 0, la diremo curva di Frenet.

Osservazione 2.2. Si puo dimostrare che il verso di N (al contrario di
quello di 7" e di B) non dipende dall’orientazione di v ma solo dalla sua for-
ma. NN ¢ sempre diretto dalla parte della concavita della curva. Ad esempio,
ci possiamo rendere conto di cio mediante considerazione grafica del vettore
rapporto incrementale

T(s+h)—"T(s)
h Y
sia per h > 0 che per h > 0, rapporto di cui 77(s) ¢ il limite per h — 0.

N T

FicuraA 2. Il verso del campo normale.

Un altro significato geometrico della curvatura e dato dal seguente esercizio.
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Esercizio 2.3. Sia Av I'angolo tra i versori tangenti a vy nei punti v(sg) e
v(so + As). Si verifichi che la curvatura di v nel punto v(so) ¢ data da

. AY
o) = Jim =57

Suggerimento: Posto T = 4(sg) e Th = ¥(so + As), osservare che

-7
K(so) = lim I3 =71

AU
T =T =2 —_
As—0  |As] IT: | sen 2

2. 1-2. Piano osculatore e cerchio osculatore. Per una curva piana
esiste un piano che la contiene. Tuttavia, per una curva sghemba, si puo
definire un piano che piu si avvicina alla curva in un intorno di un fissato
punto.

Definizione 2.4. Sia ~(t) un arco di curva regolare e sia py = ~(to) un
fissato punto. Siano r la tangente in py alla curva v, p1 = v(po + At) un
punto di v “vicino”a po, e m il piano contenente r e py. Il piano osculatore
alla curva v nel punto py € la posizione limite (quando esiste) del piano m per
p1 — po lungo 7y (cioé per At — 0).

Si noti che se y(t) & una retta, m € indeterminato e quindi il piano osculatore
¢ indeterminato. Se y(t) ¢ una curva piana (che non sia una (parte di) retta),
il piano osculatore e chiaramente il piano della curva.

Proposizione 2.5. Sia v(t) = (x(t),y(t), 2(t)) un arco di curva regola-
re con vettori velocita e accelerazione y(tg) € Y(to) linearmente indipendenti.
Allora, il piano osculatore nel punto py = Y(to) esiste ed é il piano per py e
parallelo ai vettori y(ty) e ¥(to), quindi é il piano di equazione cartesiana

T—To Y—Y 22— %20
(21) Jfl(t0> y/(to) Z/(to) =0.

z"(to)  y"(to) 2"(to)
In particolare, se y(s) é una curva di Frenet, il piano osculatore alla curva nel
punto y(s) esiste ed ¢é il piano per tale punto y(s) e parallelo ai vettori T(s) e

N(s).
DiMOSTRAZIONE. Il piano m; ha equazione cartesiana
T — X9 Y—"%Y 2= 20
(2.2) (o) Y (to) Z'(to) =0
x(to + At) — x(t,) y(to + At) —ylte) 2(to + At) — z(to)

Applicando la formula di Taylor alle funzioni x(to+ At), y(to+ At) e z(to+ At),
si ha
z"(to) ei(t)

(2.3)  2(t) = x(to + At) = x(ty) + 2/ (te) At + T(At)Q - T(At)2,
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dove £1(t) & un infinitesimo per At — 0. Analogamente per y(t, + At) e
z(t,+At). Sostituendo la (2.3) nella (2.2), dividendo la terza riga per ((At)?/2)
e applicando qualche proprieta del determinante, si ha

T — Zo Y—"%Y Z = 20
(2.4) SE 2 (to) y'(to) 2! (to) = 0.
2"(to) +e1(t) y'(to) +e2(t) 2"(to) +e5(t)
Pertanto, per At — 0, dall’equazione (2.4) si ottiene I'equazione (2.1). O

Si noti che la condizione “¥(ty) e §(ty) linearmente indipendenti”significa che
la curva ha curvatura non nulla in v(¢y) (cf. Proposizione 2.21).

Osservazione 2.6. Tornando al riferimento di Frenet (7°(s), N(s), B(s))
lungo la curva (s), i tre versori costituiscono il triedro pricipale (o di Frenet)
nel punto 7(s), mentre le rette per tale punto individuate dai tre versori sono
rispettivamente la retta tangente, la retta normale principale e la retta binor-
male nel punto y(s). Le facce del triedro sono:

e il piano osculatore in y(s), piano per (s) e parallelo ai vettori 7'(s), N(s);
e il piano normale in 7(s), piano per 7(s) e parallelo ai vettori N(s), B(s);
e il piano rettificante in vy(s), piano per (s) e parallelo ai vettori T'(s), B(s).

Definizione 2.7. Sia y(s) un arco di curva regolare a velocita unitaria e sia
o1 la circonferenza tangente a v in py = y(so) € passante per p; = y(so + As).
Il cerchio osculatore a vy nel punto py = v(so) € la circonferenza oy posizione
limite (se esiste) della circonferenza oy per p1 — po lungo v (cioé per As — 0).

Se 4(s0) e Y(so) sono linearmente indipendenti (quindi x(sg) > 0), la circonfe-
renza o, esiste ed ¢ contenuta nel piano osculatore a v in py = (sg). Si puo
dimostrare che il centro Cy di 0, detto centro di curvatura di v in pg = v(so),
¢ dato da

Co = C(SO) = ’}/(80) +

N(sp).
K(SQ) (80)
Cy = C(sp) appartiene alla retta normale a v nel punto 7y(sg). Inoltre, il raggio
Ry di 0y € dato da

Ro= R(so) = d(v(s0).Co) = ||7(s0) = Co| = @

Ry & detto raggio di curvatura di y in py = y(sp). Quindi, oy si ottiene come
intersezione del piano osculatore con la sfera di centro Cy e raggio Ry. Si noti
che il cerchio osculatore oy ¢ la circonferenza che meglio approssima vy in un
intorno di py.

Esempio 2.8. Sia 7 una circonferenza di centro C' e raggio R. Facciamo
vedere che tale circonferenza ha curvatura costante %, centro di curvatura
C e raggio di curvatura R. Siccome la curvatura e invariante per isometrie,
possiamo assumere che v sia contenuta nel piano R?*(z,y), per cui v si puo

parametrizzare con
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v(s) = (z(s),y(s),2(s)) = (wo + Rcos (s/R),yo + Rsen(s/R),0).
Pertanto T'(s) = %(s) = ( —sen (s/R),cos (s/R),0), e il suo derivato
T'(s) = 4(s) = — (cos (s/R),sen (s/R),0).

Quindi k(s) = || T"(s)|| = 1/R . 1l raggio di curvatura Ry di v in un generico
punto ¢ Ry = 1/k(s) = R, e il centro di curvatura Cy ¢

Co = 7(s)+ %N(s) =7(s) — R(cos (s/R),sen (s/R),0)

— (x()vyOJO) - C

Esercizio 2.9. Sia v una circonferenza di centro C' e raggio R dello spazio.
Costruire una isometria F' di R? tale che 5 = F(7y) sia la circonferenza di centro
l'origine O e raggio Ry del piano R*(z,y).

Suggerimento: sia (vip,vs,) una base ortonormale di vettori applicati in
p = C del piano che contiene 7, e sia v3, un vettore unitario tale che (vq, v, v3)
sia una base ortonormale dello spazio tangente T,R*. Quindi, si consideri
l'isometria F' definita da F(p) = O e Fyviy, = €, i = 1,2,3 (cf. Proposizione
1.61).

2. 1-3. La torsione. Abbiamo visto come la curvatura di una curva stimi
di quanto la stessa curva si allontani dall’essere una (parte di) retta. Vogliamo
ora introdurre un invariante che stimi di quanto la curva si allontani dall’essere
piana. Siano y(s) una curva di Frenet e (7'(s), N(s), B(s)) il corrispondente
riferimento di Frenet. Intanto, osserviamo che se v(s) ¢ piana, il piano oscu-
latore ¢ il piano della curva in ogni punto della stessa curva, per cui B(s) e
costante lungo la curva, ovvero B'(s) = 0. In generale, il derivato B'(s) e
parallelo a N(s), cio ¢ conseguenza di B'(s) - B(s) =0 e B'(s)-T(s) = 0. La
condizione B'(s) - B(s) = 0 si ottiene in quanto B(s) ¢ unitario. Per l'altra
condizione, basta osservare che B(s) - T'(s) = 0 implica

B'(s)-T(s) = —=B(s) - T'(s) = —=B(s) - (k(s)N(s)) = 0.

Quindi, possiamo dare la seguente

Definizione 2.10. La funzione torsione di una curva di Frenet v(s) é la
funzione

7:1 =R, s+ 7(s), tale che B'(s) = —71(s)N(s),
equivalentemente
T(s) = —=B'(s) - N(s) = B(s) - N'(s).

In particolare ||B'(s)|| = |7(s)|. La torsione 7(s), a differenza della curvatura
k(s), puo essere nulla, maggiore o minore di 0.

Mostriamo ora come effettivamente la torsione rappresenti una stima di quanto
una curva si allontani dall’essere piana.

Teorema 2.11. Sia y(s) una curva di Frenet. Allora,
7(s) =0 <= ~(s) ¢ una curva piana .
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DIMOSTRAZIONE. “<="Abbiamo gia osservato che per una curva piana il
derivato B’(s) = 0 e quindi 7(s) = 0. Un modo piu dettagliato di procedere &
il seguente. Per ipotesi v(s) € piana, quindi esiste un piano 7 che la contiene.
Pertanto, esiste un punto p € 7 ed esiste un vettore v, € T, R? tali che

(’Y(S) - p)p v, =0 per ogni s,

e quindi si puo scrivere (7(3) — p)w(s) * Uy(s) = 0. Derivando si ottiene

V() - vy = 0,
e quindi T'(s) = 4(s) e contenuto nel piano 7. Derivando ulteriormente, si
ottiene

T'(s) - Vy(s) = 0, da cui N(s)- Uy(s) = 0,

e quindi anche N(s) ¢ contenuto nel piano m. Siccome T'(s) ed N(s) sono
entrambi contenuti nel piano 7, il versore B(s) = T'(s) AN (s) risultera parallelo
al vettore v, per ogni s, e quindi B'(s) = 0. Di conseguenza

T(s) = —=B'(s) - N(s) = 0.
“=—" Supponiamo 7(s) = 0 per ogni s. Dalla definizione di torsione segue

che
B'(s) = —7(s)N(s) =0,

cio¢ B(s) ¢ parallelo lungo 7(s), e quindi B(s) = (b1,b2,03)y(5) = by(s), con
b = (b1, b, b3) € R3. Proviamo ora che 7(s) & contenuta nel piano 7 passante
per v(0) e ortogonale al vettore b, cioe

(v(s) — 7(0))7(0) -by) =0 per ogni s.

Consideriamo quindi la funzione

£5) i= (4(5) = 1(0)). ) brtor = (3(5) = A(0)). ., bt
Derivando si ha
f'(5) =4(s) by = T(s)- B(s) = 0,
e quindi f(s) = cost = f(0) = 0. Pertanto, (y(s) — 7(0))7(0) - by) = 0 per
ogni s. U

In seguito vedremo che ’elica circolare ¢ un esempio di curva con curvatura e
torsione costanti non nulle.

Un altro significato geometrico della torsione e dato nel seguente esercizio.

Esercizio 2.12. Sia Ad I’angolo tra i versori binormali a  nei punti y(sy)
e y(so + As). Si verifichi che la torsione di v nel punto (sg) ¢ data (in valore
assoluto) da
AV
s0)] = lim ——.
[7(50) As—0 |As|
Suggerimento: si proceda come nel caso della curvatura (cf. Esercizio 2.3).
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2. 1-4. Formule di Frenet. Sia v(s) un a curva di Frenet. L’insieme

{T(s),N(s), B(s), r(s), 7(s) }
si chiama apparato di Frenet della curva (s). Le formule di Frenet (in
alcuni testi chiamate anche formule di Frenet-Serret) esprimono i derivati

T'(s),N'(s), e B'(s) in termini di T'(s), N(s), B(s). Piu precisamente abbiamo:

T'(s) = K(s) N(s),
N'(s) = —k(s)T(s) +7(s) B(s),
B'(s) = —7(s) N(s),
o T’ 0 k 0 T
Nl|l=]|l-x 0 7 N
B’ 0 -7 0 B

DIMOSTRAZIONE. La prima e la terza formula di Frenet seguono banal-
mente dalle definizioni di curvatura e torsione. Proviamo la seconda. Siccome
{T'(s),N(s),B(s)} & una base ortonormale lungo 7, allora

N'(s) = (N'(s)-T(s)) T'(s) + (N'(s) - N(s)) N(s) + (N'(s) - B(s)) B(s).
Da ||N(s)||* = 1 segue che N'(s) - N(s) = 0. Inoltre, N(s) - T'(s) = 0 implica
N'(s)-T(s)+ N(s)-T'(s) =0, dove T"(s) = k(s)N(s).

Ne segue che N'(s)-T(s) = —k(s). Infine, N(s) - B

N'(s)-B(s) = —=N(s) - B'(s) = 7(s).

) s
(s) = 0 implica
U

Mostriamo ora, usando le formule di Frenet, alcuni risultati sulle curve.

Teorema 2.13. Sia v(s) una curva regolare a velocita unitaria. Allora,
k(s) = cost >0 eT(s) =0 se e solose (s) éuna (parte di) circonferenza
di raggio 1/k.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo r(s) = cost > 0 e 7(s) = 0. Per il
Teorema 2.11 si ha che 7(s) ¢ piana. Per provare che y(s) ¢ una (parte di)
circonferenza di raggio 1/k, basta provare che esiste un punto py tale che

|v(s) = poll = 1/k  per ogni s.

Consideriamo la curva a(s) (luogo dei centri di curvatura di ):

() =7(s) + - N(s).

Derivando e applicando la seconda formula di Frenet, si ottiene

6(s) = A(s)+ L N'(s) = T(s)+ - (~KT(5) + 7(s)B(s)) = 0
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Dunque a(s) € una curva costante, e quindi esiste un punto py tale che a(s) =
Po per ogni s, ossia

1
1) + -N() = po.
Pertanto
17(s) = poll = I(1/w)N(s)[| = 1/k.
Il viceversa segue dall’Esempio 2.8 e dal Teorema 2.11. O

Corollario 2.14. Una curva piana regolare y(s), s € I, con curvatura
costante ¢ necessariamente una (parte di) retta oppure una (parte di) circon-
ferenza.

Il seguente teorema stima la curvatura di curve sulla sfera.

Teorema 2.15. Sia S? una sfera di centro C' e raggio R. Tra tutti gli archi
di curve regolari y(s) della sfera S* quelli di curvatura minima sono tutte e
sole (parti di) circonferenze di raggio massimo. In altre parole, per ogni arco
di curva regolare y(s) di tale sfera:
k(s) 2 1/R,

dove l'uguale vale se e solo se y(s) € una (parte di) circonferenza di raggio R.

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi v(s) € S? per ogni s, quindi
(€ () (C—(s)) = B
Derivando, si ottiene

7(8) ) (C - 7(8))7(3) =0,

cioe T'(s) - (C' — 7(5))7(3) = 0. Derivando ulteriormente, risulta

T'(3) - (€ =(9), + T()- (<3() =0,

da cui T"(s) - (C' — 7(8))v = 1. Applicando la prima formula di Frenet, si ha

(s)
H(S) N(S) : (C - PY(S)),Y(S) =1

e quindi applicando la disuguaglianza di Schwarz, si ha
1 1 1

I A PR (=) W R O] B (o] R

Proviamo ora la seconda parte del teorema. Se 7y(s) € un arco di circonferenza
di raggio R, per quanto visto in precedenza, si ha K = 1/R . Viceversa,
assumiamo che per ipotesi k,(s) = 1/R e proviamo che 7(s) ¢ una (parte
di) circonferenza di raggio R. Se k(s) = 1/R, allora nell’equazione (2.5) vale
I'uguaglianza, e quindi (C' — 7(8»7(5) = A(s)N(s) per qualche funzione A(s).
Ne segue che

AN () = [C =~ (s)ll = R,
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ciod A(s) = cost = £R. Inoltre, derivando (C' — 7(8))7(5) = AN(s), si ottiene
—4(s) = AN'(s) e quindi, applicando la seconda formula di Frenet, risulta
—T(s) = M — kT (s) + 7(s)B(s))

da cui otteniamo 7(s) = 0. Dunque, y(s) ¢ una curva piana. Essendo 7(s)
una curva piana con curvatura costante £ = 1/R, applicando il Teorema 2.13,
possiamo concludere che «y ¢ una (parte di) circonferenza di raggio R. U

Lemma 2.16. Sia v(s) una curva di Frenet con torsione non nulla. Se
v(s) & contenuta in una sfera di centro C' e raggio R, allora

v(s) = C = =(1/k(s))N(s) — (1/r(s))" (1/7(5)) B(5)-

DiMOSTRAZIONE. Dalla dimostrazione del Teorema 2.15 segue che

T(s)- (v(s) = C) =0, equindi (y(s) — C) = a(s)N(s) + b(s)B(s).
Sempre dalla dimostrazione del Teorema 2.15, si ha x(s)N(s)- (C —7(s)) =1,
e quindi a(s) = —(1/k(s)). Infine, derivando

N(s) - (v(s) = €) = =(1/k(s)),
e applicando la seconda formula di Frenet, si ha
N(s) - T(s) + (= K(s)T(s) + 7(s)B(s)) - (v(s) = C) = —=(1/x(s))’,

e da questa segue che b(s) = (y(s) — C) - B(s) = —(1/7(s)) (1/k(s))". O

Proposizione 2.17. Sia v(s) una curva di Frenet contenuta in una sfera
di centro C' e raggio R. Allora, le sequenti proprieta sono equivalenti:

a) ~(s) éuna (parte di) circonferenza;
b) ~v ha curvatura costante;
c) v ha torsione nulla.

DIMOSTRAZIONE. a) implica b) ¢ banale. Se «(s) ha curvatura costante,
allora la torsione € necessariamente nulla. Infatti, se la torsione non fosse
identicamente nulla, allora esisterebbe sq tale che 7(sg) # 0 e quindi 7(s) # 0
in un intorno di sg. Applicando il Lemma 2.16, siccome k e costante, si avrebbe

v(s) =C — (1/k)N(s) da cui
T(s) =4(s) = =(1/w)N'(s) = =(1/r)( = KT(s) + 7(s) B(5)).
e quindi si avrebbe la contraddizione 7(s) = 0. Infine, se y(s) ha torsione

nulla, allora v € una curva piana e quindi (in quanto curva di una sfera) ¢ una
(parte di) circonferenza. O

Proposizione 2.18. (forma canonica locale) Sia v(s) una curva di Frenet.
Allora, per s sufficientemente piccolo, y(s) si puo approssimare con la curva

2 /
)= (s S 100 g s
dove ko = k(0), Ky = K'(0) e 9 = 7(0).
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DiMOSTRAZIONE. Usando la formula di Taylor, abbiamo

26) 1(5) = 7(0) + 53(0) + $233(0) + 5°S7(0) + R(s),

dove lim, ,o R(s)/s* = 0. Usando il riferimento e le formule di Frenet, si ha

T(s) =4(s), A(s) =T'(s) = r(s)N(s)

e quindi

V() = (k(s)N(s))" = #'(s)N(s) +
= —k*(s)T(s) + K'(s)N(s) + r(s)7(s)B(s).
Sostituendo nella (2.6), abbiamo

——s*)N(0) + (%5’)3(0) + R(s).

Infine, considerando un riferimento cartesiano avente 1’origine coincidente con
v(0), es = T(0), e = N(0) e e5 = B(0), otteniamo la forma canonica
enunciata. U

+ (==

Osservazione 2.19. Dalla Proposizione precedente segue che le proiezioni
di y(s) sui piani del triedro di Frenet in ~(0), localmente sono approssimate
dalle curve:

67 "2
7v(s) sul piano osculatore in v(0), piano determinato da Ty e Np);

o vi(s) = (s — g3, 2057+ Hos ) = (s 0.52) 4 (K2, 1)) (proiezione di

o Y(s) = <3 - %333, %53> (proiezione di y(s) sul piano rettificante in

7(0), piano determinato da Ty e By);

o 3(s) = <”° 2 4 RO 5%, Hot 3) (proiezione di ~y(s) sul piano normale in

7(0), piano determinato da Ny e By).

2.2. Apparato di Frenet per curve a velocita arbitraria

Sia (t) : I — R3 una curva regolare parametrizzata a velocita arbitraria.
Sia s = s(t) la funzione ascissa curvilinea di 7 e sia t = #(s) la sua funzione
inversa. Spesso si usa scrivere y(s) per indicare la curva y(t(s)), tuttavia
adesso poniamo

Y(s) = 7(t(s)) = (yot)(s), equindi ~(t) =7(s(t)) = (0 5)(t).
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La curva 7(s) ¢ parametrizzata a velocita unitaria. Assumiamo che 7(s) sia
di Frenet, ossia che k(s) > 0 per ogni s, dove & ¢ la curvatura di y(s). Con-
sideriamo quindi apparato di Frenet {T'(s), N(s), B(s),k(s),(s)} associato
a 7. Allora

T(t)=T(s(t)) = (T os)(t) ¢ il campo tangente unitario di (),
N(t) = N(s(t)) = (N os)(t) ¢ il campo normale unitario di v(t),
B(t) = B(s(t)) = (Bos)(t) & il campo binormale unitario di ~(¢).
Si noti che
B(t) = B(s(t) = (T A N)(s(t)) = T(t) A (@)

{T(t), N(t), B(t)} & un riferimento ortonormale lungo 7(t). Inoltre, curvatura
e torsione di y(t) sono date da

k(t) =R(s(t)) e T(t)=7(s(t)).
Di conseguenza,
{T(t),N(t), B(t),x(t),7(t)} & Iapparato di Frenet di ~(¢).

Le corrispondenti formule di Frenet per ~(t) sono

Yy = @) &) N(?)
N'(t) = =@l ()T () HIF @I @) B(t)
B(t) = =@l @) N(@).

Per dimostrare tali formule, osserviamo che da T'(t) = T'(s(t)), derivando si
ottiene T"(t) = '(t) T"(s(t)), dove s(t) = fti |%(t)]] dt. Pertanto,
') = AOIT'(s(t) = 17O E(s®) N(s(t) = 5@ xE)N(@).

Analogamente si procede per le altre due formule. Se ||§(t)|| = 1, ritroviamo
le formule di Frenet per curve parametrizzate a velocita unitaria.

Lemma 2.20. Sia v(t) una curva regolare parametrizzata a velocitd arbi-
traria e con k(t) > 0. Allora

(1) y(t) = 7O ()
(2) 5(t) = 1T O T @) + Y@ PEE)N(@).
DIMOSTRAZIONE. Derivando (t) = 7(s(t)) si ottiene
W) = SOAs) = IFOIT(s®) = 1FOIT ).

Derivando quest’ultima, e applicando la prima formula di Frenet, si ottiene

() = YOI TE + 1FOIT'@) = IFO1T@) + Y@ £ N(1).
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Notiamo che, mentre per una curva a velocita unitaria il vettore 5(s) e pa-
rallelo al versore normale N(s), nel caso di una curva 7(t) a velocita arbitraria
la (2) del Lemma 2.20 ci dice che il vettore accelerazione %(t) & un vettore del
piano osculatore ma non e detto che sia parallelo al versore normale N ().

Proposizione 2.21. Se v(t) ¢ una curva regolare di Frenet parametrizzata
a velocita arbitraria, allora Uapparato di Frenet di ~y(t) é dato da

G A A5 () )
TO=kar PO Forgep YO=BOATO,

_ i@ A5@] Y A -V (@)
@1 1) A 5@
DIMOSTRAZIONE. La formula relativa a T'(t) ¢ dimostrata nella (1) del
Lemma 2.20. Inoltre, utilizzando (1) e (2) del Lemma 2.20, risulta
(&) AF(E) = AT @) A (IO TE) + s OIPN ()
= [4@O)I°s(t) T(t) A N(?),

K(t) T(t) =

e quindi

(2.7) J(t) A () = s@OIYOPB(?).

Dalla (2.7) si ottiene la formula per x(t). Inoltre, sempre dalla (2.7), si ha

AW AR A AFD)
PO = SoBmrF ~ Fo AL

Per definizione N = B A T Infine, usando ancora la (2.7), la (2) del Lemma
2.20 e le prime due formule di Frenet di (), si ha

FAG-F = KIAEB- (I T + sl 1N)
= s&l3IPB- (91" T + I I1'T" + (sI711P) N + &[17]*N')
= slIAIPB - slIYIP (= 19T + (19117 B)
= (sIAIP) =3 AP
Cio conclude la dimostrazione. 0

Corollario 2.22. Sia y(s) una curva regolare di Frenet a velocita unitaria.
Allora, curvatura e torsione sono date da

k() = 7)) Aa@)I =13l e
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2.3. Curvatura (con segno) di curve piane

Le curve piane sono un caso particolare delle curve dello spazio e quindi
anche per esse vale quanto detto per le curve dello spazio. Tuttavia, come
conseguenza del fatto che il piano ha una struttura complessa, per le curve
piane e possibile definire una curvatura con segno.

Sia y(s) : I — R? una curva di Frenet del piano R?. Sia {T'(s), N(s), B(s)}
il riferimento di Frenet di vy come curva di R* e quindi con B(s) = (E3)(s),
E3 = (0,0,1). Su R? consideriamo l'orientazione indotta dalla base canonica
{E), E>}. Sia J la rotazione antioraria di 90°:

JEl = E2 e JE2 = —El.
Quindi,
J:R? = R v = (vy,v2) = Jv = (—uvy,01).
J & una struttura complessa su R? in quanto ¢ un endomorfismo di R? con la
proprieta J? = —I. Inoltre, per v € R? v # 0, ¢ facile vedere che (v, Jv) &
una base ortogonale positiva di R2.

I versori T'(s),N(s) del riferimento di Frenet sono ovviamente contenuti nel
piano di 7 (cf., ad esempio, la dimostrazione del Teorema 2.11). Ora indichiamo
con N*(s) il versore normale definito in modo tale che la base (T'(s), N*(s))
sia equiversa alla base canonica (E;, Es). Quindi

N*(s) = JT(s) = £N(s).
Se y(s) = (z(s),y(s)), allora
T(s)=74(s) = (z’(s),y’(s))w(s) e N*(s) = (- y'(s),x’(s))v(s)
Osserviamo che ||7'(s)|| = 1 implica che T"(s) ¢ parallelo a N*(s).

Definizione 2.23. La curvatura con segno di y(s) é la funzione k* : I — R

tale che T'(s) = k*(s) N*(s), cioé
k*(s) =T'(s) - N*(s).
Siccome T"(s) = k(s)N(s) e N*(s) = £N(s), allora
K*(s) =T'(s) - N*(s) = k(s)N(s) - N*(s) = £k(s).

Si noti che il segno di x* dipende, oltre che dall’orientazione del piano,
anche dal verso di percorrenza della curva (cf. Figura 3).

Un significato geometrico di k* € messo in evidenza anche da quanto segue.

Sia ¥(s) 'angolo di inclinazione della curva v(s) rispetto all’asse delle x, ossia
I’angolo orientato da Ey a T'(s). Allora, abbiamo

T(s) = cos¥(s)Ey + send(s)Ey = (cosd(s),send(s)),
T'(s) = ' (s)( — send(s), cos ¥(s)),
N*(s) = JT(s) = (— send(s), cos ¥(s)),

e quindi

T'(s) =7 (s)N*(s) e k*(s)=v(s).
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Pertanto, la curvatura con segno misura la variazione dell’angolo orientato
U(s) che la tangente forma con l’asse x:

e negli intervalli in cui J(s) ¢ crescente si ha k*(s) > 0;

e negli intervalli in cui J(s) ¢ decrescente si ha £*(s) < 0.

. E,

Ficura 3. Curvatura con segno.

Infine, la curvatura con segno di una curva parametrizzata a velocita arbitraria
¢ data dalla seguente proposizione.

Proposizione 2.24. Sia v(t) = (x(t),y(t)) una curva piana regolare para-
metrizzata a velocita arbitraria. Allora, la curvatura con segno k*(t) = k*(s(t))
¢ data da

o (1) = Jy() - 5(@) _ '@y () —a")y'(t) _ (O AF(E) - Esyn
[edallk (z2(t) + y’Q(t))3/2 (22(t) + ylz(t>)3/2'

DIMOSTRAZIONE. Il versore tangente T'(t) = T'(s(t)) = 4(t)/||7(t)]|, per
cul

N*(t) = N*(s(t)) = JT(s(t)) = JT(t)

T'(t) = s'(O)T'(s) = [y &* (s ()N (s(8)) = [V O] &) N*(2).
Inoltre, A(t) = ||5(¢)|| T'(t) e la precedente formula per 7"(¢) implicano

H(6) = IFON' TE) + 17O T'@) = YOI T (@) + 4O £ (O N*(2),

e quindi
A(t) - J(t) = (IFO1T @) + (1@ 7 &N (@) - IFO[IN*(),
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ossia

Jy(t) - () = &7 (@) |7 (O)]°.
Le altre due uguaglianze seguono facilmente. U

Esempio 2.25. La parabola y = ax? +bx +c, a # 0, si puo parametrizzare
con (z =t,y =at’+bt+c),t € R, equindi (2/ = 1,9 = 2at+b), (2" =0,9" =
2a). La curvatura con segno

“(t) 2'()y"(t) — 2" (t)y'(t) 2a
K*(t) = = :
(@2(t) +y2(1)** (1 + (2at +b)2)*?
Dunque, £*(t) > 0se a > 0 e k*(t) < 0 se a < 0. Inoltre, si vede facilmente
che per t =ty = —b/2a, K*(tg) = 2a & un valore di massimo se a > 0, e K*(ty)
e un valore di minimo se a < 0. Il punto corrispondente a t; ¢ il vertice della
parabola. Naturalmente, la curvatura (senza segno)

2|al
K(t) = TR
(1+ (2at + b)?)
ha sempre un massimo per t = to = —b/2a, e k(tg) = 2|al.

Esempio 2.26. La catenaria y = coshz = (e* + e¢7*)/2 si puod parame-
trizzare con 7(t) = (t,cosht),t € R, e quindi
(2" =1,y =sinht), (2" = 0,y” = cosht).
Con tale parametrizzazione, la curvatura con segno

K (t) = cosht _ 1 >0

cosh®t  cosh?t
Dunque, £(t) = k*(t) > 0 per ogni t € R . Per ¢t = 0 si ottiene il punto A(0, 1)
ed e facile vedere che A ¢ il punto di massimo per la curvatura.

Esempio 2.27. Lellisse (z?/a?) + (y*/b*) = 1, a > 0,b > 0, si pud
parametrizzare con y(t) = (acost,bsent),t € R, e quindi
(' = —asent,y’ = beost), (¢ = —acost,y” = —bsent).
Con tale parametrizzazione, la curvatura con segno

ab

(a?sen 2t + b2cos 2t)*/*

K*(t) =

Dunque, (t) = £*(t) > 0 per ogni t € [0,27] (k(t) € una funzione periodica).
Per t = 0,27 si ottiene A;(a,0) e per t = 7 si ottiene As(—a,0). Per t = /2
si ottiene B1(0,b) e t = 37/2 si ottiene By(0,—b). Assumiamo a > b, allora
e facile vedere che i vertici Ay, A sono punti di massimo per la curvatura,
mentre i vertici By, By sono di minimo per la curvatura (cf. Figura 4).

Esempio 2.28. Il ramo di iperbole (z2/a?) — (y*/b*) =1, a > 0,b > 0, con
x > 0, si pud parametrizzare con y(t) = (acosht,bsinht),t € R, e quindi

(' = asinht,y’ =bcosht), (2" =acosht,y” = bsinht).
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Con tale parametrizzazione, la curvatura con segno

. —ab
K*(t) = — a7 <0
(a2 sinh” ¢t + b2 cosh t)

Dunque, k(t) = —r*(t) > 0 per ogni ¢t € R. Si vede facilmente che
K'(t) = —3 (a’sinh® ¢ + b* cosh® t) ~5/2 (a® + b?)sinh ¢ cosh ¢

Il valore di massimo per la curvatura r(t) si ha per t = 0: x(0) = a/b?, il punto
corrispondente ¢ il vertice A;(a,0). L’altro ramo dell’iperbole & parametrizzato
da v(t) = (—acosht,bsinht), t € R. In questo caso, il valore di massimo per
la curvatura k(t) si ha nel vertice Ay(—a,0) = v(0) (cf. Figura 5).

A
By
/‘ \ AL
\»}gz/
FIGURA 4. Ay, A; punti di massimo e Bj, B, punti di minimo
per la curvatura dell’ellisse.

FIGURA 5. A;, Ay punti di massimo per la curvatura dell’iperbole.

Sia (t) una curva regolare di Frenet di R? parametrizzata a velocita ar-
bitraria, e sia N(t) il versore normale a y(t). La curva 7 luogo dei centri di
curvatura di v, ¢ definita da
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- 1
7(t) =~(t) + w@ N(t),

e viene detta curva centrale di v (cf. [17], p.75).

Definizione 2.29. Sia v(t) una curva regolare piana con k(t) > 0. La
curva centrale ¥(t) é detta evoluta di .

Si noti che se y(t) e regolare, non ¢ detto che lo sia anche 7(t).

Esempio 2.30. Se y(s) ¢ una circonferenza di centro Cy e raggio R pa-
rametrizzata a velocita unitaria, allora la curvatura x(s) =cost.= 1/R per
cui

V(s) =~(s) + RN (s) = Co.
Dunque, 7(t) & costante e quindi ¥(¢) non e regolare.

Esempio 2.31. Sia C la circonferenza, di centro C(0,1) e raggio unitario,
del piano R?*(x,y). La curva v descritta da un punto p di C mentre C rotola
(senza strisciare) sull’asse delle x nel verso positivo, ¢ detta cicloide. La
cicloide 7y si puo parametrizzare (cf. ad esempio [20] p.35) con

v(t) = (t —sent, 1 — cost,0), t €]0, 2.
Vogliamo trovare 1'evoluta di v. Siccome
F(t) = (1 — cost,sent,0)y4), () = (sent, cost,0),q),
V(t) N V(t) = (07 0,cost — 1)7('5)7 B(t) = (07 0, _1)7(75)’

si trova
1
N(t) = B(t) NT(t) = ————=(sent,cost — 1,0 )
()= BOATE) = — e ho
P IO 1 I
15 (@)1 2v/2(1 — cost)
e quindi

F(t) =~y(t) + %N(t) = (t+sent,cost — 1,0).

Osserviamo che ¥(t) si puo ottenere da ~(t) applicando una traslazione dopo
una opportuna riparametrizzazione (t =t 4 ) :

() =3(t®) =5t +7) = (t + 7 —sent,—1 — cost,0) = v(t) + (7, —2,0).

Esercizio 2.32. Sia 7 un arco di curva regolare (piana) definito, in coor-
dinate polari, da un’equazione del tipo o = o(¥), a < ¥ < b. Si verifichi
che

e la lunghezza L(v) = fab Vo2(0) + (0 (9))2 dv;

[2(2'(9))* = o(¥)e"(9) + *(I)|

(0*(0) + (¢ (9))2)*?
Suggerimento: considerare la parametrizzazione (cartesiana) di v data da

(z(9) = o(F)cos ¥, y(V) = o(V)sen ).

e la curvatura k() =



52 2. Geometria differenziale delle curve di R?

Esercizio 2.33. Si verifichi che:

e l'evoluta della parabola () = (¢,t*) ¢ la curva

(t) = (=47, (61* + 1)/2);
e levoluta della catenaria y(t) = (t,cosht),t € R ¢ la curva

~(t) = (t — sinht cosht,2cosht);

e levoluta dell’ellisse () = (acost,bsent), a,b > 0, ¢ la curva (detta
asteroide, o anche astroide)

b? — a?

a

a? —b?

F(t) = ( cos °t, sen t);
e l'evoluta del ramo di iperbole (t) = (acosht,bsinht), a,b > 0, & la curva
(detta curva di Lamé)

7(t) = (

Esercizio 2.34. Si consideri la curva v(t) = (Intant/2 4 cost,sent), t €
10, [, detta trattrice (cf. Sezione 4.9, formula (4.20) con R = 1). Si noti che
7(t) € una curva regolare tranne che per ¢ = 7/2. Verificare che I'evoluta di
v(t) € la curva

a’ + b? cosl? { _a2 +b?

sinh®#).
a

1
Y(t) = (Intant/2, —).
() = (Intant/2, ——)

Si noti che se consideriamo il parametro ¢ definito da tan(¢/2) = e
Intant/2 =t e

1 1 1
sent  2sen (t/2)cos (t/2) 9 (tan(t/2) 4 cot(t/2)) =

Quindi, 4 e la catenaria dell’Esempio 2.26.

t si ha

(eIE + e‘f) = cosht.

DO | —

2.4. Eliche circolari

Configurazioni elicoidali sono strutture che si trovano molto spesso in na-
tura. Esse appaiono sia in sistemi microscopici (ad esempio fibre batteriche,
catene proteiche in particolare del DNA, ecc.) che in fenomeni macroscopici
(ad esempio: corde, funi, piante rampicanti, molle a spirale, ecc.). Per mag-
giori informazioni sulle configurazioni elicoidali in natura si rinvia all’articolo
[3] e alla bibliografia riportata nello stesso articolo.

Nell’Esempio 1.9, una curva differenziabile v parametrizzata da () =
(acost,asent,bt), t € R, dove a =cost.> 0 e b =cost.# 0, & stata chiamata
elica circolare. Inoltre, abbiamo osservato che

1) ~(t) appartiene a un cilindro circolare retto,
2) cost = b/v/a® + b*=cost.# 0, dove ¥ ¢ I'angolo tra ¥(t) e Es. .
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Queste due proprieta permettono di formalizzare la seguente definizione geo-
metrica.

Definizione 2.35. Una curva differenziabile regolare (non piana) y(t) si
dice elica circolare, o arco di elica circolare, se e contenuta tn un cilindro
circolare retto I' e forma un angolo costante con l’asse del cilindro, ossia T'(t)-
Vi@ =cost., dove T'(t) & il versore tangente diy(t) e V' ¢ un versore parallelo
all’asse di T'.

Abbiamo quindi la seguente

Proposizione 2.36. Un’clica circolare, in un opportuno riferimento, si puo
parametrizzare con l’equazione y(t) = (acost,asent,bt), dove a =cost.> 0,
b =cost.# 0. Tale parametrizzazione la diremo parametrizzazione canonica
dell’elica circolare.

DIMOSTRAZIONE. Sia 7 un’elica circolare e sia y(s) = (z(s),y(s), z(s))
una sua parametrizzazione a velocita unitaria. Consideriamo un riferimento
cartesiano RC(O, x,y, z) con asse z coincidente con ’asse del cilindro I' che
contiene v e tale che (0) appartenga all’asse x. Dalla definizione di elica
circolare segue che

Y(s) - B35 = b =cost, e quindi 2'(s) =b dacui z(s) =bs+c.

Siccome 7(0) si trova sull’asse , si ha z(0) = 0 ossia ¢ = 0 e quindi z(s) = bs,
con b # 0 (perche v non ¢ piana). Rispetto al fissato riferimento cartesiano, il
cilindro I' ha equazione cartesiana

2?4+ y* = a?, dove a & lascissa di v(0), cioe v(0) = (a,0,0).
v(s) € T implica z(s)* + y(s)? = a?, e quindi abbiamo
x(s) = acosas, y(s)=asenas, z(s)= bs,

dove a (che ¢ # 0, altrimenti v sarebbe una retta e quindi curva piana) ¢
determinata dalla condizione ||§(s)||* = 1, ossia a?a® + b* = 1. Posto b = b/a,
si ha @ = 1/v/a? + b%. Pertanto, otteniamo

(s) ( S S bs )

s) = (acos ———, asen , ,

v Va2 + b2 \/a2+b2 \/a2+b2

e quindi per t = s/va? + b?, si ottiene la rappresentazione canonica. U

Osservazione 2.37. Dal punto di vista della Fisica, un’elica circolare ¢ la
traiettoria « di un punto che descrive una circonferenza ¢ con moto circolare
uniforme, mentre il piano 7 che contiene o si muove di moto rettilineo uniforme
nella direzione ortogonale a 7. In tal caso, se a ¢ il raggio di o, w ¢ la velocita
angolare del moto rotatorio e v e la velocita del moto traslatorio, allora la
curva -y si rappresenta con

v(¥) : x = acos (wd), y = asen (wd), z =0, ¥ € R parametro.

Posto t = Jw e b = v/w # 0, si ottiene l'elica con equazioni parametriche
v(t) = (acost,asent, bt).
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Per un’elica circolare (t) = (acost,asent,bt), a > 0,b # 0, 'arco 79 =

’ si chiama spira dell’elica. Ogni spira ha lunghezza costante. Infatti
[to,to+27r]

L) = J IO dt = [T Ve + 82 At = 25V 11

0
Si chiama passo dell’elica circolare y(t) la distanza tra gli estremi di una spira:
d(v(to),(to +2m)) = 27b,
per cui b viene detta costante di passo dell’elica circolare.

Esempio 2.38. Curvatura e torsione di un’elica circolare

Sia y(t) = (acost,asent,bt), a >0, b # 0, t € R, un’elica circolare. La ripa-
rametrizzazione a velocita unitaria dell’elica circolare ¢ data da (cf. Esempio
1.22 e anche dimostrazione della Proposizione 2.36)

5 S S
s) = | acos ———, asen , b )
’7( ) ( a? + b2 a? + b2 a2 - b2>

Quindi,

T(s) a s a s b )
s)=|{— sen : cos ,
Vva? + b2 Va2 + 02 Va2 +0? Va2 + 0 Va+ 02

T’(s):;y(s):(— 2a 5 oS i , — 2a 5 sen > : O)
a*+0b \/a2+b2 a*+b \/a2+62 7(s)
Pertanto la curvatura di y(s) e

r(s) = [T"(s)ll =

a
a? + b2

Consideriamo ora il campo normale lungo 7y, ovvero

= cost > 0.

s s
= T'(s) = — | coSs ———, sen ——, 0 )
K(S) ( ) ( iV a? + b2 v a? + b2 >’y(s)

Di conseguenza

B(s) =T(s) AN N(s)

b 5 b 5 a
= sen , — Cos , ,
(\/@2 + b2 Va2 +b> Va? + b Va2 + b0 Va? +b2>7(5)

b 5 b S
B'(s) = 73 T
(S) <a2—f-b2 CoS 2102 A+ 0 sen 21 )7(3)7

e quindi la torsione di y(s) &

b
a? + b?
Dunque, l’elica circolare ¢ una curva con curvatura e torsione costanti non
nulle. In particolare, se b = 0 si ha che v & una circonferenza di raggio a, e le
formule ottenute danno 7 =0 ¢ k = 1/a.

7(s) = —=B'(s) - N(s) = = cost # 0.
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2.5. Eliche cilindriche

Definizione 2.39. Una curva regolare ~(t) di R® si dice che ¢ un’elica
cilindrica, o un arco di elica cilindrica, se esiste un campo vettoriale unitario
differenziabile V (t) definito lungo ~(t) tale che

(1) V(t) sia parallelo lungo v (i.e., V'(t) =0, e quindi V(t) = (Vo)yw));
(2) V(t) formi un angolo costante ¥ con T'(t): V(t)-T(t) = cos¥(# £1).

Un’elica cilindrica, a volte, € anche detta elica generalizzata. 11 campo vetto-
riale V'(¢), a volte indicato con V; in quanto costante, ¢ detto asse dell’elica
cilindrica, e I’angolo costante v € detto pendenza dell’elica. Un’elica circolare,
per quanto detto precedentemente, e chiaramente un esempio di elica cilin-
drica. Si noti che anche le curve piane si possono considerare come eliche
cilindriche (banali). Se y(¢) ¢ una curva piana, basta prendere V(¢) vettore
unitario ortogonale al piano della curva (in tal caso ¥ = 7/2). Se y(t) fosse una
(parte di) retta, prendendo V() vettore unitario parallelo con 4(t), si avrebbe
cost = +1.

Nel seguito considereremo, salvo diversa indicazione, eliche cilindriche che
non sono rette, quindi in particolare con curvatura r(¢) non nulla.

Osservazione 2.40. La Definizione 2.39 non dipende dalla parametriz-
zazione regolare scelta. Infatti se ¢ = #(t) & un cambiamento regolare di
parametro, il campo vettoriale V (t) = V' (£(¢)) ¢ unitario e soddisfa

V() =t(t)V'(t), ¢'(t)#0, equindi V'(t) =0 se e solo se V'(t) = 0.

Tracciando per ogni punto di un’elica cilindrica y(¢) una retta con la direzione
di V si ottiene un cilindro generalizzato.

g/

| e

f

FicurA 6. Elica cilindrica.
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Proposizione 2.41. Sia v(t) un’elica cilindrica con pendenza ¥. Allora,
Passe V(t) di y(t) € dato da
(2.8) V(t) = cos? T(t) + senv B(t).
In particolare V' é ortogonale a N, e V - B = sent > 0.

DIMOSTRAZIONE. Sia (T(t), N(t), B(t)) il riferimento di Frenet associato

a 7y(t). L'asse V/(¢) si puo esprimere con
V)=V -T)T+(V-N)N+ (V- B)B.

Per ipotesi V - T" = cost = cost. Derivando si ottiene V' -T +V -T" = 0.
Ma V’(t) = 0 per ipotesi e quindi 7"(t) - V(t) = 0. Applicando poi la prima
formula di Frenet, risulta V(¢) - x(¢)||%(¢)|| V() = 0 dove x(t)||5(¢)|| > 0, per
cui necessariamente V' (t) - N(t) = 0. Di conseguenza, 'equazione precedente
diventa

V(t) =cosd T(t)+ (V(t) - B(t))B(t).

Pertanto, essendo V/(¢) unitario, si ottiene l'equazione (2.8). In particolare, si
ha V(t) - B(t) = sen? > 0. Infatti, se fosse sen? = 0, dalla (2.8) si avrebbe
T'(t) = 0 e quindi x(t)|%(¢)|]|N(t) = 0, per cui essendo la curva regolare
si avrebbe k(t) = 0, ma le eliche che consideriamo non sono rette per cui
senv > 0. 4

Una caratterizzazione delle eliche e data dal seguente Teorema stabilito da
M.A. Lancret (1802), ma la prima dimostrazione ¢ stata data da B. de Saint
Venant nel 1845 (cf. anche [22], p.34).

Teorema 2.42. (di Lancret) Sia v(s) una curva di Frenet. Allora,
. o 7(s
v(s) & un’elica cilindrica <= —— = cost.

K(s)

In tal caso,
7(8)/K(s) = cotgd, dove ¥ ¢ la pendenza dell’elica.

DIMOSTRAZIONE. “=="Assumiamo che 7(s) sia un’elica cilindrica. Dalla
Proposizione 2.41 segue che 1'asse V' ¢ dato da

V(s) = cosI T(s) + send) B(s).
Derivando, ricordando che V'(s) = 0 e applicando le formule di Frenet, si ha
0=cos?T'(s)+sent B'(s) = cos k(s)N(s) —sen 7(s)N(s)
= (k(s)cos ¥ — 7(s)sen ) N(s),
e quindi
k(s) - cost — 7(s)send =0, ossia 7(s)/k(s) = cos?/sen) = cotgd=cost .

“=" Per ipotesi 7(s)/k(s) = cost € R = cotg(]0,n[). Pertanto, esiste un
unico ¥ €]0,7[ tale che cotgd = 7(s)/k(s). Ora consideriamo il campo
vettoriale lungo v(s) definito da V(s) := cos 9 T'(s) 4+ sen ) B(s). Ovviamente
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V(s) e differenziabile, [|[V|| =1 e V(s) - T(s) = cos® = cost. Inoltre, usando
le formule di Frenet, risulta

V'(s) = cos 9 T'(s) +senv) B'(s) = cos ¥ (s)N(s) —send 7(s)N(s)
= (k(s) cos — 7(s)send)N(s) = 0.
Pertanto, per definizione, v(s) € un’elica cilindrica. O

Alla luce del teorema precedente, le eliche cilindriche sono anche dette curve
di Lancret.

Osservazione 2.43. Si noti che le curve di Lancret (non escludendo le
rette) si possono caratterizzare anche come le curve geodetiche di un cilindro
generalizzato retto (cf. Esempio 5.67).

Teorema 2.44. Sia y(s) una (parte di) elica cilindrica e sia E* un piano
ortogonale all’asse V. Allora, la curva ,(s) proiezione ortogonale di y(s) su
E?, che in generale non ¢ una (parte di) circonferenza, ha curvatura

k1(s) = K(s)/sen?9.

Inoltre, 7(s) = k1(s)send cos V.

DIMOSTRAZIONE. Sia E? un piano ortogonale all’asse V' che, senza perdere
in generalita, possiamo considerare per 1’origine. Dalla decomposizione

R3 = E? & span(V),
ne segue che la curva v;(s) ¢ data da
(2.9) n(s) =(s) = (¥(s) - V(5))V(s)-

Il parametro s in generale non ¢ ascissa curvilinea per 7;, quindi per trovare
la curvatura r1(s) di y;1(s) usiamo la formula

k1(s) = 191(s) A2 (s) /[ ()]
Derivando la (2.9), si ottiene
1(s) = 3(s) = ((s) - V(s))V(s) = T(s) = (T(s) - V() V(s),
e quindi
Full? = (7= (T V)V) - (T = (T V)V) = 1= 2(T - V)P 4 (T - V)?

=1—cos®, ossia

[71(s)]| = sen .
Inoltre,
; Fis) =T'(s) = (T"(s) - V(s)) V(s),
T'(s) = k(s)N(s) equindi T'(s)-V(s) =0.
Pertanto,

T(s) = T'(s).
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Allora, usando anche la (2.8), si ha
Y1(s) A1 (s) = (T — (T - V)V) AT = k(s)(T — (cos))V) AN
= k(s)T AN — k(s)cos¥(cos? T + sendB) A N
= k(s)B — k(s)cos Y B + (k(s)sendcos V)T
= (k(s)sen®9) B + (k(s)sendcos V)T,

e quindi
191(s) AF1(8)[I* = K(s)sen 0.
Dunque,
k1(s) = 1 (5) A3l /() = ((s)send) fsen®d = w(s) /sen?.
Infine, dal Teorema di Lancret, 7(s)/k(s) = cosd/send e quindi 7(s) =
k1(s)sen ¥cos . O

Osservazione 2.45. Si noti che i Teoremi 2.42 e 2.44 valgono anche per
curve regolari y(¢) parametrizzate a velocita arbitraria e con k() > 0. Basta

osservare che k(s) = k(t(s)) e 7(s) = 7(t(s)). In tal caso, la curva ~(t)
proiezione ortogonale di y(¢) su un piano ortogonale all’asse V' (¢) ha curvatura
(2.10) k1 (t) = k(t)/sen?d

Esempio 2.46. La curva regolare y(t) = (e, e~*,v/21), t € R, & un esempio

di elica cilindrica. Infatti, calcolando i vettori ¥(t), 5(t), Y(t) A5(t) e 7 (t), si
ha

’)/(t) - (eta _6_t7 \/E)v(t)a V(t) - <6t7 e_ta O)W(t% 'Y(t) - (eta _€_t7 O)W(t) s
F(E) AF(E) = (=v2e7!,V2e!,2)
Y@ = e +e ™ +2= (" +e7")?  |[3(t) AFO)|P = 2(e" + ")

Quindi, curvatura e torsione sono date da

oy = O AGO) V2

@O (e +e )
L MO0 T Ve
FOATOE (e
Pertanto, 7(t)/k(t) = —1 e quindi la curva 7(t) ¢ un’elica cilindrica con an-

golo di pendenza ¥ = 37/4. Ora determiniamo l'asse V'(¢) dell’elica. Dalla
Proposizione 2.41, I'asse V (¢) € il campo vettoriale

V(t) = (cos9)T(t) + (sen ) B(t) = (v/2/2)(B(t) — T(t)).

Siccome
1 t —t 1 —t t
T(t) = m(e = V2)0,  B(t) = m(—e vl V2) ),
otteniamo

Vi) = 211,00,
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Di conseguenza, siccome V ()-7(t) = (v/2/2)(e~* —e), la proiezione ortogonale
e la curva

n(t) =) = (V({E) -V (E) = 3(e" +e' et + e, 2v21).
Applicando la (2.10), la curva 7, ha curvatura
K(t 2\/5
Kl(t) = ( ) =

sen2y (et +et)2’

Esercizio 2.47. Sia data la curva y(t) = (2t, (2/3)t%, (1/5)t°), t > 0.

a) Determinare curvatura e torsione di 7, riconoscere che v & un’elica cilindrica
ed esplicitare 'asse V' di .

b) Determinare la curva 7 (t) proiezione ortogonale di v su un piano ortogonale
all’asse V' di v, inoltre determinare la curvatura di ~;.

Suggerimento: a) Usando le formule della Proposizione 2.21 si trova che
7(t) = k(t) = 4t/(2+¢*)%. Quindi, per il Teorema di Lancret vy ¢ un’elica cilin-
drica, 7/k — cotg(r/4) e V() = (VZ/2)T(8)+(v2/2)B(t) = (V2/2)(1,0, 1),
e l'asse dell’elica.

b) Usando la (2.9) si trova v, (t) = (¢t — °/10, 2t3/3, —t + t°/10), e quindi dalla
formula del Teorema 2.44 si ottiene rq(t) = 8t/(2 + t*)2.

Esercizio 2.48. Sia y(t) una curva di Frenet parametrizzata con velocita
scalare ||4(t)|| = 3v/2(14?). Determinare curvatura e torsione di 7(¢) sapendo
che il suo riferimento di Frenet ¢ dato da

() - !

1—t2.26.1+¢2 =
261 4+17) T

N(t) (—2t,1—¢%,0)

()’ ()’

o
V2(1 +12)
1
Bl)= —— (£ —1,-2t,1 + 1
Q V2(1 + 12) ( ),
Quindi, riconoscere la curva (t).

Suggerimento: calcolare i campi derivati 7"(t) e B'(t). Applicando le
formule di Frenet per curve parametrizzate a velocita arbitraria, si trova

® "

_TM-N@ 1
"= TRer T sa e
e BN 1
"O=TTEer T T s ee

Dunque, 7(t) & un’elica cilindrica.

Vogliamo dare ora una caratterizzazione dell’elica cilindrica in termini della
curva immagine sferica che adesso introduciamo. Sia y(s) = (z(s),y(s), z(s)),
s € I, una curva di Frenet. Siccome s ¢ ascissa curvilinea, si ha [|¥(s)| = 1.
La curva

Bl =8 CRY s B(s) =7(s) = (2/(s),5/(s),2'(s)),
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¢ detta immagine sferica di v. La curva (8 e regolare in quanto

B(s) = T'(s) = w(s)N(s) # 0, quindi [|5(s)|| = w(s) > 0,

dove k(s) & la curvatura di v(s). In generale $5(s) non & parametrizzata a
velocita unitaria, per cui per calcolare curvatura e torsione di § usiamo le
formule della Proposizione 2.21. Derivando

B(s) = w(s)N(s),

e applicando le formule di Frenet, si ha

B=kKN+~kN =rN + k(—kT +7B) = —k>T + K'N + 7B,

B = (=3kK)T + (K" — k* — 72k)N + (26’7 + &7')B.
Quindi,
(B A B)(s) = K*(s)7(s)T(s) + *(5) B(s)

BAB- B ==K (/K

per cui si ottiene

o) = WD TRy (Y

15112 f? e

_BAB-B _ (/)
8 = . Nz ECRNS
IBABIE w1+ )
Pertanto, come conseguenza del Teorema 2.13 e del Teorema 2.42 (di Lancret),
otteniamo la seguente

Proposizione 2.49. Una curva di Frenet (non piana) y(s) € una (parte
di) elica cilindrica se, e solo se, la sua immagine sferica B(s) é una (parte di)

‘ : 2
circonferenza di curvatura kg = /14 (Z)” > 1.
Per le eliche circolari abbiamo la seguente caratterizzazione.

Teorema 2.50. Sia y(t) una curva di Frenet (non piana). Allora,
v(t) € una (parte di) elica circolare <= T(t) = cost. e k(t) =cost.

DIMOSTRAZIONE. L’implicazione “="¢ stata vista nell’Esempio 2.38.
Proviamo l'implicazione inversa. Dal Teorema di Lancret sappiamo che ()
¢ una (parte di) elica cilindrica. Inoltre, siccome k(t) € costante per ipotesi,
dal Teorema 2.44 segue che la curva ~y;, proiezione ortogonale di v su un piano
ortogonale all’asse V', ha curvatura

k1(t) = K(t)/sen?9 =cost.

Dunque, applicando il Teorema 2.13, 7, € una (parte di) circonferenza e quindi
v € una (parte di) elica circolare. O



2.5 Eliche cilindriche 61

Osservazione 2.51. Sia y(s) un’elica circolare e sia (T'(s), N(s), B(s), x, T)
il suo apparato di Frenet. Dalla (2.8) segue che 'asse V'(s) di v ¢ dato da
V(s) = cosdT(s) + send B(s),
dove cotd = 7/k (cf. Teorema 2.42) e ¢ & 'angolo convesso tra T e V.
Allora, i vettori Vi(s) = sendT(s) — cos® B(s) ed N(s) sono ortonormali e
il piano E?(s) =span(V;(s), N(s)) ¢ ortogonale a V(s) lungo ~. Derivando, e
applicando le formule di Frenet, otteniamo

Vi(s) =send T'(s) — cos B'(s) = ksen® N(s) + 7cosv N(s)

cos 20
= N(s) = N
(ksend + 7 cos V)N (s) = (ksend + K p— )N (s)
K
= N
sen v (s)
e
cos
N'(s) = T B(s) = —kT B
(s) kT(s)+ TB(s) KT(s)+ K p— (s)
K
= senﬁ( —sen?T(s) + cosv B(s))
K
N _senﬁvl(s>'
Quindi,
Vi(s)=0oN(s) e N'(s)=—-0Vils),
dove

0= —— =. =Vt 1

sen v
Pertanto, derivando il riferimento ortonormale (V(s), Vi(s), N(s)) lungo v, si
ha V’(s) = 0 mentre il piano E?(s), ortogonale all’asse V, & trasformato in se
mediante una rotazione di 90° seguita da una omotetia di coefficiente p. Inotre,
si noti che p ¢ la lunghezza del campo vettoriale di Darboux (cf. Sezione 2.6).

Diamo ora un metodo per la costruzione di eliche cilindriche.

Teorema 2.52. Sia a(t), t € I, una curva regolare piana parametrizzata
a velocita costante ||&(t)|| = a > 0 e sia Vi un vettore unitario ortogonale al
piano di . Allora, la curva

(x)  At)=alt)+tbVo+cl, bceR,
e un’elica cilindrica con asse il campo vettoriale costante e unitario Vy. Vice-

versa, se y(t) e un’elica cilindrica con asse un vettore unitario Vg, allora ~(t)
¢ del tipo (x).

DIMOSTRAZIONE. Siano «(t), Vo e ¥(t) come nell’enunciato. Intanto os-
serviamo che ~y() e regolare in quanto

() =at) +o(Vo)ywy e [F(O)* = a® + b* =cost.> 0.

Inoltre, il campo vettoriale V' (t) = (V4),«) soddisfa: ||V (¢)|| = 1, V'(t) = 0.
Sia ¥(t) 'angolo convesso individuato da v e V. Allora
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(1) - V() = (@) +b(Vo)yey) - V() = b

() -V (t) = ||F()|lcos ¥(t) = Va? + b? cos I(t)

implicano che I'angolo ¥(t) ¢ costante. Pertanto, la curva () € un’elica cilin-
drica parametrizzata con velocita scalare costante e con asse il campo vettoriale
unitario V' (t) = (Vo). Se le costanti a, b soddisfano la condizione a® +b* = 1,
allora t & ascissa curvilinea per 7.

Viceversa, sia 7(t) un’elica cilindrica parametrizzata con velocita scalare
costante, ||¥(t)|| = d > 0, e con asse il campo vettoriale unitario V' (¢) che in
quanto parallelo si puo esprimere nella forma V' (t) = (V) ). Consideriamo la
curva

aft) =~(t) = (v(t) - Vo) V.

«a € una curva piana contenuta in un piano ortogonale all’asse V. Dalla
definizione di elica cilindrica segue che

(Vo -v(t)) = Vo - 5(t) = ||5(t)||cos ¥ = d cos ) (costante),

e quindi
Vo - v(t) = (dcos?)t + ¢, ¢ costante.
Allora,
V(1) = aft) + (v(t) - Vo) Vo
= a(t) + (dcos V)t Vy + cVj
=a(t) +bt Vo + ¢V,
dove si e posto b = d cos 1. O

Esercizio 2.53. Siano «(s) una curva regolare piana parametrizzata a ve-
locita unitaria, V) un vettore unitario ortogonale al piano di «, e ¥ €]0, 7[, 0 #
7/2. Verificare che la curva

v(s) = (send)a(s) + s(cos V)V,
¢ una (parte di) elica cilindrica con
Ry(8) = (sen)ra(s) e  7,(s) = (cos¥)ra(s).
In particolare, v(s) € una (parte di) elica circolare se e solo se (s) € una (parte
di) circonferenza.

Suggerimento: applicare la definizione di curvatura per trovare k., e il
Teorema di Lancret per trovare la torsione .

Esempio 2.54. (Elica cilindrica su un cono rotondo)
Consideriamo la curva

v(t) = (tcos Int,tsen Int,/2t), t > 0.
Si vede facilmente che v € una curva del cono rotondo
S22 42y —22=0,2 >0,
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ottenuto ruotando la retta x =0,z = \/§y intorno all’asse z. Siccome
4(t) = (cos Int —sen Int,cos Int +sen Int,v2),), [|3(t)]| =2,
A(t) = —(1/t)(cos Int + sen Int,sen Int — cos Int,0)@),
Y (t) = (2/t?)(sen Int, —cos Int, 0). ),
Y(t) AF(t) = (V2/t)(sen Int — cos Int, —sen Int — cos Int, v/2)., ),

I9() AN = 8/t2, A(t) AH(E) - T (t) = %ﬁ

si ottiene

= OASOL_VE S0 AT Ve

I3 (@)[I° at Y& AFO1 4

Pertanto, 7/k & costante e quindi v & un’elica cilindrica. Inoltre, e facile vedere
che I'asse di 7 ¢ il campo vettoriale costante definito dall’asse delle z. Quindi,
I’asse di 7 coincide con l'asse del cono di rotazione S. Nel recente articolo di
Caddeo-Piu [8] ¢’ una bella presentazione delle eliche cilindriche su superfici
di rotazione che hanno asse coincidente con l’asse della stessa superficie.

2.6. Il campo vettoriale di Darboux

Sia y(s) una curva di Frenet a velocita unitaria. Il campo di vettori
D(s) =7(s)T(s) + k(s)B(s)

¢ il campo vettoriale di Darboux (cf., ad esempio, [14] Section 5.2) anche
detto vettore velocita angolare di un corpo rigido che si muove lungo la curva
v(s) (cf. Esempio 2.56). Osserviamo che il campo vettoriale di Darboux e il
campo vettoriale assiale della matrice antisimmetrica

0 —k(s) O
A(s)= | k(s) 0  —7(s)
0 7(s) 0

Infatti, se X(s) & un campo vettoriale lungo «(s) espresso con componenti
(X1(s), X?(s), X3(s)) rispetto al riferimento di Frenet, si ha

T N B
AS)X(s)=| 7 0 &k | (s)=W(s)AX(s).
Xt x? x3

Si noti che, per ogni s, il vettore D(s) ¢ un autovettore di A(s) corrispon-
dente all’autovalore nullo della stessa matrice A(s). Inoltre, si puo facilmente
verificare che il vettore D(s) soddisfa

T'(s) = (DAT)(s), N'(s)=(DAN)s), B'(s)=(DAB)s).

Tali equazioni, dette equazioni di Darbouz, non sono altro che una variante
delle formule di Frenet:
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T T
N | (s)= AT | N | (s).
B B

Il seguente Teorema caratterizza le eliche mediante il campo vettoriale di
Darboux.

Teorema 2.55. Sia y(s) una curva di Frenet. Allora,

e v(s) ¢ una (parte di) elica cilindrica se e solo se il normalizzato del
campo vettoriale di Darboux D(s) é parallelo lungo v(s);

e 7(s) e una (parte di) elica circolare se e solo se il campo vettoriale di
Darbouz D(s) é parallelo lungo ~(s).

DIMOSTRAZIONE. Sia v(s) un’elica cilindrica. L’asse V' di v(s) ¢ dato da
V(s) =cosd T(s) + senv) B(s),
e dal Teorema di Lancret, abbiamo 7(s)/k(s) = cos/send. Allora,

D(s).

sen U} sen U
T T T(5) 4 w() B(s) = T

Pertanto, il campo vettoriale di Darboux soddisfa:

D(s) = f(s)V(s), dove f(s)=

e quindi il suo normalizzato (1/f(s))D(s) = V (s) ¢ parallelo.

Viceversa, sia y(s) una curva di Frenet e quindi il campo vettoriale di
Darboux [|D(s)|| # 0 per ogni s. Assumiamo che il normalizzato di D(s) sia
parallelo lungo 7(s), ossia il campo vettoriale unitario V(s) = (1/a(s))D(s),
dove a(s)? = ||D(s)||? = 72(s) + x*(s), soddisfi V'(s) = 0. Allora, derivando

I’equazione

Vis) =

K(s)

sen’

a(s)V(s) = D(s) = 7(s)T(s) + r(s)B(s),
abbiamo
a'(S)V(S) T(5)T(s) + 7(5)T"(s) + £'(5)B(s) + r(s)B'(s)
7(5)T'(s) + K'(5)B(s).

Sostituendo V' (s) con (1/a(s)) D(s), si ottiene

)+ T
)+ K

che implica

e quindi
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Di conseguenza,

7(s)\" _ T'(s)r(s) — w/(s)7(s)
pu— pum 07
K (s) K*(s)
e quindi 7(s)/k(s) € una costante, ovvero 7y(s) € una (parte di) elica cilindrica.
Per la seconda parte, basta notare che
D'(s)=..=1'(s)T(s) + K'(s) B(s),

e quindi D(s) & parallelo se e solo se T e k sono costanti (ovvero, v(s) € un’elica
circolare). O

Esempio 2.56. Come gia osservato, un’elica circolare e la traiettoria v di
un punto che descrive una circonferenza o con moto circolare uniforme, mentre
il piano 7 che contiene ¢ si muove di moto rettilineo uniforme nella direzione
ortogonale a 7. In tal caso, se a ¢ il raggio di o, w ¢ la velocita angolare del
moto rotatorio e v ¢ la velocita del moto traslatorio, la curva ~ si parametrizza
con

~v(t) = (acos (wt),asen (wt),vt), t parametro.
Il suo vettore velocita
Y(t) = (—awsen (wt), aw cos (wt), ), e quindi |(¢)]]* = a*w? 4+ v*.
Assumiamo che la curva sia parametrizzata a velocita scalare unitaria, ossia
che le velocita w e v soddisfino la condizione
a’w? +1? =1.
Siccome

A(t) = (—aw?cos (wt), —aw?sen (wt), 0),x)

Y (t) = (aw?sen (wt), —aw?cos (wt), 0)),
applicando, ad esempio, le formule del Corollario 2.22, si trova
K(t) = [[5(®)] = aw?,

B ASE) () aPve®
7(t) = k2 (t) T et Y
B(t) = % = (vsen (wt), —vcos (wt), aw) ).
Inoltre,
T(t)T(t) = vwT'(t) = (—avw?sen (wt),avw? cos (wt), vw),

k(t)B(t) = aw’B(t) = (avw?sen (wt), —avw? cos (wt), a*w?). ).
Pertanto, il campo vettoriale di Darboux
D(t) = ()T (t) + k(O B(E) = (0,0,w(v? + a%?))5 = (0,0,w)o0),
e la sua lunghezza e la velocita angolare w.
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2.7. 1l teorema fondamentale sulle curve
Iniziamo con la seguente

Definizione 2.57. Due curve parametrizzate o, 5 : I — R? si dicono con-

gruenti (o isometriche) se esiste un’isometria dello spazio euclideo F : R3 —
R3 tale che

B(t) = F(a(t)) per ognit € I.

Teorema 2.58. (Teorema fondamentale sulle curve, prima parte)
Siano a(s), B(s), s € I, due curve regolari parametrizzate a velocita unitaria e
con kq(s) > 0. Allora,

a e 8 sono congruenti <= kp(s) = ka(s) e Ta(s) = £7.(s) per ogni s.

DIMOSTRAZIONE. “=" Sia [3(s) congruente ad a(s) e sia F' un’isometria
di R? tale che 3(s) = F'(a(s)) per ogni s. Dalla definizione di F, si ha

Ts(s) = B(s) = F.(a(s)) = F.T.(s).
Applicando la (2) del Teorema 1.79, si ha
Ty(s) = B(s) = Fu(a(s)) = FIu(s).
Quindi,
re(s) = I Ts(s)ll = IETL(s)|l = IT5(s)| = kals) > 0.
Di conseguenza, anche 3(s) ¢ una curva di Frenet con

Nys) = P R(E6) (20

ka(s) — Kals) Fa(s)

) = F,N.(s)

Ba(s) = Ts(s) N Np(s) = (F.Ta(s)) A (FiNa(s))
= sign(F) F.(Tu(s) A Na(s))
= sign(F) F.Ba(s).
Pertanto, applicando la (1) del Teorema 1.79, otteniamo
75(s) = —Bj(s) - Na(s) = Bs(s) - Nj(s) = Bs(s) - (F.Na(s))’
= Bj(s) - FuN.(s) = sign(F) F.B,(s) - F.N!(s) = £ B,(s) - N.(s)
=+7,(s).
“«<=" Per ipotesi k3(s) = Kka(s) e 13(s) = £7,(s). Distinguiamo due casi.
e I caso: kg =Ky € Tg =T,
Fissato sy € I, sia (Tu(s0), Na(s0), Ba(s0)) il riferimento di Frenet di o in
a(s,) e sia (Ts(so), Na(so), Bs(so)) il riferimento di Frenet di 8 in S(so).
Applicando la Proposizione 1.61, consideriamo lisometria F di R? tale che
F(Q(SO)) = B(so) e
(2.11) F.To(so) = Ts(s0), FilNa(so) = Ns(so), FiBal(so) = Bg(so).
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Tale F' ha sign(F') = +1 in quanto i riferimenti di Frenet sono positivi. Ora
poniamo a(s) = F(a(s)) e proviamo che a(s) = B(s). Poiche a e & sono
congruenti, dalla dimostrazione dell'implicazione “=—" segue che kz(s) =
Ka(S) e Ta(s) = Ta(s), inoltre

T&(SO) = F*Ta<30) = T5(30)7

(4) § Na(so) = F.Na(s0) = Na(so),

Ba(So) = F*Ba<80> = Bﬁ(So).
Scriviamo le formule di Frenet per a e 3, tenendo conto che rz(s) = ka(s),
Ta(s) = Ta($), Ka(s) = Ka(s) e T3(s) = Ta(s), si ha:

(T4(s) = rals)Na(s) — kals)Nas).

(B) Nis) = —rals)Tx(s) +7a(s)Bal(s) = —ra(s)Ta(s) + 7als)Bals).
[ Bi(s) = —7a(s)Na(s) — —ra()Na(s)
(Th(s) = rals)Na(s) — ra(s)N5(s).

(C) 3 Ny(s) = —ra(s)Ts(s) + 7a(s)Bals) = —rals)Ti(s) + als) Bs(s),
| By(s) = —7a(s)Ns(s) — —ral(s)Ns(s).

Consideriamo ora la funzione f : I — R definita da

£(5) = ITa(s) = To(s)I + [Na(s) — Na(3)II? + [ Bals) — Ba(s)|-
Derivando tale funzione, tenendo conto delle formule di Frenet trovate in (B)
e (C), si ha
5f'(s) = (T5 = T)(s) - (Ta — Tp)(s) + (Ng — Np)(s) - (Na — Ng)(s)
+ (B — By)(s) - (Ba — Bg)(s)
= a(s) (Na — Nﬁ)(S) (T = Ts)(s)
— fal(s) (Ta = T5)(s) - (Na — Np)(s)
+ 7a(s) (Ba — Bg)(s) - (Na — Np)(s)
— Ta(5) (Na — N3)(s) - (Ba — Bg)(s) = 0.
Cio implica che f(s) = cost = f(s9) = 0, dove nell’ultima uguaglianza si ¢
usata la (A). Quindi, in particolare, si ha
|T5(s) — Tp(s)||* =0, cioe Tx(s) =Tp(s) (come parti vettoriali).
Pertanto, se
afs) = (621(3),622(3),623(3)) e B(s)= (51(8),52(8),53<3))7
abbiamo
a(s) = f(s), cioe % = %

Di conseguenza,

per ogni ¢ = 1,2, 3.
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B(s) = a(s) +a, con a = (ay,as,asz) € R3.
Ma (5(sg) = a(so) e quindi a = 0. Dunque,
B(s) = a(s) = F(a(s)), ciot a(s) e B(s) sono congruenti.
o Il caso: kg =Ky € Tg = —T,.
Fissato sy € I, consideriamo lisometria F' che soddisfa F(a(sg)) = B(so) e
che trasforma il riferimento di Frenet (7,(so), Na(s0), Ba(s)) (base ortonor-

)
male positiva) nella base ortonormale negativa (T(so), Ns(so), —Bga(so)). Tale
isometria ha sign(F) = —1 e per la curva a(s) = F(«(s)) si ha

ka(s) = ka(s) e  Ta(s) = —7a(s).
Inoltre vale il sistema (A), ad esempio la terza equazione segue da:
Ba(So) = S’Lgn(F) F*BQ(S()) = —F*Ba(So) = —( — Bﬁ(SO)) = BI@(S(])

Poi, siccome 73(s) = —7,(s) e 7a(s) = —74(s), nelle formule (A) e (B) si deve
solo sostituire 7,(s) con —7,(s). A questo punto, procedendo come nel primo
caso, si ottiene che «(s) e (s) sono congruenti. O

Corollario 2.59. Siano o, : I — R3? curve regolari parametrizzate a
velocita arbitraria. Allora, a(t) e 5(t) sono congruenti se, e solo se,

la@)l = 1B@),  #p(t) = ralt) >0 e 75(t) = £7a(t).

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che a(t) e §(t) siano congruenti, ovvero
esiste F' isometria di R? tale che ((t) = F(a(t)). Allora,

B(t) = Fua(t) e quindi [|5(8)] = | Ea(t)] = [a)].

Inoltre, applicando il Teorema 1.79, si ha

Bt = Falt) e F(t) = Fa().

Pertanto,

’ 1B@)]? EOIE

_ Isign(F) E(a A0 _ [[((eA&@)@)]
GIE EGIE

= Fq(t)

= BAB-B)) _ (Ranka-RE)w

UTNGABOE  |[(Fean ) @)
= sign(F) (@nd- &) = +7,(1).

(@ A a)()]f?
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Proviamo ora il viceversa. Consideriamo a(s) = a(t(s)) = (aot)(s) e B(s) =
B(t(s)) = (Bot)(s), con s ascissa curvilinea. Per ipotesi ||¢(t)]| = 15(t)]|. Cio
implica che a e § hanno la stessa funzione ascissa curvilinea s = s(t) e quindi
la stessa funzione inversa t = t(s). Allora, si ha

Ka(s) = ka(t(s)) = ra(t(s)) = Ka(s)
Ta(8) = Ta (t(s)) =475 (t(s)) = £75(s).

Pertanto, applicando il Teorema 2.58, esiste una isometria F di R? tale che
F(a(s)) = B(s), e quindi

F(a(t)) = F(a(t(s))) = F(a(s)) = B(s) = B(t(s)) = B(1). O

Osservazione 2.60. Dalla dimostrazione del teorema fondamentale sulle
curve segue che se la torsione 7 # 0, allora I'isometria F' tale che F(a) = 8
e unica. Se la torsione 7 = 0, ovvero le curve sono piane, allora in tal caso
esistono esattamente due isometrie con la suddetta proprieta.

Esercizio 2.61. Siano a(t) e B(t), t € I, curve regolari parametrizzate a

velocita arbitraria, con
la@[ = IBOI,  rp(t) = Kalt) >0 e 75(t) = £7a(t).
Assumiamo che 73(t) = 47,(t). Siano A; la matrice ortogonale che rappresenta
il riferimento di Frenet di « in %y, e Ay la matrice ortogonale che rappresenta
il riferimento di Frenet di § in ty. Verificare che 'isometria F' = A + a tale che
F(a(t)) = B(t) ¢ definita da
A= AQA{ e a= 6(750) — AOé(t())

Se si assume 73(t) = —7,(¢), si puo ripetere il discorso prendendo come A, la
matrice ortogonale che rappresenta (Tj(to), Ns(to), —Bs(to)) che & una base
ortonormale negativa.

Osservazione 2.62. Un’elica circolare (s) con curvatura kg e torsione Ty
e congruente all’elica circolare

s S bs
wb(s) = | acos ———, asen ,
aals) ( Va? + b2 Va2 + b2 \/a2~|—b2)

dove -
Ko 0
a=—5——5>0 e b=—5—-5 #0.
kg + 78 kg + 78
01 7o 0170
Infatti, v,4(s) ¢ parametrizzata con l'ascissa curvilinea, e quindi
a b
By = 55 =-. =Ky € Ty, = 53 =..=T0.
Ya,b a2 + b2 Ya,b a2 + b2

Esercizio 2.63. Dati a,b € R, a,b > 0, si consideri la curva
v(t) = (acost,b(v2/2)sent, —b(v/2/2)sent), t € R.
Determinare curvatura e torsione di 7 e riconoscere la stessa curva ~.

Suggerimento: Usando le formule della Proposizione 2.21 si trova che la
torsione 7(t) = 0 (quindi la curva ¢ piana) e la curvatura
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k(t) = ab/(a’sent + bcos t)3/2.

Quindi, tenendo conto del risultato dell’Esempio 2.27 e del Corollario 2.59,
possiamo concludere che « ¢ una ellisse (del piano y + z = 0).

Il Teorema 2.58 e un teorema di unicita per curve regolari con assegnate
curvatura e torsione. In effetti vale anche un teorema di esistenza che si puo
considerare come la seconda parte del Teorema fondamentale.

Teorema 2.64. (Teorema fondamentale sulle curve, seconda par-
te) Siano date due funzioni differenziabili k(s),7(s) : I =]a,b[— R, con la fun-
zione k(s) > 0 per ogni s € I. Allora, esiste una curva regolare v(s) : I — R?
parametrizzata con l'ascissa curvilinea che ha la funzione k(s) come curvatura
e la funzione 7(s) come torsione. Tale curva é unica a meno di congruenze.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione consiste di tre parti.
e Consideriamo le formule di Frenet in forma matriciale:

T(s) 0 k(s) 0 T(s)
(2.12) N(s)| = —=r(s) 0 7(s) || N(s) ],
B(s) 0 —7(s) 0 B(s)

dove T'(s), N(s), B(s) sono vettori riga. In forma compatta 1’equazione matri-
ciale (2.12) diventa

(2.13) X'(s) = A(s)X (s),
dove
T(s) 0 k(s) 0
X(s)=|N(s)| e A(s)=|—-kr(s) 0 7(s)
B(s) 0 —7(s) O

L’equazione (2.12), equivalentemente (2.13), rappresenta un sistema di nove
equazioni differenziali del primo ordine in nove incognite (le componenti della
matrice X (s)). Fissata una base ortonormale positiva

XO = (T07N07 BO) (qulndl X,DTXO =Je detXO — +1)

come condizione iniziale, dalla teoria delle equazioni differenziali ordinarie se-
gue che esiste una ed una sola soluzione X (s) = (T'(s), N(s), B(s)) del sistema
(2.13), definita per s € I, tale che

X(So) = Xo, ossia T(S()) = Tg, N(So) = No, B(So) = Bo.

e Proviamo ora che la soluzione X(s) = (T'(s), N(s), B(s)) rappresenta una
base ortonormale positiva per ogni s. Derivando X (s)” X (s), tenendo conto
dell’equazione (2.13), si ottiene

(X(5)TX(s)) = XTX + XTX' = (AX)TX + xTAX
= XTATX + XTAX = XT (AT + A)X =0
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in quanto A & antisimmetrica. Pertanto,
XT(s)X(s) = cost per ogni s € I,
e quindi
XT(5)X(s) = XT(50) X (s0) = X{ Xo = 1.
Dunque X(s) ¢ una matrice ortogonale, ossia (7'(s), N(s), B(s)) ¢ una base
ortonormale. Di conseguenza, abbiamo detX (s) = +1. D’altronde, il determi-
nante detX(s) : I — R & una funzione continua con detX (sq) = +1, per cui

necessariamente detX (s) = +1 per ogni s.
e Infine, proviamo che la curva

vl =R s—(s) = / T(s)ds,
80

e regolare, & parametrizzata con ’ascissa curvilinea e ha le funzioni x(s) e 7(s)
come curvatura e torsione. Intanto tale curva e regolare in quanto

A(s) = T'(s) # 0 per ogni s.

Il parametro s ¢ ascissa curvilinea per v in quanto
()l =T ()]l = 1.
Poi 4(s) = T'(s) = k(s)N(s), con £(s) > 0, implica che
k(s) e la curvatura di v e N(s) ¢ il versore normale.
Siccome (T(s), N(s), B(s)) & una base ortonormale positiva, si ha
T(s) ANN(s)-B(s) =det X(s) = +1,

per cui B(s) = T'(s) A N(s) ¢ il versore binormale. Infine, siccome B’'(s)
soddisfa (2.12), la torsione e la funzione

—B'(s) - N(s) =71(s)N(s) - N(s) = 7(s).
U

Osservazione 2.65. Riassumendo, per le curve regolari a velocita unitaria
v(s) valgono le seguenti caratterizzazioni:

o k(s) =0 <= ~(s) ¢ una (parte di) retta;

e 7(s) =0 <= ~(s) ¢ una curva piana;

e r(s)=cost >0 e 7(s) =0 <= ~(s) & una (parte di) circonferenza
di raggio R = 1/k;

e k(s) =cost >0 e T(s) =cost #0 <= ~(s) ¢ una (parte di) elica
circolare;

o 7(s)/k(s) = cost <= ~(s) ¢ una (parte di) elica cilindrica.

Osservazione 2.66. Si noti che esistono curve con curvatura x =cost e tor-
sione 7 non costante, e curve con curvatura sk non costante e torsione 7 =cost.

(cf. E. Salkowski, Math. Ann., 1909, (66) 4, 517-557). Tali curve sono note
col nome di curve di Salkowsks.
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Osservazione 2.67. Consideriamo una dilatazione (detta anche omotetia)
fiRY =R (2,y,2) — (az,ay,az), a € R,a > 0.

Sia y(t) una curva di Frenet con curvatura (t) e torsione 7(t). Allora, la curva
3(t) = F(vy(t)) ¢ di Frenet con curvatura e torsione date da

B(t) = hlt), (1) = r(t)
Infatti, basta osservare che
YOI =aly®I,  17E) AN = a®l7(E) A5 @)l

YE)AYE) -7 (@) = a’ () AF(E) - V().
In particolare, i tipi di curve classificate nella Osservazione 2.65 sono invarianti
per dilatazioni. Ad esempio, se y(t) ¢ una circonferenza di raggio R (ossia, di
curvatura k = 1/R), la curva 4(t) = F(v(t)) & una circonferenza di raggio
R = aR (ossia, di curvatura k£ = 1/aR).

Esercizi proposti

1. Esprimere con equazioni cartesiane il cerchio osculatore alla curva

v(t) = (1/t,t — 1, — (1/t)), t > 0,
nel punto pg = 7(1). Inoltre, dire se la curva ¢ piana.
2. Determinare 'apparato di Frenet della curva
v(t) = (4t, (4/3)t3,(2/5)t°), t > 0.
Inoltre, determinare (se esiste) un campo vettoriale unitario parallelo che forma
un angolo costante con la curva.

3. Per ogni kg,79 € R, Ky > 0, costruire una curva regulare (t) avente
curvatura costante kg e torsione costante 7.

4. Verficare che la curva
~y(t) = (t +v/3sent, 2cost, /3t — sent), t €R,
e un’elica circolare. Inoltre, trovare una un’elica circolare del tipo 7u(%)
(asent,acost,bt), a > 0,b # 0, e un’isometria F' di R? tale che F'(vy.(t))
(1)
5. Sia data la curva
v(t) = (1 + cost + 2sent,2 — 2cost — sent,3 + 2cost — 2sent), ¢ € R.

(a) Calcolare la lunghezza dell’arco 7p,2x-
(b) Determinare curvatura e torsione di y(t) e riconoscere la stessa curva 7(t).

6. Sia data la curva 7,(t) = (3t%,1+ 3t, 2at®), t € R. Stabilire per quali valori
del parammetro a la curva 7, ¢ : (i) piana; (ii) un’elica circolare. Inoltre, posto
a = 1, trovare 'apparato di Frenet per la curva ;.

7. Sia data la curva o(t) = (3t — ¢3,3t%,3t + %), t € R. (i) Determinare il
riferimento di Frenet di o nel generico punto o(t). (ii) Determinare curvatura
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e torsione della curva v(t) = F(o(t)), sapendo che F' ¢ una trasformazione
ortogonale di R? con det(F) = —1.

8. Siano date le curve
o1(t) = (QSent, 1,3 + 2cos t) e o(t) = (1 + 2cost, 1+ 2sent, 0), teR.

Dopo aver verificato che o7 e oy sono circonferenze di raggio uguale, trovare
una isometria I di R3 tale che F(oy(t)) = o2(t).
9. Siano date le curve
v(t) = (V2cost,sent — v/2t, —sent — V/2t) e 4(t) = v/2(cost,sent, v2t),

te R

a) Determinare curvatura e torsione delle due curve (t), (), e dire (giu-
stificando la risposta) se le stesse curve sono congruenti.

b) Determinare i riferimenti di Frenet di v(t) e 5(¢) nei punti v(0) e 5(0)
rispettivamente.

¢) Se la risposta in a) € positiva, indicare un metodo per costruire un’iso-
metria F' di R? tale che F(5(t)) = v(1).

10. Sia data la curva (t) = (\/§cost, t +sent,—t +sent), t € R.

a) Determinare curvatura e torsione di y(t), e quindi riconoscere la stessa
curva 7(t).

b) Trovare, se esiste, un campo vettoriale V' unitario e parallelo, definito
lungo v, e che forma un angolo costante con la stessa curva .

¢) Determinare, e riconoscere, la curva ¥(t) proiezione ortogonale di ~y(t)
sul piano 7 : y = z.
11. Sia data la curva y(t) = (3¢%, 3t+t3,3t—t*), ¢t € R. Determinare curvatura

e torsione di y(t) e il riferimento di Frenet nel punto FPy(3,4,2). Riconoscere
la stessa curva ~(t).

12. (continuazione di 11.) Sia F lisometria di R® che manda Dorigine
0(0,0,0) nel punto Py(1,1,1), e il cui differenziale F, trasforma ordinata-

mente la base canonica ey, s, €3 nella base ortonormale v; = (0, \/Li’ \%), Vg =
(1,0,0),v3 = (0, _\/L? \/Li) Esplicitare I'isometria F' e calcolare curvatura e
torsione di §(t) = F(7(t)) (senza esplicitare la 5(t)).

13. Determinare la curva luogo dei centri di curvatura dell’elica circolare

s s s
v(s) = <acos N/ asen N b m)
e individuare il tipo di curva che si ottiene.
14. Sia X (t) = (¢,1 — t*,1 + ¢?) il campo vettoriale definito lungo l'elica

v(t) = (sent,cost,2t),
e sia I la trasformazione lineare di R? definita da
F(e1) = —ex, Fe2) = (1/V2)es + (1/v2)es, Fles) = —(1/v2)ea + (1/v2)es.
Osservato che F' ¢ una trasformazione ortogonale, determinare ¥(t) = F(vy(t)),
X(t) = F,X(t), e verificare che
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EX' =X, FA=7 X %=X 7.
15. Data una curva differenziabile v(t) = (x1(t), z2(t), z3(t)) di R3, provare

che una curva J(t) & congruente a y(t) se e solo se ¥(t) si puo scrivere nella
forma

’:}//(t) =po+ 21 (t)Ul + ZI?Q(t)UQ + 333(15)’1)3,
dove (v, vy, v3) & una base ortonormale di R3.

16. Verificare che 7, (t) = (v/2t,12,0) e v,(t) = (—t,,t?) sono parabole con-
gruenti. Quindi, determinare le (due) isometrie che trasformano la parabola
Y1(t) = (v/2t,1%,0) nella parabola vo(t) = (—t,,t%).

17. Sia «(t) una curva regolare del piano 7 : z +y — z = 0 e parametrizzata
con velocita scalare ||&(t)|| = 1/3. Determinare un’elica cilindrica ~(t) para-
metrizzata a velocita unitaria tale che la curva 7 (t) proiezione ortogonale di
~ sul piano per l'origine e ortogonale all’asse di « sia proprio la curva a(t).

18. Sia 7(s) una curva di Frenet parametrizzata a velocita scalare unitaria.
Verificare che la curva o« proiezione ortogonale di + sul piano osculatore in un
fissato punto py = v(sp), ha curvatura

Ka(S0) = K(S0)-

19. Sia v(s) una curva di Frenet parametrizzata a velocita scalare unitaria e
con torsione 7 # 0. Verificare che se la curva (s) ¢ contenuta in una sfera S?,
allora curvatura e torsione di v soddisfano '’equazione

()

20. Determinare una curva regolare y(s) di R3, parametrizzata a velocita
unitaria, avente curvatura s(s) =cost.= +2 e torsione 7 =cost.= —2.

21. Sia a(s) = (z(s), y(s)) una curva regolare di R? parametrizzata a velocita
scalare costante. Verificare che la curva v(s) di R? parametrizzata da
r=ux(s), y=y(s), z=s cos,

e un’elica cilindrica.
22. Sia C una curva algebrica piana di equazione f(z,y) = 0 e sia po(zo, yo)
un punto semplice di C, ovvero (f) = fu(xo,0), f; = fy(x0,50)) # (0,0). Si
assuma, ad esempio, che sia fyo # 0. Si determini:

a) una formula che esprima la curvatura di C in py in termini di derivate
parziali di f in py;

b) la curvatura dell’ellisse 422 + 9y? = 1 nel punto py(0,1/3) applicando a)
e la formula ottenuta nell’Esempio 2.27.
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2.8. Curve magnetiche

Scopo di questa sezione ¢ dare una breve introduzione allo studio delle
curve magnetiche di R? associate a un campo magnetico, curve che sono in
stretta relazione con le eliche cilindriche. Un ruolo fondamentale per la de-
terminazione delle curve magnetiche e svolto dalle formule di Frenet. Per una
piu approfondita e motivata presentazione dell’argomento, anche dal punto di
vista della Fisica, si possono vedere, ad esempio, gli articoli [2],[3], [4], [6],
[10] i quali contengono anche i principali risultati esposti in questa e nella
successiva sezione.

Iniziamo introducendo velocemente i concetti di r-forma (differenziale) e di
differenziale esterno su R"™. Una r-forma (differenziale) w ¢ una applicazione
r-bilineare antisimmetrica, ovvero

w: X(R") x .. x X(R") — F(R")

'

r—volte
e r-bilineare rispetto alla somma e al prodotto per funzioni differenziabili, e
inoltre
Oé(Xl, XZX]7 Xr) = —CY(Xl, X]XZ, Xr)

per ogni Xi,..., X, € X(R") e per ogni i # j. In particolare, una r-forma
(differenziale) su R™, con r > n, e necessariamente nulla. L’insieme A"(R") di
tutte le r-forme differenziali ha una struttura naturale di F-modulo rispetto
alle operazioni di somma «; + as di r-forme, di prodotto Aw per un numero
reale A, e di prodotto fw per un elemento f € F(R™). Le componenti di una

r-forma o € A"(R™), rispetto alla base canonica (F;), sono (I') e sono definite
da

iy :OZ(EZ‘I, ..... ,Eu).

Notiamo che A'(R") = X*(M), e quindi il differenziale df € A'(R") per ogni
f € F(R™) (cf. Osservazione 1.51). In particolare, il differenziale sulle funzioni
¢ 'operatore

d: A°%R") = F(R") — AYR"™), [+ df.
Il differenziale sulle funzioni si estende a un operatore sulle r-forme, detto
differenziale esterno,

d: A"(R™) = A"TH(R"),
definito per ogni a € A"(R") dalla formula
r+1
(da)(Xy, ooy Xpg1) = (=)™ XXy, o, X,y Xpga)
i=1
+ Z Z+JC¥ XZ,X] Xl,...7XZ‘,...,X]',...,XT+1).

1<z<g<r+1
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In particolare, se 8 € A*(R") e w € A?>(R"™), abbiamo
(dB)(X,Y) = XB(Y) - YB(X) — B([X, Y]),

(2.14) (dB)(X,Y,2) = XB(Y,Z) = B([X, Y], 2) + Y B(Z, X) — B([Y, Z], X)
Una delle proprieta del differenziale esterno & che d* := dod = 0. Una 7-

forma (differenzaile) « si dice chiusa se il suo differenziale esterno daw = 0. In
particolare, ogni n-forma w € A"(R") ¢ chiusa.

Ora consideriamo il caso di R? e sia F una 2-forma differenziale su R3. Le
componenti di F rispetto alla base canonica (E4, Ey, E3) sono le funzioni

Fig = F(Ey, By) = —F(Ey, Er), Fiz=F(Ey, BE3) = —F(E3, Ey),
Fys = F(Ey, E3) = —F(E3, Es).

Applicando la (2.14), e tenendo conto che [E;, E;| = 0, la componente del
differenziale dF', che e una 3-forma, ¢ data

(AF)(Ey, By, B3) = Ey(Fp3) — Ea(Fi3) + E3(Fha)
Quindi, la 2-forma F' ¢ chiusa se e solo se

(2.15) Ey(Fys) — Ey(Fi3) + Es(Fip) = 0.

Dato un campo vettoriale V- = (V1 V2 V?) € X(R?), ricordiamo che la sua
divergenza ¢ definita dalla (1.5), e quindi

leV = El(Vl) + EQ(VQ) + Eg(v?))
Pertanto, V' ha divergenza nulla se e solo se

(2.16) Ey(VY) + By (V) + E5(V?3) = 0.

A un fissato campo vettoriale V' = (V1 V2 V3) € X(R?) si pud associare la
2-forma F' € A*(R?) definita da

FX,)Y)=VAX .Y =vol(V, X,Y).
Dalla definizione di F' si ha
F12:v37 F13:_V27 F23:V1-

Se V ha divV = 0, le componenti Fj; soddisfano la (2.15) e quindi F' ¢ una
2-forma chiusa. Viceversa, data una 2-forma chiusa F', il campo vettoriale V'
di componenti

Vi=Fy, V>=-Fy V®=F,,

soddisfa la (2.16) e quindi ha divergenza nulla. Pertanto, vale la seguente

Proposizione 2.68. SuR? assegnare un campo vettoriale V con divergenza
nulla é equivalente ad assegnare una 2-forma chiusa F.
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Definizione 2.69. Un campo vettoriale differenziabile V- € X(R?) si dice
che € un campo magnetico se la sua divergenza divV = 0. Equivalentemen-

te, un campo magnetico ¢ definito da una 2-forma chiusa F € A*(R3) (ossia,
dF = 0).

A un campo magnetico V', equivalentemente a una 2-forma chiusa F', si
puo associare I’endomorfismo antisimmetrico

O(X)=VAX
detto forza di Lorentz, equivalentemente ® & definito da
(X)) Y =FX,)Y) ( =VAX.Y :VOI(V,X,Y)).
Si noti che ® & metricamente equivalente alla 2-forma F'.

Definizione 2.70. Una curva differenziabile regolare v(t) si dice curva
magnetica, associata a un campo magnetico V, se soddisfa [’equazione di
Lorentz

(2.17) () = V({t) A (8).

Quindi, un campo magnetico V' genera un flusso magnetico le cui traiettorie
sono curve magnetiche. Usando l'endomorfismo antisimmetrico associato a
una fissata 2-forma chiusa F', I'equazione di Lorentz (2.17) si puo esprimere
nella forma
() = 2(¥(2))-

Con questo approccio 'equazione di Lorentz si puo considerare in una situazio-
ne geometrica piu generale in cui lo spazio ambiente ¢ una varieta riemanniana
(cf., ad esempio, [2], [4], [6], [10]). In particolare, su una varieta riemanniana
orientabile 3-dimensionale con una fissata forma di volume 2, ¢’¢ una cor-
rispondenza biunivoca (cosi come osservato per R?) tra campi vettoriali con
divergenza nulla e 2-forme chiuse. Inoltre, per una varieta riemanniana orien-
tabile 3-dimensionale con una fissata forma di volume €2, & possibile definire
un prodotto vettoriale.

La seguente osservazione giustifica, dal punto di vista della Fisica, la defi-
nizione data di curva magnetica.

Osservazione 2.71. Il classico problema di Landau-Hall studia il moto di
una particella carica in presenza di un campo magnetico statico W. Una par-
ticella di carica e, massa m e velocita v(t), in presenza di un campo magnetico
W, assumendo il campo elettrico nullo, soddisfa la legge di Lorentz

, €

(2.18) Pl=-vnW,

dove ¢ denota la velocita della luce, P'(t) e la forza magnetica sulla particella,
P(t) = (¢/c*)v(t) indica il momento della particella, ed

e =m (1 — (|v]?/e?)
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¢ la sua energia (cf. [2]). Dalla (2.18) segue che
(1/2)(P-PY =P -P=0AW-P=S0AW-(¢/)v =0,
c c

da cui si ha che |P|| ¢ costante, e quindi anche € e ||v|| sono costanti. In
particolare, siccome P(t) = (¢/c*)v(t) con € costante, 1'equazione di Lorentz
(2.18) diventa

(2.19) vV =qW A,

dove ¢ :== —(ec)/e & una costante. Se il moto della particella ¢ descritto dalla
curva (t), posto V(t) = ¢W(y(t)), 'equazione (2.19) si puo scrivere nella
forma

() = V(t) A(2).

Dalla (2.17) segue che il concetto di curva magnetica generalizza quello di
retta, o piu in generale quello di curva geodetica (nel caso delle varieta rieman-
niana), traiettoria descritta da una particella in assenza di campo magnetico.
Facciamo ora alcune considerazioni su analogie e differenze tra rette (pensate
come curve che soddisfano 4 = 0) e curve magnetiche.

e La forza di Lorentz ¢ un endomorfismo antisimmetrico, e cio implica che
una curva magnetica ha (come per le rette) velocita scalare costante. Infatti,
¢ antisimmetrico implica ®(§(t)) - ¥(¢) = 0, ovvero 5(t) - ¥(t) = 0, e quindi

((t) - 4(t) = 24(t) -4(t) = 0
implica che ||¥(¢)]| ¢ una costante. Curve magnetiche parametrizzate a velocita
unitaria si dicono curve magnetiche normali.

e Fissato p € R? e v, € T,R3, la retta v(¢t) = tv + p & l'unica retta che
soddisfa le condizioni y(0) = p e 4(0) = v,. Anche per le curve magnetiche vale
un analogo risultato di esistenza e unicita. Infatti, posto y(t) = (x(t), y(t), z(t)
e V(t) = (VYt),V3(t),V3(t), T'equazione di Lorentz (2.17) corrisponde al
sistema di equazioni differenziali
(2.20) = Z/VQ o y/VS7 y// — ZE,V?’ _ Z/VI, S — y/vl o l',VQ.

Dalla teoria delle equazioni differenziali, si ha I’esistenza e 'unicita della curva
magnetica con le fissate condizioni iniziali v(0) = p e ¥(0) = v,.

e A differenza delle rette, assegnato un campo magnetico V', una curva

magnetica ~y(t) associata a V' non si puo riscalare, essa dipende dalla velocita

scalare [|¥(t)||, e quindi dalla sua energia E(vy) = fab |5 (t)||?dt. Infatti, posto
t=cs,ceR, c#0,eB(s)=(t(s)) = v(cs), si ha B(s) = c¥(t) = ¥(t(s)) e

B(s) = c*y(t) = 2(§(t)) = c 2(B(s))-

In questa Sezione studiamo curve magnetiche normali dello spazio euclideo
R3. Sia y(s) una curva di Frenet (quindi parametrizzata a velocita unitaria
e con curvatura s(s) > 0) e sia V' un campo magnetico. Indichiamo con
{T, N, B} il riferimento di Frenet lungo ~. Il seguente teorema ci dice quando
una curva di Frenet appartiene al flusso magnetico di V.
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Teorema 2.72. Una curva di Frenet v(s) é una curva magnetica associata
al campo magnetico V' se, e solo se, il campo magnetico V' si puo esprimere
lungo v nel modo sequente

(2.21) V(s) =w(s)T(s) + k(s)B(s), Vsel,

dove la funzione w(s) := V(s)-4(s) & nota in letteratura col nome di quasi-slope
(cf.]4]). Quindi, V (s) si trova nel piano rettificante di ogni curva magnetica
7(s).

DIMOSTRAZIONE. Sia V' un campo magnetico e sia (s) una curva magne-
tica associata a V. Posto V (s) = V(7y(s)), si puo scrivere

V(s) = w(s)T(s) + (V(s) - N(s))N(s) + (V(s) - B(s))B(s).

Dall’equazione di Lorentz T"(s) = V(s) A T'(s) , usando la prima formula di
Frenet, si ottiene

. K(S)N(s) =V (s) NT(s),
e quindi
0=V(s)ANT(s)-V(s) =r(s)N(s)-V(s), r(s)>0,
implica N(s) -V (s) = 0. Inoltre,
K(S)N(s)-N(s) =V(s)ANT(s)-N(s)=T(s) ANN(s)-V(s) = B(s)-V(s).
Pertanto, vale la (2.21).

Viceversa, supponiamo che il campo magnetico V' soddisfi la (2.21). Allora,
usando la prima formula di Frenet, si ottiene

V(s) Ay(s) =V(s) ANT(s) = (w(s)T(s) + k(s)B(s)) AT(s)
= k(s)B(s) NT(s) = k(s)N(s)
= T'(s) = 4(s),
ossia l'equazione di Lorentz. Pertanto, v(s) ¢ una curva magnetica (normale).

i

Esercizio 2.73. Sia y(s) una curva di Frenet magnetica rispetto a V', e sia
® la forza di Lorentz definita da V. Si verifichi che il riferimento di Frenet
(T, N, B) soddisfa

O(T) = k(s)N(s)
O(N) = —r(s)T(s) + w(s)B(s)
O(B) = —w(s)N(s).
Suggerimento: usare la (2.21), la prima formula di Frenet e tenere conto che

TAN=B BAN=-T,TAB=—N.

Corollario 2.74. Una curva di Frenet y(s) é un’elica circolare se, e solo se,
v(s) € una curva magnetica rispetto a un campo vettoriale V- parallelo (ovvero,
le componenti di V' sono costanti).



80 2. Geometria differenziale delle curve di R?

DIMOSTRAZIONE. Sia 7(s) un’elica circolare di asse Vj. Sia ¥ la pendenza
di y(s) e sia k1 la curvatura della circonferenza v;(s) proiezione ortogonale di
7(s) su un piano ortogonale a Vy. Per il Teorema 2.44, ’elica circolare v ha
curvatura £ = kysen 29 e torsione 7 = rysendcos . Allora, V = kisend V, ha
componenti costanti, e applicando la Proposizione 2.41 si ottiene
V(s) = risend Vo(s) = kisend(cos 9 T'(s) + send B(s)),
= (k1sen¥cos )T (s) + k B(s)
=71T(s)+ k B(s).
Quindi V(s) ¢ il campo vettoriale di Darboux D(s) (cf. Sezione 2.6). Dal
Teorema 2.72 segue che v(s) € una curva magnetica rispetto a V. Viceversa,
se v(s) & una curva (di Frenet) magnetica rispetto a un campo vettoriale V'
parallelo, allora come conseguenza del Teorema 2.58, e delle formule di Frenet,
si ha che y(s) & un’elica circolare. Infatti, derivando la (2.21) si ha
0=V'=T+rB+wl'"+kB =T+ rB+ (wk — kT)N

equindi ¥ =w =0 e wk — kT = 0. Pertanto k e 7 sono delle costanti, e
quindi 7(s) & un’elica circolare. O

Pitt in generale, per le eliche cilindriche abbiamo il seguente risultato.

Proposizione 2.75. Una curva di Lancret v(s) ha la proprieta di essere
una curvae magnetica rispetto a un campo magnetico V- parallelo all’asse Vi di
v mediante un potenziale che dipende dalla curvatura ki(s) della curva ~;(s)
proiezione ortogonale di v su un piano ortogonale all’asse:

V(s) = ri(s)sen® Vo = 7(s)T(s) + k(s) B(s).
Quindi, V (s) coincide con il campo vettoriale di Darboux D(s).

DIMOSTRAZIONE. Sia 7(s) un’elica cilindrica con asse V. Senza perdere
in generalita, possiamo assumere Vy = FEj (basta applicare una opportuna
isometria). Consideriamo il campo vettoriale

V= flx,y)Vo = f(z,y)E3 = (0,0, f(z,v)),

dove f(z,y) & una funzione differenziabile in z,y. Il campo vettoriale V' & un
campo magnetico in quanto

AV = X5, BV =0.f =0
Siccome (s) ¢ un’elica cilindrica vale la (2.8), ossia
Vo(s) = cos 9 T(s) + send B(s).

Allora, V(s) = f(x(s),y(s))Vo = f(71(s))Vo dove mi(s) = (x(s),y(s),0) ¢ la

proiezione ortogonale di v(s) sul piano z = 0 ortogonale a F3 = V. Quindi,
Vi(s) = f(71(s))cos 0 T'(s) + f(y1(s))send B(s).

Applicando il Teorema 2.72; la curva 7(s) ¢ una curva magnetica per V se e

solo se f(71(s))send = k(s). D’altronde, per il Teorema 2.44, (sen?9)r1(s) =
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k(s). Pertanto, v(s) € una curva magnetica per V' se e solo se ¢ soddisfatta la
condizione

fln(s)) = (Sen 19) K1(s).

Per cui, prendendo f(x,y) in modo tale che sia f(v1(s)) = (sen)ry(s), si
ha che v(s) ¢ una curva magnetica. Ad esempio, si puo prendere una fun-
zione f(x,y) in modo tale che z = f(z,y) definisca una superficie regola-
re contenente la curva regolare (z(s),y(s),sendx(s)). In tal caso, V(s) =
7(8)T(s) + k(s)B(s) e quindi V(s) ¢ il campo vettoriale di Darboux D(s). O

2.9. Curve magnetiche di Killing

I campi vettoriali di Killing sono i pitd importanti campi vettoriali in geo-
metria euclidea (e pid in generale in geometria riemanniana). Essi generano
gruppi a un parametro di isometrie, e giocano un ruolo fondamentale in diversi
contesti geometrici.

Nel caso dello spazio Euclideo, un campo vettoriale V € X(R3) ¢ di Killing
se soddisfa I'equazione di Killing

(VxV) Y + (VyV) - X =0
per ogni X, Y € X(R?). Equivalentemente, V ¢ di Killing se e solo se
(2.22) (VgV)-E;+ (Vg V) - E; =0, ossiaE;(V?) + E;(V') =0,

per ogni 4,7 = 1,2,3. Si noti che un campo vettoriale parallelo (cf. Esercizio
1.43) ¢ di Killing. Inoltre, ogni campo vettoriale di Killing ha divergenza nulla
e quindi definisce un campo magnetico.

Sia quindi V' € X(R?) di Killing e sia v(s) ¢ una curva magnetica associata
a V. In questo caso, la funzione w(s) = T'(s) - V(s) della formula (2.21) e
costante. Infatti, siccome V' & di Killing si ha (VsV) - 4(s) = 0, cioe
V'(s) - 4(s) = 0. Inoltre, dall’equazione di Lorentz segue

Vi(s)-F(s) =V(s)- 2(9(s)) =V - (VAY) =0.

Per cui

W(s) = V/(5) - 4(s) + V(5) - 5(s) = 0.

I campi vettoriali di Killing su R? sono campi vettoriali del tipo (cf., ad
esempio, [18] p.270)

X =V 4w, ossia X,=V,+7v,
dove v varia in R3 e V' ¢ del tipo

3 3 3
V= (D aya) By + (D anay) Er + () asja;) By
=1 j=1 =1

e A = (a;;) ¢ una matrice antisimmetrica di ordine 3. Siccome R? e lo spazio
delle matrici antisimmetriche hanno entrambi dimensione 3, lo spazio K(R?)
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dei campi vettoriali di Killing su R? avra dimensione 6. Chiaramente una base
per K(R?) ¢ data da

El = 8:!27E2 - 8@/’ ES = 8za
Vi= Zay - yam Vo= Za:v - x@z, Vs = _yax + xagp

dove Vi, V5, V3 sono rappresentati rispettivamente dalle matrici antisimmetri-
che

0 10 0 0 0 00 -1
Al = -1 0 0 5 A2 = 0 0 1 5 Ag = 0 0 0
0 00 0 -1 0 10 0

Il gruppo a un parametro di isometrie generato da E; = 0, & costituito da
trasformazioni di R? del tipo ®; : p = (x,v,2) — (z + t,y,2) (traslazioni
parallele all’asse z). Il gruppo a un parametro di isometrie generato da V; =
20, — yd., ¢ costituito da trasformazioni di R* del tipo @, : p = (x,y,2) —
(x,ycost + zsent, —ysent + zcost) (rotazioni intorno all’asse x).

Esempio 2.76. Consideriamo il campo vettoriale di Killing
V =aF3;=ad,, cona R, a#0.

La forza di Lorentz determinata da V' soddisfa

OF, =ab3 N Ey =aF,, OEy,=aF3;N\FEy=—aE,, ®FE;=aF3NFE;=0.
Quindi, per X = (X!, X% X3) si ha ®X = (—aX? aX",0). In particolare, per
una curva regolare y(s) = (z(s),y(s), z(s)) a velocita unitaria, si ha

5 (s) = (—ay/(s), ax’(s), 0).

Pertanto, in questo caso il sistema di equazioni differenziali (2.20), che traduce
I'equazione di Lorentz 7(s) = ®%(s), diventa

(2.23) 2"(s) = —ay'(s), y"(s) = ax'(s), 2"(s) = 0.
Risolvendo il sistema (2.23), con le condizioni iniziali date da

7(0) = (w0, Y0, 20) € ¥(0) = (uo, vo, wo),

si trova
x(s) = (up/a)sen (as)+ (vo/a)cos (as) + xy — (vo/a),
y(s) = —(ug/a)cos(as)+ (vg/a)sen (as) + yo + (uo/a),
z2(s) = wps+ 2.

Siccome, ||¥(s)||*> = 1, dalla (2.23) si ha
IF()I* = a® (') + (7)) (s) = (|7(s)[I* = 2%(s)) = a*(1 — wp),
e quindi la curvatura

k(s) = ||7(s)]| = |a|/1 — w3 (costante).

Ora assumiamo che wg # +1, ossia la curvatura x > 0. In questo caso la curva
e di Frenet, e siccome
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Y(s) = (@'(s), 9/ (s), '(s) = wo) e (s) = a(=y'(s),2(s),0),
si ha

Y(5) A(s) = a(—wor’, —woy', 1 — wg) e [[4(s) A5 (s)[I* = a*(1 — wp) = K.

Quindi,
B(s) = (1/k)3(s) A4(s) = (a/k)(—woa’, —woy/, 1 — wg)

B'(s) = (a/k)(—woz", —wey",0) = —(awo/k)(z",y",0)
= —(awo/K)Y(s) = —awoN(s),
da cui segue che la torsione ¢ data da

7(s) = awq (costante).

Pertanto, si hanno i seguenti casi determinati dalla condizione iniziale 2'(0) =
wo-

e wy = *1, ossia la curvatura ¢ identicamente nulla. In questo caso, la
curva magnetica ¢ una (parte di) retta.

e wy = 0. In questo caso la curva magnetica ¢ piana con curvatura
costante k(s) = |a] > 0, e quindi vy(s) & una (parte di) circonferenza.

e wy # 0,=£1. In questo caso curvatura e torsione sono costanti non nulle,
per cui la curva magnetica e un’elica circolare di asse Ej3.

Analogo discorso vale prendendo V' = aF; e V = aFs. Per esempi di curve
magnetiche relative ad altri campi vettoriali di Killing su R? si puo vedere [10].

Esempio 2.77. Consideriamo un campo vettoriale V' parallelo a una fis-
sata direzione V; (campo vettoriale costante). Senza perdere in generalita,
possiamo assumere Vo = E3 e quindi V = fE3 = f0,, con f(z,y,z) funzione
differenziabile. Dalla (2.22) segue che il campo vettoriale V' ¢ di Killing se e
solo se

E\(V?) = —E3(V') =0, ie., Ouf =0;

Ey(V?) = —E3(V?) =0, i.e., 0,f=0;

E3(V3) =0, d.e., 0.f =0.
Quindi, V' e di Killing se e solo se la funzione f ¢ costante. Dalla definizione
di divergenza segue che il campo vettoriale V' & un campo magnetico se e solo
se 0,f = 0. Consideriamo quindi il campo vettoriale magnetico V' = f(x,y)d.,

f(z,y) # 0 per ogni (z,y). Procedendo come nell’esempio precedente, la forza
di Lorentz determinata da V soddisfa

OF, = fEsANE, = fEy,, ®FEy, = fEsNEy=—fF,, ®FE;= fE3NE;=0.
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Dunque, per una curva regolare v(s) = (z(s),y(s), z(s)) a velocita unitaria si
ha

5 (s) = f(s)(=y'(s),2'(s),0),
dove si & posto f(s) = f(z(s),y(s)). Pertanto, 'equazione di Lorentz
(s) = (s)
e equivalente al sistema di equazioni differenziali
(2.24) 2"(s) = =f(s)y (s), ¥"(s) = f(s)a'(s), 2"(s) = 0.
Sia 7(s) la curva magnetica definita dalle condizioni iniziali y(0) = (¢, Yo, 20)

e ¥(0) = (ug, vy, wp). Procedendo come nel caso dell’Esempio precedente, dalla
(2 24) si trova

AP = f(5)* () + (2)?) (s) = f(5)*(1 — wp),
e quindi la curvatura
K(s) = [9(s)[l = [f(s)[v/1 — wf.

La funzione

Inoltre,

Y(s) A (s) = f(s)(—woa’, —woy’, 1 — w)

19(s) A ()17 = f2(5)(1 = w§) = K*(5).

Assumiamo che wy # +1, ossia la curvatura £ > 0. In questo caso la curva e
di Frenet e

B(s) = (1/k)3(s) A(s) = (f(s)/k)(—wor’, —woy', 1 — wp).
Siccome f(s)/r(s) = £1/1/(1 —wd) & costante,
(8) = (f/r)(=woz", —woy", 0) = —(fwo/r)(z",y", 0)
= —(fwo/k)¥(s) = —fwoN(s)

da cui segue che la torsione e data da

Pertanto, abbiamo

V(s) =w(s)T(s) + k(s)B(s) =71(s)T(s) + (s)B(s)
e V(s) & il campo vettoriale di Darboux.
Si hanno quindi i seguenti casi:

e wy = *1. In questa caso la curvatura ¢ identicamente nulla per cui la
curva magnetica ¢ una (parte di) retta indipendentemente dalla funzione f.

e wy = 0. In questo caso la curva magnetica & una curva piana con
curvatura k(s) = |f(s)| (intensita del campo magnetico).
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e wy # +1,0. In questo caso, curvatura e torsione sono funzioni non nulle

Pertanto, la curva magnetica ¢ un’elica cilindrica. In particolare, la curva
magnetica e un’elica circolare se la curvatura (equivalentemente, la torsione)
e costante. In questo caso, la curva magnetica e in generale un’elica cilindrica,
e dalle espressioni di 7 e k segue che: il campo magnetico V- = f(x,y)E3 ¢
di Killing se e solo se il flusso magnetico ¢ costituito da eliche circolari di
curvatura kg e torsione Ty. Infatti, se V e di Killing allora V' = aFEj3 e per
quanto visto nell’esempio precedente la curva magnetica ¢ un’elica circolare.
Viceversa, se il flusso magnetico e costituito da eliche circolari di curvatura
Ko e torsione 79, dalle formule di prima segue che la funzione f(s) = 7/wg &
costante lungo ogni traiettoria del flusso magnetico, per cui f e costante e V'
e di Killing.






CAPITOLO 3
Superfici regolari di R?

In questo Capitolo iniziamo lo studio delle superfici regolari introducendo
gli strumenti e i concetti di base, tra questi spicca sicuramente per importanza
la prima forma fondamentale che gioca un ruolo fondamentale per la geometria
intrinseca delle superfici.

3.1. Definizione, osservazioni ed esempi

Al fine di studiare le superfici di R*® dal punto di vista della geometria
differenziale introduciamo la seguente definizione.

Definizione 3.1. Sia M un sottoinsieme di R® che assumiamo connesso.
M si dice superficie regolare di R® se per ogni pyo € M esiste un aperto
(connesso) D di R* e un’applicazione

p:DCR:— M CR, (u,0) — (a(u,v), y(u,0), (u,v)),
tale che siano soddisfatte le sequenti condizions.

(a) @ e differenziabile, cioé x(u,v),y(u,v), z(u,v) sono differenziabili.

(b) w(D) e un aperto di M, cioé (D) = M NV dove V é un aperto
di R contenente py. Inoltre, ¢ : D — (D) ¢ un omeomorfismo.
Siccome la condizione a) implica che ¢ € continua, in questo caso p
omeomorfismo significa che ¢ : D — p(D) ¢ bigettiva e o~ : (D) —
D ¢ continua, ossia o~ ¢ la restrizione a ©(D) di un’applicazione
continua W — R?, dove W ¢é un aperto di R® che contiene p(D).

(c) Per ogni (u,v) € D C R? la matrice jacobiana

Ty Ty
J(@)uw) = | Yu Yo ha rango 2,
zu ZU
(u,v)
ox ox
dove x, = —, x, = —, e analogamente Per Yu, Yu, Zu, Zu-
ou ov

La coppia (D, ¢) si dice parametrizzazione locale, o sistema coordinato, o carta
locale. L’aperto D si dice dominio dei parametri e I’applicazione ¢ applicazione
coordinata. Se p € o(D) C M, p = ¢(u,v), allora (u, v) si dicono coordinate (o
parametri) del punto p rispetto al fissato sistema coordinato (D, ¢). In breve,
un sottoinsieme M di R? ¢ una superficie regolare se esiste una famiglia di
parametrizzazioni regolari {(Di, gpz)z} i cui codomini ¢;(D;) ricoprono M. Si
puo facilmente vedere che, se M; ¢ un aperto di una superficie regolare M, ossia
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M, = M NV con V aperto di R?, allora anche M; ¢ una superficie regolare.
In particolare, se (D, ) € una parametrizzazione regolare di M, allora ¢(D) &
una superficie regolare.

hv

v

FiGuraA 1. Una parametrizzazione.

Riguardo alla definizione di superficie regolare, osserviamo che la condizione
(a) & naturale se uno vuole fare geometria differenziale, la condizione (b) ci dice
che la superficie non ha autointersezioni ed e un oggetto 2-dimensionale; infine
la condizione (c), come vedremo, garantisce l’esistenza del piano tangente in
ogni punto della superficie.

Osservazione 3.2. Sia M una superficie regolare e sia D un aperto (con-
nesso) di R%. Se ¢ : D C R?* — R? ¢ un’applicazione iniettiva, con ¢(D) C
M, che verifica (a) e (c¢) della Definizione 3.1, allora ¢ : D — ¢(D) ¢ un
omeomorfismo e quindi (D, ¢) ¢ una parametrizzazione locale di M (cf. [9],
p.64).

Osservazione 3.3. Se (D, ) € una parametrizzazione locale di una super-
ficie regolare M, ed f : D; — D ¢ un diffeomorfismo tra aperti di R?, allora ¢
facile vedere che anche (Dq,p; = @ o f) & una parametrizzazione locale di M.

Definizione 3.4. Sia D un aperto (connesso) di R?. Un’applicazione dif-
ferenziabile ¢ : D — R3 si dice che ¢ un’immersione se la matrice jacobiana
J(¢) ha rango 2 in ogni punto di D, ovvero ¢ soddisfatta la (c) della Defini-
zione 3.1. In tal caso, ¢ dice superficie immersa e la sua immagine (D)
¢ il sostegno della superficie immersa. Se ¢ € anche iniettiva, allora ¢ si dice
superficie immersa iniettiva.

In generale, se ¢ : D — R? ¢ un’immersione (anche iniettiva), non ¢ detto che
M = (D) sia una superficie regolare, cioé non ¢ detto che ¢ : D — (D) sia
un omeomorfismo come risulta dal seguente esempio.
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Esempio 3.5. Consideriamo ’applicazione
f:]0,27[— R* u — f(u) = (2cos (u — 5),sen2(u — %)),
¢ un’immersione iniettiva, la sua immagine ¢ una “figura a otto” (cf. Figura 2).

/_‘% N

FIGURA 2

L’applicazione

¢ D =]0,2n[xR — R3, (u,v) — (f(u),v),
¢ un’immersione iniettiva, ma ¢ : D — ¢(D) non ¢ un omeomorfismo. Infatti
©(]0,27[x]0, 1[) non & un aperto in ¢(D).

Tuttavia, abbiamo la seguente

Proposizione 3.6. Se ¢ : D — R3? ¢ un’immersione, allora per ogni fissato
po = (up,v9) € D esiste un intorno Dy C D di py tale che ¢ : Dy — ¢(Dy) sia
un omeomorfismo, e quindi M = p(Dy) sia una superficie regolare. In altre
parole, una superficie immersa ¢ localmente una superficie regolare.

DIMOSTRAZIONE. Siccome la matrice jacobiana J(p) ha rango 2 in ogni

punto di D, possiamo assumere ad esempio che sia det Yu ZU # 0 nel punto
u v

po = (ug, vo). Consideriamo la funzione F : D x R — R3 definita da
(u,v,t) — F(u,v,t) = p(u,v) + (¢,0,0) = (z(u,v) + t,y(u,v), z(u,v)).

Alllora F ¢ differenziabile e det J(F) = det (yu Z”) # 0 nel punto (po,0),

Zu
e quindi dal Teorema della funzione inversa segue che esiste un intorno U di
(po,0) in D x R e un intorno V di F(pg,0) = ¢(po) in R? tali che F: U — V
sia un diffeomorfismo. Posto Dy = U N D, siccome ¢|p, = F|p,x{0}, abbiamo
che ¢ : Dy — ¢(Dy) € un omeomorfismo. O

Osservazione 3.7. Dalla Proposizione 3.6 segue che una superficie immer-
sa localmente e una superficie regolare. Pero non e detto che una superficie
immersa (iniettiva) sia una superficie regolare. Tuttavia, tutti gli oggetti geo-
metrici che permettono di studiare la geometria locale di una superficie regolare
si possono considerare anche per superfici immerse. D’altronde, in alcuni te-
sti, come ad esempio in [15], col termine di superficie regolare si intende una
superficie immersa.
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Esempio 3.8. Superfici semplici
Sia D un aperto (connesso) di R? e sia f : D C R*> — R una funzione
differenziabile. Consideriamo il sottoinsieme M di R? definito dal grafico di f:
M :=Gy={(z,y,2) €R®: (z,y) €D, z= f(z,y)} CR%.
L’applicazione
¢:D— MCR? (u,v)— (u,v, f(u,v)),

¢ chiaramente differenziabile. L’applicazione ¢ : D — p(D) = M & bigettiva,
inoltre l'inversa ¢! : M = p(D) — D ¢ continua in quanto restrizione a
o(D) = M della proiezione (x,y,2) — (z,y) che ¢ continua. Infine, la
matrice jacobiana J(¢) ha chiaramente rango 2. Quindi, M ¢ una superficie
regolare che si ricopre con una sola carta (parametrizzazione) (D, ). Per tale
motivo M si dice superficie semplice. Gli esempi di superfici semplici sono
numerosi. [ piani sono i primi esempi. Si vede facilmente che ogni piano
m:ar+by+cz+d=0 con (a,b,c) # (0,0,0) é una superficie semplice.
Infatti, supposto ¢ # 0, 7 ¢ il grafico della funzione

f:D=R?>—=R (r,y)— flz,y) = —(a/c)x — (b/c)y — d/c.

Osservazione 3.9. Si puo provare che ogni superficie regolare M e local-
mente il grafico di una funzione, ossia per ogni py € M esiste un intorno U di
po in M che si rappresenta con una delle seguenti forme (cf. [9], p.63):

z=f(z,y), y=g2), x=~nyz2),
dove f, g, h sono funzioni differenziabili definite in qualche aperto di R2.

Esempio 3.10. Un esempio significativo di superficie non regolare ¢ dato
dal cono rotondo di equazione cartesiana x? + y? — 22 = 0. In questo caso
M = f740), f(z,y,2) = 22 + y*> — 2%, ma Vf = (2x,2y,—2z) si annulla
nell’origine O € M. Tuttavia, la superficie My : 22 + 3% — 22 = 0,z > 0,
¢ una superficie regolare. Infatti, M e una superficie semplice di equazione
cartesiana z = /22 4+ y2, (x,y) # (0,0). Analogamente per 'altro semicono
My:2?+y>—22=0,2<0.

Esempio 3.11. La sfera
Consideriamo la sfera §* = {(z,y,2) € R® : 22 + y? + 2% = 1} di centro
I'origine O e raggio 1, per sfere di centro C' e raggio r si procede in modo
analogo. Poniamo

Uy ={(z,y,2) €S*:2>0}, Us={(z,y,2) €S*: 2 <0},
ng{(x,y,z)ESQ:y>0}, U4:{xy, ESQ:y<O},
U5:{(x,y,z)682:z>0}, ng{x% 6822Z<0}.

Consideriamo 'aperto D di R? definito da
D = {(u,v) € R? : u* +v? < 1},

e sia 1 'applicazione

p1:DCR? — U CS?CR3 (u,v) —> ( 1—(u2+02),u,v)
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Osserviamo che

(a) ¢ ¢ differenziabile;

(b) 1 : D — U; = ¢1(D) & un omeomorfismo. Infatti ¢; & bigettiva e ;*
Uy — D & continua (in quanto restrizione a U; della proiezione ortogonale
(x,y,2) — (y, z) che & continua);

"”Eu x'U
(¢) J(p1)=1 1 0 | harango 2.
0 1

Quindi (D, ¢1) ¢ una parametrizzazione locale di S?. In modo analogo si vede
che (D, ¢;)i=2..¢ sono parametrizzazioni locali regolari di S?, dove

® v D— U, CS*CR3 (uv)>—><— 1—(u2+02),uv>,
o0y D Uy CS*C R, ( ( VT = (2 +2), )
e 0, D— U, CS*CR? ( < V1= (u?+0?), )
o ps:D—Us CS?C R, ( ( 1—u2+02)>

e ps: D —Us CS*CR? (u,0) — <u,v,— 1—(u2—|—v2)>

Siccome gli aperti U; ricoprono S?, possiamo concludere che S? & una superficie
regolare.

Esercizio 3.12. Parametrizzare la sfera S* in termini di coordinate geogra-

fiche (u,v).

FicurA 3. Coordinate geografiche.

Soluzione. Consideriamo I'aperto D di R? definito dall’insieme
D={(u,v) : 0<u<m 0<v<2r}=]0,7[x]0,2n],
e 'applicazione
0:DCR?*—S*CR? (u,v) — o(u,v) = ((senu)cos v, (sen u)sen v, cos u).
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Il parametro u ¢ la colatitudine (la latitudine ¢ 5 — u) e il parametro v ¢
la longitudine del punto p = ¢(u,v) della sfera. Le curve di colatitudine
u = cost. = ug sono circonferenze di raggio minore o uguale al raggio della

sfera, mentre le curve di longitudine v = cost. = vy sono semicirconferenze di
raggio massimo. Osserviamo che sono soddisfatte le seguenti proprieta:
(a) ¢ e differenziabile poiché le sue componenti lo sono.

© L trice (J(o)! (cosu)cosv  (cosu)senv —senu
¢) La matrice (J(¢))! =
—(senwu)senv (senu)cosv 0

Infatti, se il rango fosse 1 si avrebbe

) ha rango 2.

(sen u cos u(cos ?v + sen?v), sen?usenv, sen?ucosv) = (0,0,0),

cio¢ (senwucosu, sen?usenv, sen?ucosv) = (0,0,0), e quindi risulterebbe

2 4 4 2 2

0 = sen UC082U+SGD USGH2U—|—SGH UcCos“v = sen-u,

ma cid ¢ un assurdo in quanto u €0, 7[. Quindi J(¢) ha rango 2 per ogni
(u,v) € D. Inoltre, ¢ ¢ iniettiva su D e dunque per I'Osservazione 3.2 la
coppia (D, ) ¢ una parametrizzazione locale di S?. Osserviamo che per u = 0
si ottiene il punto P;(0,0, 1), per u = 7 si ottiene P,(0,0,—1), e per v = 0(o
27) si ottiene la semicirconferenza y(u) = (senw,0,cosu), u €]0,7[. Quindi
(D) ¢ la sfera S? privata della semicirconferenza v(u) con u € [0,7]. Per
ricoprire tutta la sfera sono necessarie almeno due parametrizzazioni di questo
tipo. Consideriamo la coppia (D, ), dove D =|0, n[x]0, 27| e
Y:DCR*—S? CR3 (u,v) — ¥(u,v) = ((senu)cos v, cosu, (sen u)sen v).

Come prima si prova che (D, 1)) ¢ una parametrizzazione locale di S?. Inoltre,
in questo caso, ¥(D) ¢ la sfera S? privata della semicirconferenza B(u) =
(senu, cosu,0) con u € [0,7]. Il codominio di questa carta locale insieme al

codominio della precedente carta ricoprono 'intera sfera. Pertanto, ogni punto
della sfera si puo rappresentare con coordinate geografiche.

Osservazione 3.13. Altre carte locali che parametrizzano la sfera si pos-
sono ottenere, ad esempio, con le proiezioni stereografiche.

Esempi 3.14. Superfici di livello
Sia f : A C R3 — R una funzione differenziabile, dove A ¢ aperto di R3.
Consideriamo l'insieme (non vuoto)

M = {(az,y,z) eA: f(r,y,2) = c}, ovvero M := f~1(c), c € R.
Se per ogni punto p € M si ha (Vf), = (fx(p), 1y(p), fz(p)) #(0,0,0), allora

ogni componente connessa di M & una superficie regolare (detta superficie
di livello). La dimostrazione si puo ottenere procedendo nel modo seguente.
Fissato p € M, una derivata parziale di f in p € non nulla, assumiamo ad
esempio che sia f.(p) # 0. Consideriamo la funzione

F: ACR? — R? definita da F(z,y,2) = (z,y, f(x,y, 2)).

La matrice jacobiana di F' ha chiaramente rango 3 nel fissato punto p. Appli-
cando il Teorema della funzione inversa, esistono V' intorno aperto di p e W
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intorno aperto di F(p) in R tali che ' : V' — W sia un diffeomorfismo. L’insie-
me D = {(u,v) € R?: (u,v,¢) € W} = Wn{z = c} ¢ un aperto di R?. Inoltre
per ogni (u,v) € R? si ha F~'(u,v,¢) € f~'(c), ovvero f(F~'(u,v,c)) = c.
Infatti, posto £~ (u,v,c) = (z,vy, z), per come definita la F si ha
(u,v,¢) = F(F Yu,v,¢)) = F(x,y,2) = (2,9, f(2,y, 2))
= (2,9, f(F ! (u,v,0)))
e quindi z = u,y = v e f(F'(u,v,¢)) = c. Allora, possiamo considerare
I’applicazione
oD = @(D) =V () C RS, (u,0) = ol 0) = F~(u,v,0),

e verificare che (D, ) ¢ una carta locale per M. Pertanto, possiamo concludere
che M ¢ una superficie regolare.
Di seguito riportiamo alcuni esempi di superfici di livello (regolari) .
(1) 1l piano 7 : ax + by + cz — d = 0 ¢ una superficie di livello. Infatti
7= f"Yd) con f(z,y,z)=ax+by+cz e (Vf),= (a,b,c)+#(0,0,0) per
ogni p. {ffl(d)}de]R ¢ un insieme di piani paralleli.
(2) La sfera S* : 2? + y* + 2% = r? ¢ una superficie di livello. Infatti

S* = f71(r?) con f(z,y,2) = 2>+ 9>+ 2% e (Vf), = (2x,2y,22) # (0,0,0)
per ogni p € S%. In questo caso { f~'(r?)} ¢ un insieme di sfere concentri-

reR
che.

(3) Superfici semplici M : z = g(x,y), con g(x,y) differenziabile, possono
essere viste come superfici di livello: M = f~1(0), f(x,y,2) = z — g(z,y).

(4) Superfici cilindriche. Sia f: R* — R, (z,y,2) — f(z,y), un’applicazio-
ne differenziabile con (f,, f,,0) # (0,0,0). Allora la superficie cilindrica (cf.
Esempio 3.18)

M : f(z,y) =0, ovvero M = f~1(0),
¢ una superficie di livello. In particolare, se C : f(x,y) = 0 & una curva algebrica
(del piano m,,) priva di punti singolari, allora la superficie M : f(z,y) = 0 ¢
una superficie di livello. Di conseguenza, il cilindro circolare retto
M : 2%+ y? =r?
¢ una superficie di livello (al variare di r si ottengono cilindri coassiali). Una
parametrizzazione locale di tale cilindro ¢ data da
o(u,v) = (recosv,rsenv, u), (u,v) € D = Rx]0, 27].
La carta locale (D, ) parametrizza il cilindro privato della retta generatrice
©(u,0) = (r,0,u),u € R, parallela all’asse del cilindro.

Esempio 3.15. Superficie di rotazione

Sia M la superficie di rotazione ottenuta ruotando una curva regolare piana
semplice v intorno a una retta complanare con ~ e che non incontra la stessa
curva. Senza perdere in generalita, possiamo assumere che 7 sia contenuta
nel piano coordinato 7., : y = 0 e l'asse sia l'asse delle z. Sia quindi y(u) =
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(f(u),0,g9(w)), u € I =la,b| con f(u) > 0, una parametrizzazione regolare di
~. Allora, una parametrizzazione locale di M ¢ data da

cosv —senv 0 fu) f(u)cosv
o(u,v) = | senv cosv 0 0 | =| f(u)senv |,
0 0 1) \g(u) g(u)

(u,v) € D =]a, b[x]0,27[, dove v ¢ I'angolo di rotazione intorno all’asse z. Le
circonferenze descritte durante la rotazione dei punti di 7 si dicono paralleli
di M. Le varie posizioni che assume v su M durante la rotazione, si dicono
meridiani.

Vogliamo provare che (D, ) & una parametrizzazione locale, ossia sono
verificate le proprieta (a), (b), (c) della Definizione 3.1. La (a) ¢ banale. Per

f(u)cosv  —f(u)senw
la (c), basta osservare che J(p) = [ f'(u)senv  f(u)cosv | e quindi con un
g'(u) 0

semplice calcolo, usando il fatto che y(u) € regolare con f(u) > 0, si vede che
tale matrice ha rango 2. Infine, proviamo la (b). Siccome 7(u) ¢ semplice, il
parametro v ¢ univocamente determinato da z = g(u) e 2% +y? = f2(u), e
quindi ¢ ¢ iniettiva. Inoltre, u ¢ funzione continua di z e /22 + y2, e quindi
funzione continua di x, %, z. Per la continuita di ¢! rimane da provare che v
e funzione continua di z,y, z. Se v €]0, 7[U]r, 27|, da

2(senwv/2)(cosv/2) senv

t 2 pum pum
an(v/2) 2cos?v/2 1+ cosv
_ oyl y
L+z/f(v) o4 /22 +92
si ha
B y
v = 2arctan ——————
x+ /2% + y?

che ¢ funzione continua di z,y, z. Analogamente, se v €|r/2,37/2|, da

2(senwv/2)(cosv/2) sen v

cot(v/2) = 2sen ?v/2 " 1—cosv
oyl Y
L—z/f(v)  —z+4 /22 + 42
si ha
v =2cot™! Y
—x 4 72+ 2

che e funzione continua di x,y, z. Con due parametrizzazioni di questo tipo si
puo ricoprire 'intera superficie M.

In particolare, la parametrizzazione locale data per la superficie cilindrica
M : 22 + y* = r? si ottiene considerando la curva
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y(u) = (r,0,u), ueR.
La parametrizzazione locale data per la sfera S? : 22 + y? 4+ 22 = 1 (in termini
di coordinate geografiche) si ottiene considerando la curva
v(u) = (senw,0,cosu), wu €]0,n|.

Esempio 3.16. Superficie torica.

Sia C una curva (del piano 7,,) di equazioni cartesiane y = 0 e f(x,z) =
0. Ricordiamo che la superficie di rotazione ottenuta ruotando la curva C
intorno all’asse z ha equazione cartesiana f(++/2? +y?,2) = 0. Ora sia C la
circonferenza di centro C(a,0,0) e raggio 7, con 0 < r < a, del piano 7.,
ossia C: (z — a)> + 22 = r?, y = 0. Ruotando C intorno all’asse z si ottiene la
superficie torica T di equazione cartesiana

(V2 +y2—a)?+ 22 =12
Osserviamo che

(a) T = f~1(r?) dove f(z,y,2)= (\/22+y%—a)®>+2? ¢ differenziabile per
(x,y) # (0,0) e quindi per ogni p € T}

o (VaTre—a) v (Va2 -a)

Infatti, se fosse (Vf), = 0 in qualche punto p € T', si avrebbe z = 0 e quindi
la contraddizione

(b) (Vf)p=2 2| #(0,0,0) VpeT.

2r

/I'Q + y2 ||
Dunque, T & una superficie regolare (di livello).

Siccome, T' € in particolare una superficie di rotazione, come caso partico-
lare dell’Esempio 3.15 considerando la curva

IV )l = (x,y,0)] = 2r £ 0.

y(u) = (a + rcosu, 0, rsenu), u €]0, 27|,
si ottiene che una parametrizzazione locale di T' ¢ data da
(3.1) o(u,v) = ((a+rcosu)cosv, (a+ rcosu)senv, rsenu)
con (u,v) € D =|0,27[x]0, 27][.

Esempio 3.17. Superficie rigata

Sia y(u), u € I (intervallo aperto di R), una curva semplice regolare di
R? (cf. Osservazione 1.15) e sia V(u) un campo di vettori non nulli, definito
lungo y(u) e differenziabile. Sia M la superficie luogo delle oo’ rette, dette
rette generatrici, per y(u) con la direzione di V(u). La superficie M, detta
superficie rigata, € parametrizzata da

o(u,v) =v(u) +vV(u), con (u,v) € I x R.

In generale, tale ¢ puo non essere una superficie regolare o immersa. Quando

M e una superficie regolare, allora parleremo di superficie rigata regolare. 1
due esempi seguenti sono due speciali superfici rigate.
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Esempio 3.18. Cilindro generalizzato

Sia y(u), u € I (intervallo aperto di R), una curva semplice regolare e sia
W un vettore unitario di R®. Sia M la superficie rigata luogo delle oo® rette
per v(u) con la direzione di w. La superficie M ¢ detta cilindro generalizzato.
Quindi, M e parametrizzata da

(3.2) o(u,v) =v(u) +vw, (u,v)e D=1xR.

L’applicazione ¢(u,v) e differenziabile. Assumiamo che le rette generatrici
incontrino 7 solo in un punto, ovvero il vettore y(ug) — v(u1) non puo essere
parallelo al vettore w, allora

p(ur, v1) = @(ug, va) < Y(ug) —v(ur) = (v2 — V)W & (ug,v2) = (u1,v1).
Infine, assumendo che §(u) e @ siano linearmente indipendenti per ogni u € I,
si ha che la matrice jacobiana J(¢) ha rango 2 in ogni punto di D. Possiamo
quindi concludere che ¢ € una superficie immersa iniettiva.

Esempio 3.19. Cono generalizzato

Sia v(u), u € I (intervallo aperto di R), una curva semplice regolare e sia
po un fissato punto di R? con la condizione che py € ~(I). Sia M la superficie
rigata luogo delle co! rette che congiungono py con y(u). La superficie M &
detta cono generalizzato di vertice py. Quindi, M e parametrizzata da

o(u,v) = (1 —v)py + vy(u), con (u,v) € I x R.
L’applicazione ¢(u,v) e differenziabile. Assumiamo che le rette generatrici
incontrino v solo in un punto, ovvero comunque consideriamo due punti distinti
di v questi non siano collineari con il vertice py, allora

P(ur,v1) = @uz,v2) & vay(uz) —viy(ur) = (v2 —v1)po & (ug,v2) = (ur,v1).
Infatti, se fosse (v — vy) # 0 si avrebbe py allineato con y(uz2) e y(uy). Infine,
assumendo che v > 0, ovvero il vertice py ¢ M, e che le rette generatrici non
siano tangenti a 7, si ha che la matrice jacobiana J(¢) ha rango 2 in ogni
punto di D = I x R,. Possiamo quindi concludere che ¢|p ¢ una superficie
immersa iniettiva.

Esercizi 3.20.
(1) Sia My : 22+ y*> — 22 = 0,2 > 0. Considerare M, come una superficie di ro-
tazione e determinare, usando 1I’Esempio 3.15, una parametrizzazione regolare

(2) Trovare due parametrizzazioni (locali) regolari (D;, ¢;), i = 1,
circolare retto M : 2% + y? = r? tale che sia ¢;(D;) U pa(Dy) =

2, del cilindro

M.

(3) Ripetere 'Esercizio (2) per la superficie torica T : (y/2% + y?—a)*+2? = r?.

(4) Ripetere I'Esercizio (2) per il semicono rotondo My : 22 +y*—22 =0,z > 0.
Esercizio 3.21. Assumiamo che la curva v(u) dell’Esempio 3.18 soddisfi

I'ulteriore proprieta y(u) - W = ¢ (costante) per ogni w € I. Si verifichi che in
tal caso la superficie M = (D) ¢ regolare, ovvero ¢! : M — D & continua.
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Esercizi 3.22.
(1) Esplicitare la (3.2) nel caso di y(u) curva contenuta in un piano coordinato
e w vettore ortogonale al piano di 7.

(2) Sia data la superficie regolare di livello M : f(z,y) = 0. Determinare una
parametrizzazione locale di M del tipo (3.2).

3.2. Superfici quadriche

Le superfici quadriche, dopo i piani, sono i pit semplici esempi di superfici.
Tuttavia, non tutte le superfici quadriche sono superfici regolari.

3. 2-1. Classificazioni.

Definizione 3.23. Una superficie quadrica Q ¢é una superficie algebrica
reale del secondo ordine.

Quindi, una superficie quadrica Q (che nel seguito chiameremo semplicemente
quadrica) & l'insieme dei punti p dello spazio le cui coordinate (z,y,z) sod-
disfano un’equazione del tipo f(x,y,2) = 0, dove f(z,y,z) ¢ un polinomio
omogeneo di ordine due a coefficienti reali. Esplicitando abbiamo:

(3.3) Q s anx? + asy? + aszz? + 2101y + 201572 + 2a03y2
+ 2@141’ + 2a24y + 2CL34Z + aqq = 0,

dove i coefficienti a;; sono numeri reali non tutti nulli per ¢, 7 = 1,2,3. Posto
;5 = Aji, la matrice

ail a2 aiz aiq

o | Q21 Q22 Q23 Q24
A=(ay) =1, 4

31 32 a33 (34

aq1 Q42 Q43 Q44

detta matrice associata alla quadrica Q, € una matrice reale simmetrica di
ordine 4, quindi e diagonalizzabile ed ammette quattro autovalori reali.

Classificazione proiettiva delle quadriche.

Una prima classificazione delle quadriche si ottiene esaminando il rango
della matrice A. Tale classificazione, studiando le quadriche nello spazio pro-
iettivo, € anche detta classificazione proiettiva in quanto rgA (il rango di A)
e invariante per trasformazioni proiettive. Quindi, esaminando il rango di A,
otteniamo la seguente classificazione delle quadriche.

e O si dice quadrica generale se rgA = 4.

e QO si dice quadrica speciale se rgA = 3.

e QO si dice quadrica semplicemente degenere se rgA = 2; in tal caso
Q = m Uy (unione di due piani distinti) .

e Q si dice quadrica doppiamente degenere se rgA = 1; in tal caso
Q = m; Uy (unione di due piani coincidenti).
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Naturalmente le quadriche interessanti da studiare sono le quadriche generali
e quelle speciali.

Classificazione affine delle quadriche.

Sia Q una quadrica arbitraria e sia A = (a;;) la matrice reale simmetrica
associata a Q. Se indichiamo con P il vettore riga (z,vy,z) (coordinate del
punto p), con A la matrice A,y minore complementare dell’elemento a4y della
matrice A, ossia

B aipr apz a3
A=Ay = an axn as|,
Q31 as2 0433

con b la matrice riga (2a41,2a42,2a43) = (2a14, 2a94,2a34) € con ¢ 'elemento
a4y, allora possiamo scrivere I'equazione (3.3) di Q in forma compatta

Q: PAPT +bPT +c=0.

La classificazione affine delle quadriche Q (denominata in questo modo
perche ¢ invariante per trasformazioni affini) si ottiene esaminando la forma
quadratica data dal complesso dei termini di secondo grado

PAPT = apx + a22y2 + ag3z? + 2a191Yy + 2013702 4 2a93y2

dell’equazione di Q. La matrice associata a questa forma quadratica e la
matrice A = Ay. A ¢ una matrice reale e simmetrica di ordine 3, quindi &
diagonalizzabile ed ammette tre autovalori reali che indichiamo con Ay, Ag, A3.
Inoltre, consideriamo il valore assoluto § = |k — fi| della segnatura (k, i) della

matrice A e il valore assoluto s = |k — u| della segnatura (k, ) della matrice
A.

Osservazione 3.24. Nello studio delle quadriche dello spazio ampliato con
i punti all'infinito (detti anche punti impropri), quindi mediante 'uso delle
coordinate cartesiane omogenee (x1,xs,23,x4), la classificazione affine delle
quadriche generali e speciali si ottiene esaminando la conica all’infinito Cu
data dall’intersezione della quadrica

4
Q : Zi,j:l Qi ;L5 = 0
con il piano improprio 7, : 24 = 0 (luogo di tutti i punti impropri). Quindi,
Co ha equazioni
a11x12 + CLQQ&L’% + a33x§ + 2&12$11’2 + 2@133711‘3 + 2&231’2$3 = 0, Ty = 0.

La matrice associata alla conica C. ¢ la matrice A, quindi Co, ¢ degenere
se e solo se rgA < 3. Ricordiamo che le coordinate cartesiane omogenee
(21, 9, x3,4) sono definite a meno di un fattore o # 0 di proporzionalita,

inoltre nel caso dei punti propri (x4 # 0) sono legate alle coordinate cartesiane
non omogenee (z,y, z) da

vy :z:1=x1:29: 23 T4.
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Classificazione affine delle quadriche degeneri (rgA < 2).
Sia Q una quadrica degenere. Allora,
e Q ¢ unione di due piani reali e distinti se 7gA = rgA =2 ¢ § = 0,
ovvero i due autovalori non nulli della matrice A sono discordi;
e O ¢ unione di due piani complessi e coniugati se rgA = rgA = 2 e
§ = 2, ovvero i due autovalori non nulli della matrice A sono concordi;
e O ¢ unione di due piani paralleli reali e distinti se rgA =2, rgA =1e
s =0, ovvero i due autovalori non nulli della matrice A sono discordi;
e Q ¢ unione di due piani paralleli complessi e coniugati se rgA =
2, rgfl =1e s =2, ovvero i due autovalori non nulli della matrice A
sono concordi;
e Q ¢ unione di due piani coincidenti se rgA = rgA = 1.

Classificazione affine delle quadriche speciali (rgA = 3).
Sia Q una quadrica speciale. Possiamo avere due casi: det A # 0 (Cx € non
degenere) oppure det A = 0 (C, & degenere).

Se det A # 0, Q & un cono (quadrico) avente vertice (o, o, 20) dato dalla
soluzione del sistema

a11T + appy + a3z + a4 =0

a1 + Aol + A3z + a9y = 0
az31 T + azey + azzz +azs = 0.

Se det A = 0, Q ¢ un cilindro (quadrico) con generatrici parallele al vettore
che ha componenti date dalla terna (v, vs,v3) soluzione (definita a meno di
un coefficiente di proporzionalita) del sistema lineare omogeneo

a11V3 + 12V -+ a13V3 — 0
a21V1 + A22vU2 + agzvz =0
a3V + azavs + azsvz =0

4101 + Ag0V + a,3v3 — 0.

Sia Q un cono quadrico (rgA = rgA = 3), allora:

(1) Q& un cono a punti reali se § = 1, ovvero gli autovalori A1, A, A3 non
hanno tutti lo stesso segno. Ad esempio 22 + y?> — 22 = 0 & un cono a
punti reali.

(2) Q ¢ un cono a punti immaginari se § = 3, ovvero gli autovalori
A1, A2, A3 hanno tutti lo stesso segno. Ad esempio 22 + 9> + 22 =0¢
un cono a punti immaginari.

Sia Q un cilindro quadrico (rgA =3 e rgA < 3). Allora,

(1) Q & un cilindro iperbolico se rgA = 2 ¢ 5 = 0, ovvero gli autovalori
non nulli A, Ay di A sono discordi. Ad esempio, 2> —y?> = 1 & un
cilindro iperbolico.
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(2)

(3)

(4)
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Q ¢ un cilindro ellittico a punti reali se rgA =2, § =2 e s = 1, ovvero
gli autovalori non nulli A, As di A sono concordi e gli autovalori non
nulli di A non hanno tutti lo stesso segno. Ad esempio, 22 +3%>—1 =0
e un cilindro ellittico a punti reali .

Q e un cilindro ellittico a punti immaginari se rgA = 2, § = 2 e
s = 3, ovvero gli autovalori non nulli \j, Ay di A sono concordi e gli
autovalori non nulli di A hanno tutti lo stesso segno. Ad esempio,
22+ 3% +1 =0 & un cilindro ellittico a punti immaginari

Q ¢ un cilindro parabolico se rgA = 1. Ad esempio, 22 +y = 0 & un
cilindro parabolico.

Classificazione affine delle quadriche generali (rgA = 4).
Sia @ una quadrica generale. Una prima distinzione si ha considerando i

casi:

e det /4:1 # 0 (ossia, la conica Co, € non degenere),
e det A =0 (ossia, la conica Cy € degenere).
Allora, abbiamo quanto segue.

(1)

Q ¢ un ellissoide se det A # 0 e § = 3, ovvero gli autovalori Aj, Ao, A3
hanno lo stesso segno (quindi, la conica C., ¢ a punti immaginari).
Piu precisamente:

la) Q & un ellissoide a punti reali se inoltre det A < 0. In questo
caso esiste il modello di rotazione.

1b) Q ¢ un ellissoide a punti immaginari se inoltre det A > 0.

Q ¢ un iperboloide se det A # 0 e § = 1, ovvero gli autovalori
A1, A2, A3 non hanno lo stesso segno (quindi, la conica Co, € a punti
reali).

Piu precisamente:

2a) Q ¢ un iperboloide iperbolico se inoltre det A > 0. In questo
caso esiste il modello di rotazione (iperboloide ad una falda);

2b) Q ¢ un iperboloide ellittico se inoltre det A < 0. In questo caso
esiste il modello di rotazione (iperboloide a due falde).

Q ¢ un paraboloide se det A = 0. Pil precisamente:

3a) Q e un paraboloide iperbolico detto “a sella”se inoltre det A >
0. In questo caso non esiste il modello di rotazione;

3b) Q e un paraboloide ellittico se inoltre det A < 0. In questo
caso esiste il modello di rotazione.

Osservazione 3.25. Osserviamo che, data una quadrica @ con matrice
associata A = (a;;), gli invarianti (affini) di Q sono: il rango di A, il rango

di A = Ay, il segno del determinante di A, il valore assoluto § = |k — ji| della

segnatura (k, /i) della matrice A e il valore assoluto s = |k — | della segnatura
(k, ) della matrice A.
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Ficura 5. Cono quadrico -Paraboloide ellittico - Ellissoide.

\ﬁ

F1GURA 6. Paraboloide a sella - Iperboloidi a 1 e 2 falde.
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Natura dei punti di Q.

Sia Q : f(z,y,z) = 0 una quadrica a punti reali, generale oppure speciale.
Un punto py € Q si dice punto semplice se il vettore gradiente (Vf),, ¢ non
nullo. Tutti i punti di Q, ad eccezione del vertice nel caso in cui Q € un cono,
sono punti semplici (ci6 si vede facilmente esprimendo Q con equazione cano-
nica). Sia pyp € Q un punto semplice. Allora, come vedremo nella Proposizione
3.52, esiste il piano tangente in py e ha equazione cartesiana:

o« fole —x0) + fo (y — yo) + fo(z — 20) =0,
dove fa? = (%)po ,fg = (g—i)po e f2 = (%)po. Sia Cp la cogica sezione della
quadrica Q con 7y, ovvero Cy = Q N mg. Allora, Cy € una conica degenere e

e p, si dice punto iperbolico se Cj ¢ unione di due rette reali e distinte;
e py si dice punto ellittico se Cy ¢ unione di due rette complesse
coniugate;
e ) si dice punto parabolico se Cy € unione di due rette coincidenti.
Si dimostra che tutti i punti di @ sono dello stesso tipo. Piu precisamente si
ha che:

e le quadriche con rgA =3 (coni e cilindri) sono a punti parabolici;

e una quadrica con rgA = 4 puo essere a punti iperbolici oppure a punti
ellittica.
In particolare, le quadriche a punti iperbolici sono quadriche rigate.

Esercizio 3.26. Data la quadrica Q : y*> — z = 1, verificare che py =
(0,1,0) € Q & un punto parabolico, e quindi Q ¢ a punti parabolici.

Esercizio 3.27. Data la quadrica Q : 2% 4+ y? — 22 = 1, verificare che

po = (1,0,0) € Q & un punto iperbolico, e quindi Q ¢ a punti iperbolici.

Esercizio 3.28. Data Q : 2%+y?+2% = 1, verificare che il punto py(1,0,0) €
Q e un punto ellittico e quindi Q & a punti ellittici.

3. 2-2. Equazioni canoniche metriche. Il seguente teorema classifica
tutte le quadriche con equazione in forma canonica.

Teorema 3.29. Sia Q una quadrica arbitraria. Allora, esiste un riferi-
mento cartesiano rispetto al quale la quadrica Q@ si puo rappresentare con una
delle sequenti forme canoniche.

Caso delle quadriche generali (rgA = 4).

(1) Q: = + 2 + 2= 1, ellissoide a punti reali (cf.Fig. 5);
R 2

(2) Q: = + v + == —1, ellissoide a punti immaginari;
2 2 2

(3) Q: = + = — — =1, iperboloide iperbolico a una falda (cf. Fig. 6);
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2
(4) Q: 55— (Z— Z—2> — 1, iperboloide ellittico a due falde (cf. Fig. 6);
22 2
(5) Q:— — i =2z, paraboloide iperbolico detto a sella (cf. Fig. 6);
22
(6) Q: —2 + y_ = 2z, paraboloide ellittico (c¢f. Fig. 5).

Caso delle quadriche speciali (rgA = 3).
(7) Q:azx*+ By* +v2>=0, a,B > 0,7 <0, cono a punti reali (Fig. 5);
(8) Q:ar*+ By* +~22=0, a,B,7>0, conoa punti immaginari;

2 2
(9) Q: % + Z_Q =1, cilindro ellittico a punti reali (¢f. Fig. 4);
72
(10) Q: —2 + ?Z— = —1, cilindro ellittico a punti immaginari,
2ty o . —
(11) Q: — — i 1, cilindro iperbolico (¢f. Fig. 4),

2
(12) Q:y? =2az, cilindro parabolico (cf. Fig. 4).

Caso delle quadriche degeneri (rgA < 2).

(13) Q:2* —k*=0, k#0, due piani paralleli reali e distinti;
(14) Q:2*+k*=0,k # 0, due piani paralleli complessi e coniugati;

(15) Q:ax®*+ fy* =0, af >0, due piani complessi e coniugati;
(16) Q:azx*+ fy* =0, af <0, due piani reali e distinti;
(17) Q:2*=0, (rgA=1) due piani reali coincidenti.

DiMoOSTRAZIONE. Usando le notazioni precedentemente introdotte, una
arbitraria quadrica @ si puo rappresentare con ’equazione

(3.4) Q: PAP" +bP" +c=0
rispetto a un fissato riferimento cartesiano RC(O, ey, eq,€e3). Siccome A

una matrice simmetrica con autovalori Ai, Ag, A3, allora esiste una matrice
ortogonale B, con det B = +1, tale che

) MO0
BTAB=D=(0 X 0
0 0 X

Sia (€}, €, e4) la base ortonormale di autovettori di A definita dalle colonne
di B. Se indichiamo con P’ il vettore riga (z/,v’,z'), delle coordinate del
punto p nel riferimento cartesiano RC(O, ¢}, €y, e}), allora PT = BP'" e quindi
P = P'BT. Sostituendo nella (3.4), si ha

Q:P'BTABPT + bBP'T + ¢ = 0.
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Siccome BTAB = D, posto ¥/ = bB, si ha Q : PPDPT + ¥ P'T 4+ ¢ = 0. Per-
tanto, nel riferimento cartesiano RC(O, ¢!, e, %), la quadrica Q ha equazione
(indicando con (z,y, z) anche le nuove coordinate) del tipo

Ma? + Xay? + X322 + arx + asy + asz +c = 0.

Se \; # 0, consideriamo la traslazione definita da =’ = x + a1/(2\1), ¥ =
y, 2/ = z. Rispetto a queste nuove coordinate, che indichiamo sempre con
(x,y, z), abbiamo

Qx4+ My? + X322 +asy +azz + ¢ =0.

Adesso esaminiamo i diversi casi che si possono avere.
e Gli autovalori Aj, A2, A3 # 0 (quindi rgA = 3). In questo caso, pro-
cedendo come sopra, si trova un riferimento cartesiano rispetto al quale si

ha
(35) Q . )\11’2 —+ )\2y2 -+ )\322 -+ 0 =0.

Se @ ¢ generale (rgA = 4), dall’equazione (3.5) si hanno i casi (1), (2), (3), (4).
Se @ & speciale (rgA = 3), quindi § = 0, dall’equazione (3.5) si hanno i casi
(7), (8).

e Esattamente uno degli autovalori A; e nullo (diciamo A3 = 0, quindi
rgfl = 2). Procedendo come sopra, si trova un riferimento cartesiano rispetto
al quale si ha

(3.6) QM+ Xy +2y2+6=0, (det A= -\ A?).

Se @ ¢ generale (rgA = 4), dall’equazione (3.6), applicando una traslazione
lungo ’asse z, si hanno i casi (5), (6).
Se @ e speciale (rgA = 3), quindi v = 0 e § # 0 (altrimenti si avrebbe
rgA = 2), dall’equazione (3.6) si hanno i casi (9), (10), (11).
Se @ ha rgA = 2, quindi v = § = 0, dall’equazione (3.6) si hanno i casi
(15), (16).

e Esattamente uno degli autovalori ); & non nullo (diciamo A3 # 0, quindi

rgfl = 1). Procedendo come sopra, si trova un riferimento cartesiano rispetto
al quale si ha

(3.7) Q: N2l +ar+ay+6=0, (detA=0).

Se a; = 0 e ay # 0, con una traslazione lungo 'asse y, ’equazione (3.7) diventa
del tipo

(3.8) Q: X2 +ay=0, a#0.

Se ay,as # 0, con una traslazione nel piano xy ci riconduciamo al caso § = 0.
Successivamente, con una rotazione, sempre nel piano xy, possiamo ricon-
durci al caso a; = 0 oppure ay; = 0, e quindi a un’equazione del tipo (3.8).
Dall’equazione (3.8), si ha il caso (12) (rgA = 3,rgA = 1).

Infine, se a; = ay = 0, dall’equazione (3.7) si hanno i casi (13), (14) quando
d # 0, eil caso (17) quando § = 0. O
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Corollario 3.30. Tutte le quadriche generali a punti reali : (1), (3), (4),
(5), (6), e tutti le quadriche speciali a punti reali: (7), (9), (11), (12) (nel
caso del cono é necessario eliminare il vertice), sono superfici di livello regolari
(qualcuna con due componenti connesse).

Esempio 3.31. Abbiamo osservato che le quadriche a punti iperbolici sono
rigate. Facciamo vedere che il paraboloide iperbolico (detto anche paraboloide
a sella)

2 2

z Y T Yy (r |y
. — — = =2z, ovvero :<———><— —):22,
< a’?  b? Vv < a b/ \a + b
e una quadrica rigata. Difatti, possiamo scrivere
2z Y 2z w oy
i
a b a b

Di conseguenza, otteniamo le due schiere di rette del paraboloide:

2z:A<f—g), YY)\ aeRr,
a

a b b
e
a b a b

Rette della stessa schiera sono sghembe e rette di schiere diverse sono compla-
nari, inoltre per ogni punto p del paraboloide passano due rette appartenenti
alle due diverse schiere. Tali rette sono l'intersezione del paraboloide col piano
tangente in p.

Esercizi 3.32. -

1. Classificare ed esprimere con equazione canonica le seguenti quadriche
Q :2?+3y* +2yz+ 322 —4dx +6y+22:—1=0,
Q:a?+yP =22 +ay+a2—-3=0,

3iy? —20+22+1=0, Qu:az’+2x+3y+1=0, a#0.

2. Verificare che la quadrica

Q: 2+ + 20y +2yz —20+y+1=0

€ un cono, e determinare il suo vertice.
3. Classificare la quadriche

Q202+ + 22— -2y + k=0,

Qy 1222 + ky? — 2ky + k =0,

Qs : 202 + ky? —2yz+ 22— 1=0,
al variare del parametro k € R.
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Esercizio 3.33. Verificare che le seguenti applicazioni sono parametrizza-
zioni locali delle superfici accanto indicate.

(1) o(u,v) = (a(sen u)cos v, becos u, c(senu)sen v), ellissoide,

(2) ¢(u,v) = (a(sinh u) sinh v, b cosh u, ¢(sinh u) cosh v), iperboloide iperbolico,
(3) ¢(u,v) = (a(sinh u)cos v, b(sinh u)sen v, ¢ cosh u), iperboloide ellittico,

(4) (u,v) = (au cos v, busen v, u?), paraboloide ellittico,

(5) ¢(u,v) = (au coshwv, bu sinh v, u?), paraboloide iperbolico,

dove a, b, ¢ sono costanti positive. Inoltre, dire quali condizioni devono sod-
disfare le costanti a, b, ¢ affinche, nei casi (1) — (4), le corrispondenti superfici
siano di rotazione.

3.3. Funzioni differenziabili su superfici

Il seguente teorema e essenziale per poter poi definire il concetto di funzione
differenziabile su una superficie, indipendentemente dalla parametrizzazione
che uno considera.

Teorema 3.34. (cambiamento di parametri)
Sia M una superficie regolare. Siano

¢ :DCR* = MCR? (u,v) = ¢p(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u, v))

o :DCR > MCR, (5,0) o) = (a(a,2), y(a, ), (3, 0))
due parametrizzazioni (locali) regolari di M, con ¢(D) N @(D) = W # @.

Allora, le applicazioni

- -1

gp‘l 0P : @_I(W) AW gD_l(W),(

=
)
—~
=
[~
S—
I
—~
I
—~
!
|
:_/
(4
=
S|
=

Flop ¢ g l(W) B WD g (W), (u,v) > (a,0) = (a(u,v), 5(u,v))
sono diffeomorfismi tra aperti di R?.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo che f = ¢! o @ ¢ un diffeomorfismo. Intanto
f € un omeomorfismo in quanto composizione di omeomorfismi. Procediamo
provando che f e f~! sono differenziabili. Per provare che f ¢ differenziabile
basta vedere che ¢ differenziabile in un generico punto di @~ }(W). Sia q €
¢~ (W), quindi ¢(q) € W C M, ¢ = (4,0). Siaq = f(q) = ¢ (p(q)) =
(u,v) € D, allora q e ¢ sono punti di D e D che individuano lo stesso punto
©(q) = @(q) di M. Siccome lo jacobiano J(y), ha rango 2, possiamo assumere

LTy Ty . . . . .
) abbia rango 2 in ¢q. Consideriamo la funzione
uw Yo

ad esempio che (

F:D xR — R3,
(u,v,t) = F(u,v,t) = p(u,v) + (0,0,t) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v) + t).
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Risulta Fipxfoy = ¢ e in particolare F(q,0) = ¢(q) = #(q). Siccome lo
jacobiano

Ty T, O
Zu %o 1

ha rango 3 in ¢, dal Teorema della funzione inversa segue che esiste un intorno
U di F(q,0) = ¢(q) = ¢(q) in R? ed esiste un intorno V di (¢,0) in D x R tali
che

F1:UcCR*—>VcCcDxR

sia un diffeomorfismo. Inoltre, per come definita la F', risulta

Fory :UNM=VND e Fyy =@y -

Inoltre, @ :_D — M & continua e U N M ¢ intorno di ¢(q) = ¢(q) in M, per
cui esiste Dy intorno di g in D con ¢(Dy) C U N M. Allora

fipp=¢togp, =Flopgp :Di-UNMCR?— D
¢ differenziabile in quanto composizione di applicazioni differenziabili, e quindi

f ¢ differenziabile in ¢. In modo analogo si prova che anche f~! ¢ differenziabile.
O

Esempio 3.35. Un cambiamento di parametri sulla sfera S?. Consideriamo
su S? le seguenti parametrizzazioni locali

¢:D={(uv) e R?:u*+0v? <1} = (D) = {(z,y,2) € $* : 2 > 0},

(u,v) —> (u,v, V1= (u?+ 112)> ,

¢ : D =0, Z[x]0,27[— (D) C 52,
(u,v) — (senw cosv,senusen v, cos ).
Il cambiamento di parametri su W = ¢(D) N @(D) = @(D) ¢ dato da
o top: (u,v)—(sentcos v, sen U sen v, cos i) (sen @ cos U, sen i sen v).

Tale applicazione ¢ differenziabile e invertibile (un diffeomorfismo), in quanto
la matrice jacobiana

COSUCOST —senusenv

cosusenv senucosv
ha rango 2 per ogni (u,v) €]0, 7[x]0, 27[.

Definizione 3.36. Siano M wuna superficie regolare e py un punto di M.
Un’applicazione f : M — R si dice differenziabile in py se esiste (D, )
parametrizzazione locale con py € p(D) tale che

f:fogp:Dng—MO(D) C M—=R
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sia differenziabile. La funzione f e la funzione f in termini di coordinate locali.
Si dice che f ¢ differenziabile su M (rispettivamente su un aperto A di M) se
¢ differenziabile in p per ogni p € M (rispettivamente per ogni p € A).

La definizione data e ben posta, ossia non dipende dalla parametrizzazione

locale scelta. Infatti, se (D, @, (u,v)) € un’altra parametrizzazione locale con

Do € @(D), allora

fop=fop o ¢lop
¢ differenziabile in quanto dal Teorema 3.34 segue che ¢ composizione di
applicazioni differenziabili. Siccome f(p) = (f o »)(¢~'(p)), si pone

of _fop) _0f  0f _0fop) Of

ou’  Ou ou o ov o
e risulta

af Ofou Of ov of Ofou  Ofov
(3.9) 95 " 9udn T ovdn © 95 ouds oo

A volte, con abuso di notazione, si usa scrivere f(u,v) al posto di f(u,v).
L’insieme F (M) di tutte le funzioni differenziabili definite su M ha una strut-
tura naturale, cosi come visto nel caso di R” (cf. Sezione 1.3), di algebra reale
commutativa. Analogamente per F(A) con A aperto di M.

Definizione 3.37. Sia F : M — R* con M superficie regolare. L’applica-
zione F' si dice differenziabile in un punto py € M se esiste una parametriz-
zazione locale (D, @) di M con py € p(D) tale che F oy : D CR? — RF sia
differenziabile. Equivalentemente,

F:M—RF p— F(p) = (Fl(p>7"'7Fk(p))7

e differenziabile se le sue funzioni componenti F; : M — R sono differenziabili.

F si dice differenziabile su un aperto A di M se ¢ differenziabile in p per ogni
p € A.

Definizione 3.38. Sia F' : R¥ — M, con M superficie regolare, e sia
po € RF. F si dice differenziabile in py se esiste U intorno di py ed esiste
(D, ) parametrizzazione locale di M con F(U) C p(D) tali che

F=¢pl'oF:UCRF(U)C¢D)c M—=D CR?
sia differenziabile.
Anche questa definizione ¢ ben posta:
g oF=¢"lop o g loF.
F si dice differenziabile su un aperto A di Rk se e differenziabile in p per ogni
p € A. In particolare, puo essere k = 1 ed A un intervallo aperto di R.

Esempi 3.39.
(1) Sia M una superficie regolare. L’inclusione i : M < R3 p — p, ¢ differen-
ziabile. Infatti, in coordinate locali, I'applicazione

iop: (u,v)— (m(u,v),y(u,v),z(u, U))
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¢ differenziabile.

(2) Se F : R® — R* ¢ differenziabile e M ¢ una superficie regolare di R?, allora
la restrizione f = Fjp; : M — R¥ & differenziabile. Infatti,

f=Fy=Foi:M<— R-R"
e differenziabile in quanto composizione di applicazioni differenziabili.
(3) L’applicazione

F:R?2 = M=SY(r) xR, (u,v) — (re®, u),

¢ differenziabile (M ¢ il cilindro di equazione cartesiana z* + y? = r?). Consi-
deriamo la parametrizzazione locale (D, ) di M, dove

0 : D =Rx]0,2r[— M C R? (u,v) — (rcosv,rsenv, u).
L’applicazione F' in coordinate locali, ovvero 'applicazione
o o F:R*>p(D)—D, (u,v)—(rcosv, rsen v, u)—(u,v),

¢ lidentita su R? e quindi ¢ differenziabile. Pertanto, la F' ¢ differenziabile.

Osservazione 3.40. Se F : RF — R3 ¢ differenziabile con F(R*) ¢ M
superficie regolare di R3, allora si puo provare che I : R¥ — M ¢ differenziabile
(cf. [17] Theorem 3.2, p.145).

Introduciamo ora il concetto di applicazione differenziabile tra superfici.

Definizione 3.41. Siano M, M superfici regolari ed F : M — M. F si
dice differenziabile in un fissato punto po € M, se esiste una parametrizzazione
locale (D, @) di M con py € (D) ed esiste una parametrizzazione locale (D, @)
di M con F(p(D)) contenuto in ¢(D), tali che

ﬁ:z@floFogozD%D

sia un’applicazione differenziabile (tra aperti di R?). Inoltre, F si dice differen-
ziabile su A aperto di M se ¢ differenziabile in p per ognip € A. F: M — M
si dice che ¢ un diffeomorfismo se F' ¢ bigettiva con F ed F~' applicazioni
differenziabili, e in tal caso M e M si dicono diffeomorfe. F si dice che é
un diffeomorfismo locale se per ogni pg € M esiste U intorno aperto di py in
M ed esiste V intorno aperto di F(py) in M tali che Fiy : U — V sia un
diffeomorfismo.

Osserviamo che anche la Definizione 3.41 ¢ ben posta, ovvero non dipen-
de dalle parametrizzazioni locali considerate. Infatti, prendendo (in modo
opportuno) altre parametrizzazioni locali, si ha

gE_loFogZJ:(Q/;_lo@) o (@_10Fogp) o ((p_loq/J),

Esempio 3.42. L’applicazione f : S* — R, p = (1,9,2) = x +y + 2,
¢ differenziabile, dove S? ¢ la sfera unitaria di centro l'origine. Sia (D, ) la
parametrizzazione locale su S? definita da

D={(u,v) : W?+0* <1}, o:(u,v) = (u,v,y/1— (u?+v2)).

La f in coordinate locali e 'applicazione
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f=fop:(uv)~ (u,0,VI—u®2—0%) —»utv+v1—u2—02
che e differenziabile su D. Si poteva anche osservare che
f=Foi:S?—=R*—=R
e differenziabile in quanto
iS5 REpsped FR =R, (r,y,2) =~ (x+y+ 2),
sono differenziabili.

Esempio 3.43. L’applicazione f : S' xR — §2, p Py differenziabile,

Il
dove S' xR = {(z,y,2) € R® : 22 +y? =1} e S? ¢ la sfera unitaria di centro

l'origine. Consideriamo su S' x R la parametrizzazione locale (D, ) dove
D =R, x]0,27[, ¢: (u,v)+— (cosv,senv,u).
Sia (D, @) la parametrizzazione locale su S? definita da
D={(av) : *+v* <1}, ¢:(4,0)—> (H,T;, 1 (a2+@2)> :

Per come scelte le parametrizzazioni locali si ha f(¢(D)) C ¢(D). Siccome

g lofoyp : (u,v) — p=(cosv,senv,u)
f D cosv sen v u
= T = ) )
2]l <\/1+u2 V1+u? V1+u2>

COS v sen v )
)

¢ -
— (u(u,v),v(u,v)) = ,
(#(0), 9. v) (¢1+uz ita
possiamo concludere che =1 o f o ¢ & differenziabile.

Esempio 3.44. La sfera S* : 2% + y* + 2% = 1 e ellissoide M : (z/a)* +

(y/b)? + (2/c)? = 1 sono superfici diffeomorfe. L’applicazione
[:8% = M, (2,y,2) = (2,9, 2) = (az, by, cz),

¢ un diffeomorfismo (si noti che 2 + y* + 2% = 1 implica (2'/a)? + (y//b)* +
(2//c)? =1). Si verifichi che F ¢ effettivamente un diffeomorfismo.

Esercizio 3.45. Sia A € R, X # 0. Verificare che I'applicazione

f824(1) = SH(|A), (x,y,2) = A=, y,2),

e un diffeomorfismo. Osservare che, in particolare, 'applicazione antipodale
f:8%(1) = S*(1), (z,y,2) = —(z,9, 2), ¢ un diffeomorfismo della sfera.

3.4. Curve su una superficie
Sia M una superficie regolare.

Definizione 3.46. Una curva differenziabile della superficie M é un’ap-
plicazione differenziabile v : I — M, dove I ¢ un intervallo aperto di R. In
altre parole, fissato ty € I, esiste J =ty — e,tg + e[C I, ed esiste (D, )
parametrizzazione locale di M, con v(J) C ¢(D), tali che
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Y=¢ oy J=q(J) Cp(D) > DCR

sia differenziabile.

Dalla definizione data segue che 3(t) = ¢~ (y(t)) = (u(t),v(t)) & una curva
differenziabile di R? contenuta in D. Di conseguenza, risulta

(1) = o(F(1) = (z(u(t), v(t)),y(ut),v(t), = (u(t), v(1))),

ovvero

con

z(t) = x(u(t), v(t), y(t) =y(u®),v(t)) e 2(t) = 2(u(t),v(t))
differenziabili. Quindi, una curva differenziabile v(t) di M & anche una curva
differenziabile di R?®, per cui si pud considerare il vettore tangente §(t) €
T, R*. Daltronde, se v : I — R® ¢ una curva differenziabile di R* con
v(I) € M, allora v : I — M ¢ una curva differenziabile della superficie M (cf.
Osservazione 3.40). Quindi, una curva differenziabile di M la possiamo anche
definire come un’applicazione differenziabile y : I — R3 con v(I) C M.

Un ruolo fondamentale nello studio della geometria differenziale di una
superficie regolare e svolto da due curve speciali che adesso introduciamo.

Curve coordinate
Fissato py € M, sia (D,¢) una parametrizzazione locale di M con py =
©(ug, vg) € p(D). Consideriamo su M le seguenti curve:

Tt -[1 — M7 Vl(u) = SO(UJ UO) - (ZE’(U,, UO)? y(U,Uo), Z(U, UO))J
Y2 - [2 — M7 72(/0) = QO(U(),U) = (.Z'(UQ,’U), y(u07v)7 Z(Uo,?})) :
1 € 9 sono curve differenziabili di M. Infatti,

A’yil = prl O - I — D, u)—)gp(u,vo)'—)(U,Uo),

o = 90_1 oy : Iy = D, UD—>90(U0,U)'—>(U07 U)a

sono curve differenziabili del dominio D di R?, 7; ¢ il segmento v = vo di D e
o € il segmento u = ug di D. Le curve =1 e 7y, si dicono curve coordinate di M
per po = ¢(ug, vo) (rispetto alla parametrizzazione scelta). Piu precisamente:

e 7 ¢ detta curva delle u per p, (definita da v = vy),
e 7, ¢ detta curva delle v per py (definita da u = uy).

I vettori velocita 41 (ug), Ya(vo) € Tp, R? si dicono vettori tangenti coordinati
in pg. Risulta

) or 0Oy 0z
’yl(U(]) - <%7 %’ %)(uo,vo) - (qu(uo,vo), yu(uo,vo), ZU(UO,UO)),
. or 0Oy 0z
Yo (vo) = (%7 B %>(uo,vo) = (%(onvo)y Yu (o, Vo), Zu(uo,vo))-
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Nel seguito indicheremo il vettore 41 (ug) con ¢ e il vettore 45(vy) con Y.
Con ¢, e ¢, denoteremo i vettori tangenti cooordinati nel generico punto
p = ¢(u,v) € p(D).

Dalla proprieta c) della Definizione di superficie regolare, segue la seguente
proposizione.

Proposizione 3.47. I wettori tangenti coordinati ¢°, ©0 € T, R3 sono
linearmente indipendent:

Esempio 3.48. Sia 7(u) una curva semplice regolare del piano ., v(u) :
r = f(u) > 0,y = 0,z = g(u), u €|a,b[. Poiche la curva ¢ regolare,
(f'(u),g'(u)) # (0,0). Sia ¥ la superficie di rotazione ottenuta ruotando
v(u) intorno all’asse z. Sappiamo che ¥ & una superficie regolare (cf. Esempio
3.15). Una parametrizzazione locale di ¥ ¢ data da (D, ¢), dove

D =]a,b[x]0,27[ e ¢: (u,v) € D> p(u,v) = (f(u)cosv, f(u)senv, g(u)).
Troviamo le curve coordinate 71 (u) e v(v) e i corrispondenti vettori velocita
rispetto alla fissata parametrizzazione locale. Dato py = ¢(ug, vo) € ¢(D), la
curva delle u per pg ¢ il meridiano per py, ossia

Y1(u) = ¢(u,vo) = (f(“) cos vy, f(u)sen vy, 9(“))
Analogamente, la curva delle v per pg € il parallelo per pgy, ovvero
Y2(v) = p(uo,v) = (f(UO)COS% f(uo) Seﬂv,g(uo))-
I corrispondenti vettori velocita sono:
0% = A1(uo) = (f'(uo)cos vy, f'(uo)sen vy, g'(ug)),
@) = Aa(ve) = (— f(uo)sen vy, f(ug)cos vy, 0).
Osserviamo che Y - o9 = 0, cioe i vettori ¢, ¢? sono ortogonali. Inoltre,

15012 = (f/(u0)” + (¢'(u0)” = [5(wo)[2 > 0 e [l = f*(uo) > 0.

Nel caso della sfera S? parametrizzata localmente con coordinate geo-
grafiche (u,v) € D =]0, 7[x]0, 27|, u colatitudine e v longitudine:

o(u,v) = (senwucosv,sen usen v, cosu),

le curve delle u (v = vg) sono semicirconferenze di raggio massimo, e le curve
delle v (u = ug) sono circonferenze contenute in piani ortogonali all’asse z.

Nel caso della superficie torica T, una parametrizzazione locale e data
da

¢(u,v) = ((a+ rcosu)cos v, (a + rcosu)sen v, r sen u)

con (u,v) €]0,27[x]0,27[. Rispetto a tale parametrizzazione, le curve delle u
(v = vg) sono circonferenze date dalle intersezioni di 7" con semipiani contenenti
'asse, e le curve delle v (u = ug) sono circonferenze date dall’intersezione di T’
con piani ortogonali all’asse.

Nel caso del cilindro circolare M : 2 + y? = r?

locale ¢ data da

, una parametrizzazione

o(u,v) = (rcosv, rsenv, u)
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con (u,v) € Rx]0,2x[. Rispetto a tale parametrizzazione, le curve delle u
(v = wvp) sono rette date dalle intersezioni di M con semipiani contenenti
'asse, e le curve delle v (u = ug) sono circonferenze date dall’intersezione di
M con piani ortogonali all’asse.

3.5. Piano tangente a una superficie
Sia M una superficie regolare.

Definizione 3.49. Sia p € M. Un wvettore v, € T,R* si dice vettore
tangente in p alla superficie M se esiste v : I — M curva differenziabile di
M ed esiste to € I tali che

V(o) =p € A(to) = v

In particolare, i vettori coordinati ¢ e ©? sono vettori tangenti alla superficie.
Poniamo

T, M := {v, € T,R®: v, tangente in p alla superficie M }.

Teorema 3.50. L’insieme T, M ¢ un sottospazio vettoriale 2-dimensionale
di T,R3, che viene detto piano tangente in p alla superficie M. Pii precisa-
mente, data una carta locale (D, p), si ha

T, M = span(gag, 90?;)

Inoltre, se y(t) = p(u(t),v(t)) é una curva differenziabile di M con sostegno
in o(D), si ha

(3.10) J(t) = (1) u (ul(t), v(t)) + /(1) o (ult), v(t)).
In particolare, se p = (o), il vettore v, =(ty) = u'(to) 2 + ' (to) Y.

DIMOSTRAZIONE. Sia (D, ) ¢ una fissata carta locale. Siccome ¢ e ¢!
sono vettori tangenti linearmente indipendenti, per provare il teorema basta
provare che T, M = span(p?, ©Y).

“C” Siawv, € T,M esiay: I — M una curva differenziabile di M con
Y(to) =p e F(to) = v,. Poniamo

V() =7 (1(1)) = (u(t),v(?)),
con y(I) C p(D). Posto p = p(ug, vo),
p(uo,v0) = p = (to) = v(F(t)) = ¢(ulto),v(to))
implica, essendo ¢ iniettiva, u(ty) = ug e v(tg) = vg. Inoltre,
(1) = (7)) = e (u(t), v(t))
= (z(u(t),v(t), y(u(t),v(t)), z(u(t),v(t))) = (z(t),y(t), 2(t)).
Allora,
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dove

d d
_Ordu Ordv gy e (e),

W= v @

e analogamente
Y1) = yut'(t) + 30’ (1), 2'(t) = 2,0/ (t) + 20/ ().
Quindi,

3(t) = (8) (a (), (1)), i (u(t), v(1)), 2 (u(t), v (1)) )
+ U,(t) (xv (u(t)’ U(t)) » Yo (u(t)’ U(t))> Zy (u(t)a /U(t))>a

da cui segue la (3.10). Inoltre, la (3.10) implica

v = o) = u'(to) pu +'(to) ¢l
e quindi v, € span(, ©0).
“D” Sia v, € span(@?, ¥0), v, = A + ud, A, i € R. Per provare che v, &
un vettore tangente a M, occorre trovare una curva differenziabile (t) di M
tale che y(tg) =p e F(to) = vp. Consideriamo la curva
Y(t) = e(ug + At, vo + pt), |t] < e.
Prendendo ¢ abbastanza piccolo, si ha che

F(t) = @ ((t)) = (uo + At,v0 + pt) € D
e quindi y(] —€,e]) C (D) C M, cioe ¥(t) ¢ una curva differenziabile di M.
Tale curva soddisfa v(0) = ¢(ug,vo) = p e, per la (3.10), il vettore tangente &
dato da
$(0) = w'(0)py + v'(0)i0y = Ay + gy = vy
Pertanto, v, € T,M. ]
Osservazione 3.51. Dal Teorema 3.50 segue che il piano tangente T,M
nel punto p = p(ug, v9) = (o, Yo, 20), ¢ il piano per p e parallelo ai vettori ¢?
e ¢). Quindi 7T, M (come insieme di punti) ha equazione cartesiana
T—=To Y=Y <%0
T,M:| 22 Y z
0

0
€y Yy z,

=0.

RO g0

In particolare, un vettore v, € T,M se e solo se ©) A @Y - v, = 0.

Proposizione 3.52. Sia M wuna superficie di livello regolare, quindi di
equazione cartesiana f(x,y,z) = ¢ e con (Vf), # (0,0,0) per ogni p € M.
Allora, se p = (x0,Y0,20) € un fissato punto di M, il piano tangente T,M
(come insieme di punti) ha equazione cartesiana

(3.11) fo(x —xo) + f)(y — yo) + [2(z — 20) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Per provare che T, M ha equazione cartesiana (3.11),
basta provare che
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M = (Vf)y,

ovvero i coefficienti di giacitura del piano 7, M sono le componenti di (Vf),.
Sia v, € T,M e siay(t) una curva differenziabile di M con v(0) = p e ¥(0) = v,.
Possiamo scrivere, rispetto a una fissata parametrizzazione locale,

() = (2(t),y(t), 2(t)) = (z(u(t), v(t)), y(u(t), v(t)), z(u(t), v(1))),

e quindi v, = 4(0) = (2/(0),¢'(0), Z’(O))p. Poiche 7 € una curva di M, si ha
f(z(t),y(t), 2(t)) = ¢ per ogni t, e quindi

In particolare, per t = 0, si ha
F02/(0) + F24/(0) + f22(0) = 0, ovvero (V) -, = 0.
Cio implica che v, € (Vf),, ovvero T,M C (Vf).-. Ma T,M e (Vf), sono

entrambi sottospazi di dlmensmne 2, per cui possiamo concludere che T,M =

(Vi) 0

Osservazione 3.53. Siano (D, ¢, (u,v)) e (D, @, (4,v)) due parametriz-
zazioni locali con intersezione ¢(D) N @(D) non vuota. Su (D) N ¢(D)
consideriamo il cambiamento di parametri

p~log: (u,v
Allora, per ogni p € ¢

p=p(u,v) = (a:(u ), uv),z(u,v))
= (z(u(a,),v(,v)),y(u(@,v),v(a,0)),z(u(a,v),v(a,mv))),
p= 95(7176) = ($(l_b,?_]),y(ﬂ,1_)),2 71,27)),

Derivando, si ottiene

o = (20, Yas 22) — (am du 8_1: v Oy Ou N dy dv 0Oz (9u dz 81})
h o ou 8u Ov Ou ' Oudu v ou’ Ou (?u v i

By = (29, Yo, 70) = (8x du @ v Oy du N Jy dv 0z 8u 0z 81})
: e Oudv  Ovov’ Oudv  Ovov’ Oudv (% 0v )

Pertanto,

B _8u ov B _f)u ov
(3.12) Pu= out gPus Po= a5
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Quindi la matrice del cambiamento di base, nel generico punto p € ¢(D) N
o(D), e data da

du du
(3.13) Jo— | om0
9 v
ou 9o

che ¢ la matrice jacobiana del cambiamento di parametri.
Adesso, poniamo

(.%‘1, xQ) = (uv U) € (y17 y2) = (ﬂv E)'
Inoltre, fissato un punto p € ¢(D) N (D), poniamo
RN =y, =g = 05=4¢
Allora,
T,M = span(d?,09) = span(d, 39).

Posto

Up = 21‘2:1 a; 0] e wv,= 21‘2:1 b; 05,
dalla (3.12) segue che

(3.14) Z 8% p) 0 equindi a; = Z b; gwl (p).
Yj

3.6. Differenziale e derivata direzionale

Siano My, My superfici regolari, F': My — M; un’applicazione differenzia-
bile e p € M;.

Definizione 3.54. [l differenziale di F' in p é definito dall’applicazione
F., T, My = Ty My,  w, =(0) — F, w, == ¢(0),
dove y(t) € una curva differenziabile di M con v(0) = p, ¥(0) = w,, e o(t) =
F(y(t)). Sinoti che o(t) soddisfa o(0) = F(v(0)) = F(p).

Proposizione 3.55. La definizione di F, w, non dipende dalla scelta di -y
e F,, ¢ un’applicazione lineare.

DIMOSTRAZIONE. Siano (D,go, (u,v)) e (D,gb, (ﬂ,q_))) parametrizzazioni
locali di My e M, rispettivamente, con p = ¢(ug,v9) € @(D) e F(p(D)) C
@(D). L’applicazione

F=¢toFoyp:D— D,(uv)— (Fi(u,v), F(u,v))

¢ differenziabile poiché lo ¢ la F. Sia w, = a;¢% + ax¢? € T,My, e quindi sia
v(t) una curva differenziabile di M; con v(0) = p e 4(0) = w,. Allora,

V() = e(F(t) = e(u(t),v(t)) e w,=7(0) =u'(0)g) + v'(0)e).
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Pertanto, o(t) = F(v(t)) soddisfa
F(t) =@ (o)) =~ (F(1(t)) =@~ o Fop((t))
=@ o Fop(u(t),v(t) = (Fi(ul),vt)), Fa(u(t),v(t))),

ovvero

N a(t) = (a(t),v(t)) con u(t) = Fi(u(t),v(t)) e v(t) = Fo(u(t),v(t)).
1 conseguenza,

a(0) = a'(0) @) + 7'(0) 27,

dove OF OF
e @ (0) = (0, v0) ' (0) + ——~ (o, 0) (0)
OF. OF:
7 (0) = a—;(uo,vo) W/ (0) + a—j(uo, ) V' (0).
Pertanto, siccome a; = u/(0) e ay = v'(0), si ha
OF OF;
a—ul(uo,vo) a—vl(uo,vo) @
(3.15) Fow,=0d(0) =
2 o) 2 g, wn) | e
ou Uo, Yo o Uo, Yo 2

La (3.15) implica che F, w, non dipende da v ma solo da wj, e da F'. Inoltre,
la stessa formula implica che F, ¢ un’applicazione lineare. U

Si noti che per definire F, basta la differenziabilita nel punto p. Dalla dimo-
strazione della proposizione precedente segue che la matrice jacobiana J(F),, :=
J(F)(uw) € la matrice associata a F, rispetto alle basi coordinate (¢, ¢?) e
(@2, Pr):
0F; 0F;
F* 0=— ) o a ) 797
»Pu ou (U'O UO)QDu + ou <u0 UO)SO’U

oF, OF:
a_vl(uo, Vo) P9 + a_;(UO, Vo) PY.

In particolare, I ¢ un diffeomorfismo locale se e solo se F,, ¢ un isomorfismo
per ogni p € M.

F*p@g =

Siano ora M una superficie regolare ed f : M — R un’applicazione a valori
reali differenziabile (in p € M). Sia w, € T,M, w, = a1¢% +az¢’, e quindi v(t)
una curva differenziabile di M con v(0) = p, w, = 7(0) = u/(0)¢ + v'(0)0.
In tal caso o(t) = f(y(t)) = (f o p)(u(t),v(t)) = f(u(t),v(t)) € una curva
differenziabile di R, T,()R =R e
d of of
31 60) 10 = 10 2 g, 00) + /(0 2 ()

of of =
= al—f(uoa vo) + a2—f(uoa vo) = wy(f),

ou v

o(0) =
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dove wp(f) ¢ la derivata direzionale di f : D C R? — R rispetto a w, =
(aly a2)p .

Definizione 3.56. La derivata direzionale di f rispetto a w, € definita
da
() = @ 2L g, o) + ar 2L g, v0)
Wp =ay ou Ug, Vo a2 v Ug, Vo),
af af af of

dove %(uo,vo) = %(uo,vo) e %(uo,vo) = %(uo,vo).

Tale definizione non dipende dalla parametrizzazione scelta. Infatti, consi-
derando due parametrizzazioni e facendo uso delle notazioni introdotte nella
Osservazione 3.53, posto w, = So,a; 07 = 327 b;3%, 1a (3.9) e la (3.14)
implicano
af ox; af af
2 2 2 i 2
> 2L (p) = 2 S PP =52 5 2oy
lela axl (p) Zz_l (Zj_]_ J ay] (p>) axl (p) Z]_l J ay] (p)

L’applicazione
(3.16) (df)p : Tr,M — R, wy, — (df),(wy) :=d(0) = wy(f),

¢ il differenziale di f in p, ed ¢ chiaramente una forma lineare su 7,,M, ovvero
(df), & un elemento dello spazio duale Ty M. In particolare,

(df)plen) = &0(f) e (df)p(ed) = &D(f),

dove

(3.17)  wulf)

Di conseguenza, se w, = a14" + asy?, considerate le applicazioni coordinate
u:p(D) = Rp—ulp) e v:pD)—=Rp—u(p),

9 of 5
= ) = Do) e 62011 = ) = W, vo)

siha a; =w,(u) e ay=w,(v), ovvero
(3.18) w, = w,(u) P + w, (V)Y

Usando le notazioni (z1,7) = (u,v) e Y = ©%, 99 = % possiamo anche
scrivere

w, = wy (1) + wy(22)09 = 327w, (x;)0Y.
Inoltre, per ogni fi, fo : M — R applicazioni differenziabili (in un intorno di
p) € A1, A2 € R, si ottiene facilmente

(1) wp(Mfi + Aaf2) = Mwy(f1) + Aawy(f2),
(i) wyp(fife) = filp)wy(f2) + fa(p)wy(f1)-

Le proprieta (i) e (ii) ci dicono che w, ¢ una derivazione di F(p) (algebra delle
funzioni differenziabili in un intorno di p).

Infine, siccome

(du)p(gn) = (dv)p(py) =1 e (du)y(py) =0 = (dv),(¢h),
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allora {(du),, (dv),} ¢ la base di T> M duale della base coordinata {¢}), ¢)} di
T,M. Inoltre,

(@) = 92 ) (), + L (p) (a0),.

Definizione 3.57. Un campo vettoriale tangente alla superficie M ¢
un’applicazione
XM — Uy ToM,p— X, € T,M.
X si dice differenziabile se per ogni funzione differenziabile f : M — R, la
funzione

X(f): M = R,p—= X(f)(p) = Xp(f),
e differenziabile.

Rispetto a una fissata carta locale (D, ¢), i campi vettoriali locali ¢, e ¢, sono
differenziabili. Infatti, dalla (3.17) si ha
of

0
alf) = e oun=9

Inoltre, dalla (3.18) segue che un campo vettoriale tangente alla superficie M
si esprime (localmente) con

X = a1pu + agepu,
dove le funzioni componenti aq, a; sono date da

ap=Xu) e ay=X(v).

Quindi, tenendo anche conto della (3.14), si ha che X & differenziabile se e
solo se le sue funzioni componenti a;, ay (rispetto a una fissata carta locale) lo
sono.

Dalle proprieta della derivata direzionale w,(f), si ottiene che un campo
vettoriale (differenziabile) tangente X si puo pensare come una derivazione di
F(M) (algebra delle funzioni differenziabili su M), ovvero come un operatore

X :F(M)— F(M), f— X(f),
che soddisfa le seguenti proprieta

() X(Arfi+Aefa) = MX(f1) + XX (f2) e (i) X(fif2) = iX(f2) + X (f1)
per ogni fi, fo € F(M) e A\, A2 € R. In tal caso, per ogni p € M, il vettore
tangente X, = X (p) ¢ definito da
Xp = papy + H2py,
dove le costanti fiy, j1o sono definite da
o= X()(p) e p2=X()p).
Denotiamo con X(M) 'insieme di tutti i campi vettoriali tangenti (differen-
ziabili) definiti su M. Per ogni X,Y € X(M), A€ Re f € F(M), si possono
definire in modo naturale i campi vettoriali X + Y, \X, fX € X(M). Inoltre,
per ogni X,Y € X(M) si puo definire il campo vettoriale tangente parentesi
di Lie
(X, Y] F(M) — F(M), f— [X,Y](f) = XY (f) = YX().
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In effetti, si puo vedere che [X,Y] verifica (i) e (ii) e quindi ¢ un elemento di
X(M). Naturalmente quanto detto si puo ripetere per campi vettoriali tangenti
a M ma definiti su un aperto A di M.

Osservazione 3.58. Sia M una superficie regolare di R3. Se un campo
vettoriale X € X(R?) ha la proprieta che X, € T,M per ogni p € M, allora si
puo dimostrare che X = Xy, € X(M).

Esercizio 3.59. verificare che X(M) ha una struttura algebrica di F(M)-
modulo indotta dalle operazioni

(X, V)= X+Y, AMNX)—=AX e (f,.X)— fX.
In particolare, (¢4, ¢,) € base locale per X(M).

Sia ora F': M — M un diffeomorfismo tra due superfici regolari. Per ogni
X € X(M), indichiamo con F, X il campo vettoriale su M definito da
(3.19) (F.X), := FupX,, per ogniq € M,q= F(p).
Dalla (3.15) segue che anche F, X ¢ differenziabile, quindi il differenziale defini-

sce una corrispondenza biunivoca F, : X(M) — X(M) che soddisfa (verificare
per esercizio):

FX+Y)=F(X)+ F(Y), F.(fX)=(foFYHE(X) e
(F.(X))(g) = X(go F)o F~', dove g F(M).

3.7. Prima forma fondamentale

Finora ci siamo occupati esclusivamente dell’aspetto differenziale delle su-
perfici, adesso iniziamo a occuparci dell’aspetto metrico. A tal fine introdu-
ciamo la prima forma fondamentale.

Siano M una superficie regolare, p un punto di M e 7,,M il piano tangente
in p ad M. Il prodotto scalare di T,R?® induce un prodotto scalare su T, M
(che & un sottospazio vettoriale di T,R?), definito da

Up - Wp =V -w, perogni vy, w, € T,M.

Definizione 3.60. La prima forma fondamentale di M in p é la forma
quadratica Z,, assoctata al prodotto scalare indotto su T,M. Quindi,

L, TyM = R, v, = Ly(vy) = v, vp = ||Up||2 = ||U||2

Si noti che Z,, determina il prodotto scalare

1
Up - Wp = E{Ip(vp +wp) = Ip(vp) — Ip(wp)}-
Coefficienti della prima forma fondamentale
Consideriamo una parametrizzazione locale (D, ¢) e un punto p = (ug, vg) €
@(D) C M. Per ogni v,,w, € T,M, posto
vp=a1 ¢y + 01 e wy=ayel + by,

si ha
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Up Wy = arGa gy + (abe + ash) ¢ - ) 4 bibagl - 4,
e quindi
Tp(vp) = af ¢ - ) + 20101 5 - @ + b7 ¢ - 0.
I coefficienti
E(p) =y ¢, Flo)=wy ¢ e Gp)=v o
determinano la prima forma fondamentale (e il prodotto scalare) nel punto p.
Le tre funzioni differenziabili

E=pu-ou, F=pu 0y, G=9, @,
si dicono coefficienti della prima forma fondamentale Z (rispetto alla fissata
parametrizzazione). Quindi, la matrice simmetrica

E F

F G
determina il prodotto scalare nel dominio DD. Naturalmente le funzioni F, F, G
si possono considerare definite anche su ¢(D), in tal caso si identificano con

Eop™ Fop™ Gop

Proposizione 3.61. Sia (¢, D, (u,v) un’altra parametrizzazione locale con
intersezione o(D) N @(D) non vuota e sia J. la matrice jacobiana del cambia-
mento di parametri definita dalla (3.13). Indicati con E, F,G i coefficienti di
T rispetto alla seconda parametrizzazione, si ha

E F E F
(3.20) = Jr Je,

c

F G F G
e quindi EG — F?* = (det(J,)?(EG — F?).

DIMOSTRAZIONE. Usiamo le notazioni introdotte nella Osservazione 3.53.
Quindi, poniamo

(xb‘r?) - (U,U), (?]1;92) - (’L_L,l_}), a1 = Pu, 82 = o, 51 = Pa, 52 = ¥y
Allora, la (3.12) e la matrice J. diventano rispettivamente

0 =20 5500 e o= (i), Jy =Gk

Inoltre, poniamo g;; =0;-0; e §ij = 0y - 5-. Allora,

2

Gij = (k_ Oty > <Zg— ) Z JriInjGkn = Z ik Tni Gk,

h=1 k,h=1

e quindi (g;;) = J'(gij)Je, ovvero la (3.20). O

L’importanza della prima forma fondamentale viene dal fatto che la co-
noscenza di Z permette di studiare questioni metriche sulla superficie senza
ulteriori riferimenti allo spazio ambiente R3. Ad esempio, se v(t) ¢ una curva
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differenziabile di M con (1) C ¢(D), si puo definire la lunghezza d’arco in
termini dei coefficienti della prima forma fondamentale:

LOpan) = [ I50lat = [ VIGe

Se y(t) = p(u(t),v(t)), allora
Y(t) = ' (O)pu(u(t), v(t) + ')y (u(t), v(t))

e quindi

Z(9(1) = YOI = E()u'(£)* + 2F ()’ (0)o' (1) + G(1)v' (t).

Facciamo vedere che 1'espressione di Z((t)) non dipende dalla particolare pa-
rametrizzazione considerata. Sia (D, @, (i, 7)) un’altra parametrizzazione con
(1) € @(D) N (D). Poniamo (2:1(t), z5(t)) = (u(t),v(t)), (41(1),42(1)) =
(u(t),v(t)), O = Qu, 02 = @y, 1 = Py, Oy = Py, quindi (g;; = 9; - 9;) ¢ la
matrice della prima forma fondamentale rispetto a (D, ¢) e (g;; = 0; - 0;) ¢ la
matrice della prima forma fondamentale rispetto a (D, @). Allora si ha

: dyn dyx _ dyndyr 5 =
5@ NTART k(1) T (On - Ok) (4(1))
B dy, dys 83@ Ox;
_Zdt ¢ : (“Zayka
B ox; dyh 8% dyk dx; da:]

h,k,i,j

= [4®I5 -

L’angolo convesso ¥ determinato da due curve regolari o, 5 : I — M che
si incontrano in pg = a(ty) = (o) € definito da

__Alto) - Blte)
laCto) 15 2o)

In particolare, ’angolo convesso 9 tra le curve coordinate per py ¢ dato da

cos = P P = o .

lealllledll VEG
Quindi, le curve coordinate di una parametrizzazione locale sono ortogonali se
e solo se F' = 0. Le coordinate (u,v) di una parametrizzazione regolare (D, ¢)
per cui F = GG e F' = 0 si dicono coordinate isoterme. Si puo dimostrare
(teorema non banale) che per ogni fissato punto p di una superficie regolare
esiste una parametrizzazione locale (D, ¢) di coordinate isoterme con p € ¢(D)

(cf., ad esempio, [9] p.227).

Data la curva differenziabile v(t) = ¢(u(t),v(t)), possiamo considerare la
lunghezza d’arco

= [y IA@®)dt = [ VEU? +2Fuv + GUR(t)dt,
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da cui segue

ds/dt = v/ Eu? + 2Fu'v' + Gv'2(t),
e quindi
(ds/dt)? = E(t)(du/dt)* + 2F(t)(du/dt)(dv/dt) + G(t)(du/dt)?,
che in forma abbreviata si esprime con
(3.21) ds* = Edu® + 2Fdudv + Gdv*.

Spesso la prima forma fondamentale di una superficie regolare si esprime con
la formula (3.21), e ds & detto elemento di lunghezza d’arco. In particolare, se
E=G=1e¢F =0, allora ds* = du®+ dv? che ¢ una “forma infinitesimale” del
Teorema di Pitagora.

Il gradiente su superfici regolari. Sia f : M — R una funzione dif-
ferenziabile definita su una superficie regolare M. Nella sezione precedente
abbiamo definito il differenziale di f. Il gradiente di f ¢ il campo vettoriale
V f (tangente a M) che ad ogni punto p associa il vettore tangente (V f), duale
del differenziale (df),, ovvero (Vf), ¢ definito da

(V)p - wp = (df )p(wp) = wy(f)

Posto (Vf), = a1¢) + as?, dalla (3.17) si ottiene

(VE)p - e = wulf) = (0f/0u)(p) = [,

(Vo -y = @0(f) = (0f/0v)(p) = f-
Inoltre,

(V)p po=aE’ +asF° e (Vf), oy =aF’ + aG’.

Quindi,

a1E0+a2F0: 3, a1F0+a2G0:f3.

Risolvendo tale sistema, si ottengono le componenti di (V f), rispetto alla base
00 0. Pertanto, localmente, il gradiente & dato dalla seguente formula

fuG = [ JoE = fuF
EG—F2 """ BEG-—F2 """
In particolare, se la base (¢, ¢,) € ortonormale, si ha
V= fupu+ fopu -

Esempio 3.62. Siano @(ay,as, as) e b(by, by, bs) due vettori ortonormali di
R3. Tl piano M per po(zo, yo, 20) e parallelo ai vettori @, b, & parametrizzato da

V=

o(u,v) = (xo+uway +vby,yo+uwas +vbe, 20 + uasz +vbs), (u,v) € R
Quindi,
Pu = (a1,a2,a3) € Py = (b1,b2,b3)-
I coefficienti della 1* forma fondamentale sono
E:‘Pu'@u:HmP:lv F=p, - p,=a-0=0 e GZSOD'SOv:HbW:l-
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In particolare, se @ = (1,0, 0), b= (0,1,0) e po = O(0,0,0), allora M & il piano
R2:z=0.
Se consideriamo 'aperto del piano R? parametrizzato con le coordinate
polari: p(u,v) = (ucosv,usenv,0), (u,v) € D =|0,400[x]0, 27[, allora
oy = (cosv,senv,0) e ¢, = (—usenw,ucosu,0),
e i corrispondenti coefficienti di Z sono E =1, F =0e G = u%

Esercizio 3.63. Siano (u,v) le usuali coordinate cartesiane e denotiamo
con (@, v) le coordinate polari definite in D =]0, +-00[x]0, 27[. Si verifichi per
tali parametrizzazioni la (3.20).

Esempio 3.64. Sia X la superficie di rotazione con la parametrizzazione
locale (cf. Esempio 3.15 )

o(u,v) = (f(u)cosv, f(u)senw, g(u)), wu €la,b e v €]0,27].

Assumiamo che la curva regolare y(u) : x = f(u) > 0,y = 0,z = g(u), sia
parametrizzata con l’ascissa curvilinea. Siccome i vettori ¢, ¢, sono dati da

pu = (f'(u)cosv, f'(u)senv,g'(u)) e @, = (— f(u)senv, f(u)cosv,0),
allora 1 coefficienti della 1% forma fondamentale sono

E=led? =3P =1, F=pu, o.=0 e G=llg|*= f*(u)>0.

In particolare, se consideriamo il cilindro circolare retto parametrizzato local-
mente da

o(u,v) = (cosv,senv,u), con u €la,blewv €l0,2n],
otteniamo
E:HQOu”Q:L F=p, 0,=0 e G:H‘PUH2:1'
Quindi piano e cilindro, pur essendo superfici distinte (come superfici immerse

in R?), hanno prima forma fondamentale uguale. In effetti, vedremo che le due
superfici sono localmente isometriche.

Esempio 3.65. Sia data lelica circolare y(v) = (cosv,senw,bv), b # 0.
Per ogni punto di 7 tracciamo una retta parallela al piano 7, : 2 = 0 e
incidente I'asse z. La superficie rigata ¥ generata da queste rette ¢ regolare ed
¢ detta elicoide. Determiniamo la prima forma fondamentale di ¥ rispetto a
una rappresentazione parametrica locale. Siano P(coswv,senv,bv) il generico
punto di v e Q(0,0, h) il generico punto dell’asse z. Imponendo che il vettore
QjD = (cosw,senv,bv — h) sia parallelo al piano m,, : z = 0, si trova che
h = bv e quindi X ha equazioni parametriche = =wcosv, y = usenwv, z = bv.
L’applicazione

o(u,v) = (ucosv,usenv,bv), (u,v) € Rx]0,27][.
definisce una rappresentazione parametrica locale di ». Infatti, ¢ € banal-
mente differenziabile e iniettiva. Inoltre, ¢~ : (z,9,2) — (u,v) & continua
in quanto (u,v) = (z/cos(z/b),z/b) se cos(z/b) # 0, altrimenti (u,v) =
(y/sen (z/b),z/b). Infine,
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vu = (cosv,senv,0) e ¢, = (—usen v, ucos v, b),

e quindi la matrice jacobiana di ¢ ha rango 2. In particolare, i coefficienti della
prima forma fondamentale sono

EIQDU(IDUIL FZS%SOU:O, GISDU(PUZU2+b2

Esercizio 3.66. La superficie M ottenuta ruotando la curva x = cosh z
(del piano 7,,) intorno all’asse z ¢ detta catenoide. Determinare i coefficienti
della prima forma fondamentale di M rispetto a una fissata parametrizzazione
locale.

Suggerimento: come caso particolare dell’Esempio 3.15 si ottiene la parame-
trizzazione

o(u,v) = ((coshu)cosv, (coshu)senv,u), (u,v) € D = Rx]0, 2.
Esercizio 3.67. Determinare la prima forma fondamentale della sfera S?

rispetto alla parametrizzazione locale definita dalle coordinate geografiche (cf.
Esercizio 3.12).

Esercizio 3.68. Determinare la prima forma fondamentale delle seguenti
superfici

2 2 2 2 2 2
Sty 2 Tty ¢
Ml- 2 —|—C—2—1, MQ. @2 —g—l,
ZL’2 y2_|_22 $2+y2
Mgiﬁ— b2 :17 M4Z = Z.

Suggerimento: le superfici My, My, M3, M, sono quadriche di rotazione e quindi
si possono trattare come nell’Esempio 3.64 (cf. anche Esercizio 3.33).

Esercizio 3.69. Determinare la prima forma fondamentale di una superficie
regolare rigata rispetto alla parametrizzazione definita nell’Esempio 3.17.

3.8. Area

Un altro concetto metrico che puo essere trattato con la prima forma fon-
damentale ¢ quello di area di una regione limitata di una superficie regolare
M.

Diciamo dominio di M un sottoinsieme aperto e connesso di M il cui bordo
¢ immagine di una circonferenza mediante un omeomorfismo differenziabile,
con differenziale non nullo eccetto in un numero finito di punti. Una regione di
M & 'unione di un dominio e del suo bordo. Infine, una regione di M e limitata
se & contenuta in una palla di R3. Data una parametrizzazione locale (D, )
di una superficie regolare M, consideriamo una regione limitata R contenuta
in (D), quindi R ¢ immagine tramite ¢ di una regione limitata Q C D C R
E’ noto che la funzione ||¢,(u,v) A ¢ (u,v)||, definita in D, misura l'area di
un parallelogramma di lati ¢, e ¢,. Osserviamo che l'integrale

[ 1evtu0 8 e
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non dipende dalla parametrizzazione scelta. Infatti, se (D, ) & una parame-
trizzazione locale con R C ¢(D), Q = ¢7'(R) C D C R?, e J, ¢ la matrice
jacobiana del cambiamento di coordinate definita dalla (3.13), si ha

[ veungildaio = [[ e npul dettildado = [ e A gl dude

dove I'ultima uguaglianza segue dal teorema sul cambiamento di variabili per
gli integrali doppi. Possiamo quindi dare la seguente definizione.

Definizione 3.70. Sia R una regione limitata contenuta nel dominio (D)
di una parametrizzazione locale (D, @) di una superficie regolare M. Diciamo
area di R la quantita

area(R) = / llou A 0o dudv, dove Q = ¢ *(R).
Q

Poiche vale 'identita

low Aull” = lleull® llooll” = (pu - 90)* = BG — F?,
I'integrando di area(R) puo essere scritto in termini dei coefficienti della prima
forma quadratica fondamentale:

area(R) = // lou A 0ol dudv = / VEG — F?dudv.
Q Q

Esempio 3.71. Calcoliamo I'area della superficie di una sfera S?(r) di rag-
gio r centrata nell’origine. Consideriamo la parametrizzazione locale (D =
10, w[x]0, 27[, ) definita mediante le coordinate geografiche introdotte nell’E-
sercizio 3.12:

0:D —S% (u,v) = ¢(u,v) = (r(senu)cosv, r(sen u)sen v, rcos u).

Il parametro u € la colatitudine e il parametro v ¢ la longitudine del punto
p = ¢(u,v) della sfera. Con un semplice calcolo si trova

©y = (rcosucos v, recosusen v, —rsenu), @, = (—rsenwusen v, rsenu cos v, 0)
e quindi
E(u,v) =7%, F(u,v) =0, G(u,v)=7rsenu,
VEG — F?2 = Vrisen 2u = r’sen u.
Consideriamo la regione R. = (], 7 —¢[x]e, 2mr —¢[) C S? per € > 0 “piccolo”,
allora l'area

2w —e T—E
area(R // (senw)dudv =r / (/ sen u du) dv
e 0+e O0+e

(2m — 2e)r*[ — cosu];

—€
O+e
Notiamo che il dominio ¢(D) non ricopre tutta la sfera, tuttavia la parte
mancante (una semicirconferenza con i due poli) & un insieme di area nulla per

cul
area (S*(r)) = limarea(R.) = 4mr®.

e—0



3.8 Area 127

Esercizio 3.72. Consideriamo la superficie torica 7' con la parametrizza-
zione introdotta nell’Esempio 3.16. Verificare che in questo caso

E(u,v) =71% F(u,v) =0, G(u,v)= (a+rcosu)?,

2m—e 2m—e
area(R // a+ recosu)dudv = 7’/ ( / (@ + rcosu) du) dv,
e O+e O+e

e quindi

area(T) = liH(l) area(R.) = 4arm?.
e—

Per una superficie regolare M si puo definire I'integrale rispetto all’elemento
d’area

do = |pu A vy| dudv = VEG — F? dudv.

Sia {(Da, gpa)}a una famiglia di parametrizzazioni locali, dove i D, sono do-
mini limitati di integrazione tali che i corrispondenti domini U, = ¢,(D,)
ricoprano tutta la superficie M. Sia f : M — R una funzione continua con
supporto compatto contenuto in qualche U,, allora si pone

(3.22) fdo = / (fowa) VEG — F?dudv,
Ua N

dove (u,v) sono i parametri relativi alla parametrizzazione (D,,p,). Ora
ricordiamo la formula del cambiamento di variabili nell’integrazione su do-
mini di R%.  Siano A, B due aperti di R?, G : A — B,z — y = G(z),
un diffeomorfismo e det ( yj_) il determinate del suo jacobiano. Se D C A

e D' = G(D) C B sono domini limitati di integrazione con f : B — R
integrabile, allora fo G : A — R,z — f(y(x)) ¢ integrabile e

(3.23) [ ) - / /(G |dt(§if)|dx1dx2

Se la funzione f ha supporto contenuto in U, N Ug, tenendo conto che dal-

la (3.20) si ha VEG — F2(u,v) = |det(J.)" |VEG — F2(u,v), dove J. & la

matrice jacobiana del cambiamento di parametri, applicando la (3.23) si ottiene

fdo= [ fdo.

Ua Ug

Quindi la definizione (3.22) non dipende dalla scelta della parametrizzazione
locale. Piu in generale, utilizzando il concetto di partizione dell'unita subor-
dinata a un ricoprimento localmente finito (cf., ad esempio, [18]), & possibile
definire l'integrale [ 1 Jdo per f continua a supporto contenuto in un compatto
di M. In particolare, se M e compatta, si puo definire ’area di M.
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3.9. Superfici orientabili

In questa sezione introduciamo il concetto di orientazione su una superficie.
Sia M una superficie regolare di R3. Consideriamo una parametrizzazione lo-
cale (D, ¢, (u,v)) di M e un punto p = ¢(u,v) € p(D). Ricordiamo che la
base coordinata (¢, ¢,) di T,M, in quanto base ordinata, determina un’orien-
tazione su T,M. Se (D, @, (ii,v)) & un’altra parametrizzazione locale di M con
©(D) N @(D) # @, un problema naturale che si pone ¢ il seguente

Problema: per p € ¢(D) N @(D), le basi coordinate (¢, pv) € (Pa, $5)
determinano la stessa orientazione su T,M?

Per poter rispondere alla domanda posta, dobbiamo esprimere una base in

funzione dell’altra. Abbiamo visto che su (D) N@(D) il cambiamento di base
e dato dalla (3.12), ovvero

o v _ou o
Yu = oute T out YT gpte T gptr

Quindi, le due basi coordinate (¢, ¢,) € (@, ¢5) determinano la stessa orien-
tazione su T,M se e solo se la matrice J. del cambiamento di base (che ¢
la matrice jacobiana (3.13) del cambiamento di parametri) ha det(J.) > 0.
Allora, possiamo dare la seguente definizione (che & di natura “intrinseca”).

Definizione 3.73. Una superficie regolare M si dice orientabile se esiste
una famiglia di parametrizzazioni locali F = {(Di, @Z)}z tale che

(1) U; wi(Di) = M,
(2) per ogni (D1, ¢1), (D2, 2) € F, con p1(D1) Npa(D2) # 3, la matrice
jacobiana J. del cambiamento di parametri ha det > 0.

La scelta di una tale famiglia determina una orientazione su M. Una super-
ficie regolare che si puo ricoprire con una sola parametrizzazione ¢ banalmente
orientabile. In particolare, le superfici semplici sono orientabili.

Ora vogliamo esprimere 'orientabilita dal punto di vista “estrinseco”, cioe
pensando la superficie immersa nello spazio R3. Un campo vettoriale X su una
superficie regolare M & una corrispondenza

XM= UenT, R, p— X(p) € T, R,

Da non confondere con la Definizione 3.57 di campo vettoriale tangente, in
generale questo X non e tangente alla superficie. In ogni caso, se X € un campo
vettoriale su M, poniamo X (p) = > X'(p)E;(p), dove le X : M — R sono
dette funzioni componenti di X. X si dice campo vettoriale differenziabile su
M se le sue funzioni componenti X*: M — R sono differenziabili. Un campo
vettoriale N definito su M si dice campo vettoriale normale alla superficie
M se N(p) LT, M, N(p) # 0, per ogni pe€ M. In tal caso

T,R* = T, M@ span(N,)).
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Teorema 3.74. Sia M una superficie regolare. Allora, M ¢é una superficie
orientabile se e solo se esiste N campo vettoriale unitario differenziabile e
normale alla superficie M.

DIMOSTRAZIONE. Sia M una superficie orientabile e sia A = {(D;,¢;)}
una famiglia di parametrizzazioni locali che orienta M. Consideriamo una
parametrizzazione (D, ) € A. Su ¢(D) possiamo definire il campo vettoriale
N ponendo

©u N Py
(3.24) N(p) = ——  VpepD),
0w A 0|

dove
||90u A 901)||2 = EG — F~>.

N & un campo vettoriale definito su (D), differenziabile, unitario e normale

alla superficie M. Inoltre, poiché M = |J,¢;(D;), € possibile definire N su
tutta la superficie M. Proviamo ora che la definizione di N e ben posta, cioe
non dipende dalla scelta di (o, D). Siano (D, o, (u,v)) e (D, , (u,v)) due
parametrizzazioni di A con ¢(D) N @(D) # @. Sia N il campo unitario
normale definito per p € ¢(D) N @(D) rispetto a (D, p) e N quello definito

rispetto a (D, ). Allora,
w /\ Oy = Pu N\ Py
Np) = 2 e N(p) = 2
0w A @] |Pa A @l

Dall’equazione (3.12), usando la matrice jacobiana .J, definita dalla (3.13),
segue che
Pu N @5 = det (JC) (Qou N 9011)7
e quindi
G Pu A Po (det (o) pu A @v) :
(3.25) N(p) = —— = = sign (det(J.)) N(p).
[pu Aol [det (Je)] [l A ool
Pertanto, tenendo conto che A orienta M, si ha |det (J.)| = det(.J.) e quindi

N(p) = N(p) perogni pe o(D)N@(D).

Ora, essendo ¢, e ¢, differenziabili, dalla (3.24) segue N ¢ differenziabile. Per-
tanto, esiste N campo vettoriale unitario differenziabile globalmente definito
su M e normale alla stessa M.

Viceversa, sia N campo vettoriale unitario differenziabile globalmente de-
finito su M e normale alla stessa M. Consideriamo una famiglia di parame-
trizzazioni locali A = {(Di, goz)} che ricopre M, con i domini D; connessi. Sia
(D, ) un elemento di A. Per ogni punto p = ¢(u,v) € ¢(D), risulta

f(p) = N(p)- (”(’;Z—;\\:Z:H)(p) = +1.
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Siccome la funzione f(p) € continua sul connesso ¢(D), allora f(p) deve essere
costante e quindi, scambiando u con v se necessario, si ha

Pu N\ Pu
N(p) = ——(p).
[lou A ull
Procedendo in questo modo con tutte le parametrizzazioni in A, per ogni

(D, ), (D,¢) € A con (D) N @(D) # &, la matrice jacobiana .J. deve
necessariamente avere det > 0, altrimenti si avrebbe

Pu N Py Pu I\ Py
A ey L Eavvx L
ovvero N(p) = 0, che & una contraddizione. Quindi la famiglia A di parame-
trizzazioni, scambiando u con v in qualcuna di esse, soddisfa la condizione che
definisce una superficie orientabile. O

Dal Teorema 3.74 segue che una superficie orientabile ha due orientazioni
(definite da N e —N). Osserviamo che se M non ¢ orientabile, non esiste N
globalmente, tuttavia localmente il campo vettoriale N si puo sempre definire
con la (3.24).

Osservazione 3.75. Le superfici connesse compatte orientabili sono tutte
e sole: la sfera S?, la superficie torica T e le superfici somme connesse di S?
con p tori (p > 1), quest’ultime sono anche dette sfere con p-manici o p-tori.

Osservazione 3.76. Dalla dimostrazione del Teorema 3.74 segue che e suf-
ficiente l'esistenza di un campo vettoriale continuo N per avere 'orientabilita
della superficie, e tale campo vettoriale sara poi di conseguenza differenziabile.

Non tutte le superfici sono orientabili. L’esempio piu famoso e il seguente.

Esempio 3.77. Il Nastro di Méebius (superficie non orientabile)
Sia 7 la circonferenza di centro O e raggio 2 del piano m,,. Sia AB il segmento
del piano 7., definito da z = 2,y = 0,|z| < 1. C(2,0,0) & un punto di v ed
e il punto medio di AB. La superficie ottenuta sottoponendo il segmento AB
a un movimento composto da una rotazione di C' intorno all’asse z (lungo 7)
e contemporaneamente da una rotazione di AB intorno a C' in modo tale che
quando C' ruota di un angolo v, AB ruota intorno a C' di un angolo v/2, ¢
detta nastro di Méebius. Dopo una rotazione completa di C' intorno all’asse
z, il segmento AB ¢ mandato in BA. Da questa costruzione, si ottiene una
rappresentazione parametrica regolare locale data da

¢:D=]—1,1[x]0,27[— M,
(u,v) = ((2 — usen (v/2))cosv, (2 — usen (v/2))sen v, u cos (v/2)).
Il nastro di Moebius e una superficie non orientabile. Intuitivamente, ci pos-
siamo rendere conto della non orientabilita nel modo seguente. Se il nastro di
Moebius fosse orientabile, allora dovrebbe esistere un campo unitario differen-

ziabile N normale a M, e muovendo N lungo v (supponiamo 7(0) = C' = (1)),
si avrebbe (cf. Figura 7)
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NC == N'y(O) == _N'y(l) = —NO (S quindi NC = 0.

Cio e una contraddizione in quanto N ¢ unitario.

FI1GURA 7. Il nastro di Moebius.

Un modo rigoroso per provare la non orientabilita del nastro di Moebius
¢ il seguente. La parametrizzazione (D, ¢) non ricopre tutta la superficie. Se
consideriamo anche la parametrizzazione

=| — 1, 1[x]m, 37[— M,
('&, ) — ((2 — usen (9/2))cos v, (2 — usen (0/2))sen v, @ cos (0/2)),

allora (D) U @(D) = M. Inoltre, I'intersezione ¢(D) N @(D) & costituita da
due componenti connesse:

Wy ={p(u,v): 0<v<n}={pu

,0): 2w <0 <37},
Wy ={p(u,v): m<v<2r}={g(u,0): m<u<2r}.

I cambiamenti di coordinate sono dati da:

{_ Y m W, {?:u m Wa.
Uv=v+27 D=0

N
I

Ne segue che:

-1 0 10
Jc = in W1 € Jc = in WQ.
0 1 0 1

Cio implica che la superficie non ¢ orientabile. Infatti, se il nastro di Moebius
fosse orientabile, dovrebbe esistere un campo N differenziabile di versori nor-
mali alla superficie. Scambiando u con v se necessario, si potrebbe assumere:

Pu N Po

N(p) = Pult¥e_
)= o m ol
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per ogni punto p € (D). Inoltre, si avrebbe:
Pa N\ Py
1Pa A s
per ogni punto p € @(D), con segno costante in quanto D connesso. D’altron-

de, (D) N (D) = Wy U W, e applicando la (3.25) a Wy e Ws, si avrebbero
segni opposti per N, e quindi una contraddizione.

N(p) =+

Esempio 3.78. (Superfici di livello)
Ogni superficie di livello M : f(z,y,2) = ¢, con (Vf), # (0,0,0) per ogni
p € M, ¢ orientabile. Infatti, nel corso della dimostrazione della Proposizione
3.52 abbiamo visto che per le superfici di livello, il gradiente V f ¢ un campo
vettoriale su M ortogonale alla superficie M. Inoltre, Vf ¢ differenziabile in
quanto la f lo e. Pertanto, M e orientabile e
_ VI
IV£]]

definisce un campo differenziabile unitario normale alla superficie M.

Esempio 3.79. (Superficie sferica)
La sfera S*(r) : 2? + y* + 2z* = r? & una superficie di livello con (Vf), =
(2z,2y,2z2), # (0,0,0) per ogni p € S* Pertanto, S* & orientabile e
Vf 1
=——=—(x,y,2), ossia N, =
7 ”
Esempio 3.80. (Cilindro circolare retto)
11 cilindro circolare retto M : 22 4+ 4% = r? & una superficie di livello e quindi
una superficie orientabile con

p.

S|

Vf 1
= TV _(x7y70)'
IV
Esempio 3.81. (Superficie semplice)
Una superficie semplice M : z = g(x,y), con g(z,y) differenziabile, & una
superficie di livello e quindi una superficie orientabile con

o (g;m gy» _1)

gtgy+1
Esempio 3.82. (Superficie di rotazione)
Sia M la superficie di rotazione considerata nell’Esempio 3.15. Verifichiamo
che M e un esempio di superficie orientabile. Consideriamo le parametrizza-
zioni locali (D1, ¢1), (D2, @2), dove

Dy =la,b[x]0,27[, ¢1(u,v) = (f(u)cosv, f(u)senv, g(u)),

Dy =Ja,b[x] = w7, 02(@, ) = (f(@)cos s, f(@)sent, o(w)).
La matrice jacobiana del cambiamento di parametri (u,v) — (¢ = u, v = v—m)
¢ l'identita. Pertanto, A = {(D1y, ¢1), (D2, ¢2)} ¢ un atlante che orienta M.
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Osservazione 3.83. Intuitivamente, superfici orientabili e non orientabili
si distinguono come superfici a due facce (quelle orientabili) e superfici a una
sola faccia (quelle non orientabili). Basti pensare alla sfera come superficie a
due facce, e al nastro di Moebius come superficie a una sola faccia.

3.10. Struttura complessa e 2-forma d’area

Iniziamo questa sezione introducendo la nozione di r-forma differenziale su
una superficie regolare, nozione gia introdotta nel caso di R™ (cf. Sezione 2.8).

Una 1-forma su una superficie regolare M ¢ una corrispondenza « che ad
ogni p € M associa un elemento a;, € TyM. La l-forma « si dice 1-forma
differenziale se per ogni X € X(M), la funzione

a(X): M = R,p— a(X)(p) = p(Xp),
e differenziabile. Equivalentemente,
a:X(M)— F(M), X — a(X), ¢ F-lineare,
ovvero a ¢ un elemento di A'(M) = X*(M). In particolare, per ogni f € F(M),
il differenziale (df), definito dalla (3.16) & un elemento di 7, M. Quindi,
df € AY(M). Localmente, posto 9, = p, e 0, = p,, per ogni a € A*(M) si ha
a = ardu + asdwv,

dove a; = a(0,) e az = a(d,) sono funzioni differenziabili definite in un aperto
di M. Dunque, (du, dv) & base locale per A*(M), duale della base locale (9., )
di X(M).

Una 2-forma su M ¢ una corrispondenza w che ad ogni p € M associa una
applicazione bilineare antisimmetrica w, : T,M x T,M — R. La 2-forma w si
dice 2-forma differenziale se per ogni X,Y € X(M), la funzione

wX,)Y): M —=>R,p— w(X,Y)(p) :==wy(X,,Y,),
e differenziabile. Equivalentemente,
w:X(M)x X(M)— F(M)
¢ un’applicazione F-bilineare antisimmetrica. In particolare, per ogni 2-forma
w si ha w(X,X) = 0. Denotiamo con A?(M) linsieme di tutte le 2-forme
differenziali su M. Si noti che in generale un’applicazione F-bilineare, S :
X(M) x X(M) — F(M), ¢ un tensore covariante (differenziabile) di ordine 2.
Per ogni «, 3 € A'(M), si pud definire il prodotto esterno
aNB:X(M)xX(M)— F(M),(X,Y)— (aNp)(X,Y),
dove
(@A B)X,Y) = a(X)B(Y) — a(Y)B(X).
Chiaramente a A 3 € A%(M) (si noti che con lo stesso simbolo A viene indicato
anche il prodotto vettoriale tra campi vettoriali). Localmente, per ogni 2-forma
w € A*(M), si ha

w = wipdu Adv
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dove wis = w(0y,d,) = —w(0y,d,) € una funzione differenziabile definita in
un aperto di M. Infatti, wi; = w(0y,0y) = 0, wae = w(0,,0,) = 0 e la sola
componente di w che puo essere non nulla € wys. Inoltre, si ha
(du A dv)(0y, 0,) = +1.

Quindi, du A dv & base locale per A*(M). In modo analogo, uno potrebbe
definire una r-forma differenziale per » > 2, ma chiaramente un’applicazione
r-multilineare antisimmetrica su uno spazio vettoriale di dimensione n < r e
nulla. Pertanto, una r-forma differenziale su una superficie regolare M, con
r > 2, ¢ sempre nulla.

Teorema 3.84. Una superficie regolare M ¢ orientabile se e solo se esiste
una 2-forma w € A*(M) non nulla in ogni punto di M.

DIMOSTRAZIONE. Sia M una superficie orientabile e sia A = {(Di, gol)}
una famiglia di parametrizzazioni locali che orienta M. Consideriamo una pa-
rametrizzazione (D, @) € A. Su (D) possiamo definire la 2-forma differenziale
non nulla

(3.26) w= |0y, A Oyl|du Adv = VEG — F?2du A dv.

Inoltre, poiché M = J,i(D;), possiamo definire con la (3.26) una 2- forma
w non nulla su tutta la superficie M. Proviamo che tale definizione di w
¢ ben posta, cioe¢ non dipende dalla scelta di (D,¢). Siano (D, ¢, (u,v)) e
(D, @, (4,)) due elementi di A con (D) N @(D) # @. Sia w la 2-forma
differenziale definita su (D) N @(D) rispetto a (D, p) e @ quella definita

rispetto a (D, @). Allora,
w= |0, ANO||[dundv e @ =0z A 0I5 duA do.

Dall’equazione (3.12), usando la matrice jacobiana .J. definita dalla (3.13), si

ha
102 A 95| = | det (Je) | [0 A Dy)],

C
du A dv = (du A dv)(0z, 05)(da A dv) = ... = det (J..) (du A dov).
Quindi,
w =[]0, A D] du Adv = |det (J.)|'||0a A Oy)|| det (J.) du A do
= sign (det(J.)) w.

Siccome M ¢ orientabile, si ha |det (J.)| = det(J.) e quindi
w=w su e(D)Neg(D).
Ora, essendo du e dv differenziabili, dalla (3.26) segue w ¢ differenziabile.
Pertanto, esiste una 2-forma differenziale globalmente definita su M e non
nulla.
Viceversa, sia w una 2-forma differenziale globalmente definita su M e non
nulla in ogni punto di M. Consideriamo una famiglia di parametrizzazioni



3.10 Struttura complessa e 2-forma d’area 135

locali A = { i, i)} che ricopre M. Sia (D, ) un elemento di A. Su ¢(D)
la forma w ¢ data da

w = fidu A dv,

dove fi ¢ una funzione differenziabile su (D) e non nulla. Scambiando u con
v, se necessario, possiamo assumere f; > 0. Procediamo allo stesso modo con
tutte le parametrizzazioni in A. Allora, se (D, p, (u,v)) e (D, @, (,v)) sono

due parametrizzazioni di A con (D) N@(D) # &, su (D) N@(D) abbiamo
w=fidundv e @w= foduA dv,
dove fi, fo sono funzioni differenziabili positive e definite su (D) N (D).
D’altronde, su ¢(D) N @(D) abbiamo
du A dv = det (J,.) (du A do).
Di conseguenza, su (D) N @(D) si ha
fo = fidet (Jo).

Pertanto, la matrice jacobiana J. deve necessariamente avere det > 0. Quindi
la famiglia di parametrizzazioni A soddisfa la condizione che definisce una
superficie orientabile. O

Definizione 3.85. Una 2-forma Q € A*(M) non nulla in ogni punto di M

si dice 2-forma d’area per M se (localmente) esiste una base ortonormale
E\, Ey di X(M) tale che Q(Ey, Ey) = +1.

Il nome di 2-forma d’area e giustificato dalle seguenti considerazioni. Sia
) una 2-forma d’area. Per quanto detto in precedenza, localmente la 2-forma
() si esprime con

Q:QudU/\dU

dove Q12 = Q(0,,0,) = —Q(0,,,,). Siccome ) & una 2-forma d’area, esiste
(E1, Es) base (locale) ortonormale di campi vettoriali tale che Q(FEy, Ey) = 1.
Poniamo,

Ou = ann By + an By, 0y = a12E1 + anFs, A = (a;j).
Allora,
Qg = Q(0y, 0y) = Qan By + ag1 Es, a1pEy + axnE»)
= a11a228(Ey, Ey) + a12a01Q(Es, Ey)

= a11Q22 — Q12021

= det A.
D’altronde, posto 0y = 0, 0 = 0, € gi; = 0; - 0}, si ha

Gij = 0; - 0; = Z api Ey) - Z anjEp) = (Z i Ok
kh
= (Z Ahi@hj) Z ;)
h
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e quindi det(g;;) = (det A)?, ovvero (det A)? = EG — F?. Pertanto,
Q=vVEG—-F*duNdv=|0, A0, dundv
che si puo confrontare con l'integrando nella Definizione 3.70 di area.

Definizione 3.86. Una struttura complessa su una superficie regolare
M ¢ un endomorfismo J : X(M) — X(M), quindi F-lineare, tale che J* = —1.

Si dice anche che J ¢ un tensore (differenziabile) di tipo (1,1) su M tale
che J?2 = —I. Nel seguito l'ortogonalita e 'antisimmetria di J sard sempre
riferita alla prima forma fondamentale. Piu precisamente, un endomorfismo
J: X(M) — X(M) si dice antisimmetrico se

JX Y =-X.JY;
J si dice ortogonale se
JX - JY =X.Y
(in tal caso si dice anche che il prodotto scalare ¢ hermitiano rispetto a J).

Proposizione 3.87. Siano M una superficie regolare e J : X(M) — X(M)
un endomorfismo. Allora, le sequenti proprieta sono equivalenti:

1) J é una struttura complessa ortogonale;

2) J é una struttura complessa antisimmetrica;

3) J ¢ un endomorfismo ortogonale e antisimmetrico.

DIMOSTRAZIONE. 1) == 2). Sia J una struttura complessa (J? = —1I)
ortogonale (JX - JY = X -Y). Allora, J ¢ antisimmetrica in quanto

JX .Y =7X-JY =-X-JY.

2) = 3). Sia J una struttura complessa (J? = —I) antisimmetrica (JX -Y =
—X - JY). Allora, J & ortogonale in quanto

JX-JY =-1X.Y=X.Y.

3) = 1). Sia J un endomorfismo ortogonale (JX - JY = X -Y) e antisim-
metrico (JX -Y = —X - JY). Allora, J & una struttura complessa. Infatti,
fissato X, per ogni Y

X Y =-JX -JY =-X.Y

implica J2X = —X, e quindi J* = —1.
O

Teorema 3.88. Sia M una superficie regolare. Allora, le sequenti proprieta
sono equivalenti:

1) M é orientabile;

2) esiste J struttura complessa ortogonale su M ;

3) esiste Q2 2-forma d’area per M.

DIMOSTRAZIONE. 1) = 2). Sia N un fissato campo vettoriale unitario
normale che orienta M (cf. Teorema 3.74). Per ogni fissato X € X(M),
indichiamo con JX il campo vettoriale definito da
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JX Y =vol(X,;) Y N)=XAY - N=NAX-Y perogni Y €X(M),
quindi
JX =NANX.

In particolare, JX e tangente alla superficie in quanto JX-N = NAX-N =0,
ed e differenziabile in quanto N e X sono differenziabili. Dalla definizione di
J segue facilmente che J(X; + Xo) = JX; + JXs e J(fX) = fJX. Quindi,
abbiamo un endomorfismo J : X(M) — X(M) che soddisfa

JX Y=NAX-Y=-NAY X=-JY - X=-X-JY,

quindi J & un endomorfismo antisimmetrico. Inoltre, sempre dalla definizione
di prodotto vettoriale segue che || JX || = || X||. Di conseguenza, ||J(X+Y)||* =
| X + Y||? implica che

JX-JY =X Y,

ovvero J e ortogonale. Pertanto, per la Proposizione 3.87, J & una struttura
complessa. Naturalmente, se consideriamo l'orientazione definita da —N, la
struttura complessa corrispondente ¢ —.J.

2) = 3). Sia J una struttura complessa ortogonale. La forma bilineare
antisimmetrica {2 definita da

QX,Y)=JX Y

¢ una 2-forma non nulla in ogni punto di M. In particolare, rispetto a una
base (locale) ortonormale (Ey, By = JE)) si ha

Q(El,EQ) - JEl 'E2 - JEl . JE1 = E1 'El = +1

Quindi, € e una 2-forma d’area per la superficie M.
3) = 1). Siccome una 2-forma d’area ¢ una 2-forma non nulla, I'implica-
zione segue dal Teorema 3.84. O

Osservazione 3.89. Una assegnata 2-forma d’area () determina in mo-
do intrinseco una struttura complessa ortogonale J su M. Basta definire
I’endomorfismo J con la relazione

JX Y =Q(X,Y).
Se FEi, Fy ¢ una base ortonormale locale positiva di campi vettoriali, ovvero
Q(FEy, Ey) = +1, allora
JEI : E1 = Q(El,El) =0e JEl . E2 = Q(El,Eg) =+1

implicano JE; = E5. Analogamente, JFE,; = —F;. Pertanto, J & una struttura
complessa, ovvero J? = —1. Inoltre, ¢ facile vedere che J ¢ una trasformazione
ortogonale:

JX - JY =Q(X,JY)=-QUJY,X)=-J%Y - X =Y - X.
Naturalmente, se N e un campo vettoriale unitario normale che orienta la
superficie M, la corrispondente 2-forma d’area 2 e definita da

QAX,Y)=JX Y =NAX-Y=XAY-N.
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Osservazione 3.90. Sia () una 2-forma d’area su una superficie regolare
orientabile M. Allora, per ogni 2-forma F € A?(M) si ha

F=fQ
con f funzione differenziabile su M. Piu precisamente, rispetto a una fis-
sata parametrizzazione locale (D,go, (u,v)) abbiamo F' = Fipodu A dv, Q =

VEG — F?2du Adv e quindi f = Fi3/vVEG — F2.

Esercizio 3.91. Sia S? la sfera unitaria di centro l'origine. Indichiamo con
J la struttura complessa corrispondente a una fissata orientazione di S?. Siano
X,Y i campi vettoriali definiti da X, = (0,—z,v),Y, = (—y,z,0) per ogni
p = (z,y,2) € M. Dopo aver verificato che X, Y € X(S?) ed esplicitato JX e
JY, si verifichi che JX - JY =X Y.

Soluzione. Si considera su S? l'orientazione definita dal campo normale
N, =p = (z,y, 2),. Dall’Osservazione 3.58 segue che X,Y € X(S?). Infine,

JX=NAX=(+2% -y, —x2z) e JY = NAY = (—xz, —yz, 2> + %)
e
JX-JY = —zz(y*+2°)+ay*2—2Pz—ay’z = —xz(1—2%) -2’2 = —xz2 = X Y.

Osservazione 3.92. Un importante fatto da osservare e che del Teorema
3.88 si puo dare una dimostrazione intrinseca, ossia senza fare uso del Teorema
3.74, del campo normale N e del prodotto vettoriale di R®. In effetti, si
puo procedere nel modo seguente. Assumiamo M orientabile (si noti che la
Definizione 3.73 ¢ intrinseca). Dalla dimostrazione del Teorema 3.84 (si noti
che tale Teorema ¢ di natura intrinseca), segue che ponendo localmente

Q=+vVEG— F?du A dv,

si ottiene una una 2-forma €2 non nulla definita globalmente su tutta la super-
ficie. Verifichiamo che tale 2-forma ¢ una 2-forma d’area. Sia E;, F» una base
ortonormale locale, E; = ), b0k, dove B = (by;) ¢ la matrice del cambia-
mento di base che possiamo assumere (scambiando, se necessario, £ con Ej)
abbia det B > 0. Indicata con (g;;) la matrice della prima forma fondamentale,
un semplice calcolo prova che
BT(g;;)B =1, equindi (det B)WVEG — F?=+1.

Allora,

Q(El, E2) =V EG — F2du A dU(El, EQ) =V EG — F? det B = +1.
Pertanto, M orientabile implica l’esistenza di una 2-forma d’area. Poi, 1'esi-
stenza di una 2-forma d’area €2 implica 'esistenza di una struttura complessa
ortogonale J, basta definire JX con JX -Y = Q(X,Y) (cf. Osservazione
3.89). Infine, se J ¢ una struttura complessa ortogonale (e quindi antisimme-
trica), ponendo Q(X,Y) = JX - Y si ottiene una 2-forma non nulla e quindi,
applicando il Teorema 3.84, M e orientabile.



CAPITOLO 4

Operatore forma e curvature di una superficie

Nello studio di una curva (s) di R3, si & visto che la lunghezza di T"(s) =
4(s), ovvero la misura della variazione del versore tangente, determina la curva-
tura di . Nel caso di una superficie, la situazione & ovviamente piu articolata,
basti pensare che una superficie puo curvarsi lungo piu direzioni (quelle che
determinano il piano tangente) e in modo diverso. L’operatore forma, che &
definito come la variazione del campo normale N lungo le diverse direzioni
del piano tangente, e quindi studia la variazione dello stesso piano tangente,
¢ lo strumento tecnico che ci permette di definire le curvature per una super-
ficie. In effetti, se pensiamo N come una derivata prima (infatti ¢ definito da
©u N ©u/llou A @ul]), operatore forma puo essere visto come una derivata se-
conda, e quindi uno si aspetta che in qualche modo possa definire le curvature
per una superficie.

4.1. L’operatore forma e la seconda forma fondamentale

La prima forma fondamentale permette di studiare la geometria intrinse-
ca della superficie, con la seconda forma fondamentale (equivalentemente, con
I'operatore forma, detto anche operatore di Weingarten) si studia la geometria
estrinseca della superficie. Piu precisamente, I'operatore forma svolge un ruo-

lo fondamentale per determinare la “forma”di una superficie M nello spazio
euclideo R3.

Sia M una superficie regolare e sia N un campo unitario differenziabile
normale a M. In generale, se M non e orientabile, N ¢ definito solo localmente.
Supponiamo N = (f1, f2, f3), fi : U = R, dove U = ¢(D) con (D, p) carta
locale di M. Se v : 1 — M, t — ~(t), & una curva differenziabile di M con
sostegno in U, si puod considerare il campo N lungo 7(t), cioe

N(t) = N(2(0) = (A (0) 60 Ss(6(0) = (i(e), Fo0). So(1),
e il suo derivato
N'() = (F1(8), F5(0), F50).
Derivando N(t) - N(t) = cost
N'(t) - N(t) = 0 per ogni ¢, e quindi N'(t) € T, M.
In particolare, in p = ~y(to) risulta
N'(to) - N, = 0, ciod N'(ty) € Ty M.

Possiamo quindi dare la seguente definizione.

=1, si ottiene

139
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Definizione 4.1. L’operatore forma (detto anche operatore di Weingar-
ten) di M in un fissato punto p é Uapplicazione
Sy Ty M — T,M, v, — Sy(v,) := —N'(7(to))
dove N ¢é definito in un intorno del punto p e y(t) : I — M ¢ una curva
differenziabile di M con v(ty) =p e (to) = vp.

Osserviamo che la definizione di S, dipende dalla scelta di N (che ¢ definito
localmente), quindi cambiando N con —N loperatore S, cambia di segno.

Teorema 4.2. L’operatore forma S, ¢ un endomorfismo simmetrico del
piano tangente T,M che, rispetto a una fissata parametrizzazione locale (D, ¢)
di M con p € o(D), soddisfa

Sp(@l) = =Ny e Sp(#h) = =Ny
In particolare, S,(v,) non dipende dalla scelta della curva v, ma solo da v, (e

da N).

DIMOSTRAZIONE. Sia (D, ) una parametrizzazione locale di M con p €
©(D), p = p(ug,vy). Per ipotesi N & definito in un intorno di p. Supponiamo
N = (f1, f2, [3), dove (f1, fa, f3) sono funzioni differenziabili definite su ¢(D).
Per ogni g = ¢(u,v) € p(D), risulta

N(q) = N(SD(U7U)) = <f1(<p(u,v)),f2(go(u,v)),f3<go(u,v))>.

Possiamo quindi scrivere N(q) = (fi(u,v), fo(u,v), f3(u,v)). Siano Ny, N, i
campi vettoriali derivati di N definiti da

o (h 08 0RY . o (0h of oh
“ ou’ Ou’ Ou . v v’ v’ v q'

Osserviamo che N, e N, sono differenziabili in quanto le f; lo sono. Inoltre N,
e N, sono tangenti a M in quanto

N,=N(7%(t) e N,=N'(t)

dove v (t) = 11 (u) = ¢(u,v) e la curva delle u e Y2(t) = 12(v) = p(u,v) ¢ la
curva delle v.

Ora, dato un vettore v, di T,M, v, = a1¢ + a2, sia y(t) : I — M una
curva differenziabile di M con y(tg) = p e §(to) = v,. Consideriamo la curva
() = ¢ (v(t)) = (u(t),v(t)) (curva di D € R? che corrisponde a ) e quindi
v(t) = ¢ (3(t)) = ¢(u(t),v(t)). Ricordiamo che

F(to) = /(to) pu +v'(t) ¢l = arpy + azpy.
II campo normale N lungo «(t) & dato da N(t) = (f1(t), fo(t) f3(t)), ovvero

N(t) = N(v(t) = (fr(e(ut),v(t))), f2(e(ult), v(1))), f5(p(u(t), v(t)))).

Pertanto,
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, dfi dfe dfs B dfi
v = (G e ) =T R,

dove

dfi_afid_u df; dv t%—l—’tafi

dt  Ou dt+8vazu()8u v()ﬁv’

da cui segue

Nt =) 5L, W) + o) 2L, L),

e quindi
N'(t) = u'(t) Ny (t) + v'(t) Ny(2).
Per t = t; risulta
N'(to) = N'(v(to)) = u'(to) N + v/ (to) N = a1 Ny + as N,
ossia
(4.1) S,(v,) = —=N'(tg) = —a; N} — ay NY.

Dalla (4.1) segue che S,(v,) dipende solo da v, (e da N) e non dalla curva ~.
Inoltre, sempre dalla (4.1), segue che

Sp(Avp + wa) = ASp(vp) + p1.Sp(wp).

In particolare, dalla (4.1), per a; = 1 e ag = 0 si ha S,(¢)) = —N?, e per
a; =0 e ay=1siha S,(¢%) = —N?. Infine, proviamo che S, & simmetrico:

Sp(vp) - wp = v, - S(wp).

Poiche S, ¢ lineare e il prodotto scalare ¢ bilineare, basta verificare la simmetria
sui vettori della base coordinata (2, ©Y), ovvero:

Sp(pn) - o = ©5 - Sp(h)-
Derivando N - ¢, = 0 rispetto a v, si ottiene
Nv(pu—i_NSOuv:O

dove vuy = (Tuw, Yuv, Zuw) € un vettore che in generale non ¢ tangente a M.
Derivando N - ¢, = 0 rispetto a u, risulta

Ny -y + N -y =0.
Siccome Gou = (-Tvua Yous Zvu) = Quw, si ha

Sp(00) - 0% =8 - S,(6D).
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Osservazione 4.3. Nella Sezione 1.3 abbiamo introdotto la derivata cova-
riante V per campi vettoriali definiti su R? (o su aperti di R?). Osserviamo
che se p e un fissato punto di una superficie M, ogni funzione differenziabile f
definita su un aperto A di M, con p € A, si puo sempre estendere localmente a
un aperto di R3. Cid vuol dire che esiste U; intorno aperto di p in M, U; C A,
esiste Uy intorno aperto di p in R® ed esiste f applicazione differenziabile defi-
nita su Us tali che fii;, = fi, (cf., ad esempio, [18] Prop. 2.49). Analogamente
per i campi vettoriali definiti su aperti di M. Pertanto, fissato p € M, il cam-
po normale N possiamo sempre pensarlo definito su un intorno di p in R3.
Quindi, dalla definizione di operatore forma, tenendo anche presente la (1.7),
segue che

Sp(vp) = =V N = =V, N.

Esempio 4.4. Sia M = R? (il piano euclideo). In tal caso M ¢& orientabile
e il campo normale N & costante, quindi parallelo lungo ogni curva «(t) di R?,
ovvero N'(t) = N'(7(t)) = 0. Pertanto, l'operatore forma S, = 0 per ogni
p € R2.

Definizione 4.5. La seconda forma fondamentale di M in p é la forma
quadratica LT, associata all’operatore forma S, . Quinds,

IZ,: T,M — R, v, — IZ,(v,) := (Spvp) - vp.
Sia p € p(D), p = ¢(ug,vo). Per ogni v, € T,M, v, = a1 + a0, risulta
IT,(vp) = (Spup) vy
= (a1 Spl + a2 Spel) - (a1 + azgl)
= ai(Spn) - pu + 201a2(Sph) - @0 + a3(Sph) - 5,
OVVero
IT,(vy) = a3l® + 2aa9m® + a3n®.
Pertanto, i coefficienti ¢, m,n definiti da
C:=S(pu) - Pu, m:i=8(pu) o =0u-S(py) e n:i=8(p,)- P,
determinano ZZ su (D) e sono quindi detti coefficienti della seconda forma
fondamentale.
Osservazione 4.6. La terza forma fondamentale di M in p e la forma
quadratica ZZ7, associata all’operatore forma Sz (cf. [17], p. 208). Quindi,

11T,(vp) == Sz(vp) ~vp = Sp(vp) - Sp(vp)-

Teorema 4.7. Sia (D,gp, (u,v)) una parametrizzazione locale di una su-
perficie regolare M. Allora,

(a) La matrice che rappresenta l’operatore forma S rispetto alla base coordi-
nata (@u, 0,) ¢ data da TII, ovvero

g FE F o !/ m 1 Gl —Fm Gm—Fn
\F G m n| FEG—-F:\_Fl+Em —Fm+En]’
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dove E, I, G sono i coefficienti della prima forma fondamentale e [, m,n quelli
della seconda forma fondamentale rispetto alla fissata parametrizzazione.

(b) I coefficienti ¢, m,n si possono anche esprimere con
gzN@uua m:N'quva n:N'(pvva

ossia {;m,n sono le componenti normali dei campi vettoriali ©uy, Puvs Pov-

DIMOSTRAZIONE. (a) Siccome (¢, ¢,) ¢ base per T, M, dove p = ¢(u,v),
poniamo

(4-1) S(@u) = Q11Pu T A21Pv, S(S%) = A12¥y T+ A22Py.
Quindi S = ZH 212 e la matrice che rappresenta 'operatore forma S
21 Q22

rispetto alla base (¢, @,). Osserviamo che tale matrice, in generale, non &
detto che sia simmetrica in quanto (¢, ¢, ), in generale, non & detto che sia
ortonormale. Usando la (4.1) e la definizione di ¢, m,n, si trova

0= S(pu) - Pu = 119y - Pu + 2190 - 0y = a1 E + ag F,
m = S(Qu) - Qo = A11Py - Py + U210y - Qo = a1 F + a1 G,
m = S(y) * Pu = 1204 Pu + A220 * Py = Q12E + ag F,
n = S(py) v = 199y Yo + Q2200 - Pu = a12F + anG.

Questo sistema di equazioni scalari ¢ equivalente alla seguente equazione ma-

triciale:
é m o a1 a1 E F o ST E F
m n) \ayg an/\F G) F G)

da culi si ottiene

(B8 () s (S ) ()

(b) Da N - ¢, = 0, derivando rispetto a u, si ha N, - @, + N - @, =0, e
siccome N, = —S(¢,), otteniamo

C:=5(pu) oo =N+ puu.

Allo stesso modo, derivando N -, = 0 rispetto a v, si ottiene N, @, +N -y, =
0, dove N, = —S(¢y), € quindi

m = S((pv)'@u:_Nv'@u:N"Puv-

Infine, derivando N - ¢, = 0 rispetto a v, risulta N, - ¢, + N - ,, = 0, dove
N, = —S(¢y), € quindi

n = S(va)'@v:_Nv"Pv:N'@vv-
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4.2. I simboli di Christoffel

Siano M una superficie regolare e (D, o, (u, v)) una parametrizzazione loca-
le di M. I campi vettoriali @, Yuw, Pov, N generale, non sono vettori tangenti
alla superficie. Quindi, poniamo

Puu = P%lgau + F%lgpv + 01N,

Puv = F%QSOu + F%ZWU + b2V,

Pou = F%lgpu + F%l‘ﬂv + b1V,

Pov = F%%Ou + F%Z‘Pv + b N,
dove Ffj e b;; sono funzioni differenziabili definite in D, che a volte si identifi-
cano con quelle definite in (D). Da ¢, = pu, segue che

Tl =T4, Tl =T% e bia=ba.

Inoltre, dal Teorema 4.7 segue che

l=N-puu=bi1, m=N-@u=0bia=by ed n=N-@, =by.

Le funzioni I fj, che definiscono le componenti tangenti di @y, Yuvs P, SONO
dette simboli di Christoffel oppure coefficienti di Christoffel. Tenendo conto
che

Ou(Pu - Pu) = 20uu - Puy, By = 0u(0u - Pu) = 20u - Pu,

Ou(Pv - ) = 20u0 - o, Go = 0u(Pv * u) = 2000 - v,

Ou(Pu * Pv) = Puu " Pv + Pu * Puv = Puu - Pv + (1/2)0y (0 - Pu)
= Quu o + (1/2)E,,

Fy = 0u(0u Pu) = Puv * 0u + Pu - Pov = Pov - Pu + (1/2)0u(p0 - )
= Oy ou + (1/2)Gl,

moltiplicando scalarmente per ¢, e ¢, le espressioni precedenti di @,,,Pu €
Y, S1 ottengono i seguenti sistemi

By
G
Fy

(4.2> F%lE + F%lF = Puu " Pu = (1/2)Ey

(4 3) F%QE + F%QF = Puv - Pu = (1/2)Ev
F%2F + P%2G = Puv " Pov = (1/2)Gu;

(44) F%zE + ngF = Pyv - Pu = Fy — (1/2)Gu
F%2F + F%QG = Qoo - o = (1/2)G,.

Siccome EG — F? # 0, i precedenti sistemi determinano univocamente i coef-
ficienti di Christoffel in funzione dei coefficienti E, F,G della prima forma
fondamentale.
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In particolare, per una parametrizzazione (u,v) con @, -, = 0, ossia F' = 0,
si ottiene

(4.5) [y = (12)(E,/E), T% =—(1/2)(E,/G), T, =(1/2)(E/E),
TR = (1/2)(Gu/G), Ty =-(1/2)(G./E) T3 =(1/2)(G./G).

Esempio 4.8. Se M & un piano euclideo, i coefficienti della prima forma
fondamentale sono ¥ = G = 1 e F' = 0, e quindi banalmente segue che i
simboli di Christoffel sono tutti nulli.

Esempio 4.9. Sia M la superficie di rotazione ottenuta ruotando (come
nell’Esempio 3.15) la curva regolare semplice y(u) : x = f(u) > 0,y =0,z =
g(u), u €]a,b] intorno all’asse z. Assumiamo come nell’Esempio 3.64 che la
curva y(u) : * = f(u) > 0,y = 0,z = g(u), sia parametrizzata con 'ascissa
curvilinea. Una parametrizzazione locale di M ¢ data da

(1, 0) = (f(u)cos v, fw)senv, g(w)), u €la,bl e v €]0, 2n]
Allora,
20 = (F'(w)cosv, f'(w)senv,g'(w)) e @, = (= f(usenv, f(u)cosv,0),

e i coefficienti della prima forma fondamentale sono dati da
E=|ed=14)P=1LF=¢, 9, =0 e G=lpl*=f*(u)>0.

Quindi, applicando le formule precedenti si trova che i coefficienti di Christoffel
I’fj della superficie di rotazione M sono dati da

J'(u
Fh = F%l = Fb = F%l = FgQ =0, Fé2 = —f(u)f’(u), F%Q = P%l = %
Siccome il campo normale
N = 2P (g u)eos v, —g'(u)sen v, f'(u),
lou A @l

Dun = (f”(u)cos v,f”(u)senv,g”(u)),
Pup = (— f/(u)senv,f’(u)cosv,()),

Doy = ( — f(u)cosv, — f(u)sen v, 0),

applicando il Teorema 4.7, si trova che i coefficienti della seconda forma fon-
damentale sono

0=y N = f(u)g"(u) = f"(u)g (u),
m:QOuv'N:Oa n:SOva:f(U)gl(u)
Se consideriamo, come caso particolare di superficie di rotazione, il cilindro

circolare retto M : y? + z? = 1, che si ottiene ruotando intorno all’asse z la
retta

yu):x=fuy=1, y=0, z=g(u) =u, u € R,
allora in tal caso
E:||S0u||2:13 F=v,-p,=0 e G:“‘PUHQZL
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e quindi i coefficienti di Christoffel Ffj sono tutti nulli. Dunque piano e cilindro
hanno stessa prima forma fondamentale e stessi coefficienti di Christoffel. In
effetti, come vedremo, le due superfici sono localmente isometriche. Tuttavia,
come superfici immerse in R?® sono superfici distinte. Si pud osservare che
la seconda forma fondamentale del cilindro non e nulla. Infatti, con questa
parametrizzazione, i coefficienti della seconda forma fondamentale del cilindro
sono f=m=0 e n=1.

4.3. Curvature principali, di Gauss e media

Abbiamo gia osservato che una superficie puo curvarsi lungo piu direzioni.
Ad esempio, nel caso di un cilindro circolare retto, se ¢i muoviamo lungo una
retta generatrice il cilindro non si curva, mentre se ¢i muoviamo lungo una
circonferenza (parallelo del cilindro) la superficie si curva come per una sfera
avente tale circonferenza come circonferenza di raggio massimo. In effetti, come
vedremo in termini piu precisi, in questo modo si ottengono le due curvature
principali del cilindro.

Siano M una superficie regolare, p € M e S, I'operatore forma di M in p
definito da un fissato campo normale (locale) N. Poiche S, ¢ un endomorfismo
simmetrico di 7}, M, esiste una base ortonormale {e,, e,} di 7,,M di autovettori
per S, cioe

Spler) = ki(p)er,  Spler) =ka(p)ey, e e =6€y-ea=1, ¢ -¢e=0.
Gli autovettori e, e, si dicono wvettori principali in p (e le loro direzioni so-
no dette direzioni principali). Gli autovalori ki(p), ks(p) si dicono curvatu-

re principali di M in p. In particolare, la seconda forma fondamentale 77,
soddisfa

IT,(e)) = Sple)) -y = ki(p) e IZ,(ey) = Sples) - €5 = ka(p).
Quindi per ogni v, € T,M, v, = aie; + ase,, risulta
IZy(vp) = ka(p) af + ka(p) as.

Definizione 4.10. Un punto p di una superficie M si dice ombelicale se
ki(p) = ka2(p).

Si noti che se p non ¢ ombelicale, allora autovettori vy, v relativi a ki(p) e
k2(p) rispettivamente, sono necessariamente ortogonali. Infatti,

Sp(v1) - vg = vy - Sp(v2) implica (k1(p) — k2(p)) v1 - v2 = 0.

Linee di curvatura

Sia y(t), t € I, una curva regolare contenuta in M. ~(t) ¢ detta linea di
curvatura (o linea principale, o curva principale) se, per ogni t € I, il vettore
tangente () ¢ un vettore principale in p = y(¢). Quindi,

y(t) € linea di curvatura <= Sy (7(t)) = A(t)¥(t) Vte l.

Si noti che i concetti di direzione principale e linea di curvatura non dipendono
dalla scelta locale di N.
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Proposizione 4.11. Sia M una superficie regolare e sia (D, p) una carta
locale di M. Allora, la condizione FF = m = 0 é sufficiente affinche le cur-
ve coordinate siano linee di curvatura. Se M ¢é priva di punti ombelicali, la
condizione F'=m = 0 e anche necessaria.

DIMOSTRAZIONE. Assumiamo F' = m = 0. La condizione F' = 0 implica
che @, e @, sono ortogonali. Poi, m = 0, ovvero S(¢,) - ¢, = 0, implica che
S(¢py) € parallelo a ¢, ossia ¢, definisce una direzione principale e quindi la
curva delle u (v = cost.) ¢ una linea di curvatura. Analogamente si vede che
la curva delle v (u = cost.) € una linea di curvatura.

Viceversa, supponiamo che M sia priva di punti ombelicali, e che le curve
coordinate siano linee di curvatura. Allora, i vettori tangenti coordinati ¢,
e , definiscono le direzioni principali. D’altronde, per ipotesi sappiamo che
k1(p) # ka(p) per ogni p € (D), per cui g, e , devono essere necessariamente
ortogonali, e quindi F' = 0. Inoltre, S(p,) € parallelo a ¢,, e quindi m =
S(pu) - pu =0. O

Proposizione 4.12. Sia (D, ¢) una parametrizzazione locale di una super-
ficie regolare M. Sia(t) una curva differenziabile di M con sostegno in (D),
quindi y(t) = @(u(t),v(t)). Allora, v(t) € una linea di curvatura se e solo se
u(t) e v(t) soddisfano la sequente equazione differenziale

(Em — FO)(t) (u/'(t))* + (En — GO(t) W' ()V'(t) + (Fn — Gm)(t) (v'(¢))* = 0.

DIMOSTRAZIONE. Sia (a;;) la matrice che rappresenta l'operatore forma S
rispetto alla parametrizzazione (D, ). Di conseguenza, S(¥(t)) e il vettore di
componenti (anu’(t) + apv'(t), anu'(t) + aggv’(t)). Allora, v(t) ¢ una linea
di curvatura se e solo se i vettori (allu’(t) + apv'(t), anu/(t) + a22v’(t)) e
F(t) = (v (t),v'(t)) sono paralleli, ossia la matrice delle loro componenti ha
determinante nullo, ovvero

ag (u)? + (age — ar1) w'v' — aga (v')? = 0.

Pertanto, applicando il Teorema 4.7, si ottiene il risultato enunciato. Il

Esempio 4.13. Per una superficie di rotazione M i meridiani e i paral-
leli sono le linee di curvatura. Infatti, come visto nell’Esempio 4.9, con M
parametrizzata localmente da

o(u,v) = (f(u)cosv, f(u)senw, g(u)), con u €la,bl e v €]0,2mr],
i coefficienti F' ed m sono nulli. D’altronde, le curve coordinate di M sono i

paralleli e i meridiani, per cui dalla Proposizione 4.11 segue che i meridiani e
i paralleli sono le linee di curvatura della superficie di rotazione M.

Definizione 4.14. La funzione
K:M—R, p— K(p) :=det S5,

st chiama curvatura gaussiana di M.
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Abbiamo gia osservato che, se si cambia il campo locale N con —N, 'ope-
ratore 5, cambia di segno, tuttavia il suo determinante non cambia di segno.
Pertanto, anche se la superficie non e orientabile, la definizione di curvatura
gaussiana ¢ indipendente dalla scelta locale di N.

Definizione 4.15. Un punto p di una superficie regolare M si dice:

ellittico se la curvatura gaussiana K(p) > 0;

iperbolico se la curvatura gaussiana K(p) < 0;
e parabolico se K(p) =0 e l'operatore forma S, # 0;

e planare se l'operatore forma S, = 0.

Esempio 4.16. Sia M = R? (il piano euclideo). In tal caso, come osservato
nell’Esempio 4.4, Poperatore forma S, = 0 per ogni p € R?, e quindi tutti i
punti sono planari.

Definizione 4.17. Sia M una superficie regolare orientabile, e sia N un
campo normale che orienta M. La funzione H : M — R, p — H(p) :=
(trSp)/2, si chiama curvatura media di M.

Se M non e orientabile, la curvatura media e definita solo localmente ri-
spetto a un fissato campo locale normale N (che viene definito rispetto a una
fissata parametrizzazione locale). Tuttavia, il valore assoluto della curvatura
media e definito anche per superfici non orientabili.

Dalle Definizioni 4.14 e 4.17 segue che la curvatura gaussiana e la curvatura
media, in termini di curvature principali, sono date

K@) = k() kalp) o H(p)= 120

Inoltre, tali formule implicano che k;(p) e k2(p) sono le soluzioni dell’equazione
di secondo grado (in k): k* — 2Hk + K = 0, da cui

kiy=H+VH - K.

Rispetto a una fissata parametrizzazione locale (D, ¢), dal Teorema 4.7 segue
la seguente

Proposizione 4.18. Per ogni p € ¢(D), le curvatura gaussiana e la curva-
tura media sono date da:

(4.6) K(p)

e

In —m?
= _ ()

(4.7 1) = S5 )

Inoltre, se F' = m = 0, sempre dal Teorema 4.7 segue che

S(pu) = (U/E)pu e S(p,) = (n/G)p.
Pertanto, abbiamo
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Proposizione 4.19. Se 1 coefficienti F' ed m sono nulli, allora le curvature

principali sono date da
klzg/E, kzzn/G

Osservazione 4.20. Rispetto a una fissata parametrizzazione locale di
coordinate isoterme (u,v), ovvero £ = G = f(u,v),F = 0, la curvatura
gaussiana ¢ data dalla seguente formula (cf. Osservazione 5.23)

1 /1 1 1

dove AD = §?®/Ju?* + 9*®/Jv? con ®(u,v) funzione differenziabile.

Esempio 4.21. Consideriamo la sfera S* : 2% + y? + 22 = r2. Abbiamo

visto che S? ¢ orientabile e N, = (1/r)p ¢ un campo unitario normale alla
sfera. Determiniamo 'operatore forma S, : T,S* — T,S?. Dato v, € T,S?, sia
v(t) = (x(t),y(t), 2(t)) una curva differenziabile di S? con ¥(0) = p e ¥(0) = v,,.
Allora,

o N(t) = N(v(t)) = (1/r)y(t), e quindi N'(t) = (1/r)7(t).
1 conseguenza,

Sp(vp) = =N'(0) = =(1/r)7(0) = —(1/r)vp.

Pertanto

SP - —<1/7’)I,
e quindi le curvature principali k1(p) = ks(p) = cost. = —1/r, la curvatura di
Gauss K (p) = cost. = 1/r* > 0 e la curvatura media H(p) = cost. = —1/r <

0. In particolare, la sfera ¢ una superficie a punti ellittici.

Esempio 4.22. Consideriamo il cilindro circolare retto M = S! x R :
z? 4+ y* = r%. Sappiamo che il cilindro M ¢ orientabile e N, = (1/r)(z,y,0)
¢ un campo unitario normale a M. Determiniamo l'operatore forma di M.
Una parametrizzazione locale di M ¢ data da ¢(u,v) = (rcosu,rsenu,v). Di
conseguenza,

0y = (—rsenu,rcosu,0), ¢, =(0,0,1),
u /\ v
N(u,v) = PP (cosu,senu,0).
lou A @0l

L’operatore forma ¢ quindi dato da:

S(pu) = =Ny, = (senu, —cosu,0) = —(1/r)pu, S(p,) =—N, = (0,0,0).
Pertanto, (¢., ¢,) € una base di autovettori. Le curvature principali sono

ki(p) = —(1/r) =cost #0 e ka(p) =0,

per cui K(p) =0e S, # 0. Dunque, M ¢ una superficie a punti parabolici. Si
noti che rispetto alla parametrizzazione considerata nell’Esempio 4.9, i ruoli
dei parametri u e v sono scambiati e quindi i versori normali sono opposti.

Esercizio 4.23. Si verifichi che la superficie regolare M : z = seny € un
esempio di superficie che contiene punti planari e punti parabolici.
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Esempio 4.24. Vogliamo trovare la curvatura gaussiana della super-
ficie di rotazione M ottenuta (come nell’Esempio 3.15) ruotando la curva
regolare y(u) : x = f(u) > 0,y =0,z = g(u), u €]a, b] intorno all’asse z. Assu-
miamo come nell’Esempio 3.64 che la curva regolare y(u), sia parametrizzata
con l'ascissa curvilinea. Allora, i coefficienti della prima forma fondamentale
sono E =1, F = 0e G = f*(u). Inoltre, come visto nell’Esempio 4.9, i
coefficienti della seconda forma fondamentale sono

C= f(w)g"(u) = f"(u)g'(w), m=0, n=flu)g(u).

Allora, usando per la curvatura gaussiana K la formula (4.6), troviamo

_ n—m®  (f'(w)g"(w) — f"(u)g'(w)) f(u)g' (u)

K(U, U) T EG - F?2 f2(u)
_ (P (w)g" () — () (g'(w))*)
( -
Dialtronde, derivando (f'(u))? + (¢'(u))? = 1 otteniamo

g'(w)g"(u) = —f'(u) f"(u)
e quindi la precedente formula della curvatura diventa
P (@) + (g @)?)

K(u,v) ()

Pertanto,

(4.9) K(u,v) = —J;:/((S))

Esercizio 4.25. Determinare, usando la (4.9), la curvatura gaussiana del
cilindro circolare retto, della sfera e della superficie torica.

Esercizio 4.26. Sia M la superficie di rotazione dell’Esempio 4.24, dove
pero la curva y(u) : x = f(u) > 0,y = 0,z = g(u), non & parametrizzata
con l'ascissa curvilinea, quindi con velocita scalare ||¥(u)||, che indichiamo con
a(u), non costante.

Determinare curvature principali e curvatura gaussiana di tale superficie.

Suggerimento: In questo caso si trova che

e i coefficienti della prima forma fondamentale sono

E=0a*u), F=0eG = f*(u);
e il campo normale

N IIzZ 2 :jZH - a(lu)<_gl(U)cosv, —g'(u)senw, f'(u));

e i coefficienti della seconda forma fondamentale sono

(= (f'(u)g"(u) = f'(u)g' () fa(u), m=0, n=flu)g()/alu).

Quindi, la matrice dell’operatore forma e data da
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- . , f/g// _ f//g/ .
m

(4.10) S = - a? ,

F G m n 0 9.

(6%

Esempio 4.27. Sia M una superficie rigata regolare parametrizzata,

come nell’Esempio 3.17, da
o(u,v) = y(u) + v V(u), con (u,v) €]a,b[xR.
Allora, M ha curvatura gaussiana non positiva. Infatti,
ou =)+ oV (u), @, =V(u), @uw=V"(u), @w=0,
e quindi
n—m* m?

~ EG — F?

K(u,v) 0,

= - <

EG - F? —
dove

m=@uw-N=0 seesolose V(u)-V'(u)A+(u)=0.

Una superficie rigata (regolare) si dice sviluppabile se la sua curvatura
gaussiana ¢ identicamente nulla.

Se la superficie rigata (regolare) M ¢ un cilindro generalizzato (cf. Esempio
3.18) si ha V(u) = Vj (costante) e quindi V'(u) = 0, se M ¢ un cono generaliz-
zato di vertice py (cf. Esempio 3.19) si ha V(u) = y(u) — pp e quindi V'(u) =
4(u). In entrambi i casi, & soddisfatta la condizione V' (u) - V'(u) A 4(u) = 0,
pertanto entrambe le superfici sono sviluppabili.

Esempio 4.28. Superficie tubolare
Il pitu semplice esempio di superficie tubolare ¢ dato dal cilindro rotondo. Con-
sederiamo, per semplicita, il cilindro rotondo di equazione cartesiana x% +y? =
r?. Tale cilindro si pud parametrizzare con p(u,v) = (rcoswv,rsenv,u) che si
puo anche esprimere come intorno tubolare di raggio r dell’asse z (asse del
cilindro). Infatti,
o(u,v) = y(u) + 7(cos v) By + r(senv) Eg. ),

dove y(u) = (0,0,u) e l'asse del cilindro ed E1,(,), E2 ) sono i primi due
campi di vettori della base canonica definiti lungo v(u). Quindi, (F(u) =
Y(u), Biqu), Eg,y(u)) ¢ base ortonormale lungo . Inoltre, le curve delle v del
dato cilindro sono circonferenze di centro (0,0, u), raggio r e contenute nei
piani z = u. Questo discorso si pud generalizzare nel modo seguente. Sia y(u),
u € I, una curva di Frenet parametrizzata con I’ascissa curvilinea. Denotiamo
con (f(u), n(u), g(u), K, 7') I'apparato di Frenet della curva «(u). La superficie
M, intorno tubolare di raggio r > 0 della curva «y (cf. Figura 1), & la superficie
parametrizzata da

o(u,v) = y(u) + r(cosv)ii(u) + r(senv)b(u), u € I, v € — 7, 7,
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(oppure v €]0,27[). Le curve delle v sono circonferenze di raggio r contenute
nei piani normali a . Assumiamo che il tubo M sia una superficie immersa
(basta assumere che la curvatura x(u) di v soddisfi la condizione r(u)r < 1).

F1GURA 1. Superficie tubolare.

Determiniamo la curvatura gaussiana della superficie tubolare M. Applicando
le formule di Frenet relative alla curva ~, si ha

—/ T

00 = Y(u) +r(cosv) i’ (u) + r(senv)b’(u)
= (1= r&(u)(cosv))t{u) — rr(u)(senv)ii(u) + r7(u)(cos 0)b(u);

w0y = —r(senv)i(u) + r(cosv)b(u),

E =, p,=(1—rr(u)cosv)? +r*t3(u), F =p, o, =1r7(u),
G = Py = Py = TQ'

Siccome
pu = (1= rr(u)cos v)t{u) + 7(u)py,

la condizione r k < 1 implica (1 — rx(u)cosv) > 0 e di conseguenza i vettori
coordinati ¢, @, sono linearmente indipendenti. Inoltre,

©u Ny = (1 = rr(u)cosv)t{u) A @,

—

(1 — rr(u)cosv)t(u) A (—rsenv ni(u) + rcos v l;(u)>

= —r(1 — rr(u)cosv) (COSU ni(u) 4 sen v g(U)) ;

low A 0yl = r*(1 — r(u)cosv)? = EG — F?

N = —cosvii(u) — sen v b(u).
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Infine, determiniamo i coefficienti della seconda forma fondamentale. Sempre
applicando le formule di Frenet, otteniamo
Puu = —1 (K (u) cos v — 7(u)k(u)sen v)t{u)
+ ((1 = re(u)cos v)r(u) — r7'(u) senv — r7*(u)cos v) 7i(u)
+ 7 (7'(u) cosv — 7°(u) senv) b(uw),
Qoo = —1cosvi(u) — rsenvb(u) =r N,
Pup = rr(u) sen v t(u) — r7(u) cosvii(u) — rr(u) sen v b(u),
(=N =r7(u) — (1 —re(u)cosv)r(u) cosv,
m = @u - N =r7(u),
n= Q- - N=r.

Allora, non esistono punti planari e la curvatura gaussiana e data da
2

K (u,v) = tn—m> k(u) cosv .

EG — F? r(1 — rk(u)cosv)
In particolare, il segno di K (u,v) dipende solo dal segno di cosv, e quindi
esistono punti parabolici , ellittici e iperbolici.

Se come curva di Frenet prendiamo una circonferenza, ad esempio y(u) =
(cosu, senwu, 0), il corrispondente riferimento di Frenet &

tlu) = (=senwu,cosu,0), 7i(u) = (—cosu, —senu,0), b(u) = (0,0,1).
La superficie intorno tubolare di raggio r della circonferenza v, r < 1, ha
rappresentazione parametrica

-

o(u,v) = y(u) + r(cosv)ii(u) + r(senv)b(u),

= (cosu(l —recosv),senu(l — rcosv), rsenv)

Cambiando il parametro v €| — 7, 7[ con v €]0, 27| definito da v = 7 — v, si
ottiene

o(u,v) = p(u,m —v) = (cosu(l + rcosv),senu(l + rcosv), rsenv)

che rappresenta la superficie torica ottenuta ruotando la circonferenza r =
(1 + rcosv),y = 0,z = rsenv) intorno all’asse z (confrontare con la (3.1)).
Quindi, la superficie torica ¢ un esempio di superficie tubolare. In tal caso, la
curvatura di y(u) € k(u) =cost.= +1 e la curvatura di Gauss

Ccosv Ccosv

K(u,v) = — = :
(1, 9) r(1 —rcosv)  r(1+rcosv)

In particolare, la curvatura K (u,v) & costante lungo i paralleli v =cost. (curve
delle u). Lungo i paralleli v = 7/2 e v = 37/2, la curvatura di Gauss ¢ nulla.
Lungo il parallelo v = 7 la curvatura di Gauss e negativa. Lungo il parallelo
v = 0 (considerando una parametrizzazione definita per tale v) la curvatura di
Gauss e positiva.
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4.4. Superfici minimali

Lo studio delle superfici minimali si puo dire che ha avuto inizio con Lagran-
ge(1760) il quale determino l'equazione differenziale che deve soddisfare una
superficie minimale del tipo z = f(z,y), e con Meusnier(1776) che diede una
interpretazione geometrica dell’equazione differenziale ottenuta da Lagrange.

Definizione 4.29. Una superficie regolare parametrizzata (D, ) é detta
minimale se la sua curvatura media H(p) é identicamente nulla. Una super-
ficie regolare M ¢ detta superficie minimale se ogni sua parametrizzazione é
minimale.

Si noti che: ¢ punti non planari di una superficie minimale sono iperbolici.
Infatti, da ky(p) + k2(p) = 0 segue K (p) = —k?(p) < 0.

Un’interpretazione geometrica che giustifica il nome di superficie minimale
si ottiene nel modo seguente. Sia ¢ : D — M C R?® una superficie regolare
parametrizzata e sia B un dominio (aperto connesso) limitato di D. Se h :
B = BUJB — R un’applicazione differenziabile, 'applicazione

F:Bx(—¢¢) =R (u,v,t) = F(u,v,t) = ¢(u,v) + th(u,v)N(u,v)

¢ detta variazione normale di ¢(B) determinata da h. Per ogni t € (—¢,¢),
I’applicazione
02 B — R3 (u,v) — @i(u,v) = F(u,v,t)
definisce una superficie parametrizzata, con
Oty = Qu +thyN +thN, e o = @, +thyN +thN,.
Quindi, i corrispondenti coefficienti della prima forma fondamentale sono

Ey = E +2th(py - N,) +t2f1, Gy =G+ 2th(p, - N,) + t f3,
F,=F +th(py - N, + ¢, - Ny) + t2 fs,

dove le funzioni fi, fo, f3 sono polinomiali rispetto a ¢t. Siccome
SOuNu:_SouuN:_ga @U'Nv:_gpvv'N:_na

Pu - Ny + @y - Ny = =20y, - N = —2m,
si ha
E,=FE —2tht +t*f,, F,=F —2thm+t*f,, G, =G —2thn +t*fs.
Di conseguenza, siccome 2H (EG — F?) = (En — 2Fm + Gl), otteniamo
E,Gy — F? = (EG — F?) = 2th(En — 2Fm + Gl) + t* f,
= (EG — F*)(1 — 4thH) + t* {4,
dove la funzione f; & polinomiale rispetto a t. Inoltre, posto f5 = f4/ VEG — F2,

per la funzione area A(t) della variazione ¢;(B) si ha (cf. Section 3.8)

A(t):// \/Eth—FtZdudv:// VEG — F2\/1 — 4thH + 2 f5 dudov.
B B
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La funzione A(t), per ¢ abbastanza piccolo, e differenziabile, e la sua derivata
pert=0¢

(4.11) A'(0) = -2 // hHV EG — F? dudv.

Se (D, ) ¢ minimale, ossia H = 0, dalla (4.11) segue che A’(0) = 0 per ogni B

e per ogni variazione normale di ¢(B). Viceversa, se A’(0) = 0 per ogni B e per
ogni variazione normale di ¢(B), allora (D, ¢) & minimale. Infatti, assumiamo
per assurdo H(pg) # 0 per qualche py € D, e quindi H(p) # 0 in un intorno
di po. In tal caso, si potrebbe costruire una funzione differenziabile h : B — R
con h(p) = H(p) in qualche intorno di py e h(p) = 0 all’esterno di un intorno di
po. Allora, dalla (4.11) si avrebbe che A’(0) < 0 per la variazione determinata

da questa h, e quindi una contraddizione. Dunque, vale il seguente

Teorema 4.30. Sia ¢ : D — M C R3 una superficie regolare parametriz-
zata e sia B un dominio limitato di D. Allora, la superficie parametrizzata é
minimale se e solo se A'(0) = 0 per ogni dominio limitato B di D e per ogni
variazione normale di o(B).

Dunque, ogni dominio limitato ¢(B) di una superficie minimale (D, ) &
un punto critico del funzionale area. In generale i punti critici non e detto che
siano di minimo, quindi il termine minimale potrebbe non essere appropriato.
Tuttavia, questo termine fu introdotto da Lagrange nel 1760.

Osservazione 4.31. Lo studio delle superfici minimali e anche legato al
problema di Plateau (problema di calcolo delle variazioni), detto anche pro-
blema delle bolle (o pellicole) di sapone. Tale problema, in una forma un po
semplificata, si puo esprimere nel seguente modo: “provare che per ogni cur-
va chiusa semplice di R? esiste una superficie di area minima che ha v come

bordo”
Un’altra caratterizzazione delle superfici minimali ¢ data dalla seguente

Proposizione 4.32. Sia p(u,v), (u,v) € D, una superficie regolare pa-
rametrizzata, e orientata da N. Se le coordinate (u,v) sono isoterme, ossia
E(u,v) = G(u,v) = f(u,v) > 0 ed F = 0, allora la curvatura media e il
vettore Yy, + Puw Sono dati da

H=U+n)/2f e @u+pw=2fH)N.

In particolare, la superficie ¢ minimale se e solo se il vettore Yy, + @up = 0.
DIMOSTRAZIONE. Siccome E =G = f e F'=0, dalla (4.7) si ha
H=(l+n)/2E = ((¢us + puo) - N)/2f.

D’altronde, ¢y - pu = @y - ¢y iImplica Quy - Qu = Yuv - Po. Inoltre, ¢y, -, =0
implica @y, - Py = —@y - Puy. Pertanto, otteniamo

(@uu + vav) *Pu = 0.

Analogamente si trova
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(quu + vav> Py = 0.

Dunque, @, + ¢uy ha solo componente normale, e quindi
U

Esempio 4.33. Sia M I’elicoide definito nell’Esempio 3.65. Determiniamo
curvatura gaussiana e curvatura media di M. L’applicazione

o(u,v) = (ucosv,usenv,bv), (u,v) € Rx|0,2x[, b#0,
definisce una parametrizzazione locale di M. Inoltre,
oy = (cosv,senv,0), ¢, = (—usenv,ucosv,b),
E=1,F=0G=u>+0%

Inoltre,

VAN 1
N= PulPo (bsen v, —bcos v, u),

e Al V282

Yuu = (0,0,0),  pu = (—senwv,cosv,0), @y = (—ucosv, —usenv,0).

Usando le formule del Teorema 4.7, si trova i coefficienti [, m,n sono
=0 N=0, m=pu, N=0b/Vu>+b#0, n=p, -N=0.
Infine, applicando la (4.6) e la (4.7), si ottiene
2
K(p)

In—m 27/(02 1 12)2
Gl —2Fm + En
H(p) = =0.
W)= = Ea -
Dunque, l'elicoide M & un esempio (non banale) di superficie minimale (e
quindi a punti iperbolici).

Esercizio 4.34. Ruotando la catenaria
v(u) :x =coshu,y=0,z=u, ueckR,
intorno all’asse z, la corrispondente superficie di rotazione, detta catenoide, ha
la seguente parametrizzazione regolare
o(u,v) = (coshucosv,coshusenv,u), con v €l0,2r][euecR.
Verificare, applicando la Proposizione 4.32, che anche la catenoide e una super-

ficie minimale. Inoltre, usando la (4.10), verificare che le curvature principali

sono date da

1 1
e ko(u) =

kl (U) = —

cosh? u cosh? u

Per altre proprieta, ed esempi, di superfici minimali si puo consultare [9]
Sez. 3-5 e [20] Cap.9.
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4.5. Curvatura normale
Siano M una superficie regolare, p un punto di M e v, € T,M, |lv,|| = 1.

Definizione 4.35. La quantita
kn(vy) = TIZ,(v,) = Sp(vy) - v,
st dice curvatura normale di M in p nella direzione di v,.
Naturalmente, se v, € T,M, v, # 0, la curvatura normale in p nella direzione
di v, ¢ definita da

Fen(vp) 1= Ty (0p) /Ly (vp) = Sp(wp) - vp/ ||vp 1.
Si noti che il segno di k,(v,) dipende da S,, quindi cambiando N con —N la
curvatura normale cambia di segno. In ogni caso

kon(vp) = kn(—vp).
Se 7(s) € una curva regolare di M parametrizzata con l'ascissa curvilinea,

allora k, (¥(so)) si dice curvatura normale di ~ in v(so).

Teorema 4.36. (di Meusnier) Per ogni curva regolare v(s) di M para-
metrizzata con l'ascissa curvilinea, y(so) = p, si ha

kn (7(s0)) = A(50) - Np.
In particolare, se y(s) é di Frenet,
kn (7(50)) = Kq(s0) cosd

dove k+(s0) € lusuale curvatura di v nel punto p = v(sg) e ¥ ¢é l'angolo
convesso determinato da N, e da n, versore normale principale alla curva in
p. Inoltre,

kn((s0)) = R4 (s0) < N, = tn,.

DIMOSTRAZIONE. Poiche 7(s) ¢ una curva di M, si ha 4(s) € TM per
ogni s. Pertanto 7(s) - N, = 0, e derivando tale equazione si ottiene

J(s) - N(s) +7(s) - N'(s) =0,
ovvero %(s) - N(s) — 4(s) - Sy (F(s)) = 0 per ogni s. Per s = sy si ha
kn(7(50)) = S((50)) - ¥(s0) = F(50) - N(s0) = H(50) - Np-

Se v(s) e di Frenet, possiamo considerare il versore normale principale n, =
Y¥(s0)/II7(s0)||, e quindi la prima formula di Frenet %(sg) = k,(so)n,. Da
questa si ottiene
kn ((50)) = F(s0) - Np = ky(s0) np - Ny = £4(50) cos 9.
O

Osservazione 4.37. Se ~y(t) & curva regolare di M con ¢ parametro arbi-
trario, allora la curvatura normale

U SG)A AW-NG
R T EA TS T
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Ora, ci chiediamo se esistono curve regolari (s) sulla superficie regolare M
per cui la curvatura normale &, ("y(so)) coincida, a meno del segno, con I'usuale
curvatura k. di v in p = (), ovvero cos ) = £1 nel Teorema di Meusnier.

Definizione 4.38. Diciamo curva sezione normale di M in p una curva
che st ottiene intersecando la superficie M con un piano passante per N,.

Dato v, € T,M, ||v,|| = 1, sia 7,, il piano determinato da N, e v,. La curva
v = m,, N M ¢ una sezione normale di M in p, e viene detta curva sezione
normale (di M in p) determinata da v,. Tale curva ¢ regolare in quanto M ¢
regolare. Parametrizziamo 7 con l'ascissa curvilinea e supponiamo 7(0) = p.
Risulta

Y(s0) € my, =span(v,, N,) (in quanto v ¢ una curva di m,,).

Inoltre,
Y(s0) € T,M (in quanto 7 & anche una curva di M) e quindi 4(sg) LN,
per cui necessariamente j(sg) = Av,. Siccome |lv,|| = ||§(s0)|| = 1, si ha

Y(s0) = £wv,. Scambiando, s con —s, se necessario, possiamo assumere v, =
J(s0) L N,. Allora, indicato con n, il versore normale principale alla curva
7(s) nel punto p, versore che si trova nel piano ,, (in quanto v ¢ una curva
di m,,), abbiamo

v, =9(s0) LN, e v, =*(s9) Ln, percuideve essere N, = +£n,,.
Pertanto, dal Teorema di Meusnier segue che

kn(vp) = kn (Y(s0)) = E54(50).

Possiamo quindi enunciare la seguente proposizione (che giustifica il nome di
curvatura normale).

Proposizione 4.39. La curvatura normale k,(v,) coincide, a meno del
segno, con lusuale curvatura in p della curva sezione normale di M in p
determinata dal vettore vy,.

Osservazione 4.40. Si noti che se y(s) ¢ una curva sezione normale di M
in un punto p = y(sp), non ¢ detto (in generale) che lo sia in ogni suo punto.
Nel caso in cui cio si verifichi, la curva ¢ speciale (cf. Proposizione 5.41).

Osservazione 4.41. Sia 7y, un fissato piano per N, e sia v = 7y, N M
la corrispondente curva sezione normale. Allora, dalla Proposizione 4.39 segue
che la curvatura di v nel punto p ¢ data da

Ry (p) = [Fa(wp)],

dove v, ¢ un vettore di T, M che ha la direzione della retta r = my N7T,M (che
¢ la retta tangente a 7 nel punto p).

Esempio 4.42. Se M e una sfera di raggio R, allora una curva sezione
normale di M in un fissato punto p ¢ una circonferenza di raggio massimo.
Sia ora M il cilindro circolare retto 2? + y? = R* Se v, € T,M & un vettore
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ortogonale all’asse del cilindro, allora la corrispondente curva sezione normale
in p ¢ una circonferenza di raggio R. Se v, € T,M & un vettore parallelo
all’asse del cilindro, allora la corrispondente curva sezione normale in p e una
retta parallela all’asse.

Osservazione 4.43. Sia (D, ¢) una carta locale di una superficie regolare
di M e sia N un fissato campo unitario normale definito su ¢(D). Sia (s)
una curva differenziabile regolare di M con sostegno in ¢(D) e parametrizzata
a velocita unitaria. Osserviamo che il versore (N A ¥)(s) ¢ ortogonale a N(s),
quindi (N A4) € TysyM e (4, N,N A¥) & una base ortonormale di T’yHR?
per ogni s. Il campo vettoriale accelerazione #(s) ¢ ortogonale a %(s), per cui
4(s) €span(N, N A %) e quindi nel generico punto (s) abbiamo

(4.12) = -N)N+ (¥ -NAY)NA7.

Dal Teorema di Meusnier, la componente normale di 4(s) definisce la curvatura
normale. La componente tangente di 5(s), ossia la funzione
kg(s) = 7(s) - N(s) Ay(s) = ¥(s) Ad(s) - N(s),
si dice curvatura geodetica della curva v(s). Cambiando N con —N, la
curvatura geodetica cambia di segno. Se M e orientabile, fissato un campo
vettoriale unitario normale N, la curvatura geodetica & ben definita su tutta
la superficie. Per superfici non orientabili il valore assoluto della curvatura
geodetica e ben definito. In ogni caso, dalla decomposizione (4.12), si ottiene
la seguente relazione fra le tre curvature (cf. anche (5.19)):

K3(8) = kg(s) + kp((s)).
Il nome di curvatura geodetica per k, ¢ giustificato dal suo legame con il
concetto di curva geodetica (cf. Sezione 5.4).

Ora esaminiamo le direzioni, se esistono, che annullano la curvatura nor-
male di una superficie regolare M in un punto p.

Definizione 4.44. Dato v, € T,M, ||v,|| = 1, se la curvatura normale
kin(vp) = Sp(vp) - vp =0,
allora la direzione definita da v, st dice che é una direzione asintotica nel
punto p. Una curva v(s) = p(u(s),v(s)) di M tale che ¥(s) sia sempre una
direzione asintotica é detta curva asintotica della superficie M.

Siccome (s) = u'(s)py + V'(s)p,, allora v(s) ¢ asintotica se e solo se le sue
componenti soddisfano 1’equazione differenziale
()20 + 2u"v'm + (v')*n = 0.
Sia {e;,e,} una base ortonormale di vettori principali in p. Allora, un vettore
v, = x1€; +T2e, definisce una direzione asintotica se e solo se le sue componenti
x1, T9 soddisfano la seguente equazione
23k + 23ke = 0,

dove ki, ks sono le curvature principali in p. Si hanno quindi le seguenti
possibilita:
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e Se p e ellittico (K(p) = ki1(p)k2(p) > 0), non esistono direzioni asintoti-
che.

e Se p ¢ iperbolico (K (p) = ki(p)ka(p) < 0), esistono due direzioni asinto-
tiche le quali sono definite dai vettori

(¢)  vr=e ey, va=e —pey,  dove p=/—=(ki/ka)(p).
In questo caso, le direzioni principali, ovvero quelle definite dai vettori prin-

cipali e;, e,, sono le bisettrici degli angoli convessi determinati dalle direzioni
asintotiche vy, vy .

F1GURA 2. Direzioni principali e direzioni asintotiche.

In particolare, le direzioni asintotiche in p sono ortogonali se e solo se la
curvatura media H si annulla in p. Infatti, dalla (x) segue

vy - ve = 0 se e solo se (k1 + ko) (p) = 0.

e Se p & parabolico (k1(p)ks(p) = 0, k2(p) # 0), 'unica direzione asintotica
¢ la direzione principale definita da e;.

e Se p ¢ planare (k1 (p) = ka(p) = 0), tutte le direzioni in p sono asintotiche.

e Se in un punto p esiste una direzione asintotica, allora necessariamente
la curvatura gaussiana K(p) < 0.

Esercizio 4.45. Si consideri la superficie regolare (cf. Esempio 4.51)

M : p(u,v) = (u,v,u® — 3uv?), u,v € R.

Si verifichi che:

a) I'equazione differenziale delle curve asintotiche di M &

uw(u')? — 20V — u(v')? = 0;
b) le rette y1(t) = (0,,0), 7a(t) = (v/3t,t,0) e y3(t) = (—/3t,t,0) sono

curve asintotiche di M.
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Una motivazione per giustificare la terminologia usata per definire la natura
dei punti di una superficie si ha considerando il seguente insieme di vettori
tangenti in p:

D, ={v, € T,M : S,(v,) - v, = £1}, ovvero D), : 11,(v,) = %£1.
Posto v, = x1e; + z2¢5, D, ha equazioni
k) + 23ke = £1.

Tali equazioni rappresentano una coppia di coniche (eventualmente a punti
immaginari) che viene detta indicatrice di Dupin. Si hanno le seguenti
possibilita:

e pellittico (k1(p)k2(p) > 0). In tal caso I'indicatrice di Dupin ¢ una coppia
di ellissi (una a punti reali e una a punti immaginari).

e p iperbolico (k1(p)ka(p) < 0). In tal caso l'indicatrice di Dupin ¢ una
coppia di iperboli che hanno stessi asintoti i quali definiscono le direzioni
asintotiche in p.

e p parabolico (ki(p)k2(p) = 0,ke(p) # 0). In tal caso l'indicatrice di
Dupin e una coppia di rette parallele.

e p planare (ki(p) = ka(p) = 0). In tal caso l'indicatrice di Dupin non ha
significato.

Teorema 4.46. (significato geometrico delle curvature principali) Sia M
una superficie regolare e sia p € M. Le curvature principali ki(p) e ka(p)
sono 1 valori di massimo e di minimo della curvatura normale k, in p. In
particolare, se ki(p) = ka(p) = ko, allora S, = ko 1,.

DIMOSTRAZIONE. Siawv, € T, M, ||lv,|| = 1. Sia {e;,e,} una base di vettori
principali in p e siano kq(p), k2(p) le corrispondenti curvature principali, cioe
Spe; = ki(p)e; e Sp(ey) = ka(p)e,. Allora per ogni v, € T,M, ||v,|| = 1,
abbiamo

v, = coste; +sente,, te€ 0,2
Pertanto
kn(vy) = Sp(vy) - v, = (cost Spe; + sent Spe,) - (coste, +sente,),
e quindi
(4.13) kn(v,) = ki(p) cos *t + ko(p) sen *t.

La (4.13) ¢ detta formula di Eulero. Da tale formula segue che tutte le
curvature normali in p si ottengono con la funzione

ko(t) : [0,27] = R, t = ky,(t) = k1(p) cos?t + ko(p) sen ?t.

La funzione k,(t), in quanto continua su [0, 27| chiuso e limitato, ammette
massimo e minimo. Derivando tale funzione, si ha

k! (t) = 2(ky — kyi)costsent = (ko — kq)sen 2t.

Si possono quindi avere due casi:
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o k1(p) = ko(p) (ovvero p & ombelicale). Allora k,(t) = cost = kq. Cio vuol
dire che k,(v,) = cost per ogni v, € T,M (con ||v,|| = 1), cioe tutte le direzioni
in p sono principali e quindi S, = kol.

e ky(p) # ki(p). In questo caso ki (f) si annulla per ¢t = 0, 7,7, %7?,271
Supponiamo kq(p) > ki(p), allora: per t = 0,7, 27 si ottiene k; (minimo), e
pert =7, %’N si ottiene ko (massimo). U

Osservazione 4.47. Dal Teorema 4.46 segue che le curve principali sono
curve di M la cui curvatura normale ¢ sempre minima o massima.

4.6. L’applicazione di Gauss

C. F. Gauss nel suo articolo “Disquisitiones generales circa superficies cur-
vas "del 1827, defini la curvatura di una superficie M in un punto p € M
come la misura di quanto la stessa superficie si allontana dal piano tangente in
quel punto. Piu precisamente, fissato un punto p € M, si considera la normale
in quel punto alla superficie, poi si considera una sfera unitaria e si sceglie un
raggio avente la direzione della normale fissata; la scelta del raggio individua
un punto, che chiamiamo G(p), sulla sfera. Quando p descrive una piccola re-
gione o su M, G(p) descrive una corrispondente regione ¢’ sulla sfera unitaria.
Gauss defini la curvatura K (p) della superficie M in p, considerata a meno del
segno, come il limite del rapporto tra I’area della regione ¢’ sulla sfera e I'area
della regione o sulla superficie M, dove il limite ¢ fatto restringendo le regioni
considerate fino a farle coincidere con i rispettivi punti di partenza:

— im area(o’)
(4.14) Kp) = <17%p area(o)’

G G

Ficura 3. L’applicazione di Gauss.

Vogliamo verificare che la definizione di curvatura data da Gauss con la
formula (4.14), la quale fornisce una interpretazione geometria della curvatura
gaussiana, coincide con la Definizione 4.14. Sia M una superficie regolare
orientabile di R?. Sia N = (f1, f2, f3) un campo unitario (differenziabile)
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normale alla superficie M. Per ogni p € M abbiamo ||N(p)|| = 1, ovvero N
assume i suoi valori nella sfera unitaria S?, quindi N puo essere visto come
un’applicazione

G:M—S*CRp— (filp), f2(p), f3(p)),

che viene detta applicazione di Gauss. Per ogni p € M, il piano tangente
Tep)S? & Portogonale in R? del vettore G(p), quindi T (,)S* si puo identificare
con T,M (essendo entrambi ortogonali alla stessa direzione si possono identifi-
care con una traslazione). Di conseguenza, il differenziale dell’applicazione di
Gauss G : T,M — T(;(p)S2 si puo pensare come un endomorfismo of 7,,M.
Tale endomorfismo

G.p: T,M — T,M

¢ esattamente 'operatore forma di M in p. Infatti, fissato p € M, se v, € T,M
e y(t) ¢ una curva differenziabile di M con v(0) = p e 4(0) = v,, posto
G(t) = G(y(t)) = N(y(t)) = N(t), dalla definizione di differenziale, segue che

Gip(vp) = N'(0) = =Sp(vp).
In particolare, la curvatura gaussiana in p
K(p) = det G,p.
Inoltre, fissata una parametrizzazione regolare locale (D, ¢) di M, si ha

G*(Spu) = _S(qu) € G*(SOU) = _S(SOU)'

Ora, fissato p € (D), senza perdere in generalita possiamo assumere che D
sia una palla aperta di raggio r con p = ¢(0,0). Assumiamo K (p) # 0. Allora,
prendendo r sufficientemente “piccolo”, possiamo assumere che (D, 1) = Go)
sia una parametrizzazione regolare locale della sfera S*. Quindi,

Yu = (G o)y =Gu(pu) = =S(pu), Po=(Gop),=Gi(p,) = =5(py).

u Ny = S(pu) A S(w)-
Pertanto, dalla Definizione 3.70, abbiamo

arca(u(D) = [ [ W nvilldudo = [[ 1560 7 St ldude

D’altronde, posto S(p,) = a11¢0u + @210 € S(vy) = a120, + a9, usando le
proprieta del prodotto vettoriale, si ha
S(pu) A S(@y) = (a1190 + a2190) A (1200 + A2200)
= (a11a22 — @12021) (Pu A Py)
= det(S)(pu A @),

e quindi

(4.15) S(pu) AN S(py) = K(u,v)(pu A @u)-
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Pertanto, abbiamo

area((D)) = [[ 1K)l lleu A g duds.
D
Applicando le formule precedenti, si ottiene

area((D)) ~ im S K (u,0)| lou A ol dudy
r=0 area(p(D)) 0 [[ llpu A pyldudv
(1/area(D)) [ [ (0, )l 1 A o

im
r—0 (1/area(D)) ffD |ou A pl|dudv

Ora, applicando il teorema del valor medio per gli integrali doppi, per qualche
(u,v) € D si ha

D K
g D) Kl nl
r=0 area(p(D)) =0 lou A g
K] llpu A ol
= (0,0) = [K(p)|.
lu A ol
Abbiamo quindi la formula
. area(y(D
K (p)] = lim 27D

r=0 area(p(D))’

ovvero la formula (4.14).

Esercizio 4.48. Determinare, usando la formula (4.14), la curvatura gaus-
siana di una sfera di raggio R e di un piano.

4.7. Approssimazione quadratica di una superficie

In questa sezione vediamo come la curvatura gaussiana, in particolare quan-
do non nulla, “controlla”la forma della superficie in un intorno di un fissato
punto. Inoltre, lo stesso studio dara un’altra motivazione per giustificare la
terminologia usata per definire la natura dei punti di una superficie.

Sia M una superficie regolare e sia pg € M. In un intorno di py, la superficie
M si puo rappresentare con una delle seguenti forme:

Z:f<x7y>7 y:g<x7z)7 x:h(y72)'
Consideriamo, ad esempio, M : z = f(z,y) in un intorno di py. Questo tipo
di superficie si puo parametrizzare con
o(,0) = (u,v, f(u,0)), (u,v) € D (aperto di R?).
Pertanto,
@U:(1707fu>:(1707f1)7 ¢U2(0717fv):<0717fy)7
e quindi
- Pu A Yo o <_fm7 _fy7 1)

a [0 A @0 ; \/1+f£+f5'
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Inoltre,
Puv = (Oa O?fa:y)a Puu = (0707 fx:c)> Pov = (ana fyy)-
I coefficienti dell prima e della seconda forma fondamentale sono quindi

E:@uS%:l—Ffz, F:SOquv:f:L‘fya szv@v:1+fy2>

fmc f:cy
EZN@uu:ﬁa m:N'QPuv:ﬁa
VIR VIFEFR
fyy

n=N-:p,=——e.
YOV RAR

Pertanto, per ogni p € U = (D), la curvatura gaussiana e la curvatura media

sono date da

- In — TTI,2 . fma:fyy - m2y

(4.16) KEp)=ga—m= 1+ f2+ f2)¥

(4.17)  H(p) = Gl—2Fm+En (L4 f2) fyy — 2fufyfoy + (1—|—f;)fm

2(EG — F?2) 2014 f2 + f2)3/2

Osservazione 4.49. Le formule (4.16) e (4.17) valgono per ogni superficie
regolare di equazione cartesiana z = f(z,y).

Siccome stiamo facendo uno studio qualitativo, senza perdere in generalita,
possiamo supporre py = (0,0,0) € M, T,, M = m,, : z = 0 e che l'asse z e
I'asse y siano le direzioni principali in py (basta applicare I'isometria F' di R3
definita da F(pO) = 0(0’070)7 F*Po (leo) = (1’070)1307 F*po (92170) = (07 170)170
e Fipy Ny, = (0,0,1),,). Siccome assumiamo T, M = m,, : z = 0, si ha
N,, = (0,0,1),,. D’altronde, come si ¢ visto prima, il campo normale N &
parallelo al campo vettoriale (— f,, — f,, 1) per cui necessariamente deve essere
fy = f) = 0. Inoltre, un facile calcolo mostra che

S(SD’[I.),L) = _Nz? = ( s(c]azv a(:)y70) = g(cjx%pg + fngDg?
S(9) = =N = (f2,, 2, 0) = f2,05 + fo¢0,
ovvero

0 f0
Sy = < & %y) (matrice hessiana della funzione f in py = (0,0,0)),
ey Jyy

e quindi
K(po): a(c)x é)y_( g(c)y)z € H(po):( a(c)x+ 5@/)/2
Inoltre, l'asse x e I'asse y definiscono le direzioni principali in po, (1,0,0),, = ¢°
e (0,1,0),, = ¢, allora (¢, ©Y) deve essere una base di vettori principali in
Do, OVVEro
S(eh) = faxn e S(eY) = fye0;

e cio implica
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ki(po) = f%,  ka(po) = f9, e f9,=0.

Ora, sviluppiamo con la formula di Taylor la funzione f(x,y), con punto iniziale
po = (0,0,0). Approssimando fino all’ordine 2, si ha

flxoy) = f(0,0) + (ff o+ fy) + 5(fle 2 + 2f3, zy + [y, v7).

. 0 0 0 . . .
zfgggsicj; S0,0) = f. = f, = fu = 0, si ha la seguente approssimazione
M:z= f(z,y) = 5(fo 2 + [y, v*),
dove [0 =ki(po) e [f° = ky(py). Pertanto, in un intorno di p, la superficie

zz vy
M e approssimata dalla quadrica

1
MO 2= §(k1(p0>$2 + k2(p0)y2)

My ¢ detta approssimazione quadratica di M in un intorno di po = (0,0,0).
Denotiamo con Cy la conica intersezione di M con lo spazio tangente T, M,
quindi

CO LR = 0, k:l(po)x2 + k’g(po)y2 =0.
Ne segue che:

e Se pp ¢ un punto ellittico, cioe K(pg) > 0, allora ki (po), ka(po) sono concordi
e My e un paraboloide ellittico. In tal caso, Cy € unione di due rette complesse
coniugate.

e Se po € un punto iperbolico, cioe K(py) < 0, allora kq(po), k2(po) sono
discordi e My € un paraboloide iperbolico (presenta una sella). In tal caso, Cy
e unione di due rette reali distinte.

e Se py € un punto parabolico, cioe K(pg) = 0, k1(po) # 0, k2(po) = 0, allora
My ha equazione z = (ky(po)/2)x? e quindi ¢ un cilindro parabolico. In tal
caso, Cy € unione di due rette reali coincidenti.

e Se po ¢ planare, cioe K(p) = ki(po) = ka2(po) = 0, allora My : z =0 ¢ un
pLano.

Nel caso di un punto ellittico o iperbolico, i risultati precedenti sono in
accordo con la seguente proposizione.

Proposizione 4.50. Sia M una superficie regolare, e sia p un punto di M.
o Sep ¢ ellittico, allora esiste un intorno U di p in M tale che T,M lasci U
tutto da una parte.
e Sep e iperbolico, allora in entrambi i semispazi determinati da T,M cadono
punti di ogni intorno U di p in M.

DIMOSTRAZIONE. Sia (D, ) una parametrizzazione di M con ¢(0,0) = p
e sia N un fissato versore normale a M definito in U = (D). La distanza
con segno, che indichiamo con d, del generico punto ¢ = ¢(u,v) € U dal piano
tangente T,M ¢ data da

d:p_ZI'Np: (q_p)'Np: (90(u77]) _90(070)) 'Np'
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Sviluppiamo con la formula di Taylor la funzione ¢ (u,v):
1
P, 0) = 9(0,0) + Far+ Pov + 5 (P’ + 200, u0 + ¢, v°) + Ai(u, 0),
dove la funzione A;(u,v) soddisfa

Ay (u,v) _0
(u0)—(0,0) u2 + v? '

Di conseguenza, ricordando la definizione dei coefficienti ¢, m,n della seconda

forma fondamentale, si ha

1 1
d= ((p(u, U) — gO(O, O)) : Np = §(€0U2 + 2m0u1} + Tl()’U2) + AQ = QIIp(wp) + AQ,

— 0 0 _ . .
dove w, = wy, +vp, € T,M e Ay = Ay - N,. Ora, esprimendo w, in una base
ortonormale di vettori principali in p, w, = a1e; + ase,, si ha

IZ,(wp) = ki(p)ai + ka(p)as.
Pertanto,

e Se p e ellittico (ossia, ki(p), k1(p) concordi), la seconda forma fondamen-
tale ZZ,(w,) ha segno fissato (sempre positivo o sempre negativo) per ogni w,
e quindi per ogni ¢ = ¢(u,v) sufficientemente vicino a p. D’altronde, d ha lo
stesso segno di ZZ,(w,), per cui ogni punto sufficientemente vicino a p si trova
in uno dei due semispazi determinati da 7, M.

e Se p ¢ iperbolico (ossia, ki(p), ki(p) discordi), la seconda forma fonda-
mentale Z7,(w,) assume valori positivi e negativi, in corrispondenza si trovano
punti ¢ = ¢(u,v), sufficientemente vicini a p, in cui d ha valori positivi e altri
in cui d ha valori negativi, per cui tali punti si trovano in semispazi distinti. [

La Proposizione precedente non fornisce informazioni nel caso di punti
parabolici o planari. In tal caso si puo vedere con degli esempi le differenti
situazioni che si possono avere.

FIGURA 4. Sella di scimmia.



168 4. Operatore forma e curvature di una superficie

Esempio 4.51. Consideriamo la superficie (sella di scimmia) M : z =
23 — 3zy? (cf. Figura 4). Un semplice calcolo mostra che nell’origine (0,0, 0)
i coefficienti [, m,n sono nulli, pertanto (0,0,0) & un punto planare. Tuttavia,
in ogni intorno di questo punto ci sono punti di M in entrambi i semispazi
determinati dal piano tangente in (0,0, 0).

Esempio 4.52. Consideriamo il cilindro circolare retto 22 + 4% = 1 che &
una superficie a punti parabolici. In tal caso, in ogni punto p del cilindro, il
piano tangente T, M ¢ tangente al cilindro lungo la retta generatrice per p.

Osservazione 4.53. Sia Q una quadrica generale o speciale (quindi, di
rango 4 o 3). Siano py un punto semplice di Q, 7, il piano tangente alla
quadrica in pg e Cy la conica sezione di @ con my. Ricordiamo che nella teoria
delle quadriche (cf. Sezione 3.2) il punto py & detto:

e cllittico se Cy € unione di due rette complesse e coniugate;

e iperbolico se Cy ¢ unione di due rette reali e distinte;

e parabolico se Cy € unione di due rette coincidenti.

Inoltre, da tale teoria, ¢ noto che tutti i punti di Q sono dello stesso tipo.
Le quadriche di rango 3 (coni e cilindri) sono a punti parabolici, mentre una
quadrica di rango 4 puo essere a punti iperbolici oppure a punti ellittici. Piu
precisamente, per le quadriche di rango 4 (a punti reali) indicate nel Corollario
3.30, abbiamo che

o lellisse: x2/a® + y?/b* + 2?/c* =1 ¢ a punti ellittici;

e l'iperboloide(a una falda): x?/a®+y*/0* —2*/c* = 1 ¢ a punti iperbolici;

e l'iperboloide(a due falde): z?/a? — (y*/b* + 2?/c*) = 1 ¢ a punti ellittici;

e il paraboloide “a sella’: z?/a* — y*/b* = z ¢ a punti iperbolici;

e il paraboloide: 2%/a®* + y?/b* =z & a punti ellittici.

Per le quadriche di rango 3 (a punti reali), le quali sono tutte a punti parabolici,
abbiamo

o il cono: ax® +by? +cz2=0, a,b>0,c<0;
e il cilindro ellittico: x2/a* + y*/V* = 1;

e il cilindro iperbolico x*/a® — y?/b* = 1;

e il cilindro parabolico: y* = az, a # 0.

Se pensiamo tali quadriche dal punto di vista delle superfici regolari (per il
cono quadrico si esclude il vertice), si verifichi per esercizio che la natura dei
punti per tali superfici e la stessa di quella ricordata nell’ambito della teoria
delle quadriche.
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4.8. Qualche teorema globale sulle superfici

Si e visto che sfere e piani sono esempi di superfici i cui punti sono tutti
ombelicali. Viceversa, vale la seguente caratterizzazione delle superfici aventi
solo punti ombelicali.

Teorema 4.54. Una superficie regolare (connessa) M i cui punti siano
tutti ombelicali ¢ contenuta in un piano oppure in una sfera.

DIMOSTRAZIONE. Sia (D, ¢) una parametrizzazione locale di M con D di-
sco di R? e quindi ¢(D) ¢ un connesso di M. Per ipotesi tutti i punti di M
sono ombelicali, allora per ogni p € ¢(D), p = ¢(u,v), si ha che l'operato-
re forma S, = f(u,v)l;. Proviamo che la funzione f(u,v) che rappresenta
le curvature principali, ovvero ki(u,v) = ko(u,v) = f(u,v), & una costante.
Da S,(pu) = f(u,v)pu € Sp(n) = fu,v)py segue che f(u,v)p, = —N, e
flu,v)p, = —N,. Derivando la prima equazione rispetto a v e la seconda
rispetto a u si ha

fv%ou_‘_fgpuv - _Nuv € fu%ov+f90vu - _Nvm

da cui segue

fvgpu - fu@ov =0

e quindi f, = f, = 0. Siccome D ¢ connesso si ottiene che f(u,v) & costante
su D e quindi f(p) = cost = ko per ogni p € p(D). Distinguiamo due casi.

e ky = 0. In questo caso N, = —S,(p,) =0 e N, = =S5,(¢,) = 0 implicano
che N = cost = Ny su p(D). Allora, fissato pg € ¢(D), (D) & contenuto nel
piano my per pg e ortogonale a Ny, ovvero (p — pg) - No = 0 per ogni p € ¢(D).
Infatti, dato p € (D) e considerata una curva differenziabile (¢) di ¢(D) con
7(0) = po e ¥(1) = p, si ha che la funzione

f(t) = (v(t) = po) - No ha derivata f'(t) =~(t) - No = 0.

Pertanto, f(t) = cost = f(0) = 0 e in particolare (p — pg) - No = f(1) =0 ci
dice che p € 7.

e kg # 0. Scambiando N con —N, se necessario, possiamo assumere ko < 0.
In questo caso, su ¢(D) la curvatura gaussiana K = cost = k2. Proviamo che
(D) & contenuto nella sfera di raggio R = —1/kq e centro

1
Co =po + k_Npoa
0

dove py ¢ un fissato punto di ¢(D), ovvero proviamo che ||Cy — p||* = R? per
ogni p € ¢(D). Infatti, dato p € (D), e considerata una curva differenziabile
v(t) di ¢(D) con v(0) = py e y(1) = p, si ha che la curva

1
a(t) =~(t) + k,_Nv(t)
0

ha vettore velocita
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Allora, a(t) = cost e quindi

Co = a(0) = a(l) = p + kiozvp,
da cui si ha |Co — p||? = (1/k3)|| N, ||I> = R2.

Adesso proviamo che l'intera superficie M € contenuta in un piano oppure
in una sfera. Fissato un punto py di M, sia p un arbitrario punto di M. Siccome
M ¢ connessa, esiste una curva continua (¢) di M con v(0) = py e v(1) = p.
Suddividiamo ’arco ([0, 1]) in un numero finito di archi v, = v(po, p1), 2 =
Y(p1,p2)s -y Yu = V(Pn_1,p) abbastanza “piccoli” per cui ognuno sia contenuto
nel codominio di una parametrizzazione locale (D;p;), ¢ = 1,...,n, del tipo
considerato prima. Allora py, e quindi (D7), & contenuto in un piano 7
oppure in una sfera S%.. Se ¢;(D;) ¢ contenuto in un piano 7 (risp. in una
sfera S?), allora anche @y(Ds),...,pn(D,,) sono contenuti nello stesso piano 7
(risp. nella stessa sfera S?). In particolare, risulta che p ¢ contenuto nel piano
7 (risp. nella sfera S?). Per Parbitrarieta di p, possiamo concludere che tutta
la superficie M ¢ contenuta in un piano oppure in una sfera. U

Corollario 4.55. Una superficie regolare (connessa) M a curvatura gaus-
sitana positiva e 1 cui punti siano tutti ombelicali ¢ contenuta in una sfera.

Teorema 4.56. Sia M una superficie regolare (connessa) compatta. Allora,
esiste almeno un punto in cui la curvatura gaussiana € positiva.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo la funzione

f:M—=Rp— flp)=|pl*=p-p

Poiche f e continua ed M e compatta, allora esiste un punto pg in cui f assume
il massimo:

Ipl1? < |lpol|> Vp € M.

In particolare, la superficie M ¢ contenuta nella palla di centro l'origine e
raggio r = ||po||. Proviamo che la curvatura gaussiana di M & positiva nel
punto py. Sia Vy € T,,M un vettore tangente con ||[Vy|| = 1, e sia v(¢),
[t| < e, una curva differenziabile con v(0) = py e ¥(0) = V;. La funzione
reale ¢(t) = f(v(t)) = v(t) - v(t), |t| < e, ha un massimo per ¢ = 0, dunque
¢'(0) = 0. D’altronde,

¢(t) =29(t)-~(t) = 29(0)-~7(0) = ¢'(0) =0,
per cui Vg - po = 0. Per arbitrarieta di V possiamo affermare che
po-LT, M,

ossia il vettore definito da py ¢ ortogonale al piano tangente T, M. Sia ora N
un campo vettoriale unitario definito in un intorno di py. Il risultato precedente
ci dice che N(pg) = +(1/7)po, € quindi scegliamo N tale che

N(po) = +(1/7)po.
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Applicando l'operatore forma a V) si ha

Spo Vo = —N'(0), dove N(t) = N(v()).
Dbab"'y(t) - N(t) = 0 segue che 4(t) - N(t) + (t) - N'(t) = 0, e quindi per t =0
(418)  (SpV0) - Vo= =N'(0) - 4(0) = 5(0) - N (0) = (1/7) (5(0) - po)-

D’altronde, ¢t = 0 & di massimo per la funzione ¢(t), per cui ¢”(0) < 0. Siccome,
)

() = (¢'(t) =2(3(1) - 4(1)" = 2(5(t) - (1) + (1) - 4(1)).
allora
0> ¢"(0) = 2(5(0) - ¥(0) +4(0) - 4(0)) = 2(5(0) - po + Vo - V),
e quindi
(4.19) ¥(0)-po+1<0.

Usando la (4.18) e la (4.19), la curvatura normale di M in pg e nella direzione
di V ¢ data da

L. 1
Fn(Vo) = (SpoVo) - Vo = — (4(0) - po) < == <0,

In particolare, le curvature principali in py soddisfano —ky(pg) > (1/r) > 0 e
—ko(po) > (1/r) > 0, pertanto la curvatura gaussiana

K(po) = ki(po)ka(po) > (1/r%) >0
U
Come conseguenza, otteniamo

Corollario 4.57. In R® non esistono superfici regolari compatte con cur-
vatura gaussiana K < 0. In particolare, in R3 non esistono superfici regolari
compatte minimali.
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4.9. La pseudo-sfera di Beltrami

Il piano euclideo (K=0) e la sfera canonica S?(R) (K = 37) sono modelli

di superfici regolari di R?® a curvatura gaussiana costante non negativa. La
pseudo-sfera di Beltrami € un modello di superficie regolare a curvatura gaus-
siana costante negativa (che non e possibile visulizzare in modo completo in
R3).

FicUurA 5. La pseudo-sfera di Beltrami.

Nel seguito diamo una descrizione di tale superficie (cf. M. Villa [23]). La
pseudo-sfera di Beltrami e la superficie generata dalla rotazione di una trattrice
intorno al proprio asintoto. La trattrice dal punto di vista meccanico e la curva
descritta in un piano orizzontale da un punto pesante attaccato all’estremo di
un filo teso, di cui I’altro estremo percorre una retta appartenente a quel piano
(cio giustifica il nome della curva). La curva e anche detta curva del cane
pensando ad un uomo che, percorrendo una retta, tira per il guinzaglio un
cane restio a seguirlo.

FIGURA 6. La trattrice.

Nel piano euclideo la trattrice e una curva per cui, se P ¢ un punto di essa e
T e il punto in cui la tangente in P interseca una retta fissa a, il segmento PT
ha lunghezza costante (= R) al variare di P sulla curva. La retta a ¢ I'asintoto
della trattrice. Supponendo che la retta a sia l’asse x, allora la trattrice v ha
equazione del tipo y = y(x). Fissato Py(xg,yo) € v e detto T" il punto in cui la
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tangente in Py incontra l'asse z, la retta [Py, T ¢ la tangente in P, a v, quindi
ha equazione

y—yo =y (x0)(x —x0) con y(xg) = L(xo).

Siccome T ha coordinate x; = ¢ — myo = T9 — g—z(yo)yo ey =0, siha

— 2
PT = cost = R< R* = (1 — x0)* + (11 — ) = (3—;(%)) Yo + ui-
Considerato P(z,y) generico punto di 7, si ha :

da\ 2 ) dz\ 2
R2:<—x) y® 417, ciod R—2y2<_x)7 y > 0.

dy y dy
Pertanto,
d 1
r = d_x = —/R?—1y?> (eq. differenziale della curva),
y oy
e quindi

2 4,2
x:/—vRyydy.

Indicato con u ’angolo formato dalla tangente PT con 'asse x, si ha

2 d
y = Rsen u, x—R/COS udu—R(/ Y —/Senudu).
sen u sen u

Il punto A inizio della curva (pensando alla generazione meccanica) ha coor-
dinate (0, R), pertanto dovra aversi x = 0 per u = 7/2. Dunque, le equazioni
parametriche di 7 sono :

J z = RlIntanu/2 + Rcosu,
"l y = Rsenu, wu€l0,n[.

(4.20)

v(u) & una curva regolare tranne che per v = 7/2. Eliminando u si ottiene
I’equazione cartesiana:

JR2 _ 42
x:—\/RQ—y2+R1nR+ f v

Per u €]0,7/2[ si ottiene la curva in Figura 6, per u €]7/2, | si ottiene una
curva simmetrica rispetto all’asse y. Infatti, cambiando nella (4.20) u con
m—u, la x cambia di segno mentre la y resta inalterata. Quindi, « e simmetrica
rispetto all’asse y. Il punto A e una cuspide per la curva e 'asse y e la relativa
tangente cuspidale. La pseudo-sfera si ottiene ruotando v intorno all’asse =z,
pertanto e parametrizzata da

¢(u,v) = (R(Intanu/2 4 cos u), Rsenu cos v, Rsen usenv),

dove u €]0, [, v €]0,27[. I vettori tangenti coordinati sono

cosu

vy = Rcos u( ,cosv,senv), ¢, = R (0, —senu senw,senu cosv),

sen u
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e quindi la prima forma fondamentale e definita dai coefficienti

cos 2u
E:Spu'iﬂu:R2—27 F=0p, 0,=0, G=¢, p, = R*senu.
sen 2u
Inoltre,
L Pu Ny
= m = (senu, —cosu CoS v, —COS U Sen v)
Pu /N Po

e quindi i coefficienti della seconda forma fondamentale sono dati da

= N R Cos U

, M=y - N =0, nzapw-N:RQSenucosu.
sen u

Pertanto, la curvatura gaussiana della pseudo-sfera ¢ una costante negativa:
In —m? In 1

(4.21) "TE-FP BT B

Si puo verificare che la geometria sulla pseudo-sfera di Beltrami, assumendo

come rette le geodetiche di tale superficie, coincide (limitatamente a regioni

opportune) con la geometria piana iperbolica. Hilbert dimostro che non esiste

una superficie dello spazio euclideo a curvatura costante negativa in cui valga

in tutta la sua estensione la geometria iperbolica. Piu precisamente, nello

spazio euclideo R? non esiste una superficie regolare completa (nel senso della

Definizione 5.85) di curvatura gaussiana costante negativa.

Osservazione 4.58. La pseudo-sfera di Beltrami ¢ una superficie di rota-
zione ottenuta ruotando la trattrice y(u), definita dall’equazione (4.20), intor-
no all’asse x. Tale curva y(u) non & parametrizzata a velocita unitaria. Ora,
consideriamo una curva semplice regolare y(u) : x = f(u) > 0,y = 0,2z = g(u),
u €|a,b|, parametrizzata con l'ascissa curvilinea, quindi con (f")? + (¢')? =
1. La superficie di rotazione ottenuta ruotando (u) intorno all’asse z ¢
parametrizzata da (cf. Esempio 3.64)

o(u,v) = (f(u)cosw, f(u)senv, g(u)).

Inoltre, la curvatura gaussiana di M ¢ data dall’equazione (cf. Esempio 4.24)

[ (w)
4.22 K(u,v) = — .
(1.22) (1) = ~ 2
Assumendo che la curvatura gaussiana K = cost. = —1, la soluzione generale

dell’equazione (4.22) ¢
flu) =ae™ +be ™, con a,b costanti.

Al fine di esprimere g(u) con funzioni elementari, assumiamo a = 1 e b = 0.
Allora

fluy=¢€" e g(u)= [V1—e>du con u<O0.
Risolvendo 'integrale (tralasciando la costante arbitraria) si trova che la curva
~ parametrizzata a velocita unitaria e la trattrice con equazioni parametriche

Y(u) = (€,0,v/1 — €2 — cosh™'(e™")),

e con equazioni cartesiane

y=02z=+v1—-22—cosh™'(1/z), 0<a<1.



4.9 La pseudo-sfera di Beltrami 175

Quindi, la pseudo-sfera di Beltrami e parametrizzata con
o(u,v) = (e“cosv, e"senv, 1 — e2* — cosh™' (e 7)), u < 0 e v €]0, 2.

Con questa parametrizzazione i coefficienti della prima forma fondamentale
sono (cf. Esempio 3.64) E =1, F =0e G = f?(u) = ¢**. Adesso consideriamo
il cambiamento di parametri

u=v,v=e" equndi uw=-—Inv,v=u.
Rispetto alla parametrizzazione definita dai nuovi parametri (u,v), i coeffi-
cienti della prima forma fondamentale sono dati dalla (3.20), ovvero

E F 1 0
_ | = JZ Je,
F G 0 f*(u)
0 —1/v o B
dove J, = . Pertanto si ottiene £ = F = 1/v* e ' = 0. Questa
1 0

presentazione locale della prima forma fondamentale della pseudo-sfera di Bel-
trami si presta ad essere estesa al caso del modello (iperbolico) del semipiano
di Poincaré R? = {(z,y) € R*: y > 0} (cf. Sezione 6.2).

Esercizio 4.59. Risolvere 'equazione (4.22) nel caso K =cost= 0 e nel
caso K =cost> 0, esplicitando i tipi di superfici che si ottengono.






CAPITOLO 5

Geometria intrinseca delle superfici

In questo capitolo studiamo principalmente, di una superficie regolare, pro-
prieta e concetti di natura intrinseca, ossia che dipendono soltanto dalla prima
forma fondamentale e quindi sono invarianti per isometrie. Ad esempio, sono
di natura intrinseca: la distanza (intrinseca), la derivata covariante (di Levi-
Civita), il concetto di curva geodetica e quello di curvatura gaussiana (“Teore-
ma egregium”di Gauss). Proprieta che dipendono dall’operatore forma, ovvero
dalla seconda forma fondamentale, e quindi dalla loro “forma”in R?, si dicono
proprieta estrinseche. Superfici congruenti, ossia superfici che hanno “stessa
forma”in R3, sono superfici isometriche che hanno “stesso” operatore forma.

5.1. Distanza intrinseca

Uno dei concetti pitt importanti nell’ambito della geometria intrinseca di
una superficie ¢ quello di distanza che adesso introduciamo.

Sia M una superficie regolare (connessa) di R®. Se p e ¢ sono due punti di
M, possiamo considerare la distanza euclidea

ed e ben noto che la curva che realizza tale distanza e il segmento che congiunge
p e q, segmento che in generale non si trova sulla superficie. Vogliamo definire
una distanza intrinseca tra p e g, ovvero una distanza che si basi solo su misure
fatte sulla superficie M.

Se v : [a,b] — M ¢ una curva differenziabile di M con sostegno ~y([a, b]) che
non si puo ricoprire con una sola parametrizzazione (D, ¢), allora v([a, b]) (
quanto compatto) lo si puo ricoprire con un numero finito di domini ;(D;)

L(7) »= >y L) 2 0,
dove ogni arco 7; ha sostegno contenuto in ¢;(D;). Se v & una curva differen-
ziabile a tratti, L(y) ¢ definita come somma finita delle lunghezze degli archi
differenziabili. Ora, sia C'(p, ¢) I'insieme di tutte le curve differenziabili a tratti
che congiungono p e ¢. Si puo provare (usando il fatto che M ¢ connessa) che
C(p,q) ¢ non vuoto. Possiamo quindi definire la funzione
d: M x M —TRY (p,q)—dp,q) = inf L(y)>0.

v€C(p,q)

1mn

¢}

Proposizione 5.1. La funzione d definisce una distanza su M (detta di-
stanza intrinseca), ovvero per ogni p,q,x € M sono wverificate le sequenti
proprieta:

177
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(1) d(p,q) = d(q,p).

(2) d(p,q) <d(p,x) +d(z,q),

(3) dlp.g) 20, dlp,g)=0 & p=q.

DIMOSTRAZIONE. (1) Basta osservare che se 7 : [0, 1] — M congiunge p a
q, allora v~ 1(t) := (1 — t) congiunge g a p e L(y) = L(y71).

(2) Dalle definizioni di d(p,x) e d(x,q) segue che per ogni € > 0 esiste
11 € C(p, ) ed esiste v, € C(z,q) tali che

Lim) < d(p.2) + £/2, L(ns) < d(z.q) + /2.

Allora,

Yy=mU% €Cpq), L(v)=Lm)+ L) <dp,x)+dq) +e
e quindi

dp,q) = inf L(o) < L(y) <d(p,v) +d(z,q) +¢
aeC(p,q)

per ogni € > 0. Pertanto, d(p,q) < d(p,z) + d(z,q).
(3) L’implicazione p = ¢ = d(p,q) = 0 & banale. Proviamo che

d(p,q) =0=p=gq, ciot p#q=d(p.q)>0.
Supponiamo p # ¢. Sia (D, ) una parametrizzazione locale con ¢(xy) =
xo = (ug,v0), € ¢ & p(D). Sia r > 0 tale che il disco chiuso B(xg,r) C D.
Consideriamo ora una curva v : [0,1] — M, v € C(p,q). Poiché ¢ = (1) ¢
©(B(xg,7)), la componente connessa di 0 in v~ (p(B(xg,r)) & del tipo [0, d]
con 6 < 1. Allora, posto ¥ = ¢~ 0 94, si ha

Lowoa) = [ 10l = [ ol =165) 2

in quanto ¥(8) € OB(wo,r) = SY (g, r). Pertanto,
L(7v) = L(vjpe) = per ogniy € C(p, q),
e quindi
d(p.q) = inf L(y) =2 r > 0.
U

Esempio 5.2. La distanza euclidea
Se la superficie M ¢ il piano euclideo R?, la corrispondente funzione d ¢ la
distanza euclidea dy. Basta osservare che il segmento vo(t) = (1 —t)p+tq, t €
[0,1], ha L(v) = |lg — pl| e, per ogni v € C(p, q), la disuguaglianza

@) > 4(t) - <ﬁ>

implica
L(v) > |lg — pll = L(70).
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Esempio 5.3. La distanza sulla sfera

Sia S? la sfera canonica di centro Cy e raggio r. Proviamo che per ogni
p.q € S?, p # q, esiste una curva differenziabile minimale v che li congiunge
(ed & unica se ¢ # —p ). Piu precisamente,

d(p,q) = L(v) = r9(p, q),

dove v e 'arco piu corto della circonferenza di raggio massimo che congiunge
peq,ed(p,q) e angolo convesso individuato da p e ¢ (pensati come vettori).

Siano p e ¢ due punti di S?, p # ¢, e sia I' la circonferenza di raggio
massimo per p e ¢g. Denotiamo con 7 il piano che contiene I'. Consideriamo
un sistema di coordinate cartesiane con origine in Cy e piano coordinato m,, =
m. Sia (D,gp, (u,v)) il corrispondente sistema di coordinate geografiche, u
colatitudine e v longitudine (cf. Esercizio 3.12). Allora, siccome p e ¢ hanno
stessa longitudine, possiamo assumere p = p(ug, Vo) € ¢ = @(u1,v; = vy) con
uy > ug, up,uyp € [0,7]. Se y(t), t € [0,1], ¢ Parco (piu corto) di I' che
congiunge p a q: v(0) = p e (1) = g, si ha che

L(v0) = rd(p,q) = r (w1 — uo).
Ora, sia (t) una generica curva di S? che, per semplicita di notazione, assu-
miamo differenziabile, che congiunge p a ¢. Quindi,
Y(t) = @(u(t),v(t)) = (rsenu(t)cosv(t), rsenu(t)senv(t), rcosu(t))
= (z(t),y(t), 2(t))

con u(0) = ug,u(l) = uy e v(0) = v(1) = vy. Rispetto alla parametrizzazione
definita dalle coordinate geografiche, ¢, = (r COS U COS U, T COS U SeN v, —I sen u)

€ Y, = (— r'Senu Sen v, rsen cosv, O), per cui i coefficienti della prima forma
fondamentale sono

E=1r* F=0, G=r"sen’u.
Allora
1517 = r* ' (t)* + r* (V'(t))*sen *u(t)
e quindi (se 7y fosse differenziabile a tratti dovremmo considerare una somma
finita di integrali)

Liy) = / F@)lldt = r / Va0 1 (0(6)Psen Zu()dt

1
> r/ |u'(t)|dt = r(u1 — ug) = L(70).
0
Di conseguenza,

d(p,q) = inf L(y) = L(y)=r(u1 — uo).

v€C(p,q)

Osservazione 5.4. Sinoti che nei due esempi precedenti, per ogni p,q € M
esiste sempre una curva differenziabile v € C(p, q) tale che L(7) = d(p, q). Cio
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non vale sempre, ad esempio se consideriamo la superficie M = R?\ {0} e i
punti p = (—1,0),¢ = (1,0), si ha:

d(p,q) =2 ma non esistey € C(p, q) tale che L(vy) = 2.

In ogni caso, se M ¢ una arbitraria superficie regolare (connessa) si ha

d(p,q) > do(p,q) per ognip,q € M,
dove d; e la distanza euclidea.

5.2. Superfici isometriche

In questa sezione studieremo il concetto di superfici isometriche. Tale con-
cetto, come vedremo, ¢ di natura intrinseca, ovvero dipende solo dalla prima
forma fondamentale. In particolare, come una conseguenza del Teorema egre-
gium di Gauss, si ottiene che la curvatura gaussiana e invariante per isometrie
(locali) e quindi € un invariante intrinseco della superficie.

Definizione 5.5. Siano My, My due superfici regolari di R®. Diremo che un
diffeomorfismo f : My — M, ¢ una isometria se il suo differenziale conserva
la prima forma fondamentale, ovvero

(5.1) JepUp * fr,wp = vy - wy, Vp e M eVuy,,w, € T,M,.

Diremo che f : My — My e una isometria locale se per ogni p € My esistono
Uy intorno aperto di p in My e Uy intorno aperto di f(p) in My tali che
f U — Us sia una isometria.

Diremo che due superfici My, My sono isometriche se esiste una isometria
f: My — M,. Diremo che My, My sono localmente isometriche se per ogni
p € M, esistono Uj intorno aperto di p in M; e Us intorno aperto di f(p) in
M, tali che f : U; — U, sia una isometria. Una proprieta geometria (o una
quantita geometrica, o un oggetto geometrico) di una superficie regolare M
diremo che ¢ un invariante intrinseco della stessa superficie se ¢ invariante
per isometrie.

Osservazione 5.6. Se il differenziale di un’applicazione differenziabile f :
M; — M, conserva la prima forma fondamentale in un fissato punto p, allora il
differenziale f,, ¢ un isomorfismo e quindi f ¢ un diffeomorfismo locale definito
su un intorno di p.

L’aspetto fondamentale delle superfici (localmente) isometriche e che so-
no caratterizzate dal fatto di avere la “stessa’prima forma fondamentale. In
termini piu precisi abbiamo la seguente proposizione.

Proposizione 5.7. Siano My, My due superfici regolari di R3. Allora,
My, My sono localmente isometriche se e solo se per ogni fissato py € M,
esistono una parametrizzazione locale (D, @) di My, p1 € ¢(D), e una para-
metrizzazione locale (D, @) di My tali che

E(u,v) = E(u,v), F(u,v) = F(u,v) e G(u,v) = G(u,v) V(u,v) € D.
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DIMOSTRAZIONE. Siano M, M, localmente isometriche. Per definizione
esistono un intorno U; di p; in My, un aperto U, in M, e un’isometria f :
Uy € My — Uy C M,. Allora, presa una parametrizzazione locale (D, )
di My con p; € p(D) C Uy, 'applicazione ¢ = foy : D — M, definisce
una parametrizzazione locale di Mj. Rispetto a queste parametrizzazioni, se
p=p(u,v), st ha f(p) = f(p(u,v)) = @(u,v). Inoltre, si ottiene

E(uav) = Qu Pu = Juiou " fslpu = Pu - pu = E<u7v)>
e analogamente per gli altri coefficienti della prima forma fondamentale.
Viceversa, fissato p; € M, consideriamo (D, ) e (D, ¢) parametrizzazioni
come nell’enunciato. Allora f = go o' : U = ¢(D) — Uy = @¢(D) & chia-
ramente un diffeomorfismo. Inoltre, tale f € una isometria. Infatti, tenendo
presente la definizione di differenziale, si ha
fepu - fapu = (fo@)u (fop)u=@uopy= E(u,v) = E(u,v) = ¢y 0 pu;

analogamente

f*SOu'f*SOv:SOuOSOU € f*%pv'f*@v:@vogpv'
Pertanto, M, M5 sono localmente isometriche. Il
Una caratterizzazione delle isometrie e la seguente

Proposizione 5.8. Sia f : My — My un diffeomorfismo (risp. diffeomor-
fismo locale) tra superfici. Allora, f é una isometria (risp. isometria locale)
se e solo se f conserva la lunghezza di curve, ovvero L(~y) = L(f(7)) per ogni
curva differenziabile di M.

DIMOSTRAZIONE. Sia f : M; — M, una isometria locale. Se ~;(t) & una
curva differenziabile di My, allora la curva 45(t) = f(v(¢)) ha velocita scalare

Fa()| = I Gr (DIl = 51 (1), e auindi L) = L(f ().

Viceversa, assumiamo che L(7y) = L(f(y)) per ogni curva differenziabile di
M;. Consideriamo un punto p € M; e un vettore tangente v, € T,M;. Sia
11 (t), |t| < e, una curva differenziabile di M; con 7,(0) = p, 41(0) = v,. La
curva ,(t) = f(v(t)) ha velocita scalare

12O = [ £ @)]-

Fissato ty €] — ¢, €[, poniamo

/ Fa(lldt e Lo / 1R (6) .

Poiche f conserva la lunghezza di curve, si ha L., (t) = L'yz( ) e quindi

/ (e ) / [a(t) )

@I = 1721

da cui segue
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In particolare, per t = 0 si ha

[opll = 172 (0] = [42(0)] = [1.fs, (G (ODIF = W[ f, ()],

e quindi f & una isometria. O

Corollario 5.9. La distanza definita su una superficie (cf. Sezione 5.1) é
un invariante intrinseco della stessa superficie. In altre parole, se f : My — M,
e una isometria tra superfici regolari, allora

di(p,q) = da(f(p), f(q)) per ogni p,q € M.

Osservazione 5.10. Si noti che del Corollario 5.9 vale anche il viceversa.
Pit precisamente, si puo dimostrare che se f : M; — M,y ¢ un’applicazio-
ne suriettiva tra superfici regolari che conserva le distanze, allora f e una
isometria.

Esercizio 5.11. Si verifiche che I'insieme Iso(M) di tutte le isometrie di una
superficie regolare M € un gruppo rispetto alla usuale composizione. Iso(M)
e detto gruppo delle isometrie di M.

La seguente proposizione ci dice come si possono costruire isometrie di una
superficie.

Proposizione 5.12. Se I ¢ un’isometria dello spazio euclideo R? e M, M,
sono due superfici regolari di R3 con F(My) = Ms, allora | = Fia, = My — My
¢ un’isometria tra superfici e f, = F. im0 -

DIMOSTRAZIONE. Se F' ¢ un isometria di R?, allora F ¢ bigettiva, F, F~1
sono differenziabili e F\, conserva il prodotto scalare. Ne segue che anche
f = Fja, © My — M, ¢ bigettiva e che f, f~! sono differenziabili. Inoltre,
prendendo p € M; e v, € T,M;, e quindi una curva differenziabile v(¢) di M,
con ¥(0) = p e v, =%(0), si ha

fo,vp = [, 7(0) = (f 0)(0) = (F o7)(0) = Fi,vp.
Cio implica che f, = F, |r,a, e che f, conserva il prodotto scalare. Pertanto,
f & un’isometria tra superfici. O

Il seguente teorema determina le isometrie della sfera canonica S? (di centro
l'origine e raggio 1).

Teorema 5.13. Le isometrie della sfera canonica S* sono tutte e sole le
restrizioni a S? delle trasformazioni ortogonali di R®. Quindi, il gruppo delle
isometrie Iso(S?) si puo identificare con O(3) gruppo delle matrici ortogonali
di ordine 3.

DIMOSTRAZIONE. Le trasformazioni ortogonali sono isometrie di R? e quin-
di, applicando la proposizione precedente, per provare che la restrizione a
S? di una trasformazione ortogonale F' & una isometria, basta verificare che
F(S?) =$2 Se p € S, allora ||p||> =1 implica [|F(p)||* = ||p||* =1 e quindi
F(p) € $?, cioe F(S?*) C S?. Essendo F ortogonale, anche F'~! lo ¢, per cui



5.2 Superfici isometriche 183

F~1(S?) C S% Applicando F si ottiene §* = F(F~'(S*)) C F(S*) e quindi
F(S?) =S~

Viceversa, sia ora f un’isometria della sfera S?. Proviamo che f ¢ la re-
strizione ad S? di una trasformazione ortogonale F' di R®. Ricordiamo che la
distanza su S? ¢ definita in questo modo (cf. Esempio 5.3):

d(z,y) = 9(z,y) Va,yeS?

dove ¥ ¢ 1" angolo convesso tra x e y. Allora, poiché f & un’isometria di S?,
applicando il Corollario 5.9, si ha

Ia,y) = 9(f(2), f(y))

e quindi
(5.2) z-y=f(z)-fly) Vo,yeS

ciod f conserva il prodotto scalare di vettori unitari di R3. Adesso consideriamo
I’applicazione

0 se x =0,

FJW%Rawﬁﬂ@:{Hwﬂﬁwsex%o

Allora, Fis» = f. Inoltre, I’ conserva il prodotto scalare di R3. Infatti, usando
la (5.2), per z,y € R® x,y # 0, si ha

Py ) =lell ol £ () 1 () =

Poiché F' conserva il prodotto scalare, e facile vedere che e anche lineare e
quindi una trasformazione ortogonale. U

Omogeneita

Una superficie regolare M di R? si dice omogenea se per ogni p,q € M
esiste una isometria di M tale che f(p) = q.

e [l piano euclideo (R?, gy) ¢ banalmente omogeneo. Per ogni py,ps € R?,
la traslazione definita da F'(p) = p + v, v = py — p1, soddisfa la proprieta
F(p1) = pa.

e Omogeneita della sfera. Verifichiamo che la sfera canonica S? ¢ omo-
genea. Siano py,ps; € S? con p; # ps, altrimenti come isometria si considera 1'i-
dentita. Sia £? il piano per l'origine (che ¢ il centro della sfera) e per i punti p; e
p2. Indichiamo con R la rotazione nel piano E? che porta p; in pa. Se {e;,es} &
una base ortonormale di E? e {e;, e, 3} & una base ortonormale di R?; allora la
trasformazione T' di R? definita da T'(e;) = R(e;), T(e2) = R(ea), T'(e3) = e3 ¢
una trasformazione ortogonale e quindi un’isometria di S? (cf. Teorema 5.13).
Tale isometria soddisfa T'(p;) = R(p1) = po.

Esempio 5.14. L’applicazione
f:R*— M =S' xR (cilindro 22 + 3> = 1),
(u,v) = (™, v) = (cosu,senu,v),
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¢ un esempio di isometria locale. Infatti, consideriamo su R? la parametrizza-
zione locale

0 D =]0,2n[xR — R?, (u,v) — (u,v,0) = (u,v)
e su M la parametrizzazione locale
@:D=D— M,p: (u,v)+— (costu,sent, ).

Rispetto a queste parametrizzazioni, risulta

~ 1

f=¢lofop: (uv) > (u,v) EA (cosu,senu,v) & (@,7) = (u,v)
cioe ]?: I;. Quindi lo jacobiano J(f), = I, da cui segue che f, conserva il
prodotto scalare. Inoltre, f localmente e un diffeomorfismo, ma non e bigettiva,
pertanto f e un’isometria locale. Osserviamo che se consideriamo la superficie
M; data dalla striscia di piano |0, 27[xR e la superficie M, data dal cilindro

privato di una retta generatrice, ad esempio 'asse delle z, allora le due superfici
sono isometriche, tuttavia esse non sono congruenti (cf. Osservazione 5.32).

Esercizio 5.15. Sia data I'isometria locale (considerata nell’esempio prece-
dente) f : R? - M = S'xR, (u,v) — (e™,v) = (cosu,senu,v). Siconsiderino
nel piano R?(x,y) le rette ry : © = ug, 72 :y = vy, 73 : y = bz. Riconoscere le
curve v; = f(r;), per i = 1,2,3, del cilindro M.

Osservazione 5.16. Sia f : M; — M, un’isometria (locale), e siano (Dy,
1), (Da, p2) parametrizzazioni locali di M; e M; in p e f(p) rispettivamente.
Siano A; e B; le matrici dei coefficienti della prima forma fondamentale di M;
e M, rispetto alle parametrizzazioni considerate, e sia J(f) la matrice jaco-
biana associata a f rispetto alla stesse parametrizzazioni. Dalla definizione di
differenziale (cf. Section 3.6) segue che J(f) e la matrice associata all’applica-
zione lineare f, rispetto alle basi coordinate, pertanto la condizione (5.1) che
definisce un’isometria (locale) & equivalente alla condizione matriciale:

(5.3) Ar=(J(N)" BrJ(f),
dove (J(f))" & la trasposta di J(f).

Esempio 5.17. Consideriamo il cono rotondo My : 2? — (2% + y*) = 0,
z > 0. Piu precisamente, M, ¢ un semicono di vertice 1’origine.

FicurA 1. Semicono rotondo.

Osserviamo che l'intera superficie M, ¢ descritta da
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2
o(u,v) = 7(vcosu,vsenu, v), con u € [0,2w] e v > 0.

Si noti che 7/4 ¢ I'angolo di semiapertura del cono considerato (cf. Figura 1).
Proviamo che M, ¢ localmente isometrico al piano R?, e a tal fine verifichiamo
che I'applicazione

2 2
f:My—R*CR p=o(uv)— f(p) = (vcos \/T—U,Usen guﬂ),

¢ un’isometria locale. La coppia (D, ), D = {(u,v) : u €]0,27[,v > 0}, de-
finisce una parametrizzazione locale di My, e ¢ : (z,y) — (z,y,0) ¢ una pa-
rametrizzazione globale per il piano. Rispetto alla parametrizzazione (D, ¢),

V2 V2

abbiamo ¢, = %*(—vsenu,vcosu,0) e ¢, = %*(cosu,senw, 1), e quindi la

matrice dei coefficienti della prima forma fondamentale di M, e

A= (”20/2 (1)) .

Naturalmente, la matrice dei coefficienti della prima forma fondamentale per

R? &
10
b1 ).

D’altronde, rispetto alle fissate parametrizzazioni,

V2 V2

f=@tofop:(u,v)r (fl(u, ’U),fg(U,U)) = (vcos —~ U, vsen TU),

e quindi la matrice jacobiana di f e data da

ou ov 2 2 2
J(f) = =

Of 9f2 V2 V2 V2

5u Bo 5 UCOS 57U sen 57U

Infine, un facile calcolo mostra che

G B = ) 10 = (V1 1) = an.

Pertanto, per quanto detto nell’Osservazione 5.16, f ¢ un’isometria locale.

Esercizio 5.18. Ripetere lo svolgimento dell’Esempio 5.17 dove
My : z = kv/2? +y?, (z,y) # (0,0), con k costante positiva.

Esempio 5.19. Sia ¥ la superficie di rotazione ottenuta ruotando la curva
semplice regolare y(v) : « = f(u) > 0,y = 0,z = g(u), u €la,b[, intorno
all’asse z. Una rappresentazione parametrica locale di Y ¢ data da

o(u,v) = (f(u)cosv, f(u)senw, g(u)), con u €la,bl e v €]0,2r|.

Abbiamo visto (cf. Esempio 3.64) che i coefficienti della 1* forma fondamentale
sono dati da

E= el =17l? G=llgl?=f*u)>0 e F=p, ¢ =0
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In particolare, se come curva consideriamo la catenaria
v(u) : x = acoshu,y =0,z = au, a =cost#£ 0, u € R,

la corrispondente superficie di rotazione, detta catenoide, ha la seguente para-
metrizzazione regolare

o(u,v) = (acoshucosv,acoshusenv,au), con u € R ewv €|0,2n].

Pertanto, rispetto a questa parametrizzazione, i coefficienti della prima forma
fondamentale sono dati da

E = a*(1 +sinh®u) = a®cosh®’u, F =0 e G =a?cosh’u.

Facciamo vedere che la catenoide ¢ localmente isometrica all’elicoide.
Ricordiamo che una rappresentazione parametrica regolare dell’elicoide, deno-
tando con (u,v) i parametri, ¢ data da (cf. Esempio 3.65)

@o(u,v) = (ucos v, usen v, av), (u,v) € Rx]|0,27].
Sull’elicoide consideriamo il seguente cambiamento di parametri:
v=wv, u=asinhu, (u,v)€Rx]0,2n[.

Tale cambio di parametri ¢ ammissibile in quanto la corrispondenza e biuni-

voca, e la matrice jacobiana
acoshu 0
0 1

ha rango 2 per ogni (u,v). Rispetto a nuovi parametri (u,v), lelicoide &
parametrizzato da

(u,v) = (asinhucos v, asinhusenv, av), (u,v) € Rx]0, 2],
e i coefficienti della prima forma fondamentale sono dati da
E =a%cosh’u, F=0 e G=a?cosh’uw.

Dalla Proposizione 5.7, segue che la catenoide e 'elicoide sono superfici local-
mente isometriche.

Esercizio 5.20. Si consideri 'elicoide M: ¢(u,v) = (ucosv,usenv,v). Si
verifichi che le seguenti trasformazioni definiscono isometrie di M.

o R : R — R3 (z,y,2) — (2,0,0) — (0,y,2), (simmetria ortogonale
rispetto all’asse x);

e Ry : R® - R3 (x,9,2) — (0,y,0) — (2,0, 2); (simmetria ortogonale
rispetto all’asse y);

o T, : p(u,v) — o(u,v+a), doveace€R.

Osservazione 5.21. Sia M una superficie regolare di R3. Consideriamo
una dilatazione (detta anche omotetia)

[ R} = R3 (z,y,2) — (ar,ay,az), a € R,a#0.
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Se A ¢ una quantita relativa alla superficie M, con A denotiamo la corrispon-
dente quantita della superficie M = f(M). Allora, i coefficienti della prima e

della seconda forma fondamentale di M sono dati da
(E,F,G)=d*(E,F,G) e (I,m,n)=a(l,m,n).
Quindi, per la curvatura gaussiana e la curvatura media di M si ha
K=a?K e H=a'H.

In particolare, superfici a curvatura gaussiana costante si possono sempre
ricondurre ai casi di

K=1,0,—-1.
Per la verifica di quanto enunciato si puo procedere nel seguente modo.
Primo passo: osservare che
Pu = Py, o =apy, Ny =N, (come parti vettoriali).
Secondo passo: calcolare E, F,G applicando la definizione, calcolare I, m,n

applicando la (b) del Teorema 4.7, e infine calcolare K, H applicando la (4.6)
ela (4.7).

Adesso proviamo il famoso

Teorema 5.22. (Teorema egregium di Gauss) La curvatura gaussiana
di una superficie regolare M di R® ¢ invariante per isometrie (locali), ovvero
dipende solo dalla prima forma fondamentale, quindi é un invariante intrinseco
della superficie.

DIMOSTRAZIONE. Sia M una superficie regolare. Consideriamo una pa-
rametrizzazione locale (D, ¢, (u,v)) e sia N = (ou A ©u)/|lu A 0ol = (pu A
©y)/VEG — F2. Ricordiamo che vale la (4.15) la quale si puo anche scrivere

nella forma
Ny AN, = K(u,v)(@y A po).
Moltiplicando scalarmente tale formula per ¢, A ¢,, abbiamo
Kllpu Aol = (Nu A No) - (0w A 0),
e tenendo presente l'identita
(Ul VAN 1)2) . (U)l VAN wg) == (1)1 . wl)(vg . U)Q) - (Ul . U)Q)(’UQ . ’UJ1)7
si ha
(5.4) Kl|pu A SOUHQ = (Nu - @u)(Ny = 00) = (Nu - 00)(Ny - )
Poi dalla definizione di N segue che

N b (Puu AN o+ u A g )+—a (—1 ><p A
u /—EG_F2 uu v u VU 8,u u vV
0

*a.

VEG — F?

1
—— Veu Ao,
( EG—FQ)SD 4

N, ;( A 0y + ©u A Qo)
v mgpuv ()O’U ()D’U, ()O’UU
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e quindi

1 1
Nu‘@u:\/ﬁs%u/\@u's%, Nu'@u:\/ﬁs%/\%}u'%,
1 1
Nv'SOu:\/ﬁSOuv/\%'@ua Nv'%z\/ﬁ@u/\%u'%-
Allora, la (5.4) diventa
K(EG - F2)2 - (Spuu A Po @u)(gpu A Pov 9011) - (90% A Po @u)(qu A Puv @v)
= (Spuu N Oy - @v)(@vv N Dy - 901)) - (901“; N Oy - (Pv)<90uv N Oy - (Pv)-

Usando 'espressione del prodotto misto in termini matriciali, si ha

K(EG — F?)? = det ( fouuu (oo Pu sou)) — det ( %Z} (Puw Pu 00) )

v v

dove Yuu, Povs Puvs Puvs Pr SONO considerati come vettori riga oppure come vet-
tori colonna. Sviluppando si ottiene

Puu * Pov Puu * Pu Puu - Po
K(EG — F2)2 = det Pu - Pov PuPu Pu Po
Puv * Pov Puv = P Pov - Po

Puv * Puv Puv * Pu Puv * Po
— det Pu * Puv Pu * Pu Pu * Po y
Pv * Puw Puv = Pu Pov * Po

e quindi, tenendo conto che
Pu * Pov = (Fv — (1/2>Gu> € Pun * Pov = (Fu - (1/2)Ev>7
si ha
K<EG - F2) (Spuu vav)(EG - F2) - (qu : @vv)(GSOuu *Pu — F(Puu : va)
+ (00 * Po0) (Fuu - u — EQuu - 00) = (Puv * Pun) (EG — F2>
( v)(GSOuv Py — F@uv . va)
— (pw - som)(F%w - ou — Epuy - 1)
- (Qouu * Pov T Puv Spwu)(EG - Fz)
— (F, = (1/2)G)|(1/2)B.G = F(F, = (1/2)B,) |
+(1/2)G[(/2)EuF — E(F, - (1/2)E,)]
+ (1/4)E,(E,G — FG,) — (1/4)G(FE, — EG,).

Osserviamo che tutti i termini, tranne il primo, dipendono esplicitamente solo
dalla prima forma fondamentale. Esaminiamo quindi il termine

(quu * Pov T Puv Spuv)
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Derivando (1/2)E, = @, + puy tispetto a v, e F, — (1/2)G, = . - @y Tispetto
a u, otteniamo
Puv * Puv T Pu Puve = (1/2) By,
Pun Pov T Pu* Povu = Fuw — (1/2) G,
e quindi
(Pun * Pov = Puv - Puv) = Fuw = (1/2) G — (1/2) By,
Pertanto la curvatura gaussiana dipende solo dalla prima forma fondamen-

tale e quindi, tenendo presente la Proposizione 5.7, la curvatura gaussiana e
invariante per isometrie locali. O

Osservazione 5.23. Dalla dimostrazione del Teorema egregium di Gauss
segue che la curvatura gaussiana e data dalla seguente formula:

K(BG = F2)? = | Fuy = (1/2)Gu — (1/2) B | (BG — F?)
(5.5) — (F, = (1/2)G)[(1/2) .G — F(F, - (1/2)E,)]

+(1/2)G, [(1/2)EuF — E(F, — (1/2)E,)]
+ (1/4)E,(E,G — FGy,) — (1/4)Gy(FE, — EG,).

In particolare, se F' = 0 (la parametrizzazione considerata ha curve coordinate
ortogonali) la formula precedente diventa

K(EG)* = —(1/2)EG(Eyy + Guu)
(5.6) +(1/4)|GE,G, + GE? + EE,G, + EG?|,
che si puo anche scrivere nella forma piu compatta
(5.7) K(EG)* = —(1/2)EG(Eyy + Gu) + (1/4)GL(EG), + (1/4)E,(EG),.

Pertanto, per F' = 0 e E(u,v) = G(u,v) = f(u,v), ossia in coordinate
isoterme, la (5.7) diventa

K = —57A(log ),

ossia la (4.8).

Osservazione 5.24. Da notare che l'inverso del Teorema 5.22 non e vero.
Infatti, esistono superfici regolari aventi stessa curvatura gaussiana ma che non
sono localmente isometriche. Ad esempio, le superfici M7, M, parametrizzate
da ¢ (u,v) = (ucos v, usenv,v) e po(u,v) = (ucos v, usen v, logu), con (u,v) €
D =]0, +00[x]0, 27, hanno stessa curvatura gaussiana : Kj(u,v) = Ks(u,v)
ma non sono localmente isometriche (cf.[9] Esercizio 3, p.237). Tuttavia, super-
fici regolari My, M, che hanno curvatura gaussiana Ki(u,v) = cost. = Ky(u,v)
sono localmente isometriche (cf.[15] Teorema 4.30, p.155).
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Infine, possiamo dare una formula pit compatta che esprime la curvatura
gaussiana in termini dei derivati di una opportuna base ortonormale.

Fissata una parametrizzazione locale (D, ¢) di una superficie regolare M,
applicando il metodo di ortonormalizzazione di Gram-Schimdt ai vettori della
base {¢u, ¢, }, otteniamo per lo spazio tangente la base ortonormale:

o % VE

X = , Y === v — (F/E)pu),
S Y=o = T (v~ (F/D)p)
dove ( )
> Puv - Pu
Y =py = ——pu=pv — (F/E)qu
(u - ou)
Pertanto, il campo normale
u /\ v
(5.8) N= 2P XAy,
0w A 0|

Quindi {X,Y, N} ¢ una terna (di campi vettoriali) ortonormale definita sull’a-
perto p(D) di M.

Proposizione 5.25. Con le notazioni sopra introdotte, la curvatura gaus-

siana € data da

VEG — F?
DIMOSTRAZIONE. Intanto osserviamo che i campi derivati X,, X,, Y,, Y.,
tenendo conto del fatto che X e Y sono dei versori, si esprimono con:

Xy, =Xy - Y)Y+ (X,-N)N,

K(u,v) =

X, =(X,- Y)Y + (X, N)N,
(5.9) Y, =(Y, X)X+ (Y, -N)N,
Y, =(Y,-X)X + (Y, N)N.

Abbiamo osservato che la (4.15) si puo anche scrivere nella forma
Ny ANy = K (u,v)(pu A o) = K(u,0)][(0u A @0)|| N
e quindi
(5.10) (N,AN,)-N=KVEG — F2.
Inoltre, possiamo scrivere N, ed N, come segue:
N,= (N, X)X+ (N, Y)Y, N,=(N,, X)X+ (N,,Y)Y.
Quindi, applicando la (5.8),
(NyAN,) N = (N,AN,) - (XAY)
= (N XN Y) = (N V)N X)) (X AY) - (X AY)
= (Xu-N)(N-Y,) = (Yu- N)(N - X,).
D’altronde, usando la (5.9), otteniamo
X, Y, = (X, N)(Y,-N) e Y,-X,= (Y, N)(X,-N).
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Pertanto,
(Xu- N)(Yy - N) = (Yo - N)(Xy - N) = X -V, = Yy - X,
e quindi
(NyAN,) N =X, Y, — V- X,
Questa formula e la (5.10) implicano il risultato enunciato. O

5.3. Superfici congruenti

La geometria di una superficie regolare di R? puo essere studiata da due
punti di vista, quello intrinseco (tema principale di questo capitolo) e quello
estrinseco che studia la “forma”della superficie in R®. In questa sezione, al
fine di meglio capire la natura della geometria intrinseca, studiamo alcuni
aspetti della geometria estrinseca. La proprieta che due superfici abbiano
la stessa“forma”’in R3 si esprime dicendo che esse sono congruenti, Quindi,
superfici congruenti differiscono solo per la loro posizione nello spazio.

Definizione 5.26. Due superfici regolari M, J\Z[ di R?® si dicono congruenti
se esiste un’isometria F di R® tale che F(M) = M.

Esempio 5.27. Le sfere
S20,7r) s 2 +y*+ 22 =712 e S*(po,7)(x —x0)* + (y —y0)* + (z — 20)* = 1?
sono congruenti (basta applicare una traslazione). Le superfici
My:z=xy e My:z=(2?+y?)/2
sono congruenti. La rotazione (di 45° intorno all’asse z) definita da F(E)) =

(V2/2)B1 + (V2/2)Bs, F(By) = —(V2/2)B + (V2/2)E; e F(E;) = Es,

trasforma la superficie M; nella superficie Ms.

Proviamo che superfici congruenti sono in particolare isometriche, e inoltre
hanno “stesso” operatore forma.

Teorema 5.28. Siano M, M superfici regolari congruenti e sia F : R? —
R? un’isometria tale che F(M) = M. Allora,
(1) f = Fja: M — M ¢ un’isometria tra superfici;
(2) [ conserva gli operatori forma nel senso che (scegliendo in modo opportuno
i campi normali) vale la sequente relazione
Je, 08y = Sypyo fi, perognip € M.

DIMOSTRAZIONE. La proprieta (1) e stata provata nella Proposizione 5.12.
Proviamo la (2). Sia N un campo unitario differenziabile normale a M e
definito in un intorno U di p in M. Sia N := F,N, cioe Np(q) = F., N,
per ogni ¢ € U. N & un campo vettoriale differenziabile definito su F(U) =
f(U) € M intorno di f(p) in M. Per q € U, lapplicazione F, : T,R® —
Tf(q)R3 e un isomorfismo e conserva il prodotto scalare. Anche 'applicazione
feg + TyM — TpM & un isomorfismo che conserva il prodotto scalare in
quanto f, = F*qquM. Poi da N, - v, = 0 per ogni v, € T, M, applicando F\ si
ha
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F.yNy- Foug = Ny-v,=0 Vv, € TyM,
per cui
F Ny - wyq) =0 Ywy) € TpoM = Fiy(T,M).

Pertanto N = F,N ¢ normale a M. Inoltre

INgll = INyll = [ B, Noll =1 Vg e F(U) = f(U). 3= f(q),
ovvero N & unitario. Ora, siano .5, operatore forma definito da N e S F(p)
l'operatore forma definito da N. Sia v, € T,M, quindi sia y(¢) una curva
differenziabile di M con y(0) =p e 4(0) = v,, esia y(t) = f(v(t)) = F(~(t))
la corrispondente curva differenziabile di M. La curva 7 soddisfa

7(0) = F(4(0)) = F(p) = f(p) e H(0)=F,7(0) = Fypvp = fipvy.

Allora,

N(t) = N(y(t)) & un campo vettoriale differenziabile lungo v, e

N(t) = FuyyN(t) & un campo vettoriale differenziabile lungo 7 = f o 1.

Poiché F ¢ isometria di R3, e quindi un’applicazione affine, applicando la (1)
del Teorema 1.79, si ha (F*N(t))l = F.N'(t) ovvero N'(t) = F,N'(t). Di
conseguenza,

forSpvp = Fu Spv, = —F, N'(0) = —(F.N)'(0) = —=N'(0) = —N'(3(0))

= gf(p) (’7(0)) = Sf(p)f*pvp-
O

Il Teorema 5.22 ci dice che la curvatura gaussiana ¢ un invariante intrinseco
della superficie. Dal Teorema 5.28 si ottiene il seguente

Corollario 5.29. Curvature principali e media, oltre alla gaussiana, sono
invarianti per superfici congruenti.

DIMOSTRAZIONE. Siano M, M superfici regolari congruenti e sia F : R? —
R? un’isometria tale che F'(M) = M. Consideriamo l'isometria f = Fjy; e un
puntop € M. Se S,e; = ki(p)e;, i = 1,2, allora applicando la (2) del Teorema
5.28 si ha

Sf(p) f*pgi = f*p Spe; = f*p ki(p)e; = ki(p)f*pgi-

Pertanto, f. & sono vettori principali di M in f(p) con curvature principali

In particolare, la curvatura di Gauss K(f(p)) = K(p) e la curvatura media
H(f(p)) = H(p). 0

Del Teorema precedente, vale anche il viceversa, ovvero superfici isome-
triche che hanno “stesso”operatore forma sono congruenti. Piu precisamente,
abbiamo
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Teorema 5.30. Sia f : M — M un’isometria tra superfici regolari (con-
nesse, orientate) che conserva gli operatori forma, cioé f, S, = Sf(p) J«, per
ogni p € M. Allora, M e M sono congruenti, cioé esiste F isometria di R
tale che f = Fyr. Se vale f,,S, = —Sf(p)f*p per ogni p € M, basta invertire
lorientazione di M (oppure di M ).

DIMOSTRAZIONE. (sunto) Siano N, N campi vettoriali unitari normali alle
superfici M, M rispettivamente. Fissato p € M, il differenziale Jep » Ty, M —
Tf(p)M ¢ una trasformazione ortogonale e quindi trasforma basi ortonormali
in basi ortonormali, per cui applicando la Proposizione 1.61, esiste una sola
isometria F di R? tale che

F(p) = f(p), Fi,vp = fu,vp per ogni v, € T,M, F, N, = Nyg.

La seconda parte della dimostrazione del teorema consiste nel provare che
I'isometria F' considerata soddisfa F'(q) = f(q) per ogni ¢ € M (cf., ad esempio,
[17], Teorema 8.3, p. 299). O

Osservazione 5.31. I Teoremi 5.28 e 5.30 corrispondono al teorema fon-
damentale sulle curve. Pilt precisamente, la condizione “M, M sono isome-
triche” corrisponde alla condizione “le curve «, 8 hanno stessa velocita scalare
e sono definite sullo stesso intervallo” e la condizione “M, M hanno stesso
operatore forma” corrisponde a “k, = kg e T, = £75”.

Osservazione 5.32. Esistono esempi di superfici isometriche ma non con-
gruenti. Nell’Esempio 5.14 & stato osservato che la striscia di piano M =
10, 27[xR e la superficie M = ¢(]0,27[xR) dove p(u,v) = (rcosu,rsenu,v)
sono isometriche. Tuttavia, le due superfici non sono congruenti, ad esempio
M & a punti planari mentre M (che & un cilindro circolare retto privato di una
retta generatrice) ¢ a punti parabolici.

In conclusione lo studio geometrico di una superficie M di R? puo essere fat-
to da un punto di vista intrinseco, cioe studiando quelle proprieta geometriche
che dipendono solo dalla prima forma fondamentale e quindi sono invariamti
per isometrie di M, oppure da un punto di vista estrinseco, cioe studian-
do quelle proprieta geometriche che dipendono, oltre che dalla prima forma
fondamentale, anche dalla seconda forma fondamentale e quindi legate alla
forma di M in R®. Una generalizzazione, in arbitraria dimensione, dello studio
intrinseco di una superficie porta allo studio della geometria riemanniana.

Esercizio 5.33. Sia data la superficie M : z = xy. Si verifichi che la
trasformazione ortogonale F' definita da

F(E)) = FE,, F(Fy)=—F,, F(F3;)=—EF;s,
soddisfa F'(M) = M.

Esercizio 5.34. Verificare che curve asintotiche, linee di curvatura, indi-
catrici di Dupin e punti ombelicali sono invarianti per superfici congruenti.
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5.4. Derivata covariante e curve geodetiche

Le curve geodetiche sono curve speciali di una superficie, esse svolgono
un ruolo analogo a quello svolto dalle rette nella geometria euclidea del pia-
no. Iniziamo col definire la derivata covariante che € un concetto di derivata
intrinseca sulla superficie.

Derivata covariante. Siano M una superficie regolare e y(t), t € I, una
curva differenziabile di M. Se (D, ¢, (u,v)) € una parametrizzazione locale di
M con ~(I)Ng(D) non vuota, posto v(t) = ¢ (3(t)) = ¢(u(t),v(t)), denotiamo
con

pu(t) = pu(u(t), v(t)) e pu(t) = @ (ult), v(?)).
i campi vettoriali coordinati definiti lungo 'arco di 7 contenuto in ¢(D). Un

campo vettoriale differenziabile lungo v e tangente a M € un campo vettoriale
V(t) che localmente si esprime con

(5.11) V(1) = ar(t)pu(t) + az(t)pu(t)

dove le componenti aq(t), as(t) sono funzioni differenziabili di ¢. In particolare,
V(t) & un campo vettoriale differenziabile lungo v come curva di R . Denotia-
mo con X() lo spazio vettoriale di tutti i campi vettoriali differenziabili lungo
v tangenti ad M.

Definizione 5.35. La derivata covariante di un campo vettoriale V € X(7)
é il campo vettoriale 22 € X(v) definito da
Dv (dV)T
dt — Ndt’
dove (d—V)T denota la proiezione ortogonale di Cfi_‘t/ € T yrs, ossia di V'(t), sul

dt
piano tangente 1. M, ovvero la sua componente tangente.

Denotiamo con N un campo vettoriale unitario e normale alla superficie
M, in generale N ¢ definito solo localmente. Siccome V(t) - N(t) = 0, dalla
definizione di % segue che

v DV av DV /
= (g NOIN() = — = (V) - N'(0) N(®),

e quindi si ottiene '’equazione di Gauss:

(5.12) S = DX (Vi) SGO)NE) = D+ Lo (V(E), 4 (D) N ().

Notiamo che l'operatore D/dt ¢ un endomorfismo di X(7y). Inoltre, per ogni
V,W € X(v) e per ogni f : I — R differenziabile, valgono le proprieta

(513) ZUV)=Fav oL

d DV DW
(5.14) E(V'W)—d_t'w—i—v'd_t.
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La prima si ottiene considerando le componenti tangenti di entrambi i membri
di (fV) = f'(t)V + fV'(t). Per la seconda basta applicare l'equazione di
Gaussa (V-W)=V'"-W+ V. .W.

Determiniamo ora ’espressione di DV /dt rispetto alla fissata parametriz-
zazione locale. Derivando V' (¢) dato dalla (5.11), e ricordando le formule che
esprimono Y., Puv, Puy 10 termini dei coefficienti di Christoffel (cf. Sezione
4.2), otteniamo

VI(t) = ay(t) u(t) + ai(t) (1)
= ai(t) pu(t) + ay(t) u(t)
+ as(t) (Wpu + V' o) (t
= ay(t) pu(t) + a5(t) u(t) + ar () (t) (T1y0u + Tipu + EN) (2)
+ ap(1)0' () (Dagpu + a0 + N (1)
+ (a1 ()0’ (t) + az(t)u' (1)) (Trapu + Tlapy +mN) (2).

Di conseguenza, prendendo le componenti tangenti di entrambi i membri, si
ha
DV / /71 /1 /71 /71
— = (@) + @@ (W] +0Th) (1) + aa() (T +0'Th) (1)) ()
+ (ah(0) + ar (T3 + 0TH) (1) + aa(t) (T + vTH) () pult).

Ponendo 1 = u, 29 = v,0; = p, e 03 = ¢, e ricordando che Fk = F;‘:l, la
formula precedente si puo esprimere in forma compatta:

(5.15) % = 22: (a(t) + Z ai(1)} (OT4(1)) D (2).

k=1 i,j=1

+ ay(t) o (t) + az(t) (1)
+ a1 (t) (' Puu + V'pun) (t)
)

Dalla (5.15) segue che la derivata covariante dipende, oltre che dalla curva
e dalle componenti di V', solo dai simboli di Christoffel e quindi dalla prima
forma fondamentale. Pertanto, la derivata covariante é una derivata intrinseca
della superficie.

Curve geodetiche. Se M e¢ il piano euclideo, i coefficienti di Christoffel
sono nulli e quindi dalla (5.15) segue che V() soddisfa DV /dt = 0 se e solo se
le sue componenti ax(t) sono costanti lungo v, ossia V'(t) & parallelo lungo ~.
In generale, per una superficie regolare M di R3 abbiamo la seguente

Definizione 5.36. Un campo vettoriale V € X(7y) si dice che é un campo
vettoriale parallelo lungo v se in un intorno di ogni punto di vy si ha

DV
dt
Non vogliamo sviluppare la teoria generale dei campi vettoriali paralleli su
una superficie, ma siamo interessati a una particolare classe di campi vettoriali

paralleli. Data una curva differenziabile ~(t), il campo tangente (¢) ¢ un
elemento di X(y) e quindi si puo considerare la sua derivata covariante.

=0 Vte
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Definizione 5.37. Una curva differenziabile v della superficie M si dice
curva geodetica se il campo tangente 4(t) é parallelo lungo v, ovvero
D-
T 0 vtel,
dt

i un intorno di ogni punto di .

Dall’equazione di Gauss (5.12) segue che (t) € una curva geodetica se e solo se
il vettore accelerazione 7(t) & normale al piano tangente, ossia (t) & parallelo
alla normale alla superficie. Quindi, per una curva geodetica si ha

A(t) - 4(t) =0 perognitel,
per cui

(5(2) - 4(t))" = 23(¢) - 5(t) = 0.
In particolare, se () ¢ una geodetica non banale, ||§(t)|| = cost # 0, cioe la
parametrizzazione e regolare e il vettore velocita ha lunghezza costante non
nulla. In particolare, tale curva puo essere riparametrizzata mediante [’ascissa
curvilinea.

Proposizione 5.38. Se una superficie regolare M contiene una curva -y che
¢ una (parte di) retta, allora vy é una geodetica (come insieme di punti). In
particolare, le rette generatrici di una superficie rigata regolare sono geodetiche
per la superficie.

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che v si pud parametrizzare con v(t) =
po + tv, e quindi 4(t) = 0. O

Supponiamo ora che la superficie M sia orientata. Quindi su M e fissato
campo unitario normale N, equivalentemente una 2-forma d’area €2. Indichia-
mo con J la corrispondente struttura complessa, allora J e definita da (cf.
Sezione 3.10)

JX = N AY, equivalentemente (in modo intrinseco) JX - Y = Q(X,Y),
dove X,Y € X(M). In particolare, JX - X = 0 per ogni X € X(M).
Sia y(t) una curva differenziabile regolare di M e sia V(t) € X(y) un campo
vettoriale unitario. Allora,

d DV
0=—(V.V)=2"2.V
alV VI =y

DV
implica che o ¢ ortogonale a V (t), per cui sara parallelo a JV (t), ossia

DV
— = A\t) JV(¥).
= A0 V()
La quantita [%} = A(t) si dice wvalore algebrico della derivata covariante

in ¢, e chiaramente dipende dall’orientazione di N. In particolare, se v(s) e
parametrizzata con l'ascissa curvilinea, 22 & parallelo a J(§(s)) = N A 5(s).
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Definizione 5.39. La funzione kg, : I — R, s — ky(s), definita da

(5.16) ko(s) s = 21 - J(3(s) = 4(s) - TG(5)

= (N AA(s)) - 4(s) = 2 (7(s),5(s))
¢ detta curvatura geodetica di .

Di conseguenza,

Dy :
(5.17) =L = Ry () (5)),
Se la superficie non ¢ orientabile la scelta locale di N puo cambiare lungo -,
d’altronde cambiando N con —N la curvatura geodetica cambia di segno, per
cui per superfici non orientabili il valore assoluto della curvatura geodetica
(che indichiamo sempre con k,) € ben definito. In particolare,

2

D~y
2 _
kg(s) n H ds

Quindi, otteniamo

Proposizione 5.40. La curva y(s) é una geodetica se e solo se la curvatura
geodetica ¢ identicamente nulla.

Dal Teorema di Meusnier segue che la curvatura normale k,(s) = (5(s) -

N(s)), inoltre ricordando che x(s) = [|5(s)|| € I'usuale curvatura di y(s) come
curva di R?, dall’equazione di Gauss
. Dy | .
(5.15) §(5) = o2+ (5() - Nygo) Voo
si ha la seguente relazione fra le tre curvature:
(5.19) KA (s) = k2(s) + ki (s).

Proposizione 5.41. Se la curva v(s) é una curva sezione normale di M
in ogni suo punto, allora v(s) é una curva geodetica.

DIMOSTRAZIONE. Se 7(s) ¢ una curva sezione normale di M in ogni suo
punto, dalla Proposizione 4.39 segue che x*(s) = k2(s), e quindi la (5.19) ci
dice che la curva ~y(s) € una curva geodetica. O

Osservazione 5.42. Sia M una superficie regolare orientata e sia J la
corrispondente struttura complessa. Se 7(s) € una curva regolare di M para-
metrizzata con 'ascissa curvilinea, posto

t(s) =4(s) e iis) = Jy(s),
la base ortonormale ((s),7(s)) & il riferimento di Frenet tangente a M lungo
la curva vy (come curva della superficie M). Tenendo presente la (5.17) e che
Dii(s)/ds & ortogonale a 7i, le corrispondenti formule di Frenet sono
Dt B} Dii -
ds kg(s)ri(s), s —kg(s)t(s).



198 5. Geometria intrinseca delle superfici

Quindi, la curvatura geodetica k,(s) € la curvatura di v nell’ambito della teoria
delle curve di Frenet su una superficie.

Esercizio 5.43. Sia M una superficie regolare orientata e sia N un fis-
sato campo unitario normale alla superficie. Sia v(s) una curva regolare di
M parametrizzata con l'ascissa curvilinea. Lungo la curva v consideriamo il
riferimento ortonormale di TAY(S)R3

t(s) =4(s), N(s)=N(v(s)), 7i(s) = N(s) AT(s) = Jy(s).
(t(s), N(s),7i(s)) & detto triedro di Darboux. Mostrare che

t'(s) = a(s) N(s) + b(s)n(s),
(5.20) N'(s) = —a(s)t(s) —c(s)i(s),
ii'(s) = —b(s)t(s)+c(s)N(s).

Tali formule sono I'analogo delle formule di Frenet per il triedro di Darboux.
Stabilire il significato geometrico dei coefficienti provando quanto segue.

e 1) a(s) ¢ la curvatura normale k,(s), e quindi a(s) = 0 se e solo se y(s)
¢ una curva asintotica.

e 2) b(s) e la curvatura geodetica k,(s), e quindi b(s) = 0 se e solo se y(s)
¢ una curva geodetica.

e 3) —c(s) =ii(s) - N'(s) = —ZI(t(s),7i(s)) ¢ la torsione geodetica 7,(s)
di ), e ¢(s) = 0 se e solo se y(s) ¢ un linea principale.
Quindi, il sistema (5.20) diventa

t'(s) = kn(s) N (s) + ky(s) 7i(s),
N'(s) = —ku(s)(s) +7y(5) 7i(s),
i'(s) = —kg(s)t(s) = 7y(s) N(s)

Infine, verificare che:

e 4) se la curvatura geodetica k,(s) = 0, usando la (5.19), la seconda parte
del Teorema di Meusnier e la seconda formula di Frenet, si ha 77(s) = 73(s)
dove 7(s) ¢ l'usuale torsione di 7(s).

Esempio 5.44. Sia M la sfera canonica S? di raggio R e sia y(s) il parallelo
di colatitudine ¥ (0 < ¢ < %) della sfera S*. Allora 7(s) ha raggio r = Rsen
e quindi curvatura k(s) = 1/(Rsen ). Inoltre, considerando il campo normale
N alla sfera orientato verso l'interno e usando il Teorema di Meusnier, la cur-
vatura normale k,(s) = r(s)cos (5 — ) = k(s)sent = 1/R. Di conseguenza,
applicando la (5.19), si ottiene che la curvatura geodetica ¢ data da

ko(p) = V) — R20) = 2 (= cost) Vpen.

" Rsen?

In particolare, dalla Proposizione 5.40, otteniamo che il parallelo v(s) ¢ una
curva geodetica se e solo se ¥ = 7/2, ovvero (s) ¢ una circonferenza di raggio
massimo.
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Esempio 5.45. Ogni curva 7(s) della sfera canonica S? di raggio R ha
torsione geodetica nulla. Infatti,

7o(s) = i(s) - N'(s) = 7i(s) - (1/R)(s)
= (1/R)J(7(s)) - (s) = 0.

Torniamo ora al caso generale. Siano quindi M una superficie regolare e
7(t) una curva differenziabile di M. Rispetto a una fissata parametrizzazione

locale, v(t) = ¢(F(t)) = ¢(u(t),v(t)) = ¢(z1(t), z2(t)) e quindi
V(&) = u'(t) eu(t) + 0'(2) o (t) = 2 (£) O1(F) + 25(t) Oa(t).

Prendendo V (t) = (1), la (5.15) diventa

(5.21) . > (x’,;(t) + Z x;(t)x;(t)rg(t))ak(t) .

t

Pertanto, (f) ¢ una curva geodetica se e solo se ¢ soddisfatto il seguente
sistema di equazioni

2
w(t) + > 2 OTEE), k=12
ij=1
In forma pin esplicita, v(¢) & una curva geodetica se e solo se ¢ soddisfatto il
seguente sistema di equazioni

(522) 10O FTHO@O) +20h(00 (1) (1) + Di()(v'(1)* =0,
V() + T ()W (1) + 2T, (0w’ ()v'(8) + T3,(0) (V' (1)* = 0.

Questo e un sistema di equazioni differenziali ordinarie non lineari del secondo
ordine. Se imponiamo che v(0) = py = ¢(ug,vo) € ¥(0) = Vo € T,,M, Vy =
ap® + byp?, abbiamo le condizioni iniziali

u(0) = ug, v(0) = vy e w'(0) = ag, v'(0) = by
associate al sistema (5.22). Pertanto, dalla teoria delle ODE si ha l'esistenza e
I'unicita della curva geodetica con le fissate condizioni iniziali. In altre parole,
abbiamo il seguente

Teorema 5.46. Per ogni pg € M e per ogni Vo € T,,, M, esiste un e > 0 ed
esiste un’unica geodetica v : (—e,e) — M tale che v(0) = py e (0) = V.

Se v e o sono due curve geodetiche definite in un intervallo aperto I con
7(0) = o(0) e 4(0) = &(0). Per il Teorema 5.46, tali curve coincidono in un
intorno di 0. Sia | — a,a[C I tale che v(t) = o(t) per ogni t €] — a,a[. Per
continuita si ha y(a) = o(a) e (a) = ¢(a). Quindi, applicando il Teorema
5.46, si ha che 7 e o coincidono anche su un intorno destro di a. Analogamente
su un intorno sinistro di —a. Cosl procedendo si ha che v(t) = o(t) per
ogni t € I. Di conseguenza, si ha 'unicita anche della geodetica massimale
v: I — M.
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Esempio 5.47. Abbiamo visto che per il piano euclideo un campo V €
X(7) e parallelo se e solo se V(t) = cost. Di conseguenza, una curva ~(t) e
una curva geodetica (con 7(0) = py e ¥(0) = V) se e solo se v € una retta
parametrizzata da y(t) = tVy + po.

Osserviamo che il concetto di curva geodetica dipende oltre che dalla sua
“forma”anche dalla sua parametrizzazione. Ad esempio, la semiretta v(t) =
(t2,t%), t € R, del piano euclideo non soddisfa il sistema (5.22). Se v ¢ una
geodetica (come insieme di punti), un parametro ¢ per cui () risulti geodetica
si dice parametro ammissibile. Scrivendo (t) geodetica intendiamo che t &
parametro ammissibile.

Esercizio 5.48. Sia v una curva geodetica parametrizzata con t parametro
ammissibile e sia t = t(s), g—i # 0, un cambiamento di parametro. Posto
v(s) = v(t(s)), si verifichi che

v(s) € geodetica se e solo se t =as+b,a # 0.

Se () & geodetica, sappiamo che ||%(¢)]| = a (cost. # 0). Allora, Iascissa
curvilinea

s(t) = /tt 14(£)|dt = at + b, a # 0.

Pertanto, per una curva geodetica 'ascissa curvilinea ¢ un parametro ammis-
sibile.

Osservazione 5.49. Sia ¢ : D — M, (u,v) — ¢(u,v), una superficie
parametrizzata. Allora,

D D
5.23 oy =~y
(5.23) TP =

Infatti %QOU - (Souv)—r = (govu)—r = %qu

Il nostro prossimo obiettivo e provare che il concetto di curva geodeti-
ca e invariante per isometrie. Intanto proviamo che la derivata covariante e
invariante per isometrie, ossia proviamo il seguente Teorema.

Teorema 5.50. Sia [ : M — M un’isometria tra superfici regolari e sia
v(t) una curva differenziabile di M. Posto 5(t) = f ov(t), per ogni V € X(7)
st ha:

DV D

(5'24) (f*)’y(t)ﬁ - dt (f*)’y(t)vy

dove D/dt e f)/dt sono le deriwate covarianti lungo v e v rispettivamente.

DIMOSTRAZIONE. Sia f : M — M un’isometria. Allora, applicando la
Proposizione 5.7, presa una parametrizzazione locale (D, ¢) di M, applica-
zione ¢ = fop: D — M definisce una parametrizzazione locale di M. Inoltre,
rispetto a queste parametrizzazioni, se p = ¢(u,v), si ha f(p) = f(¢(u,v)) =
@(U,U), f*(pu = Pu, f*‘;pv = Py, € qUindi
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E(U,U) = Qu - Pu = faou * fxou = Pu - Pu = E(“?”)'
Analogamente per gli altri coefficienti della prima forma fondamentale. In
particolare, per i coefficienti di Christoffel (che sono determinati, come visto,
dalla prima forma fondamentale) si ha I'%(u,v) = T¥(u,v). Per provare la
(5.24), consideriamo prima il caso V'(t) = @u(t). In tal caso (f.).,;0u = Pu(?).
Applicando la (5.15) si ha

Dy,
= (T + 0Tha) (pu() + (W T + 0'Th) (Deu(t).

e quindi
(f*)»y(t)% = (U,Fh + UTb) (t)(f*)y(t)%t(t) + (UT% + U/F%Q)( )(f*)y(t)SOv(t)
= (WO + ' (OT2) (O@u(t) + (W (1T, + V' (OTT,) (H)Pu(t)

Dgpu D
T :%(f*)y(tﬁpu-

Analogamente (f.), D 20— By f4)@ypv- Ora, consideriamo il caso generale
V(t) = a1(t)pu(t) + aa(t)pu(t). Allora
(f*)'y(t)v = a1 (t)(f ) t)SOU(t) + as(t)(fs) ~(t )9011( ) = ai(t)pu(t) + as(t)@u(t) ,
DV Do, Do,
= = @)=+ a1l + ax(t) = + (B (0).
e quindi
DV Doy
(g = @Oy g + GO, eul)
Dy, ,
Faa(O)()yy g + L) ul)
D
= a(t) 2 (o) pu + a1 (1) pu(t)
+ a2(t)%(f*)7(t)80v + ay(t) o (t)

g

Corollario 5.51. Siano f : M — M un’isometria, v(t) una curva diffe-
renziabile di M eV € X(v). Posto 4 = f oy, si hanno le sequenti proprieta.
a) V ¢ parallelo lungo v se e solo se (Fy)ynV € parallelo lungo 7.

b) ~(t) é una geodetica di M se e solo se 5(t) é una geodetica di M.
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5.5. La connessione di Levi-Civita delle superfici

In questa sezione vogliamo estendere il concetto di derivata covariante al
caso di campi vettoriali definiti su una superficie regolare M (o su un aperto di

M), e quindi introdurre la connessione di Levi-Civita su M.

Ricordiamo che X(M) & l'insieme di tutti i campi vettoriali differenziabili
tangenti a M e definiti su M. Consideriamo X € X(M) e W, € T,M. Intanto,
definiamo la derivata covariante di X rispetto al vettore tangente W, che
indichiamo con Vy, X. Consideriamo una curva differenziabile (t) di M con

7(0) = p e W, = ¥(0), allora definiamo

DX

X = ——
v, dt

——(0) € T,M, dove X (t) = X (v(t)) € X(v).

Rispetto a una fissata parametrizzazione locale, posto W, = w'd; (p)+w?d2(p),

X =X'0, +X2%0,, x1 =u, 29 = 0,0, = @, 82 Oy, t enendo conto che

T 0) = 30)(X4) = W,(xP),

dalla (5.15) segue che

Vi, X = 22: ( Z X (p)u T ( )>8k(p).

k=1 3,j=1

Quindi, la definizione di Vy, X non dipende dalla curva considerata.

consideriamo due campi vettoriali X, Y € X(M), allora si pone
(VYX)p = (VYPX)-

Quindi, localmente

2

2
vyx =% (Y(X’“) +y X"Yijj>8k

k=1 ij=1

da cui si evince che Vy X € X(M). In particolare,

VSDuSO'U/ - V8151 Z 1—‘116143 (;Duu 5
Vo, ou = Vo, 01 = Z FlQak Sﬁuv = Vo, ¥,

VS%SOU = VazaQ Z FQQak 501111

L’operatore
V:iX(M)xX(M)—=X(M), (X,)Y)— VxY,

Se
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che prende il nome di connessione lineare, soddisfa le seguenti proprieta (da
verificare per esercizio):

(525) fo+gyZ = fVxZ + gVyZ,
(5.26) VX(Y+Z):va+VXz,
(5.27) Vx(fY) = fVxY + (Vxf)Y,

per ogni XY, 7 € X(M) e perogni f,g€ F(M), dove Vxf:=X(f).
L’operatore Vy : X +— Vy X, si dice derivata covariante rispetto a Y. Nel
caso di M = R?, i coefficienti Ffj sono nulli, quindi ritroviamo la connessione
euclidea di R? (cf. Sezione (1.3)):

VyX = Y2, V(X0 = (Y (X)), Y (X)),

Notiamo che, usando le connessioni lineari V di R e V di M, I'equazione
di Gauss (5.12) si puo esprimere nella forma

Vi)V = Vi)V +ILu (V(1), (1) N(t),

dove 7y & una curva differenziabile di M. Di conseguenza, per X, Y, Z € X(M)
e per p € M, abbiamo I’equazione di Gauss per campi vettoriali

(5.28) (VxY), = (VxY), +II,(X,,Y,) N,

Pertanto, la connessione lineare V che abbiamo definito su M é esattamente
quella indotta, mediante ’equazione di Gauss, dalla connessione lineare eu-
clidea V di R®. Quindi, ci aspettiamo un legame tra V e la prima forma
fondamentale di M. Infatti, abbiamo la seguente

Proposizione 5.52. La connessione lineare NV definita su M e simmetrica:
VxY - VyX =[X,Y],

ed & compatibile con la prima forma fondamentale:
(5.29) XY -2)=(VxY)-Z+Y - (VxZ) VXY, Z € X(M).

Inoltre, V (detta connessione di Levi-Civita) ¢ univocamente determinata
dalla prima forma fondamentale:

1
(5.30) (VyX-Z) = 5(X(Y D) 4Y(X - Z) - Z(X-Y)
Y X Z-X-[V.Z] -7 [X,Y]).
La (5.80) ¢ nota in letteratura col nome formula di Koszul.

DIMOSTRAZIONE. La simmetria di V (cf. Proposizione 1.41) e la (5.28) im-
plicano la simmetria di V. Inoltre, la compatibilita della connessione euclidea
V con il prodotto scalare euclideo ¢ data da (cf. Proposizione 1.41)

(5.31) X(Y-2)=(VxY) - Z+Y - (Vx2).
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Le equazioni (5.28) e (5.31) implicano la (5.29). Infine, usando la simmetria
di V e la compatibilita di V con la prima forma fondamentale, si ha

X(Y-Z) = (VxY-2Z)+(Y-VxZ)
= ([(X\)Y]+VyX)-Z+Y - ([X,Z]+ VzX),
Y(X-2Z) = (VyX-2)+(X-VyZ)=(VyX - Z2)+ X -([Y, 2] + V5Y),
“Z(XY) = —(VzX V)= (X V),
per ogni X,Y,Z € X(M). Sommando si ottiene la (5.30). La (5.30) mostra

che V e univocamente determinata dalla prima forma fondamentale in quanto
il prodotto scalare indotto e definito positivo e quindi non degenere. O

Infine, osserviamo che se F' : M — M e una isometria tra superfici regolari,
il Teorema 5.50 vale anche nella seguente forma

(5.32) F.(VyX)=VeyFX VXY € X(M),

dove F,X ¢ il campo vettoriale definito dalla (3.19). Quindi, la connessione
lineare NV definita sulla superficie e invariante per isometrie. La dimostrazione
della (5.32) segue dal Teorema 5.50. Infatti, per ¢ € M,q = F(p),p € M,
abbiamo

(F(Vy X)), = Fp(VyX), = Fop(Vy, X) = Fay0) (V00 X)

DX D -
= (F*’Y(t)W) (O) = (%F*'y(t)X) (O) = vF*p’.Y(O)F*X

= Vi, BX = Ve, BX = (ViyFX) |
q

dove la vy ¢ una curva differenziabile con v(0) = p e ¥(0) =Y.

5.6. Curvatura gaussiana e tensore di curvatura

Scopo di questa sezione ¢ esprimere la curvatura gaussiana di una superficie
in termini del tensore di curvatura associato alla connessione di Levi-Civita
(tensore che si esprime con la derivata covariante seconda). Quindi, un altro
modo per vedere che la curvatura gaussiana ¢ un invariante intrinseco della
superficie.

Sia M una superficie regolare di R*. Indichiamo con N un campo unitario
normale alla superficie che sappiamo & definito solo localmente (in generale).
Siano p un punto di M ed S l'operatore forma in p. Se X € X(M), il campo
vettoriale S(X) e definito da (cf. anche Osservazione 4.3)

S(X)(p) :== S(X,) = =Vx,N = —(VxN),, ovvero SX =—-VxN,
dove N & pensato definito in un intorno del punto p in R*, p € M. Se {X,,,Y,}
¢ una base arbitraria di 7T,M, applicando la stessa dimostrazione del punto

(a) del Teorema 4.7, si ha che la matrice che rappresenta 'operatore forma S
rispetto alla base {X,,,Y,} ¢ data da
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-1
g — Xp'Xp Xp'Yp (SXp)'Xp (SYIJ)'XP
X, Y, %) \(8X,)Y, (SY,)-Y,

Quindi la curvatura gaussiana K (p) ¢ data da

(SXp) - Xp)((SYp) - ¥p) = ((SX,) - V3)”
[Xp [P Y5l = (X - ¥3)?

(5.33) K(p) =detS =

Osserviamo che la quantita
AX, V) o= [ X2 Y117 = (Xp - ¥p)? = 1X, A V|2
¢ il quadrato dell’area del parallelogramma costruito sui vettori X,,,Y),.

Ricordiamo che la connessione di Levi-Civita della superficie M e la com-
ponente tangente dell’equazione di Gauss (5.28)

(VxY) = (VxY) +((SX) - Y)N,
ovvero per ogni p € M:
(VxY), = (VxY), + ((SX,) - V)N,
Inoltre, un tensore 7" di tipo (1,3) su M e definito come un’applicazione
T:X(M) x X(M) x X(M) = X(M), (X,Y,2) = T(X,)Y, Z),

F(M)-lineare in X,Y, Z.

Definizione 5.53. Il tensore di curvatura associato alla connessione di
Levi-Civita V della superficie M ¢ il tensore R di tipo (1,3) definito da

R(X7 Y)Z = —-VxVyZ+VyVx7+ V[X,Y]Z.

Verifichiamo che R ¢ effettivamente un tensore, cioé un’applicazione F(M)-
lineare in XY, Z. Intanto osserviamo che la connessione lineare euclidea di
R", e quindi anche di R3, soddisfa

VxVyZ =Vx(Y(Z"),...Y(Z") = (X(Y(Z")), ... X(Y(Z")))
VyVxZ =Vy(X(ZY),..,X(Z")
VixyZ = (X, Y](Z ) [ Y]

Y]
= (X(V(ZY) = Y(X(Z),n X(Y(Z7) = Y (X(27))).

Quindi,
(5.34) —VxVyZ +VyVxZ + ?[Xy]Z =0.
D’altronde, calcolando la derivata covariante seconda usando SX = —VxN e

I'equazione di Gauss, si ottiene
VVyZ = —Vy (vyz +(S(Y)- Z)N)
=-VxVyZ — (S(X)-VyZ)N
— X((SY)-Z)N — ((SY) - Z)VxN
= —VxVyZ + ((SY)- 2)S(X) - ((SX) VyZ + X((SY) - Z))N,
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VyVyZ = Vy (VXZ +(S(X) - Z)N)
=VyVxZ+ (S(Y) VxZ)N+Y(S(X)-Z)N + (S(X) - Z)VyN
= VyVxZ = (S(X) - Z)S(YV) + (S(V) - VxZ +Y(S(X) - 2)) N,
VixyZ = Vixy Z + S([X,Y)) - Z)N.

Sostituendo queste formule nella (5.34), separando la componente tangente e
ponendola uguale a zero si ottiene

—VxVyZ +VyVxZ +Vixy)Z = (5(X) - Z)SY = (S(Y)-2)SX,
quindi otteniamo
(5.35) R(X,Y)Z = (S(X)- Z)SY — (S(Y) - Z)SX,
e in un fissato punto p abbiamo

R(X,,Y,)Zp = (S(X,) - Zp)SY, — (S(Y)) - Z,)5X,, .
L’espressione alla destra della (5.35) ¢ F(M)-lineare in X,Y, Z, pertanto defi-
nisce un tensore di tipo (1,3) su M. In particolare, dalla (5.35) abbiamo
R(X,Y)X = ((SX) - X)SY — ((SY) - X)SX
e quindi
(5.36) (R(X,Y)X)-Y = ((SX)-X)((SY)-Y) = ((SY)- X)((SX)-Y).
La (5.36) e la (5.33) implicano che la curvatura gaussiana si puo esprimere con
la seguente formula
(R(Xp, Yp)Xp) - Y
A(Xp, Yp)

Si noti che l'espressione alla destra della (5.37) non dipende dalla base scelta
in T,M, e quindi se £y, Fy ¢ una base ortonormale di 7, M si ha

K(p) = (R(Ey, ER)Ey) - By .

Inoltre, siccome la connessione V ¢ invariante per isometrie (cf. (5.32)), dalla
(5.37) si ottiene che la curvatura gaussiana € un invariante intrinseco della
superficie (Teorema egregium di Gauss).

11 tensore di curvatura R di tipo (0,4), detto anche tensore di curvatura
di Riemann della supeficie M, & definito da

R(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z-W).
Ovviamente ¢ anche definito il tensore di curvatura di tipo (0,4) in un fissato
punto p di M, basta porre
R(X,, Yy, 2y, W) = (R(XmY;?)Zp : Wp) :

(5.37) K(p) =

Proposizione 5.54. [l tensore di curvatura R soddisfa le sequenti pro-
prieta:
1) RX,)Y)Z=—-R(Y,X)Z equindi RIX,Y,ZW)=—-R(Y,X,Z W),
2) R(X,Y,Z,W) = R(ZW,X,Y)
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4)R(X,)Y, ZW)+R(Y,Z, X, W)+R(Z,X,Y, W) =0 (1% identita di Bianchi).

DIMOSTRAZIONE. La 1) segue direttamente dalla definizione di R(X,Y)Z .
La 2) segue dalla (5.35) tenendo conto che 'operatore S ¢ simmetrico. La 3)
si puo ottenere come conseguenza della 1) e della 2). La 4) si ottiene con un
calcolo diretto usando la (5.35) e la simmetria dell’operatore S. U

Osserviamo che per la sfera S? di raggio r, I'operatore forma S = —(1/r)1
e quindi il tensore di curvatura assume la seguente semplice forma

R(X,Y)Z = Ko((X - Z)Y — (Y - Z)X)
dove Ky = (1/r?) & la curvatura gaussiana della sfera. Piul in generale, vale il
seguente

Teorema 5.55. Per ogni superficie regolare M di R3 il tensore di curvatura
e dato da

R(X,Y)Z = K((X - 2)YY — (Y- Z)X),

dove K ¢ la funzione curvatura gaussiana della superficie.
DIMOSTRAZIONE. Sia Ry il tensore di tipo (1, 3) definito da

Ro(X,Y)Z = ((X - 2)YY — (Y- Z)X).

Proviamo che R = KRy, ovvero R = K(p)R, in ogni fissato punto p di M.
Sia (e, e5) una base ortonormale di vettori principali in p, quindi

S(e1) = ki1(p)er e S(ez) = ka(p)es,

dove ki(p), ko(p) sono le curvature principali in p. Siccome R e K(p)R, sono
due tensori, per dimostrare che coincidono basta verificare che

R(e;, e;)W = K(p)Ry(e;, e;)W per ogni 4,j = 1,2 e per ogni W € T,M.
Dalla 1) della Proposizione 5.54, si ha
R(e;,e,))W =0 e R(ep,eq)W = —R(eq,e1)W.
Inoltre, dalla definizione di Ry si ha
Ro(e;,e))W =0 e Ry(er,e2)W = —Ro(eq, e1)W.

Quindi, basta verificare che R(ey,es)W = K(p)Ro(e1,e2)W. Applicando la
(5.35) e la definizioni di Ry, abbiamo

R(ey,eq)W = ((Sel) . W)Seg — ((Seg) . W)Sel
= k1 (p)k2(p) ((er - W)ea — (e - Wex)
= K(p)((e1-W)ea — (e2- W)eq)
= K(p)Ro(e1, e2)W.
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Osservazione 5.56. Fissata una base ortonormale (e, ey) di T,M, indi-
chiamo con Jy la struttura complessa di 7,M definita da Jye; = ey e Jpea =
—e1, quindi una rotazione di 90°. Osserviamo che il tensore R, soddisfa

Ro(el,eg) = J() .
Infatti, Ro(eq,eq) : T,M — T,M ¢ un endomorfismo e
Ro(el, 62)W = ((61 . W)BQ — (62 . W)Gl) = Jo(W)

Infine, vogliamo definire la derivata covariante seconda V27 di un fis-
sato Z € X(M). Se T & un tensore di tipo (1,1), ossia un endomorfismo di
X(M), VT denota il tensore di tipo (1,2) definito da

(VT)(X,Y) = (VxT)Y := VxTY - T(VxY).

Fissato Z € X(M), VZ : X +— VxZ si puo pensare come un tensore di tipo
(1,1) su M, Pertanto, la derivata covariante seconda di Z ¢ definita da

(V2Z)(X,Y)=VixyZ :=(VxV2)(Y)=VxVyZ - Vy,vZ

per ogni X,Y € X(M). V2Z & un tensore di tipo (1,2) su M, ossia & F(M)-
lineare in X, Y. Siccome V e simmetrica, otteniamo:

R(X,)Y)Z = =NVxVyZ +VyVxZ +Vixy|Z = —Vgc,yz + V%CXZ'

Quindi, R(X,Y)Z ¢ la parte antisimmetrica del tensore V2Z. Pertanto,
abbiamo

Proposizione 5.57. [l tensore di curvatura R stima la non invertibilita
della derivata covariante seconda di un campo di vettori.

Osservazione 5.58. La presentazione intrinseca della curvatura gaussiana
fatta in questa sezione si presta in modo naturale ad essere generalizzata in
dimensione arbitraria e a introdurre quindi il concetto di curvatura sezionale
per le varieta riemanniane di dimensione n. Si noti che, in dimensione n > 2,
il tensore di curvatura di Riemann R associato alla varieta riemanniana ¢ un
oggetto analitico in generale non facile da maneggiare.

5.7. Esempi di curve geodetiche

In questa sezione determiniamo le curve geodetiche di alcune superfici piu
significative. Iniziamo con le seguenti due proposizioni.

Proposizione 5.59. Sia M una superficie regolare. Se il sostegno o(I)
di una curva differenziabile o : I — M ¢ il luogo dei punti fissi di un’iso-
metria f di M, cioe o(I) = {p € M : f(p) = p}, allora o (opportunamente
parametrizzata) é una curva geodetica di M.

DIMOSTRAZIONE. Sia p € o(I), p = o(ty). Posto Vj = &(to), per il Teo-
rema di esistenza e unicita delle geodetiche, esiste un’unica geodetica 7(s),
s €]—0,+4[, tale che v(0) = p e 4(0) = V. Poiché f & una isometria, v, = fory

¢ una geodetica con 71(0) = f(v(0)) = f(p) = p e (0) = (fo7)(0) =
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(f)p¥(0) = (fo)po(to) = (foo)(ty) = d(tg) = Vo. Dunque, per l'unicita della
geodetica vy con le fissate condizioni iniziali, avremo (f o)(s) = v(s) per ogni
s €] — d,40[ e quindi v(] — 0, +4d[) C o(I). Cio prova che o ¢ una geodetica
in un intorno di p e quindi, per Iarbitrarieta di p, ¢ ¢ una geodetica (come
insieme di punti). O

Esercizio 5.60. Determinare le isometrie del piano euclideo per le quali e
possibile applicare la Proposizione 5.59.

Proposizione 5.61. Sia M : p(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) una super-
ficie regolare. Allora, le sequenti proprieta sono equivalenti:
a) la curva delle w (v =1vy) € una curva geodetica;
b) la componente tangente (u)’ = 0;
¢) V.ou=0 (ovvero, 1, =T% =0).
Analoghe proprieta valgono per caratterizzare le curve delle v come curve geo-
detiche (basta sostituire @, con p,, e Tl T% con T, T3,).

DIMOSTRAZIONE. La curva delle u definita da v = vg(cost.) si parametriz-
za con u(t) = t,v(t) = vy. Pertanto le equazioni (5.22) che caratterizzano le
geodetiche, in questo caso, si riducono a I't; = I'}; = 0. D’altronde,

(‘Puu)T = F%l‘pu + F%l@v'

In modo analogo si procede per le curve delle v. Il

Osservazione 5.62. Ricordiamo che la nozione di curva geodetica e chiara-
mente di natura locale, quindi anche le isometrie locali trasformano geodetiche
in geodetiche.

Esempio 5.63. Piano euclideo
Le geodetiche di un piano (euclideo) di R3 sono tutte e sole le rette (opportu-
namente parametrizzate) o segmenti di retta di tale piano. Infatti, in questo
caso y(t) come curva di R® & data da () = (z1(t), z2(t), 23(t)), e la derivata
covariante D &
Y Y .
Frr (t)
e quindi:
ny ! 1 1
e 0< (2](t),25(t),25(t)) = 0 < ~(t) = tv + xo.
Esempio 5.64. Piano euclideo in coordinate polari
Consideriamo il piano euclideo R? privato del semiasse positivo delle z. Ricor-
diamo che rispetto alle coordinate cartesiane (u,v) = (x,y) i coefficienti della
prima forma fondamentale Z sono £ = G =1 ed F' = 0. Consideriamo adesso
come nuove coordinate le coordinate polari (u,v) = (p,?) definite da

x=pcosd, y=psend, o>0, J€|0,2r].
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Vogliamo determinare le equazioni differenziali delle geodetiche rispetto al-
le coordinante polari. In questo caso la matrice (3.13) del cambiamento di
parametri

ou Ou Oxr Ox
P 9 oo (9_9 90 cos? —psent
' @ @ @ @ N sent  pcosv
ou 0v do 0V

Pertanto, indicati con E, F', G i coefficienti di Z rispetto alla parametrizzazione
delle coordinate polari, applicando la (3.20) si ha :

E F cos v sen 1 10 cost —opsent 1 0

F G —osend pcost 0 1 sent  pcosv 0 o
Quindi, dalla (4.5) segue che i coefficienti di Christoffel Ffj non nulli sono
(5.38) I, =13 = (/o) e [ = —0.
Orasiay(t) = (o(t),9(t)) una curva parametrizzata a velocita unitaria, quindi
(5.39) (&) + *(W) =1.

Usando il sistema (5.22), tenendo conto della (5.38), si ha che y(¢) ¢ una curva
geodetica se e solo se

(5.40) o' — o) =0
(5.41) 09" + 209 = 0.
Si vede facilmente che la (5.41) ¢ equivalente alla
(5.42) 0> = ¢ (costante),
e quindi

0 () = Z—é-

Sostituendo quest’ultima nella (5.39), si ha

¢
(¢)P=1--3.
%
Quindi
(5.43) =441 — ﬁ
. o = 2

Si noti che la (5.40), sostituendo la (5.42), diventa ¢” — c¢2/0* = 0 che ¢ iden-
ticamente soddisfatta come conseguenza della (5.43), pertanto la (5.40) si puo
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tralasciare. Dalla (5.42), e dalla (5.43) col segno positivo, abbiamo

(5.44) w_ o
do 2

2 0

e

Integrando si ottiene

¢ ¢
0 = ¥y + arccos —, e quindi  cos (I — Jp) = —
0 %

che ¢ (ovviamente) I'equazione di una retta in coordinate polari (cf. Figura 2).

4
| id
P
H
o Co
o“’ o
O -
OH Co
FIGURA 2. Retta di i 0—0) =—==—.
etta di equazione cos ( 0) 0P~

D’altronde, sviluppando il coseno si ha
0 cos ) cos gy + psentdsen vy = ¢

e sostituendo le coordinate x = pcos?) e y = posen ), si ottiene la stessa retta
con equazione cartesiana (cosvg)x + (sendy)y = ¢o.

Esempio 5.65. Sfera canonica S?
Le geodetiche massimali della sfera canonica S? sono tutte e sole le circonfe-
renze (opportunamente parametrizzate) di raggio massimo.

DIMOSTRAZIONE. Sia S? la sfera di centro l'origine O e raggio R. Sia o
una circonferenza di raggio massimo di S? e sia £ il piano per il centro O e
contenente ¢. Consideriamo due vettori Vi, V5 unitari e ortogonali del piano
E applicati in O. Allora, si puo scrivere

o(t) = R(cost)Vi + R(sent)V, Vt e R.
Quindi, o(t) = R(—sent)V) + R(cost)Va, e

i G(t) = R(—cost)Vy + R(—sent)Vy = —o(t) = —N,(t)
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¢ ortogonale a T,;S? = o(t)*, per cui
Do
dt
Pertanto, le circonferenze di raggio massimo sono curve geodetiche per S2.
Viceversa, sia y(t) un arco geodetico, parametrizzato a velocita unitaria,
con ¥(0) = p e §(0) =V,. Allora, V; = (1/R)p e V5 = V},, pensati come vettori
applicati nell’origine (centro della sfera), sono ortonormali e la curva

= (5(t) ' =0.

o(t) = R(cos %)Vl + R(sen %)‘/2, t € R,
¢ una circonferenza di raggio massimo della sfera S? che soddisfa le condizioni
c(0) =pec(0) =V,. Pertanto, per l'unicita delle curve geodetiche con fissate
condizioni iniziali, I’arco di curva v sara contenuto nella circonferenza o.

Un altro metodo per vedere che le circonferenze di raggio massimo sono
curve geodetiche di S? ¢ il seguente. Sia o una circonferenza di raggio massimo
di S? e sia E il piano per il centro O di S? tale che 0 = EN'S?. Consideriamo
la riflessione ® di R? rispetto al piano E:

O RE=FEpF+ — R}*=FE@FE*
r=xp+zrp +— P(x)=zp—THL.

® ¢ una trasformazione ortogonale di R*. Quindi, per il Teorema 5.13, ¢ = /g2

¢ una isometria di S?. D’altronde il piano E ¢ l'autospazio di ® relativo

all’autovalore +1. Pertanto, applicando la Proposizione 5.59, la circonferenza
c=SPNE={zeS*:zeF}={xe$*: ¢(x) =z}

¢ una curva geodetica. U

Esempio 5.66. Cilindro circolare retto
Consideriamo il cilindro circolare retto M : 2? + y* = 1. Questo & un caso
particolare dell’Esempio 3.15, ottenuto con f(u) = 1 e g(u) = u, pertanto
una parametrizzazione locale di M e p(u,v) = (cosv,senwv,u). Siccome i
coefficienti di Christoffel Ffj sono tutti nulli (cf. Esempio 4.9), dal sistema
(5.22) segue che una curva y(t) = p(u(t),v(t)) di M e una curva geodetica se
e solo se sono soddisfatte le equazioni

u'(t)=0 e ' (t)=0.
Quindi le geodetiche del cilindro M sono tutte e sole le curve del tipo

~(t) = (cos (at + b),sen (at + b), ct + d),

dove a, b, ¢, d sono costanti.

e Se a =c=0, la curva si riduce a un punto (geodetica banale).

e Sea+#0ec+#0,allora y(t) & un’elica circolare.

e Sea=0 (ec#0),allora y(t) ¢ una retta generatrice (un meridiano).
e Sec=0 (ea##0),lacurva y(t) ¢ una circonferenza (un parallelo).

Esempio 5.67. Cilindro retto su una curva piana
Sia y(u), u € I (intervallo aperto di R), una curva semplice regolare piana,
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parametrizzata a velocitd unitaria, e sia V5 un vettore unitario di R? ortogonale
al piano di v. Sia M il cilindro generalizzato avente v come curva direttrice e
generatrici parallele a Vj. Un tale cilindro e detto cilindro retto su una curva
piana. Allora, M e una superficie regolare e le curve geodetiche di M sono tutte
e sole le curve o(t) parametrizzate a velocita costante che formano un angolo
costante con Vy, ovvero le curve che sono eliche cilindriche (cf. Definizione
2.39) dette anche curve di Lancret.

DIMOSTRAZIONE. Intanto, per quanto osservato nell’Esempio 3.18 e nel-
I’Esercizio 3.21 segue che M e una superficie regolare parametrizzata da

(5.45) o(u,v) =~(u) +vVy, (u,v)eD=1IxR.

Dalla (5.45) segue che ¢, = Y(u) e ¢, = V. Inoltre, v(u) - Vj & costante (in
quanto 7y € contenuta in un piano ortogonale a ;). Allora,

E=[yl*=1 F=5) V=0 G=|[W[*=1

e quindi dalla (4.5) segue che tutti i coefficienti di Christoffel Ffj sono nulli.
Sia ora o(t) una curva di M parametrizzata a velocita costante, quindi

a(t) = ¢(u(t),v(t)) = v(u(t)) +v(t) Vo, a(t) = ' (t)F(u) +v'(1)Vo.

Applicando la (5.22), la curva o(t) = @(u(t),v(t)) e geodetica se e solo se sono
soddisfatte le equazioni u”(t) =0 e v”(t) = 0, ossia le funzioni

u'(t) e '(t) sono costanti.
D’altronde, (u')? + (v/)? = ||6(t)||*> = ¢® (¢ > 0 costante), per cui
(%) lacurva o(t) = p(u(t),v(t)) ¢ geodetica se e solo se v’ ¢ costante.

Inoltre,
at) - Vo= (uy(u) +v'Vp) - Vo =o'

o(t) Vo =|o(t)] cosd(t) = ccosd(t),

dove 9(t) ¢ 'angolo convesso tra la curva ¢(t) e V. Pertanto, dalla (x) segue
che la curva o(t) = p(u(t),v(t)) e geodetica se e solo se ¥(t) e costante. [

Esempio 5.68. Superficie di rotazione
Consideriamo una superficie di rotazione M di R? ottenuta ruotando una curva
regolare piana semplice v intorno ad un asse del piano della curva e che non
intersechi la stessa curva. Supponiamo che il piano di v sia il piano xz, 1’asse
di rotazione sia I'asse z e la curva v sia parametrizzata da x = f(u) > 0,y =
0,z = g(u),u ascissa curvilinea, pertanto M (ottenuta ruotando v intorno
all’asse z) ha equazioni parametriche x = f(u)cosv, y = f(u)senv, z = g(u)
(cf. Esempio 3.15). Sia ¢(u,v) la corrispondente parametrizzazione locale di
M. Sappiamo che i coefficienti della prima forma fondamentale sono dati da
(cf. Esempio 3.64)
E=1, F=0, G=f*u).
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Inoltre, il campo normale ad M ¢ dato da
(5.46) N = (= g'(u)cosv, —g'(u)senw, f'(u)).

Per le curve geodetiche della suddetta superficie di rotazione M abbiamo
quanto segue.

e 1) Se o(t) ¢ un parallelo (ossia u = wy), allora o(t) € una curva geo-
detica se e solo se il campo normale N, ¢ ortogonale all’asse di rotazione,
equivalentemente ug ¢ un punto critico per la funzione f(u).

e 2) Siao(t) = ¢(u(t),v(t)) una curva regolare di M parametrizzata con ’a-
scissa curvilinea. Se o(t) € una curva geodetica, allora e soddisfatto il seguente
sistema di equazioni differenziali:

(5.47) (W'(1)? + FPlu@) (@' ®) =1, fu)'(t)=c
dove ¢ ¢ una costante associata alla geodetica. Se o(t) non ¢ un parallelo,

allora vale anche il viceversa. Inoltre, la costante ¢ = 0 se e solo se o(t) & un
meridiano. In particolare, ogni meridiano (ossia v = vg) € una curva geodetica.

e 3) Per ogni curva geodetica o(t) vale la relazione di Clairaut

Fu(t)send(t) = c.
dove 9(t) & I'angolo convesso tra ¢(t) e il meridiano per o(t). Se o(t) ¢ un
meridiano, si ha ¥ =0 e c= 0. Se o(t) & un parallelo, si ha ¥ = 7/2 e f(u) = ¢
¢ il raggio del parallelo. Viceversa, se o(t) non ¢ un parallelo e soddisfa la
relazione di Clairaut, allora o(t) € una curva geodetica.

FicurA 3. Geodetiche su una superficie di rotazione.
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DiMOSTRAZIONE. Dall’Esempio 4.9 sappiamo che i coefficienti di Christof-
fel T}, di M sono dati da

1 12 _pl _pl 2 L ) 2:f’(u)
=T =T =Ty =15 =0, Ty =—f(u)f(u, I'} )
Dunque, per una curva o(t) = ¢(u(t),v(t)) di M la (5.21) diventa
Dd_ " / N2 " f/(u) 10
548) S = (" =SS W) @eul0) + (0 + 20 0,0,

e quindi la curva o(t) & una curva geodetica se, e solo se, sono soddisfatte le
seguenti equazioni differenziali:
/
f'w)

(5.49) u"(t) — f(u)f'(u) (V' (1) =0, V() + QWU (t)v'(t) = 0.
1) Sia o(t), con t ascissa curvilinea, un parallelo di M, cioe o(t) = p(ug, v(t)).
Allora, a(t) = (0,0'(t)) = v'(t)p,(t) e

1=2o(t)-o(t) = f2(uo)(v'(t))* implica (v/(t))* = 1/ f*(ug) =cost.,

da cui segue ©v”(t) = 0. Dunque la seconda equazione del sistema (5.49) ¢
identicamente soddisfatta. Mentre la prima equazione diventa

f (o) f(uo) (v'(£))* = 0.

Siccome f(ug) # 0, il parallelo o(t) ¢ una geodetica se e solo se f'(ug) = 0.
D’altronde, dalla (5.46) segue che f’(ug) = 0 se e solo se Ny (campo normale
ad M in o(t)) € ortogonale all’asse di rotazione (cf. Figura 3).

2) Sia o(t) = ¢(u(t),v(t)) una curva di M parametrizzata con 'ascissa curvi-
linea. Da

(/2 ()0 (£))" = 2f (u) f' () (00" (8) + f2(u(t))0" (1)

= P L (1) + o 1)).

dove f2(u) > 0, segue che f2(u(t))v'(t) & cost. se e solo se
2(f'(w)/ f(u)u' ()0 (t) + " (t) = 0.

Inoltre, ||5(t)|| = 1, ossia (v/(¢))*+ f2(t)(v'(t))? = 1. Allora, se o(t) ¢ geodetica,
dal sistema (5.49) abbiamo il sistema (5.47).

Viceversa, assumiamo che o(t) non sia un parallelo e sia soddisfatto il
sistema (5.47). Allora, vale la seconda equazione del sistema (5.49) in quanto,
come visto prima, ¢ equivalente alla seconda equazione del sistema (5.47).
Inoltre, derivando la prima della (5.47), si ha

0 = 2u'u” + 2f (u) ' (u)u' (v')* + 2f%0"v".
Da questa, usando la seconda equazione del sistema (5.49), ossia la

2(f"(w)/ f () ()0 (t) +v"(t) = 0,
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si ha
0 = 2u'u” + 2f (u) f'(w)u' (v')* — 2% (u)v <2%u’v’>
=20/ (' = f'(u) f(u) (v')?).

Se fosse (u” — f'(u)f(u)(v')*)(ty) # 0 in qualche tg, allora sarebbe u/(t) = 0
in un intorno di ¢y e quindi si avrebbe u(t) = wug nello stesso intorno, per cui
o(t) dovrebbe essere un parallelo in un intorno di ¢y che ¢ una contraddizione.
Pertanto, si ha v’ — f'(u) f(u)(v')* = 0 ovvero la prima equazione della (5.49),
e quindi o(t) ¢ una curva geodetica. Inoltre, da f2(u(t))v'(t) = ¢ segue che

la costante ¢ = 0 < v/'(t) = 0 < v(t) = vy < o(t) ¢ un meridiano di M.

In particolare, ogni meridiano o(t) = @(u(t),vy), con t ascissa curvilinea,
soddisfa il sistema (5.47) e quindi ¢ una curva geodetica di M.

3) Proviamo che ogni curva geodetica o(t) soddisfa la relazione di Clairaut.
Siccome F =1, F =0, G= f*(u),allora By = ¢, e E; = (1/f)p, ¢ base
ortonormale lungo ¢ e quindi possiamo scrivere

o(t) = cosV(t)Ey + send(t) Es,

dove 9(t) & 'angolo convesso tra ¢(t) e ¢, (vettore tangente al meridiano per
o(t)). Da

EyN6(t) = Ey A (cosO(t)Ey +send(t)Ey) = (1) f)send(t)u A

ELNG(t) = ou A (W ou +0'0) (1) = (V' pu A y)(t),

si ottiene sen ¥(t) = fv'(t) che con la seconda della (5.47) implica la relazione
di Clairaut.

Viceversa, supponiamo che o(t), sempre con ¢ ascissa curvilinea, soddisfi
la relazione di Clairaut fsenv = c¢. Procedendo come prima si ha sen(t) =
fv'(t), e quindi la relazione di Clairaut implica la seconda della (5.47). La
prima della (5.47) vale in quanto o(t) ¢ parametrizzata con l’ascissa curvilinea.
Siccome, () non € un parallelo, dalla 2) segue che o(t) & una curva geodetica.

U

Osservazione 5.69. Sia o(t) = ¢(u(t), v(t)) una curva regolare della super-
ficie di rotazione M considerata nell’Esempio 5.68. Assumiamo che o (t) sia una
curva geodetica parametrizzata con l’ascissa curvilinea. Allora e soddisfatto il
sistema di equazioni differenziali (5.47):

(w'()* + @)W (@) =1, fu@)'() =c
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Assumiamo inoltre che o non sia un meridiano, quindi la costante ¢ # 0.
Cambiando parametrizzazione, se necessario, possiamo assumere v'(t) > 0 e
quindi ¢ > 0. Dal sistema (5.47), segue

(W'(1)* =1~ fAu®) (' (1) =1 = f(u(t))c*/ f*(u(t))
= (f*(u(t)) = )/ f*(u(t)).
Quindi, deve essere

f(u(t)) > ¢, per ogni t.
Cio significa che la geodetica si trova nella parte di superficie i cui punti sono
a distanza > ¢ dall’asse.

Esempio 5.70. Superficie torica
La superficie torica e una superficie di rotazione e quindi valgono i risultati del-
I’Esempio 5.68. In particolare, un meridiano e costituito da due circonferenze
che saranno quindi geodetiche; tra i paralleli solo quello di raggio massimo e
quello di raggio minimo sono geodetiche.

Esempio 5.71. Superficie tubolare
Consideriamo la superficie M, intorno tubolare di raggio » > 0 della curva di
Frenet vy(u), quindi la superficie parametrizzata da (cf. Esempio 4.28)

o(u,v) = y(u) + r(cos v)ii(u) + r(sen v)b(u)
con la condizione x(u)r < 1. Vogliamo vedere se per questa superficie le curve
coordinate sono curve geodetiche. Proviamo che le curve delle v sono sempre
curve geodetiche. Come visto nell’Esempio 4.28, abbiamo

N = —cosvii(u) — senv b(u),
Ouu = —7 (K (1) cosv — 7(u)r(u)sen v) {u)
+ ((1 = re(u)cos v)k(u) — r7'(u) senv — r7*(u)cos v) 7i(u)
+ 7 (7'(u) cosv — 77(u) senv) b(uw),
Qoo = —r cosvii(u) — rsenvb(u) =r N,
(= puy- N =r7*(u) — k(u) cosv(1 — rr(u)cos v).

Da queste formule si ottiene che la componente tangente ¢ = 0, e quindi
dalla Proposizione 5.61 segue che le curve delle v sono curve geodetiche.

Consideriamo ora il caso in cui la curva di Frenet y(u) abbia curvatura
costante k(u) = Ko > 0 e torsione costante 7(u) = 7y (in particolare puo essere
70 = 0). In tal caso,

Puu = (1 ToRpsenv) tH{u) + (1 — rrocos v)rg — rrgcosv) 7i(u)
— (r7gsen v) b(u),
= (r7okoesen v) t(u) + (ﬁosen%(l — TKocosv)) 7i(w)

— kgeos vsen v(1 — rrocos v)b(u).
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Pertanto, se y(u) € una (parte di) elica circolare oppure una (parte di) circonfe-
renza, dalla Proposizione 5.61 segue che le curve delle v sono curve geodetiche
se, e solo se, senv = 0 (quindi per v = 0, ).

Esercizio 5.72. Verificare che se M & una superficie regolare di R?® simme-
trica rispetto a un piano E (per l'origine), allora la curva v = F N M & una
curva geodetica (come insieme di punti) per M. Applicare questo risultato al
caso dell’ellissoide:  z%/a* + y*/b* + 2%/c* = 1.

Esercizio 5.73. Si consideri la curva piana v : y> — 22 = 1,2 = 0. Sia
M la superficie di rotazione ottenuta ruotando v intorno all’asse z e sia Mo
la superficie di rotazione ottenuta ruotando 7 intorno all’asse y. Determi-
nare i paralleli di Mj, My (se esistono) che sono curve geodetiche. Inoltre,
determinare tre differenti tipi di geodetiche di M; per il punto py = (0, 1,0).

Esercizio 5.74. Sia M una superficie di rotazione con la proprieta che tutti
i paralleli siano curve geodetiche. Dire che tipo di superficie di rotazione ¢ M.

5.8. Geodetiche e curve minimali

Nel caso del piano euclideo, dati due punti p e g esiste sempre una curva
geodetica (un segmento di retta) di lunghezza minima che li congiunge. In
questa sezione vogliamo studiare la seguente questione “dati due punti p e ¢ di
un’arbitraria superficie regolare M, esiste una geodetica di lunghezza minima
che li congiunge?”

Definizione 5.75. Sia M una superficie regolare e sia d la funzione di-
stanza intrinseca di M. Una curva differenziabile v : [a,b] — M congiungente
due punti p,q, si dice curva minimale se L(7y) = d(p,q) cioé se L(v) < L(o),
per ogni o € C(p,q).

Nella sezione successiva vedremo che curve minimali sono curve geodetiche.
Intanto, vediamo con degli esempi le diverse situazioni che si possono presen-
tare.

1. Sia M il piano euclideo R?. Tra tutte le curve che congiungono due
punti p, ¢ € R?, il segmento di retta v(t) = (1 —t)p+tq, t € [0,1], & quello che
realizza la minima distanza.

2. Per la sfera canonica S?, abbiamo visto che le curve le geodetiche sono
tutte e sole le circonferenze di raggio massimo. In tal caso, comunque pren-
diamo due punti esiste sempre una geodetica minimale che li congiunge. Se
p,q € S? non sono antipodali, allora esiste un’unica geodetica minimale v che
li congiunge. Se p, ¢ € S? sono antipodali, esistono infinite geodetiche minimali
che li congiungono.

3. Sia M = R?\ {0} (piano euclideo privato dell’origine). Se p = (1,0) e
q = (—1,0), allora non esiste una geodetica che li congiunge.
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4. Sia M la superficie cilindrica S! x R.

Nell’Esempio 5.66 sono state determinate le geodetiche del cilindro circolare
retto M. Un altro modo per determinare le geodetiche di M ¢ il seguente.
Poiché il rivestimento F' : R? — M, (0,v) — (', v) & una isometria locale, le
geodetiche di M sono tutte e sole le immagini mediante F' delle curve geode-
tiche del piano euclideo. Quindi, le geodetiche di M sono le rette generatrici
(immagini delle rette parallele all’asse delle v), le circonferenze (immagini delle
rette parallele all’asse delle ¥)e le eliche (immagini di rette non parallele agli
assi). Se p,q appartengono alla stessa circonferenza, allora esistono due archi
di geodetica che li congiungono di cui uno minimale. Se p, ¢ non appartengono
alla stessa circonferenza, in tal caso esistono infinite geodetiche che li congiun-
gono le cui lunghezze non sono uguali. Per vedere cio, consideriamo l'isometria
locale F' la quale sviluppa il cilindro sul piano (cf. Figura 4).

Q Qu
|

|

|

|

I
i
!
By 8y +2kn

FIGURA 4

Poniamo F'(0,0) = p e F(J9,v9) = q con ¥y # 0, quindi con p,q non
appartenenti alla stessa generatrice. Se r(t) ¢ il segmento OQ, Q(Jy, vg), I'elica
v(t) = F(r(t)) € una geodetica che congiunge p e g. Se consideriamo @) =
(Yo +2km,v0), k € Z, e ri(t) & il segmento OQ,, allora v,(t) = F(ry(t)) &una
geodetica che congiunge, per ogni k, gli stessi punti. La geodetica minimale
& larco di elica che corrisponde al segmento OQ con Q(¥y, vp), 0 < ¥y < 27.
In particolare, se p,q appartengono alla stessa generatrice, vale il discorso di
prima: F(Yy,vo) = p, F(Yo+2km,v1) = F(Yg,v1) = ¢, elageodetica minimale
¢ il segmento di generatrice che congiunge p e q.

Dal Teorema 5.46 abbiamo l'esistenza ¢ ['unicita (locale) della geodetica con
fissate condizioni iniziali. Si puo dimostrare, usando la teoria delle equazioni
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differenziali, la seguente

Proposizione 5.76. Per ogni fissato po € M, esistono un intorno aperto
U dipy, un 6 > 0 e un ¢ > 0 tali che per ogni p € U e per ogni V € T,M,
VI < 0, esiste un'unica curva geodetica v, v (t), definita per |t| < e, che
soddisfa
Wwyv(0)=p e Apy(0)=V.
Consideriamo la geodetica 7, v (), definita per |[t| < . Se A ¢ una costante
# 0, la curva o(t) := 7, v(At), |At| < €, € una geodetica e verifica le condizioni:

d(0) =%v(0)=p e &(0)= A,y (0)=AV.
Dunque, per I'unicita delle geodetiche con le fissate condizioni iniziali, deve
essere

o(t) = Apar(t) con |t] < /Al
Pertanto, per A\ costante # 0, abbiamo la seguente proprieta di omogeneita:
(5.50) Yoouv(t) =1 (At) con | t|< /[N

Quindi ¢ possibile diminuire la velocita di una geodetica aumentando l'inter-
vallo di tempo (cioe I'intervallo di t), e viceversa. Applicando la (5.50) per

A= 5, con [|[V] < (dove § ¢ definito dalla Proposizione 5.76), si ha che
Yp.sv(t) ¢ definita per [t < i =2, dove [[(e/2)V] < (¢/2)d.

Di conseguenza, per ogni W € T,M, ||W{| < g, prendendo &y < %, si ottiene
che la geodetica v, (t) € definita per |t| < 2. Pertanto, abbiamo la seguente
proposizione.

Proposizione 5.77. Per ogni py € M esiste un intorno aperto U di pg
e un 09 > 0 tale che per ogni p € U e per ogni W € T,M, |W| < dy, la
geodetica v, w(t) é definita per |t| < 2 e quindi, in particolare, per t = 1.

Nel seguito, quando il punto p ¢ fissato, la geodetica v, 1/ (¢) la denoteremo sem-
plicemente con 7y (t). La Proposizione 5.77 permette di introdurre la seguente
definizione.

Definizione 5.78. L’applicazione esponenziale in p e ['applicazione

exp, : B(0,00) ={W € T,M : ||W| < o} CT,M — M,
W= exp,W = yw (1).
Sinoti che exp, ¢ differenziabile in quanto le soluzioni di un sistema di equazio-
ni differenziali dipendono differenziabilmente dalle condizioni iniziali, inoltre e

definita in generale solo su un intorno del vettore nullo, e exp,0 = p. Se exp,
¢ definita in W € B(0, &), allora vy (t) ¢ definita per t € [-1,1] e

(5.51) (1) = Jur (1) = exp, (W) vt € [-1,1]
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Geometricamente, exp,V = 7y/(1) ¢ un punto di M che si trova sulla geodetica
v (t) a distanza ||V dal punto p nel verso di V. Infatti, siccome |3y (t)||=
cost., abbiamo

1 1 1
Llwiou) = / v ()]l dt = / 14w (0)]] dt = / Vit = V.

La seguente proposizione evidenzia la naturalita dell’applicazione esponen-
ziale.

Proposizione 5.79. L’applicazione esponenziale commuta con le isome-
trie. Piu precisamente, se f: (M,g) — (M, g) € un’isometria, allora

foexp,V =exps, o fu,V per V € B(0,60) CT,M.

DIMOSTRAZIONE. Sia V' € B(0,dy) e 'yv( ) la geodetica definita per t
0,1], con 4 (0) = p e v (0) = V. Poiché f ¢ una isometria, la curva ¥(¢)
(0) =

foyv(t) & una geodetica e inoltre 7(0) = f(7-(0)) = f(p) e ¥(0) = fuopiv
fipV. Pertanto, foqy(t) =7, (t) perogni ¢€[0,1], e quindi:

flexp,V) = f(w(1)) = v7.,v(1) = expy, fip V.

S

g

Esempio 5.80. Nel caso del piano euclideo R?, per V' € T,R?, la geodetica
v (t) = p+tV & definita per ogni t € R. Quindi,
exp, T,R? 5 R* (1) =Ve=p+ V.

Esempio 5.81. Nel caso della sfera unitaria S?, 'applicazione esponenziale
in un fissato punto p € S? & definita su tutto lo spazio tangente 7,S? e applica

S
P I

o

P

FIGURA 5

la palla aperta B(0, ) di centro l'origine e raggio m di 7),S* iniettivamente su
—{q}, dove ¢ ¢ il punto antipodale di p. Inoltre, exp, applica il bordo di
B(0,7) nel punto ¢ (cf. Figura 5).
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Vediamo di giustificare in qualche modo il termine esponenziale dato al-
'applicazione exp,. Fissati p € S? e Vj € T,,S?, indichiamo con S' la geodetica
massimale con le fissate condizioni iniziali (p, V), quindi la circonferenza di
raggio massimo (della sfera S?) passante per p e tangente in p a V. Indi-
chiamo con T,S! il sottospazio 1-dimensionale di T,S? generato dal vettore V;,
allora exp,, ristretta a T,S" assume valori in S*.

eix Ax
N1
X
P
Tps1
FiGcura 6

In questo caso, per x € T,S', la geodetica 7,(t), t € [0,1], & larco di circonfe-
renza -y, uscente da p, nel verso definito da x, con L(v;) = ||z||. Identificato
T,S' con R, z si pud pensare come la misura in radianti di un angolo, allora
si ha (cf. Figura 6)

exp, : T,S" = Sz = 7,(1) = €.

In generale, ’applicazione esponenziale in un fissato punto p € M definisce
solo un diffeomorfismo locale.

Teorema 5.82. Per ogni p € M esiste un intorno aperto B(0) dell’origine
in T, M diffeomorfo, mediante l’applicazione exp,, a un intorno aperto U(p) di
pin M, ossia exp,: B(0) = U(p), V = (1), & un diffeomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo che exp,, : B(0,dy) C T,M — M. Indichiamo
con f l'applicazione esponenziale exp, e consideriamo il suo differenziale f, :
To(T,M) — T,M nell’origine. Per ogni fissato V' in To(7,M), che possiamo
identificare con T,M, consideriamo la curva differenziabile o(t) =tV di T,M.
Siccome ¢(0) =0 e ¢(0) = V, abbiamo

d

1.V) = £6(0) = S (0 0)ico = S (v (t))imo = 30(0) = V.

Dunque, f, e lidentita e quindi, applicando il Teorema della funzione inversa,
esiste un intorno B(0) dell’origine in 7, M diffeomorfo, mediante 1'applicazione
exp,, a un intorno U(p) di p in M. O
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L’intorno aperto U di p in M definito nel Teorema 5.82, viene detto intorno
normale del punto p. In particolare, prendendo I'aperto B(0) del tipo B(0,r),
I'intorno normale corrispondente U = exppB(O, r) viene detto palla geodetica
di M centrata in p, in tal caso le geodetiche di U uscenti da p sono dette
geodetiche radiali. Per § < r, I'intorno S(p,0) = exp, (83(0,5)), e detto
cerchio geodetico di M centrato in p.

Siccome 'applicazione exp, ¢ un diffeomorfismo sull’aperto B(0), allora
exp,, puo definire nuove coordinate nell’aperto U che vengono dette coordinate
normali.

Il seguente teorema esprime la minimalita delle geodetiche radiali.

Teorema 5.83. Sia~ : [0,c] — M una geodetica radiale di U = exp,B(0,7)
palla geodetica centrata in p = ~(0). Allora, per ogni q € ~([0,¢c]), l'arco
geodetico radiale y(p,q) € l'unica curva minimale che congiunge p e q.

DIMOSTRAZIONE. ([17], p. 344). O

Sia v una curva geodetica di M e siano pi, p, due punti nel sostegno di ~.
Se po € abbastanza vicino a p; , in altre parole se p, ¢ contenuto in una palla
geodetica centrata in py, allora I’arco geodetico v(py, p2) € radiale e quindi, per
il Teorema 5.83, e 'unica curva minimale che congiunge p; e p,. Pertanto, vale
la seguente

Proposizione 5.84. Ogni curva geodetica di (M, g) é localmente minimale.

Concludiamo questa sezione con un breve cenno al Teorema di Hopf-Rinow.
Nel caso del piano euclideo € ben noto che ogni segmento di retta si puo
prolungare indefinitamente, per la geodetiche abbiamo la seguente

Definizione 5.85. Una superficie M e detta geodeticamente completa se
ogni geodetica 7y : [a,b] — M puo essere estesa a una geodetica v : R — M.

Il piano euclideo e la sfera canonica sono chiaramente superfici geodeticamente
complete. Ricordiamo che esiste anche la nozione di completezza nell’ambito
degli spazi metrici: uno spazio metrico si dice completo se ogni successione
di Cauchy ¢ convergente. D’altronde, una superficie ¢ uno spazio metrico
rispetto alla distanza intrinseca d (cf. Sezione 5.1). La topologia indotta dalla
distanza intrinseca d ¢ equivalente alla topologia indotta su M dalla topologia
euclidea di R?. 11 teorema di Hopf-Rinow ci dice non solo che le due nozioni
di completezza sono equivalenti, ma sono anche sufficienti per D'esistenza di
geodetiche minimali.

Teorema 5.86. (di Hopf-Rinow) Sia M una superficie (connessa) re-
golare e sia d la distanza intrinseca di M. Allora, sequenti proprieta sono
equivalenti.

(1) M ¢é geodeticamente completa.
(2) (M,d) é uno spazio metrico completo.
(3) Chiusi e limitati di (M,d) sono compatti.
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Inoltre, se una di queste condiziont vale, per ogni p,q € M esiste una geodetica
minimale (non necessariamente unica) che li congiunge.

Esistono superfici complete in cui la geodetica minimale non & unica. Ad esem-
pio, se consideriamo due punti antipodali della sfera canonica, la geodetica
minimale che li congiunge non ¢ univocamente determinata. Inoltre, se consi-
deriamo come superficie di R? il semipiano euclideo R? = {(z,y) € R* : y > 0},
questa e una superficie in cui comunque prendiamo due punti esiste una geo-
detica minimale che li congiunge, tuttavia non e una superficie completa, ad
esempio la successione {p, = (£, 1)}, ¢ una successione di Cauchy che non &
convergente in R%. Quindi, della seconda parte del Teorema 5.86 non vale il
viceversa.

Corollario 5.87. Una superficie regolare (connessa) compatta é geodetica-
mente completa.

Quindi per le superfici regolari connesse compatte di R? (che sono sfere, tori e
p-tori, p > 0) comunque si considerano due punti esiste sempre una geodetica
minimale che li congiunge.

5.9. Energia di una curva

Scopo di questa sezione ¢ studiare I’energia di una curva. Vedremo, come
conseguenza della prima formula variazionale dell’energia di una curva, che
le curve geodetiche sono punti critici del funzionale energia e che le curve
minimali sono necessariamente curve geodetiche.

Sia o : [a,b] = M, t — o(t), una curva differenziabile di una superficie
regolare M di R3. L’energia di o ¢ definita da

b
B)i=3 [ o] dr

Possiamo quindi considerare il funzionale E : 0 +— FE(o) che viene detto fun-
zionale energia. Si noti che I'energia di una curva, a differenza della lunghez-
za, dipende dalla parametrizzazione. Se 0 : [a,b] — [a, (], — 0(t), &€ un
cambiamento regolare di parametro, le curve ¢ : [, 3] — M,0 — &(0) e
og=0600:[a,b] - M,t— o(t), in generale, non hanno la stessa energia:

b b 2 7o 2 ~
QE(U)—/ Hd(t)H?dt—/ lo ()| 16" (1)) dt#/ lo(0)]°d6 = 2E(5).
Lemma 5.88. Si ha
L*(0) <2(b—a)E(0),

dove l'uguaglianza si ha se e solo se o(t) é parametrizzata a velocita costante
(ossia t é proporzionale all’ascissa curvilinea).



5.9 Energia di una curva 225

DIMOSTRAZIONE. Ricordiamo che L(o) = ff lo(t)]| dt. Date due funzioni
reali continue f, fo definite in [a, b], applicando la disuguaglianza di Schwarz

si ha , ) , \
([ ) < ([ ) ([ ).

dove I'uguaglianza si ha se e solo se la funzione f, € proporzionale a f;. Ap-
plicando la suddetta disuguaglianza alle funzioni f; =cost.= 1 e fy = ||o(t)]|,
si ha I’enunciato del lemma. O

Siano D un aperto connesso di R* e H : D — M, (t,r) — H(t,r), un’ap-
plicazione differenziabile. Fissato il parametro ¢ (rispettivamente ), H(t,r) si
puo pensare come una curva parametrizzata di M. Allora,

OH t )H(aH) . OH t )H(8H>
— = (t,r — — :(t,r —
ot ot () or or ()

2 T 2 T
sono campi differenziabili di vettori lungo H. Siccome <%) = (grg) , sl
ha

DOH DOH
(5:52) dior ~dr ot
Sia

H :la,b] x (—e,e) = M, (t,r)— H(t,r) = o0.(t),
una variazione della curva o : [a, b] — M, cioé un’applicazione differenziabile
con
H(t,0) = oo(t) = o(t).
Se inoltre, per ogni 1 € (—¢,€), si ha
H(a,r) =o0.(a) =0c(a) e H(b,r)=o0.(b) =0c(b),
allora la variazione ¢ detta propria (cf. Figura 7). Per ogni fissato r €

(_67 6)7
op:la, bl = M, t— o.(t) = H(t,r),

¢ una curva della variazione H. Se la variazione € propria, tutte le curve o,.(t)
hanno lo stesso punto iniziale e lo stesso punto finale. Per ogni fissato t € [a, b],
la curva

op: (—€,€) = M, r— o(r) = H(t,r),
¢ detta curva trasversa della variazione (cf. Figura 7). Il vettore velocita
V (t) della curva trasversa oy(r), per r = 0, ¢ dato da

V(t) = (%) (t,0) = (%m(r)) = 04(0) € Tauo M = Ty M.

Quindi, V(t) € X(o) € un campo differenziabile lungo o((t) = o () che viene
detto campo variazionale di H. Se la variazione e propria:

o4(r) = H(a,r) =0(a) =p = cost. e op(r) = H(b,r) =0(b) = q = cost.,

e quindi
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o(®)

FIGURA 7. Le curve tratteggiate sono le curve trasverse.

La funzione
1 /b
E:(—€¢) =R, r— E(r)=FE(o.(t) = 5/ Hdr(t)szt

¢ detta energia di H.

Teorema 5.89. (formula della variazione prima)
Sia H(t,r) una variazione propria di o. Allora

(5.53) E'(0) = — / b (V(t) : %(t))dt.

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo la derivata del funzionale energia

By =" =2 / 2 o) (e at

X(r) == 6,(t) = Lo,(t) = 2H(t,r) & un campo vettoriale lungo la curva

trasversa o,(r). Tenendo presente le proprieta della derivata covariante e la
(5.52), si ottiene

d . . d (0 9
s (6,.(t) - 0.(t) = (aH(t,T) . aH(t,T))

dr
_ 5 DOH O0H
B dr ot Ot
DOH OH
D’altronde,

4 (OH OHN _(DOH OH\ (OH DOH
dat\ or ot ) \dtor ot or dt ot )’

per cui dalla (5.54) segue

li(-(t)g(t))_i oH oH\ (oH DoH
2dr O\ I = o ot or dt ot )
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Pertanto,

bd /0H OH b 0H DOH
/ p— — —_— — —_— — 8 — —
E(T)_/a dt(f)r 8t>dt /a (8r dt 6t)dt
e quindi

so={[GE @I} L GEas

Ricordiamo che
oH DOH D .
- = %E(LO) = aa(t),

ro={[G )L oo

Inoltre, poiche la variazione e propria, abbiamo

oH oH

per cui,

E(a, O) = V(Cl) =0 e E(b, O) = V(b) = 0,
e quindi il termine A := {[(%—f . %—?)]zb} ¢ dato da
=a) |r=0
0H OH OH 0H
A= {( 5y () G o)) = (e E(“’TD]M

) - Gi00)

(
= (V( — (V(a) - aH(a 0)) =0.
ot
)-

Dunque la (5.53 0

Definizione 5.90. Una curva differenziabile o : [a,b] — M, t — o(t), si
dice punto critico per il funzionale energia E se per ogni variazione propria

H(t,r) = o04(t) di o si ha
dE(r
( dfﬂ )>|r=0 -

Dal Teorema 5.89 segue facilmente che le curve geodetiche sono punti critici
del funzionale energia. Viceversa, sia o(t) una curva punto critico dell’energia,
ossia E'(0) = 0 per ogni variazione propria di o(t). Consideriamo il campo di
vettori D

W(t) = £(1) 7 6(1) € X(0),
dove f :[0,1] - R & un’applicazione differenziabile con f(t) > 0 per ogni
t €]0,1[ e f(0) = f(1) = 0. Applicando il Teorema 5.82, per ogni ¢t € [0, 1]
esiste U; intorno normale di o(t), ed esiste un ¢; > 0 tale che exp, )V ¢ definita
per [[V|| < d;. {U;} & un ricoprimento aperto del compatto o([0,1]), quindi
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esiste un sottoricoprimento finito Uy, ..., Uy, di o([0,1]). Prendendo ¢§ :=min
{01, 0x}, si ha che exp,;)V ¢ definita per ogni ¢t € [0,1] e per ogni V' €
TriyM, ||V|| < 6. Posto 6 =max{||W(t)|,t € [0,1]} e e = /0, si ha
|lrW @] = |r|[[W @) <e|[W ()| <ed=6 Vt€[0,1] e Vr € (—¢,e).
Quindi, 'applicazione
H(t,r) := exp,,rW(t)

¢ definita per ogni ¢ € [0, 1] e per ogni r € (—¢,€). Inoltre, H(t,r) soddisfa:

H(t,0) = exp,,0=0o(t),

H(0,r) = expyrW(0) = exp,()0 = o(0),

H(l,r) = expa(l)rW(l) = exp,(1)0 = o(1).

Pertanto H(t,r) definisce una variazione propria di o. Inoltre, il campo
variazionale di questa variazione ¢ dato da:

V() = (%H(t,r))|r:0:<%expa(t)rW(t)>

|r=0
0 .
= a—’YW(t)(T) =Y (0) = W(t).
r [r=0
Applicando la formula della variazione prima a questa variazione H(t,r), si
ha:
0=FE'0) = /1 f(t)Dd Do dt = /1f(t) Do th
B - )7 dt ' dt ) dt '
Pertanto, % = 0 e quindi o(t) & una curva geodetica. Dunque, abbiamo

provato il seguente

Teorema 5.91. Sia o : [0,1] — M,t — o(t), una curva differenziabile.
Allora, o(t) € una curva geodetica se e solo se o(t) é punto critico del funzionale
ENETGia.

Osservazione 5.92. Si noti che mentre la nozione di curva geodetica ha
carattere locale, la caratterizzazione di curva geodetica come punto critico del
funzionale energia ha carattere globale.

Un’altra conseguenza del Teorema 5.89 e che una curva minimale ¢ necessaria-
mente una curva geodetica. Piu precisamente abbiamo il seguente risultato.

Teorema 5.93. Sia v : [a,b] — M, s+ ~(s), una curva regolare di M
parametrizzata con 'ascissa curvilinea. Se y é minimale, ossia L(vy) < L(o)
per ogni curva differenziabile a tratti o che congiunge p a q, allora (s) é una
curva geodetica.

DIMOSTRAZIONE. La disuguaglianza L(y) < L(o) per ogni curva diffe-
renziabile a tratti ¢ che congiunge p a ¢, vale in particolare per ogni curva
differenziabile che congiunge p a ¢. Sia quindi o : [a,b] — M un’arbitraria
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curva differenziabile che congiunge p a ¢. Siccome v ¢ parametrizzata con
I’ascissa curvilinea, applicando il Lemma 5.88 a « si ha

2b— a)E(y) = L*().
Applicando lo stesso Lemma alla curva o, si ha
L*(o) <2(b—a)E(0).
D’altronde, per ipotesi L?(y) < L?(o). Quindi, abbiamo
E(y) < E(0)

per ogni curva differenziabile che congiunge p a ¢, ovvero 7 € un minimo
assoluto per il funzionale energia. Di conseguenza, si ha E'(0) = 0 per ogni
variazione propria di 7. Applicando il Teorema 5.91, possiamo concludere che
~ € una curva geodetica. U

5.10. Curve magnetiche su superfici orientabili

Dal punto di vista dei sistemi dinamici, una geodetica corrisponde alla
traiettoria di una particella che si muove senza 1’azione di un campo magneti-
co. In questo contesto, le curve magnetiche generalizzano le curve geodetiche.
L’approccio allo studio delle curve magnetiche dello spazio R? con le 2-forme
chiuse (cf. Sezione 2.8) si presta ad essere generalizzato al caso di una va-
rieta riemanniana di dimensione n > 2. Si noti che le curve magnetiche sono
state considerate per la prima volta, come osservato in [13], da V.I. Arnold
(Some remarks on flows of line elements and frames, Soviet Math. Dokl. 2
(1961), 562-564) ¢ D.V. Anosov and Y.G. Sinai (Certain smooth ergodic sy-
stems, Uspekhi Mat. Nauk. 22(5) (1967), 107-172; Russian Math. Surveys
22(5) (1967), 103-167).

In questa sezione esponiamo alcuni semplici risultati sulle curve magneti-
che, dette anche geodetiche magnetiche [5], nel caso particolare delle superfici
regolari di R®. Per maggiori approfondimenti e sviluppi sulla teoria delle curve
magnetiche sulle superfici si rinvia a [2],[6] e in particolare al recente articolo
di V. Branding e W. Rossman [5], e alla bibliografia in esso riportata.

Sia (M, g) una superficie regolare orientabile e sia N un fissato campo
unitario normale che orienta M. Inoltre, sia () la 2-forma d’area che defini-
sce la stessa orientazione su M. Consideriamo su M la struttura complessa
(naturale) J indotta da N e quindi dalla 2-forma € (cf. Sezione 3.10), ovvero

QAX,)Y)=JX Y =NAX-Y=XAY-N.
Sappiamo che J & anche una trasformazione ortogonale antisimmetrica:
JX-JY=X'Y, JX -Y=-X.JY.
Su M possiamo definire il differenziale esterno di una 2-forma con la formula
(2.14) (tale formula vale piti in generale per varieta differenziabili di dimensione

n). Come osservato nella Sezione 3.10, ogni r-forma su una superficie regolare,
con r > 2, ¢ sempre nulla, e quindi in particolare ogni 2-forma e chiusa.
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Come nel caso dello spazio euclideo (cf.Sezione 2.8), possiamo dare la seguente
definizione (cf., ad esempio, [6]).

Definizione 5.94. Un campo magnetico su una superficie regolare orien-
tabile ¢ una fissata 2-forma F.

Una 2-forma F' su M e completamente determinata da una funzione diffe-
renziabile f € F(M) (cf. Osservazione 3.90) :

F = fQ.
Quindi, se F' = fQ e la 2-forma che definisce un campo magnetico su M,
la funzione f e definita come 'intensita del campo magnetico. La corrispon-
dente forza di Lorentz ®, ovvero I'endomorfismo antisimmetrico metricamente
equivalente a F', e definita da

X Y =F(X,Y)=fQX,Y)= f(JX -Y),

e quindi
d=fJ

Nel seguito (M, F') denotera sempre una superficie regolare orientabile di
R? (orientata da N, equivalentemente da §2) con una fissata 2-forma F.

Definizione 5.95. Sia v(t) una curva regolare parametrizzata di M. La
curva y(t) si dice che ¢ una curva magnetica di (M, F'), anche detta geodetica
magnetica, se soddisfa ’equazione di Lorentz

Dy

(55) L= (3(1) = F(1(0) T5).

Qualche osservazione su analogie e differenze con le curve geodetiche.

e [l teorema di esistenza e unicita delle curve geodetiche, con fissate con-
dizioni iniziali, vale anche per le curve magnetiche.

e Le curve magnetiche, cosi come le curve geodetiche, hanno velocita
scalare costante:

. o/ DA(t) . . : . .
() -4(1)) = 2% ~y(s) = 22(5(t)) - 4(t) = 2F (§(2),4(t)) = 0.

e A differenza delle curve geodetiche, assegnato un campo magnetico F,
una curva magnetica () associata a ' non si puo riscalare, essa dipende dalla
velocita scalare ||(¢)]|. Infatti, posto t = cs, c € R, ¢ # 0, e 8(s) = 7(t(s)) =
v(es), si ha B(s) = cy(t) = c§(t(s)) e quindi

Df D5 :

O — T 2a(() = ca(3(s))
Pertanto, 5(s) = v(cs) & curva magnetica rispetto al campo magnetico F = ¢F.
Di conseguenza vale la seguente

Proposizione 5.96. Sia F' un campo magnetico non banale su una super-
ficie regolare orientabile M. Allora, non esiste una connessione lineare su M
le cui geodetiche siano le curve magnetiche di (M, F).
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e Abbiamo visto (cf. Sezione 5.9) che le curve geodetiche sono punti critici
del funzionale energia E. Anche le curve magnetiche di (M, F') possono essere
viste, almeno localmente, come soluzioni di un problema variazionale. Infatti,
sia U un aperto della superficie M tale che F' = dw per qualche 1-forma
w (detta 1-forma potenziale). Siano p,q € U e C(p,q) l'insieme di tutte le
curve differenziabili che congiungono p a ¢ e contenute in U. Per v € C(p, q),
v : |a,b] — M, consideriamo il funzionale, detto funzionale di Landau-Hall,

Lie) - [ b (31012 + ) ) dt = By + | o)

Si puo vedere che una curva (t) di C(p,q) soddisfa 'equazione di Lorentz
(5.55) se e solo se ¢ punto critico dell funzionale di Landau-Hall (cf.[2]).

La seguente caratterizzazione delle curve magnetiche e utile per applica-
zioni numeriche [5].

Proposizione 5.97. Una curva regolare parametrizzata y(t) di (M, F =
Q) é una curva magnetica , ossia soddisfa l’equazione di Lorentz, se e solo se
e soddisfatto il sequente sistema di equazioni

(5.56) 191" = ¢*(cost. #0) e 4(t) - 5(t) AN(t) = f(v(t))c”.

In particolare, se ~(t) é parametrizzata a velocita scalare costante (uguale a
1), allora v(t) € una curva magnetica se e solo se é soddisfatta l’equazione

Y(t) - 5(E) AN(E) = F(y(1)).

DIMOSTRAZIONE. Sia v(t) curva magnetica. Per quanto osservato prima,
|7(t)]|* = ¢* (cost# 0). Usando le proprieta del prodotto misto, le proprieta
di J e l'equazione di Gauss (5.12), otteniamo (omettendo il parametro)

SEASCARPL)
= fN AP = f(v) ¢
Ora proviamo il viceversa. Osserviamo che Ey(t) = (1/c)¥(t) e Ey(t) =

(1/¢)J4(t) formano una base ortonormale lungo . Quindi, possiamo scrivere

(5.57) 2L (B1 B B+ (S Ba) Bae).

|> =(cost), si ha

Siccome ||(t)

(D Ban) = (21510 = 5(3(0) -4(1)' = 0.

Inoltre,

(D Balt)) = (21 734(0) = (- N A4 = (-5 AN) = Fa)e2

Pertanto, dalla (5.57) si ottiene I'equazione di Lorentz (5.55). O
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Osservazione 5.98. Sia () una curva regolare parametrizzata di (M, F' =
). Allora, le seguenti condizioni sono equivalenti:
1) v(t) € una curva magnetica;

2) IF@OI* = ¢* (cost#0) e Q((t),” ( )) = F(v(B)e;
3) IF(M)? = ¢ (cost£0) e Q(¥(t), i) F(t)e.
5

Basta osservare, tenendo presente la (5.56) e la Proposizione 5.97, che
QY(®),5(1) =3(@) - YO AN() e

Q1) 0) = I(3) -5 = 163) - (G + G- W) = 00, )

Si noti che la 3) prescinde dall’ipotesi di immersione di M in R3.

Sia ora 7(s) una curva differenziabile regolare di M parametrizzata a ve-
locita unitaria. Allora, lungo v possiamo considerare (cf. Sezione 5.4) il
riferimento di Frenet (£(s) = 4(s),7i(s) = Jt(s)), e la curvatura geodetica

Quindi, abbiamo le formule di Frenet

Dt . Dii .
5 ky(s)7i(s), I —kg(s)t(s).

Siccome ®(5) = fJ(¥) = fJ(t) = fii, 'equazione di Lorentz (5.55) diventa

Dt
= fii.

D’altronde, dalla prima formula d1 Frenet

Dt B
el kq(s)7i(s).

Pertanto, otteniamo (cf. anche [2])

Teorema 5.99. Per una curva magnetica y(s) di (M, F = fQ), la curva-
tura geodetica é data da ky(s) = f(7(s)).

Un campo magnetico F' di intensita costante f = p € R, u # 0, e detto
campo magnetico uniforme. Consideriamo p # 0, altrimenti ricadiamo nel
caso delle curve geodetiche.

Corollario 5.100. Le curve magnetiche v(s) di (M, F), dove F é campo
magnetico uniforme con intensita ju # 0, sono tutte e sole le curve che hanno
curvatura geodetica ky(s) = cost. = pu.

Osservazione 5.101. Per una curva magnetica 7(t), come nel Teorema
5.99, parametrizzata a velocita scalare ||§(t)|| =cost.= ¢ > 0, la curvatura
geodetica ky(t) = f(v(t))/c. Infatti, in tal caso il riferimento di Frenet lungo
Y(t) e (z?(t) = 5(t),7(t) = Jt(t) = 1J(4(t))) e le corrispondenti formule sono
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Dt . Dii .
o cky(t)n(t), = ¢ kq(t)t(t).
Pertanto, da
D5 DA
G =IOWIE) e T =cky(0)J()

si ottiene cky(t) = f(y(t)).

Esempio 5.102. Le curve magnetiche del piano euclideo
Sia M il piano euclideo R? e sia F il campo magnetico uniforme F' = pu€), u € R,
w# 0, dove €2 ¢ la 2-forma fondamentale Q(X,Y) = JX -Y e J ¢ la struttura
complessa canonica di R? (cf. Sezione 2.3), quindi Q = dx A dy. Allora, le
curve magnetiche di (R?, F) sono tutte e sole (parti di) circonferenze di raggio
r = 1/|p| del piano R%. Cid segue dal Corollario 5.100 e dal fatto che le curve
regolari di R? di curvatura geodetica costante (ovvero, l'usuale curvatura &
costante) sono tutte e sole (parti di) circonferenze di raggio r = 1/|u|. Oppure,
con un calcolo diretto, basta osservare che in questo caso I’equazione di Lorentz

y=pJy, peR, p#0,
¢ equivalente al sistema di equazioni differenziali " = —uy’, " = pa’ .

Esempio 5.103. Le curve magnetiche della sfera canonica
Sia S? la sfera canonica di raggio R e sia F il campo magnetico uniforme
F = p), dove Q ¢ la 2-forma d’area della sfera (cf. Osservazione 3.10). Allora,
le curve magnetiche di (S?, F) sono tutte e sole (parti di) circonferenze, oppor-
tunamente parametrizzate, di raggio r < R di S*. Sia 7 una circonferenza di
raggio r < R della sfera S?, quindi un parallelo di S®. Parametrizziamo ~ con

v(s) = (rcos(s/r),rsen(s/r),6), dove 6% = R* —r?,
quindi v & la sezione di S? con il piano z = § < R. Allora,

4 = (—sen(s/r),cos(s/r),0) e
N = (— (1/r)cos (s/r), (—1/r)sen(s/r),0).

Inoltre, il campo normale lungo v ¢ dato da

N(s) = N(y(s)) = ((r/R)cos (s/r), (r/R)sen (s/r), (3/ R)).

Per dimostrare che il parallelo () & una curva magnetica, possiamo procedere
in diversi modi.

1) Ricordiamo che nel caso di S?, la struttura complessa J determinata da
2 ¢ definita da JX = N A X (cf. Sezione 3.10), quindi

J4 = N(s) N(s) = (1/R)( — dcos (s/r), —dsen (s/r),r).
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Inoltre,
Dy L1
— =~ N)N = —N
o =T (NN =9+5
2 _ R2 2 _ 2 5
:( T cos (s/r), 5 sen(s/r),RZ)
2 2 5
= (— 5cos (s/r), — RQSGD(S/T), RZ)
= % (—écos (s/r), —(—Ssen(s/r), 1)
Pertanto,
Dy 6 . : J
%—EJV—MJ% dove M—E,

e quindi 7(s) soddisfa I'equazione di Lorentz (5.55) con F' = ufQ.
2) Basta osservare che il parallelo «(s) soddisfa 1’equazione

5(s) - 5(s) A N(s) = %((1 fr)sen®(s/r) + (1/r)cos*(s/r)) = .

con j = §/Rr, e applicare la Proposizione 5.97 . Da u = §/Rr e 6> = R* —r?,
si ottiene che r, R e u so legati da

r=R/ \/TRQ,LLQ

3) E’ noto che il parallelo (s) ha curvatura geodetica costante data da (cf.

Esempio 5.44)
cos v
ky(s) = Rsen v’

dove ¥, (0 < ¥ < ), ¢ la colatitudine che individua 7. Pertanto, dal Corollario
5.100 segue che 7(s) € una curva magnetica con p = k,. Inoltre, v(s) ha raggio
r dato da

r = Rsend = 1t 1t 1t

V14 (cos2d/sen2y) /1 + R%kZ2 /1 + R2p2 <M

Viceversa, data ~y(s) curva magnetica di (S*,F = puQ) con y(0) = p e
4(0) = V},, consideriamo il parallelo o di S? dato da S* NTI, dove II ¢ il piano
contenente il vettore tangente V, = (p,v) € T,S* (ovvero, contenente la retta
per p e parallela a v) e a distanza § = R? — r? dal centro di S?, dove la
costante r = R/+/1+ R?p?. 1l parallelo o ha raggio r, e per quanto detto
prima ¢ curva magnetica di S? con le stesse condizioni iniziali di y(s) e campo
magnetico F' = p 2. Quindi, per I'unicita delle curve magnetiche con fissate
condizioni iniziali, 7(s) & contenuta in o.

Siccome r < R, i punti antipodali non si potranno mai congiungere con
una curva magnetica di (S?, F' = uQ).

Esempio 5.104. Le curve magnetiche del piano iperbolico
Una breve descrizione delle curve magnetiche nel semipiano di Poincaré, come
modello di piano iperbolico, ¢ data nell’Osservazione 6.10.
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Esempio 5.105. Superficie di rotazione

Sia M una superficie di rotazione come nell’Esempio 5.68. Sia o(t), con ¢
ascissa curvilinea, un parallelo di M, cioe o(t) = 0,,(t) = ¢(ug, v(t)). Allora,
come nella dimostrazione dei risultati dell’Esempio 5.68, la (5.48) diventa

2 = — ) ) (W (0)0ul),
e siccome 1 = &(t) - a(t) = f?(ug)(v'(t))?, si ha
DO' . f/(UQ>

Dunque, il parallelo o,,(t) ha curvatura geodetica costante che indichiamo con
ky(up). Infatti,
1D6/dt||* = (f'(uo))?/(f(u0))* e quindi  kf(uo) = (f'(u0))?/(f (uo))*.

D’altronde, ogni superficie di rotazione & orientabile (cf. Esempio 3.82). Per-
tanto, ogni parallelo o,,(t) ¢ una curva magnetica di M rispetto al campo
magnetico uniforme F' = pf) con p = ky(up). Cambiando verso al campo
normale N, se necessario, possiamo assumere k,(uo) = f'(uo)/ f(uo). Natural-
mente consideriamo il caso ky(ug) # 0, ovvero f'(ug) # 0, altrimenti il parallelo
0u(t) € una curva geodetica.

Esercizio 5.106. Sia M una superficie di rotazione del tipo considerato
nell’Esempio 5.105. Assumiamo che tutti i paralleli di M abbiano la stessa
curvatura geodetica, ovvero kg(u) = ky(ug) # 0 per ogni w. Dire che tipo di
superficie di rotazione e M. Inoltre, confrontare il risultato di questo esercizio
con quello dell’Esercizio 5.74.

Suggerimento: tenere presente la formula (4.9) che esprime la curvatuta
gaussiana di una superficie di rotazione.

Esercizio 5.107. Sia M il cono ottenuto ruotando la semiretta v(u) =
(au,0,bu), a®> + b* = 1, uw > 0, intorno all’asse delle z. Verificare che per
ogni 1 > 0 esiste una curva magnetica rispetto al campo magnetico uniforme
F = uf.

Osservazione 5.108. Per uno studio delle curve magnetiche (rispetto a un
campo magnetico uniforme) sulla superficie torica si puo vedere [2].

Osservazione 5.109. P. Herreros [13] per affrontare un problema sulle su-
perfici relativo alle curve chiuse di curvatura geodetica costante, studia le curve
magnetiche su una superficie in presenza di un campo magnetico uniforme.






CAPITOLO 6

Geometria iperbolica

Per una superficie regolare di R3, molte proprieta geometriche e ogget-
ti geometrici dipendono solo dai coefficienti della prima forma fondamentale
E, F G, in altre parole sono invarianti che fanno parte della geometria intrin-
seca della superficie. D’altronde, il fatto cruciale che permette di sviluppare
una geometria intrinseca e che i coefficienti E, F, G sono funzioni differenziabili
che definiscono un prodotto scalare su ogni piano tangente, ovvero i coefficienti
g11 = E, g1 = go1 = F, goo = G definiscono una matrice simmetrica definita
positiva. Equivalentemente, la matrice (g;;) definisce un tensore (differenzia-
bile) covariante simmetrico di ordine 2 e definito positivo. In questo modo uno
puo definire una “prima forma fondamentale”, ovvero una metrica riemannia-
na, su un arbitrario dominio D di R? e quindi sviluppare su D una geometria
analoga alla geometria intrinseca di una superficie regolare di R®. Come un’ap-
plicazione di questo approccio, studieremo modelli di geometria (non euclidea)
iperbolica.

6.1. Domini riemanniani

Sia D un aperto connesso di R? e sia g = (g;;) una matrice simmetrica
definita positiva di ordine 2 costituita da funzioni differenziabili g;; definite su
D. In tal caso diciamo che g & una metrica riemanniana e (D, g) &€ un dominio
riemanniano (2-dimensionale). Naturalmente (J;;), il pitt semplice esempio di
matrice simmetrica definita positiva su D, definisce la metrica euclidea gy su
D.

Sia (D, g) un arbitrario dominio riemanniano. Per ogni p € D, il piano
tangente ¢ definito, come nel caso di R?, da

T,D = {V, = (p,v) : v € R’} = T,R*.
Le coordinate (x1, z5) svolgono il ruolo dei parametri (u,v), i campi vettoriali
81, 82 definiti da
(O1)p = (Er)p = (1,0), e (02)p = (E2)p, = (0,1),

svolgono il ruolo dei campi vettoriali (¢, ¢,). Quindi ogni vettore tangente
V, = (v1,v2), = v1(01), + v2(02), con v1,v2 € R e p € D. Naturalmente,
un campo vettoriale (differenziabile) V' su D, ossia un elemento di X(D),
definito da

V = (1181 + a202,

237
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dove ay, as sono funzioni differenziabili su D.

La matrice ¢ = (g;;) definisce un prodotto scalare tra campi vettoriali
differenziabili e tra vettori tangenti. Se X,Y € X(D), X = (a1,a2) = a10, +
a282, Y = (bl,b2> = blal + b282, allora g(az,aj) = gij €

9(X,Y) = a1big11 + a2bagos + (a1by + asbi)gio

¢ una funzione differenziabile su D, quindi un elemento di F(D). Se V,,, W, €
T,R% p e D, V, =v1(01)p + v2(02), € W, = w1(D1) + wa(Ds),, si ha

9p(Vps Wp) = viwig11(p) + v2wagaa(p) + (viws + v2w1)g12(p).
La metrica euclidea gy induce il prodotto scalare euclideo:
9o(X,Y) = ayb; +aghy = X - Y.

Dati due domini riemanniani (D, g) e (D, §), un’applicazione differenziabile f :
D — D si dice che & una isometria se f e un diffeomorfismo il cui differenziale
soddisfa

gp(f*p%a f*pr) = gp(vpv Wp)a perognip e DeV, W, € TPR2~

La condizione che un diffeomorfismo f : D — D sia una isometria ¢ tradotta
in termini matriciali dalla seguente condizione (cf. anche (5.3))

(6.1) (9i5)p = (J(F)"(Gi5) )T (f)

dove J(f) e la matrice jacobiana di f.

Alla luce di quanto detto, possiamo introdurre per un dominio riemanniano
(D, g) tutti gli invarianti intrinseci che abbiamo studiato per le superfici, quin-
di sviluppare per (D, g) i concetti studiati nelle precedenti sezioni di questo
capitolo, ad eccezione della Sezione 5.3. Ad esempio, la lunghezza di curve di
D rispetto a g e la distanza su D indotta da g, si definiscono in modo del tutto
analogo al caso delle superfici di R?. La situazione ¢ un po pit delicata nel
definire la curvatura gaussiana, i coefficienti di Christoffel, la derivata cova-
riante e le curve geodetiche di (D, g). Per tali invarianti possiamo procedere,
ad esempio, nel modo seguente.

La curvatura gaussiana (o meglio la curvatura di Gauss-Riemann) K si
definisce mediante la formula (5.5) sostituendo i coefficienti E, F, G rispettiva-
mente con g1, g2 € gao. Quindi,

K (det(g;))* = [(5231912 — (1/2)07 g2 — (1/2)822911] det(gij)
— (02012) [(1/2)92231911 — G12(01912 — (1/2)32911)}
1/2)(01922) [(1/2)92231911 — G12(01912 — (1/2)82911)]

(6.2) (1/2)
(1/2)82922 [(1/2)91231911 - 911((91912 - (1/2)(92911)]
(1/4)
(1/4)

+ o+ o+

1/4)02911(92202911 — G1201922)

/
— (1)

4)01922(g1202011 — g1101922)-
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In particolare, se g1 = 0, la (6.2) diventa

(6~3) K(911922) (1/2)911922(83911 + 3?922)
+ (1/4)g22 [(31911)(81922) + (52911)2]
+(1/4)gn [(32911)(32922) (31922)2] :

Analogamente i simboli di Christoffel T’ fj si definiscono mediante le soluzioni
dei sistemi (4.2), (4.3) e (4.4). Risolvendo tali sistemi, si trova che i coefficienti
Ffj si possono esprimere con la seguente formula

2

1 r
(6.4) Ffj = B Z (ajgir + 0igjr — 8r9ij) g ka

r=1

dove (g") denota la matrice inversa di (g;;).
Sia ora y(t), t € I, una curva differenziabile di D e sia

V(t) = ar(t) (1), + aa(t) (02),

un campo vettoriale differenziabile lungo ~. Consideriamo la corrispondenza

D DV
— Vi(t T
o - X () = X(), V(1) =
dove il campo vettoriale 27 & definito dall’equazione (5.15), ossia
DV <
(6.5) — = ( ) + Z ai(t ))(M ).
k=1 1,j=1

Si vede facilmente che con questa definizione, % ¢ un endomorfismo di 3{(7)
che soddisfa le proprieta (5.13) e (5.14). In particolare, prendendo V' (t) = 5(t),

la (6.5) diventa

(6.6) % = Z ( ) + Z t))c?k(t).

k=1 i,7=1

Possiamo quindi definire una curva differenziabile fy( ) come curva geodetica
se il campo tangente §(t) & parallelo lungo v, ovvero =X =0 V¢ € I. Inoltre,
procedendo come per le superfici, si puo definire la cumatum geodetica k(s )
di una curva regolare y(s). Esaminando le dimostrazioni del Teorema 5.50 e
del Corollario 5.51 vediamo che esse sono di natura intrinseca, quindi valgono
anche nel caso di un dominio riemanniano (D, g). Pertanto, la derivata cova-
riante definita da (6.5) e la corrispondente nozione di curva geodetica, sono
invarianti riemanniani ossia invarianti per isometrie (locali) di (D, g). Natu-
ralmente anche il Teorema 5.46 di esistenza e unicita delle curve geodetiche
vale per domini riemanniani.

Esercizio 6.1. Si consideri il dominio riemanniano (D, g), dove D = R2 =
{(z,y) eR?:y >0} e g = (1/y*)go, quindi gi1 = goo = (1/9?) ¢ g12 = 0. Sia
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v(t) = (2(t),y(t)) una curva differenziabile di R . Si Verifichi, usando la (6.4)
e la (6.6), che
D/y " / / /1 / /

== (20 = s O (0,9 (0) + s (@ (1)~ (W (1)?).

Un altro modo di procedere per introdurre gli invarianti di cui sopra ¢ il
seguente. Primo passo definire la connessione di Levi-Civita V associata al
dominio riemanniano (D, g). Per fare cio, basta definire VxY con la formula
(5.30) di Koszul:

20(Vy X, Z)=Xg(Y,2)+Yg(X,Z) — Zg(X,Y)
- g(K [X7 Z]) - g<X7 [Yv Z]) - g(Z7 [X7Y])

e poi verificare che

e V ¢ una connessione lineare, ossia verifica (5.25),(5.26) e (5.27);

e V ¢ simmetrica: VxY — Vy X = [X,Y];

e V & compatibile con la metrica g:  Xg(Y, Z) = g(VxY,Z)+ g(Y,VxZ).
Per come definita, la connessione di Levi-Civita e invariante per isometrie.
Quindi, se F' & un’isometria tra (D, g) e (D, §) vale 'analoga della (5.32)

F.(VyX)=VpyF.X.
I simboli di Christoffel definiti dalla (6.4), si dicono anche coefficienti della

connessione di Levi-Civita V. Infatti, tali coefficienti sono determinati anche
dalla relazione

_ k
Vaiaj - Zk Fz']ak-
Avendo a disposizione la connessione di Levi-Civita V, si puo definire il tensore
di curvatura con la formula

R(X,Y)Z .= -VxVyZ+VyVxZ + VixyZ,

e quindi la curvatura di Gauss-Riemann con la formula (5.37). Con un calcolo
un po laborioso, si dimostra che questa definizione di curvatura gaussiana
coincide con la (6.2). Infine, si puo verificare che, dati una curva differenziabile
7(t) di D e un campo vettoriale X € X(D), il campo vettoriale V)X coincide
con il campo vettoriale DX (t)/dt definito dalla (6.5).

Le varieta riemanniane

Vogliamo dare adesso una veloce presentazione di come il concetto di su-
perficie e il concetto di dominio riemanniano, si possono estendere a quello di
varieta riemanniana. Per approfondimenti sulle varieta differenziabili e sulle
varieta riemanniane (in generale di dimensione n) si puo consultare, ad esem-
pio, [18] e la bibliografia in esso riportata. Una superficie astratta (detta anche
varieta differenziabile di dimensione 2) € uno spazio topologico connesso e di
Hausdorff M, localmente omeomorfo a R?, munito di un atlante differenzia-
bile, ossia di una famiglia A = {(U;, ¢; : U; = D;)},.; che verifica le seguenti
proprieta.
1) Se (U,¢ : U — D) ¢ un generico elemento di A, allora U ¢ un aperto di M,



6.1 Domini riemanniani 241

D ¢ un aperto di R? e 'applicazione ¢ : p — ¢(p) = (21, 22) € un omeomor-
fismo (detto applicazione coordinata). La coppia (U, ¢) si dice carta locale e
(21, x2) si dicono coordinate locali del punto p rispetto alla fissata carta locale.
2) I domini delle carte ricoprono M, cioe M = U;U;.

3) Per ogni 4,5 € I, con U; N U; non vuoto, le applicazioni

pjo b (U NU;) — (U N U;), (21, 22) = ¢i(p) = (Y1, 42) = ¢5(p),

¢iod; ' i (UiNUy) = ¢i(UiNUy), (y1,42) = ¢5(p) = (21, 72) = ¢i(p),

sono applicazioni differenziabili tra aperti di R?. In altre parole, la proprieta 3)
ci dice che il cambiamento di coordinate avviene con applicazioni differenziabili.

L’atlante A si dice che definisce una struttura differenziabile su M, e due
atlanti differenziabili A = {(U;, ¢i)};c; e A" = {(Vj,9;)};., definiscono la
stessa struttura differenziabile su M se AUA’ & ancora un atlante differenziabile
di M. Sostituendo R? con R, con la stessa definizione, si ha il concetto di
varieta differenziabile di dimensione n. Funzioni differenziabili a valori reali su
una varieta differenziabile, e funzioni differenziabili tra varieta differenziabili, si
definiscono come per le superfici (cf. Sezione 3.3) ossia in termini di coordinate
locali. Un vettore tangente in un punto p di una varieta differenziabile M ¢
definito come una derivazione dell’algebra F(p) delle funzioni differenziabili in
un intorno di p. Quindi, lo spazio tangente T, M ¢ lo spazio di tutti i vettori
tangenti. In particolare, le derivazioni

(0)p : F(p) = R, f > (9f /0x:) (p) == (9(f 0 ¢7")/0:) (6(p)),
definiscono i vettori tangenti coordinati.

Una metrica riemanniana su una superficie astratta M viene definita as-
segnando nel dominio di ogni carta locale di un atlante differenziabile, una
matrice simmetrica g = (g;;) di ordine 2 definita positiva, con i coefficienti g;;
differenziabili, che soddisfi, per ogni cambiamento di coordinate, la condizio-
ne di compatibilita (3.20). In modo equivalente, una metrica riemanniana su
una varieta differenziabile M (di dimensione 2) si puo definire assegnando un
tensore covariante g del secondo ordine, simmetrico e definito positivo, cioe
un’applicazione F-bilineare

g:X(M)xX(M)— F(M) che soddisfa
g(X,)Y) =9V, X), ¢(X,X)>0, ¢(X,X)(p)=0=X,=0.

Una metrica riemanniana ¢ induce un prodotto scalare su ogni piano tangente

9p((3)p, (05)p) == 9(9s,0;) (p) = 9i;(p),

dove 0; = 0/0z;. La coppia (M, g) si dice varieta riemanniana di dimen-
sione 2. Naturalmente, domini riemanniani e superfici (connesse) regolari di
R3 (con la prima forma fondamentale) sono esempi di varietd riemanniana di
dimensione 2. Per una varieta riemanniana di dimensione 2 si possono con-
siderare il concetto di isometria tra due varieta riemanniane con la formula
(6.1), il concetto di derivata covariante con la formula (6.5) e quindi quello di
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curva geodetica (che e sempre invariante per isometrie). Naturalmente, si puo
considerare la connessione di Levi-Civita con la formula (5.30) di Koszul, e il
concetto di curvatura di Gauss-Riemann. Inoltre, si possono definire, come nel
caso delle superfici (cf. Sezioni 3.8, 3.9 e 3.10) il concetto di orientabilita, le
r-forme differenziali (per r = 1,2), il concetto di area, di 2-forma d’area e di
struttura complessa. In particolare, il Teorema 3.84 (orientabilita in termini
di una 2-forma non nulla) vale anche per varieta differenziabili.

Osservazione 6.2. Da notare che, in generale, i concetti di derivata co-
variante e curva geodetica si possono introdurre indipendentemente dalla pre-
senza di una metrica riemanniana, essi sono concetti di natura affine che si
possono introdurre semplicemente assegnando una connessione lineare V. Un
diffeomorfismo F' di una varieta differenziabile M, che conserva la fissata con-
nessione lineare V: F,(VyX) = Vg, yF. X, e quindi conserva parallelismo e
curve geodetiche, si dice trasformazione affine di (M, V). La derivata cova-
riante (e quindi anche la nozione di curva geodetica) introdotta in queste note
in effetti e legata a una speciale connessione lineare intimamente legata alla
prima forma fondamentale (o alla metrica riemanniana nel caso dei domini
riemanniani), ovvero la connessione di Levi-Civita.

6.2. Isometrie del semipiano di Poincaré

6. 2-1. Il semipiano di Poincaré. Il semipiano di Poincaré, detto an-
che piano iperbolico, & un dominio riemanniano (D, g) dove D ¢ il semipiano
superiore

Ri={p=(z,y) eR*:y>0}={z€C:Imz>0}
e g e la metrica riemanniana definita per ogni p € Ri da
1 1

g11(p) = g(p) = yz—(m e gi2(p) =0, ossia gp = (Qij)(p) = yQ—(mgo.

Il semipiano di Poincaré ¢ un modello di geometria iperbolica, forse il piu in-
teressante rispetto agli altri modelli (disco di Beltrami e disco di Poincaré).
Una domanda naturale ¢ chiedere se il semipiano di Poincaré si puo realizzare
come superficie di R3. Questo, come gia osservato nella Sezione 4.9, non &
possibile in quanto il semipiano di Poincaré e un dominio riemanniano com-
pleto (cf. Osservazione (6.8)). Tuttavia, ci sono superfici regolari in R? la cui
geometria intrinseca e localmente isometrica a quella del semipiano di Poin-
caré. Il classico esempio e la superficie data dalla pseudo-sfera di Beltrami,
infatti nell’Osservazione 4.58 si e visto che tale superficie si puo parametrizzare
localmente con coordinate rispetto alle quali la prima forma fondamentale si
esprime come la metrica riemanniana g del modello iperbolico del semipiano
di Poincaré.

Determiniamo la curvatura di Gauss-Riemann del semipiano di Poincaré
(R2,g). Siccome g1 = ga2 = 1/y* e g1 = 0, allora

Dag11 = Dagar = —2/y%, 01911 = 01922 = 0,  D3g1 = 6/y*.
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Quindi, sostituendo nella (6.3)
K(g11922)° = —(1/2)g11922(05911 + 97 g22) + (1/4) 922 [(31911)(31922) + (Oo2911)

+ (1/4)g11 | (02911)(02g92) + (31922)2]7
la curvatura di Gauss-Riemann ¢ data da

(L/y*) K = =3/y* + 1/ + 1/y°.
Pertanto, K =cost.= —1 in accordo col fatto che la curvatura gaussiana della
pseudo-sfera di Beltrami, data dalla (4.21), ¢ —1 (prendendo la costante R =

1).

Esercizio 6.3. Determinare, usando la formula di Koszul per la connes-
sione di Levi-Civita V del semipiano di Poincaré, i campi vettoriali Vy,0;,
(7 = 1,2). Quindi, determinare la curvatura di Gauss-Riemann usando il
tensore di curvatura.

6. 2-2. Isometrie del semipiano di Poincaré. Iniziamo introducendo
I’inversione rispetto a una circonferenza. Sia S' la circonferenza del piano
euclideo di centro pg e raggio r. L’inversione rispetto a tale circonferenza e
I’applicazione

TR\ {po} = R\ {po}, pr—p,

dove p' ¢ il punto della semiretta pyp tale che Pop - pop/ = r2. Se p & interno
(risp. esterno) a S!, allora p’ & esterno (risp. interno) a S*. Se p € S!, allora
p’ = p. Quindi J scambia l'interno con 'esterno e mantiene fissi i punti della
circonferenza S'. Graficamente l'inversione si pud costruire come segue (cf.
Figura 1). Se p ¢ interno al cerchio, mandiamo da p la perpendicolare alla retta
pop e siano H e K le intersezioni di tale perpendicolare con la circonferenza.

FIiGura 1

Le tangenti alla circonferenza in H e K si incontrano nel punto corrispondente
p' (applicando il primo Teorema di Euclide si ha pop - pop’ = pg_H2 =r?). Se
invece il punto p e esterno, basta condurre da esso le tangenti alla circonferenza
e congiungere i loro punti di contatto; tale congiungente incontra pyp nel punto
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corrispondente p’. Usando coordinate cartesiane, se py = (z¢,%o), p = (x,y) e
P = (2',y'), si vede facilmente che I'inversione ¢ rappresentata dalle equazioni:

7"2(55 — p) 7”2(9 — o)

6.7) ' =uz0+ . Y =+
6.7 Ll e prpmpvn AR S Rl oo ey oy

Allora, l'inversione rispetto alla circonferenza di centro l'origine e raggio r e
data da

J:R2\ {0} — R*\ {0}, p~ (r¥/|Ip]*)p.

Verifichiamo che J € un’applicazione conforme, ossia il suo differenziale soddisfa

13 Vol = APVl = A () 0],

equivalentemente

90((3)Vps ()W) = A2(p)go(Vyp, W) = N2(p)go(v, w),

per ogni p € R\ {0} e V,, = (p,v), W, = (p,w) € T,R?, dove il coefficiente
A(p) € una funzione differenziabile positiva. Siccome

r? rz r2y
j - - ' b ! - b
®) IpI” ( A o y2)

allora
ox' Oz’
(3)*p = ? ? - - ( y2 o —22:Uy 2 )
o o Ipll* \ =22y 2"~y
e
(1) (6 = 2
RN Ip[[* \ —2zyvr + (27 — y*)vo
R vy 2y(voy +viw) ) [
Pertanto,
~ TQ 2
(3)spVp = Tl {IIpI*v — 2g0(v, p)p}
e

13)upVoll* = 0l

|| ||4

Quindi J ¢ un’applicazione conforme con coefficiente A\ = 2 /||p||%.

Proposizione 6.4. L’inversione J(p) = (r*/||p||*)p definisce un’isometria
del piano iperbolico (]R2 . 9g)-
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DIMOSTRAZIONE. Intanto J applica R in R%. Inoltre, poiché J & conforme
con coefficiente \(p) = r?/||p[|?, risulta:

O ACRAR: O RS

- rlg;“(p) 90((3)sp Vs (3)spWp)
yg—(mgo

per ogni p € R e per ogni V, = (p,v), W, = (p,w) € T,R%. O

(v, w) = gp(Vp, Wp)

Proposizione 6.5. Le sequenti applicazioni sono isometrie del piano iper-

bolico (R%, g).
1) fi=3:Ri - RY, ) = (r2/plP)p = (r?/lIpl*) (2, v);
2) fo:RY — R2 ( (—x,y);
3’)f32R2—>R2 p—( (l’+ay)
4) [1:RE = RA, p=(z,y) = (Az,\y), X =cost>0.

Con notazione complessa (z =z +1iy), abbiamo

filz) =3(z) = rzé - T%" flz) ==z fi(z)=z2+a;  [fi(z) = Az

T,y

—
—

= (
,Y)
,Y)

DIMOSTRAZIONE. La f; ¢ un’inversione, quindi un’isometria (applican-
do la Proposizione 6.4). Le applicazioni f, f3, f1, che sono rispettivamente
una simmetria (rispetto all’asse y), una traslazione (parallela all’asse x) e una
dilatazione, si vede facilmente che sono isometrie del piano iperbolico. U

Le isometrie del semipiano di Poicaré sono applicazioni conformi. Infatti,
se f:(R%,g9) — (R%,g) ¢ un’isometria per la metrica iperbolica, allora

y*(f(p)
y*(p)
per ogni p € ]R+ e per ogni V,, W, € T,R?*. Quindi f & un’applicazione

conforme.

g(Vp, Wp) = g(f*pv;n f*pvp) = gO(f*pVZm f*pr) = 90(‘/;;” Wp)

Facciamo vedere ora che le trasformazioni di Mobius sono relative alle
isometrie del piano iperbolico. Trasformazioni del tipo

b
FiCoC, zm fl2) =20 ube,deC, ad—be#0,

cz+d’

N ) 1 dz — b

sono dette trasformazioni di Mébius. Esse sono invertibili con f~'(z) = P

Se ¢ # 0,
I6] a be — ad
f(2) OH_(cz—i—d)’ ove o= — e f3 .

Se ¢ =0,
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a b
f(z) =az+ 3, dove a=- e 6—3.

Quindi ogni trasformazione di Mébius f(z) si puo esprimere come composizione
di trasformazioni di M&bius semplici del tipo:
Pi(z) =2+b, beC (traslazione); 1(2) =€z ( rotazione);
Ps3(z) = pz, p>0 (dilatazione); 4(z) =1/z.
Si noti che la trasformazione f(z) = az, a € C, ¢ composizione di tra-

sformazioni del tipo 15 e 13. In particolare, le trasformazioni di Mobius
reali

az+b

‘R2 5 R?
FiRy + cz+d’

a,b,c,d € R, ad—bc >0,
in coordinate reali
c= o) —

sono isometrie per (R%, g). Infatti, ogni trasformazione di Mobius reale si puo
esprimere come composizione di isometrie considerate nella Proposizione 6.5:

ac(z? +y*) + (ad + be)x + db (ad — be)y )
(cx +d)? + (cy)? ex +d)? + (ey)? )

f1 (inversione), fo (simmetria), f3 (traslazione), f; (dilatazione).

Per provare cio procediamo nel seguente modo.
Se ¢ = 0, la trasformazione diventa
f(z) =az+ 3, dove a=a/d>0 e [=0b/d,
la quale si puo esprimere come composizione di una dilatazione e di una tra-

slazione.
Per ¢ # 0, quindi

f(z) =a+B/(cz+d), dove a=a/c e = (bc—ad)/c,
applichiamo nell’ordine le seguenti isometrie: dilatazione, traslazione, simme-

tria, inversione, dilatazione, traslazione.
Se ¢ > 0, e quindi < 0, si considera la composizione

1 _
z&cz&cz—l—df@—ci—dfé RA\ P = P @a—l— b :
—cz—d —cz—d cz+d cz+d
Se ¢ < 0, e quindi § > 0, si considera la composizione
1 f
z»&—cz»&—cz—d»gcé%—dlg A\ p f@a—k p .
cz+d cz+d cz+d
Poiché la simmetria f; : 2 — —Z ¢ un’isometria del piano iperbolico, allora
anche le trasformazioni di Mdbius reali del tipo:
a(—=z)+b  az+b
c(—2)+d  cz+d

2 =z f(=2) = ard — c1b =be —ad < 0,

sono isometrie per (RZ, g).

Piu precisamente, si dimostra il seguente teorema (cf. [21], p.141]).
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Teorema 6.6. (di Poincaré) Le isometrie del piano iperbolico (R?., g) sono
tutte e sole le trasformazioni di Moébius reali del tipo:

b Z+0b
f(z):az+ ad —be >0, oppure f(z):afjL ad — be < 0.

cz+d’ cz+d’

Siccome

az+b_>\az+)\b aZ—l—b_)\aZ—l—)\b

— — AER, A
cz+d Iz + M\ ¢ cz+d Az + )\ VAER, A0,

il gruppo delle isometrie del piano iperbolico Iso(R%, g) ¢ dato da

az+b azZ+b

: —bc=1 : —be=—1}.
{f Zch—i—d’ ad —bc =1} U{f 2H02+d, ad — bc }

Consideriamo il seguente sottogruppo di GL(2,R):

L(2,R) = {A: ( ‘C‘ Z ) € R*? : detA = :I:l}.
L’applicazione @ : L(2,R) — Iso(R%,g) tale che:

a b az+0b
A_(c d>'_>(f'2'_>cz+d) se detA =1,

Az(ocl Z)»—>(fz»—>&ziz> se detA = —1,
cz

¢ un omomorfismo suriettivo con

ker(I)z{A:@(A):]}:{i—((l) ?)}

Di conseguenza, ’epimorfismo ® induce I'isomorfismo

®: L(2,R)/{£Id} —Tso(R2,g), [A] — ®(A).

Omogeneita del piano iperbolico.

Vogliamo vedere che, cosi come per il piano euclideo e la sfera canonica,
anche il piano iperbolico (Ri, g) € omogeneo, ovvero per ogni py, ps € Ri esiste
una f €lso(R?, g) tale che f(p1) = po. Poniamo p; = (z1,41) e pa = (22,12)
e consideriamo la dilatazione fi(p) = Ap con A = (y2/y1) > 0 e la traslazione
fs(p) =p+a=(xr+ay) cona=1xy— (y2/y1)x;. Allora f = f30 f; & una
isometria e

Fp1) = f3(fap1)) = f3((v2/y1) w1, 92) = (@2, 92) = p2.
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6.3. Le geodetiche del semipiano di Poincaré

Il seguente teorema classifica tutte le geodetiche del piano iperbolico.

Teorema 6.7. Le geodetiche massimali del piano iperbolico R sono tutte e
sole le semirette parallele all’asse y e le semicirconferenze con centro sull’asse

x (cf. Figura 2).

DIMOSTRAZIONE. Per determinare le geodetiche del piano iperbolico con-
sideriamo le isometrie fi, f> e f3 di R esaminate nella Proposizione 6.5. Appli-
cando la Proposizione 5.59 (che naturalmente vale anche per domini riemannia-
ni) all’isometria f; (inversione), si ha che la semicirconferenza v, : 2% + y* =
r?,y > 0 (di centro lorigine e raggio r) & una geodetica di R%. Applican-
do la stessa Proposizione all'isometria fo (simmetria), si ha che la semiretta
Yoy > 0,2 = 0 & una geodetica di R?. Ogni semiretta parallela all’asse y,
cioe del tipo y > 0,2 = a, & una geodetica di R? in quanto immagine di 7,
mediante un’isometria del tipo f3 (traslazione). Infine, ogni semicirconferenza
di R? con centro (a,0) e raggio r ¢ una geodetica in quanto immagine di v
mediante un’isometria del tipo f3. Le curve esaminate sono tutte e sole le
geodetiche di R? in quanto, per ogni p € R? e per ogni V,, € T,R?, esiste una
geodetica del tipo di prima passante per p e avente V, come vettore tangente
in p (cf. Figura 3). O

v

~

FIGURA 2

Osservazione 6.8. Il Teorema 6.7 determina le geodetiche del piano iper-
bolico come insiemi di punti. Osserviamo che il semiasse positivo delle y pa-
rametrizzato da v;(t) = (0,€"), t € R, & una curva geodetica inclusa la pa-
rametrizzazione, in quanto il suo vettore velocita 4 (t) = (0, ") ha lunghezza
costante unitaria. Abbiamo osservato che le trasformazioni di M&bius (reali),
espresse in coordinate reali da

2= (2y) — (ac(x2 +y*) + (ad + bc)x + db (ad — be)y ) |

(cx 4+ d)* + (cy)? "(cx 4+ d)? + (cy)?
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sono isometrie per il piano iperbolico. In particolare, la trasformazione di
Mobius v definita dai coefficienti a = c=d = —b = \/Li trasforma la geodetica

71(t) = (0, €') nella geodetica

100 =000 = (G gy ) 1< R

che ¢ la semicirconferenza di centro l'origine e raggio unitario. Procedendo in
questo modo, tutte le geodetiche del Teorema 6.7 si possono ottenere come
curve geodetiche parametrizzate con il parametro t € R.

La Definizione 5.85 introdotta per le superfici si puo considerare anche
per i domini riemanniani. Quindi, un dominio riemanniano (D, g) si dice
geodeticamente completo, se ogni sua geodetica v : I — D puo essere estesa
a una geodetica v : R — D. In particolare, per quanto osservato, il piano
iperbolico Ri ¢ un dominio riemanniano geodeticamente completo.

FIGURA 3

N

FIGURA 4
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Osservazione 6.9. Assumendo come “rette”del piano iperbolico R le sue
geodetiche massimali, si ottiene un modello di geometria non euclidea iperbo-
lica. In questo caso, rispetto al caso euclideo, il postulato delle parallele perde
I'unicita: dati p € Ri e v “retta”con p ¢ ~, esistono infinite geodetiche per p
che non incontrano 7 (cf. Figura 4). Inoltre, per ogni pi,ps € R, py # po,
esiste una sola “retta’che li congiunge. Se il segmento che congiunge py, ps €
parallelo all’asse delle y, allora lo stesso segmento e ’arco geodetico che con-
giunge i due punti. Se il segmento che congiunge pq, p» non e parallelo all’asse
delle y, allora ’arco geodetico che congiunge i due punti ¢ dato dall’arco di
semicirconferenza con centro sull’asse delle = e che passa per i due punti.

Osservazione 6.10. Le curve magnetiche del piano iperbolico

Il concetto di curva magnetica introdotto nella Sezione 5.10, si puo introdurre
facilmente anche per un dominio riemanniano. Anche in questo caso, le curve
magnetiche relative a un campo magnetico uniforme sono tutte e sole le curve
v(s) di curvatura geodetica k,(s) = p (costante non nulla). In particolare, nel
caso del semipiano di Poincaré (R2, g = (1/y*)go), le curve magnetiche relative
al campo magnetico uniforme F' = pQ), u € R, u # 0, dove Q = (1/y*)dx Ady &
una 2-forma d’area per (Ri, g), non sono sempre curve chiuse, quindi si ha una
situazione diversa dai casi del piano euclideo e della sfera canonica. Tali curve
sono archi, in generale non chiusi, di circonferenze euclidee (cf. A. Comtet, On
the Landau levels on the hyperbolic plane, Ann. Phys., 173 (1987) 185-209).
Pit precisamente,

e Se |u| < 1, le curve magnetiche sono archi di circonferenza che intersecano
I'asse x con un angolo ¥ = 9J(u) # (7/2), ¥(0) = (7/2) (caso curve geodetiche).
Quindi, ogni tale arco interseca l'asse z in due punti. L’angolo di intersezione
diminuisce con 'aumentare di |u|, diventando sempre piu piccolo.

N\ (D -

v

Ficura 5. Caso 0 < |u| < 1.
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e Se |u| =1, le curve magnetiche sono circonferenze tangenti all’asse = (in
tal caso, le curve magnetiche sono dette horocicles).

O ,

v

FIGURA 6. Caso |u| = 1.

e Se |u| > 1, le curve magnetiche non toccano l'asse x, in queste caso sono
circonferenze chiuse di raggio finito contenute in Ri.

v

Ficura 7. Caso |u| > 1.
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6.4. La distanza nel semipiano di Poincaré

Siano ¢ la metrica iperbolica di Poincaré nel semipiano Ri e d la corri-
spondente distanza iperbolica, ovvero la distanza riemanniana indotta da g.
Vogliamo determinare in forma esplicita la distanza tra due arbitrari punti di
R? . Distinguiamo due casi.

e caso 1°) Siano p; = (21,y1),p2 = (22,92) due punti di R% che apparten-
gono a una semiretta parallela all’asse y, quindi 1 = x5 = a. In questo caso
la geodetica che li congiunge e il segmento

Yo(t) = t(pe — p1) +p1 = (a,y1 +t(y2 — 1)), t €[0,1], e L(y) = |1n%
1

Infatti7 /YO(t) = (Oa Y2 — yl): per cul

1
o(t = - ) d > )
1Yo (®)]lg T _yl)(yz y1), (assumendo yy > y1)
e quindi
Y
= Jy Fo(®)lgdt = [n(ys + t(y2 — 1)y = In yj

Sia ora vy(t) = (x(t),y(t)), t € [0,1], una generica curva differenziabile che
congiunge py, p2 (si potrebbe considerare anche differenziabile a tratti). Allora,

/||7 ||dt/ NGO

2/0 ke / g =t b =L00).

Cio implica che la curva =, realizza la distanza tra p; e ps. Dunque, se py, po
individuano una semiretta parallela all’asse y, con yo, y; > 0 arbitrari, abbiamo

d(p1,p2) = |In vz
Y1

e caso 2°) Siano ¢, ¢» due punti di Ri che non appartengono a una semi-
retta parallela all’asse y. In questo caso, la geodetica passante per ¢, gy € la
semicirconferenza «y per ¢; e g2, con centro Cy(c,0) sull’asse x e di raggio r.
Quindi:

v(t) = (c+ rcost, rsent), t €]0,x,

1
y(t) = (—rsent t ()], = —.
§(t) = (—rsent,reost) e (0, = ——

Posto q; = (¢ + rcosa, rsena) e g = (¢ + rcos 8, rsen 3), con > a, si ha:

tan 8/2

B t1°
I = L(Yiag) = ) = |1 5| =n
(v(q1,2)) (Vfa1) /a 15 (8] gdt [ ntan 2} N tana/2’
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Per «,( €]0,7[ arbitrari, si ha:

tan 3/2
tan /2

L(v(q1,¢2)) = [In

La trasformazione di Mobius (reale)

. az —b
fitz=x+iy— f(z)= >
B ( a* (2 +y*) — b2 2aby )
~ \(az +b)2 + (ay)?’ (ax + )% + (ay)? )’

con ab > 0, & una isometria del piano iperbolico che trasforma la semiretta

Y0(t) = (0,t), t > 0, nella semicirconferenza ~y; : > +y? = 1,y > 0. L’omotetia
farz folz) =1z, 1 >0,

e una isometria che trasforma la semicirconferenza ~; nella semicirconferenza

ve : 2% + 9% =12,y > 0. Infine, la traslazione

fsizm f3(z) =2+c
trasforma la semicirconferenza 7o nella semicirconferenza v : (x — ¢)? + y? =
r2,y > 0. Pertanto, I'isometria

f=1/fs0fa0f
trasforma la semiretta 7 nella semicirconferenza v, e quindi i punti p; =
FHaq1) e p2 = fY(q2) appartengono alla semiretta o che ¢ il semiasse delle y.
Poiche le isometrie conservano lunghezze e distanze, e tenendo anche presente
il caso 1°), si ha

L(v(q1,42)) = L(o(p1,p2)) = d(p1,p2) = d(f (@), f @) = d(q1, ¢2)-

Di conseguenza, nel caso 2°), si ottiene:

tan §/2
tan /2

d(q1,q2) = |1n

Usando le formule di bisezione:
tan3/2 1+ cosa senf3
tana/2 1-+cosB sena’

e tenendo presente che

Ty — C=TrCcosq, To— C=1rcosf, y; =rsena, ys = rsenpf,

Ty —Cc+1r Yo
In{ ——- = ||.
To—C+T U
Infine, osserviamo che se py,py sono punti di una semicirconferenza con-

centrica con 7y, con ¢, p;1,Cy allineati e gq, pa, Cy allineati, allora d(q,q2) =
d(p1,pe) (cf. Figura 8).

si ha

d(q1,q2) =
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FiGura 8. d(pl,pg) = d(ql,(h).

6.5. L’iperboloide e il modello di Poincaré nel disco

6. 5-1. L’iperboloide H?. Consideriamo su R? il prodotto scalare di
Minkowski, ossia la forma bilineare simmetrica ¢y : R?* x R® — R definita da
qo(p,p') = xx’ +yy — 22",
¢o ¢ un prodotto scalare che non ¢ definito positivo, la sua segnatura ¢ (2, 1)

quindi e un prodotto scalare di tipo lorentziano. Poniamo
H2:{p:(xayaz)ERg:QO(p>p):_1> Z>O}
H? & una superficie regolare di R?, precisamente ¢ la falda superiore dell’iper-
boloide di equazione:
2?4yt — 2% = —1.

Proposizione 6.11. La prima forma fondamentale su H?, indotta dal pro-
dotto scalare di Minkowski qo, ha segnatura (2,0), equivalentemente il prodotto
scalare indotto sulla stessa superficie e definito positivo.

DIMOSTRAZIONE. Sia V, = (p,v) € T,H? e sia ¥(t) una curva differen-
ziabile di H? con 7(0) = p e ¥(0) = V,,. Poiché v(t) € H? per ogni t, ossia
qo(7(t),~v(t)) = —1, derivando si ha qo((¢), ¥(t)) = 0, e quindi per t = 0 abbia-
mo ¢o(p,v) = 0, ossia T,H? C p* (rispetto al prodotto scalare di Minkowski).
D’altronde dim 7, H*> = 2 = dim p*, pertanto

T,H? = pt = {V, = (p,v) : v € R, go(v,p) = 0}.

Poiché qo(p,p) = —1, esiste una base vy, v1,v3 di R® con vy = p, qo(vi,v1) =
qo(ve,v2) =1 e qo(vi,v;) =0 per i # j. Cio segue dal fatto che I'indice
di una forma quadratica non dipende dalla base scelta (Teorema di Sylve-
ster). Quindi, {Vi = (p,v1),Va = (p,v2)} ¢ una base gg-ortonormale di T, H?.
Di conseguenza, il prodotto scalare su T,H?, indotto dal prodotto scalare di
Minkowski, & definito positivo. O

Indichiamo con gy la prima forma fondamentale, equivalentemente la me-
trica riemanniana, sull’iperboloide H? indotta dal prodotto scalare di Minko-
wski. In tal caso, chiameremo (H?, gz) l'iperboloide di Minkowski. Per
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(H?,gg), ovvero per l'iperboloide H? come superficie regolare di (R3, qp), la
derivata covariante di campi vettoriali V' € X(7), con 7 curva differenziabile
di H?, ¢ definita come nella Definizione 5.35

DV dV

.
o~ )
V
dove ora (%)T denota la proiezione ortogonale di dV'/dt, ossia di V'(t), su

TwH 2 rispetto al prodotto scalare di Minkowski gy. In particolare, valgono
le equazioni (5.12), (5.13) (5.14), dove nell’equazione di Gauss (5.12) e nella
(5.14) il prodotto scalare euclideo ¢ sostituito da quello di Minkowski. Possia-
mo quindi definire anche per I'iperboloide (H?, g7) di Minkowski il parallelismo
e le curve geodetiche. Quindi, una curva differenziabile y(¢) di (H?, gy) ¢ detta
curva geodetica se il campo tangente V(t) = () & parallelo lungo ~, ovvero
Dy
7 0.
Proposizione 6.12. Le curve geodetiche dell’iperboloide di Minkowsk:
(H?,91) sono tutte e sole le curve (rami di iperboli) di H?* intersezioni con i
piani di R? passanti per l'origine.

DIMOSTRAZIONE. Per determinare le geodetiche di (H?, gg) procediamo
come per le geodetiche della sfera canonica S%. Sia C la curva di H? intersezione
con un piano E? passante per 'origine. Siano p un punto di C e v un vettore
tangente in p a C. Allora V, = (p,v) € T,H" = p*, dove L ¢ considerata
rispetto a gp. In particolare possiamo prendere v unitario, quindi ¢o(p,v) = 0
e qo(v,v) = 1. Consideriamo la curva parametrizzata

v(t) = (cosht)p + (sinht)v, teR.
Da~(0)=pe H%e

q@0(v(t),7(t)) = (cosh®t)qo(p,p) + (sinh®¢)go(v,v) + 2(sinh ¢ cosh t)go(p, v)
= —cosh?t +sinh*t = —1,

segue che v ¢ una curva di H2. Dunque, v(t) ¢ una curva di H? N E? e quindi
¢ una parametrizzazione del ramo di iperbole C. Il campo tangente 5(t) e
l'accelerazione estrinseca 7(t) sono dati da

4(t) = (sinht)p + (cosht)v, H(t) = (cosht)p + (sinht)v = ~(1).

D
Quindi d—:, proiezione go-ortogonale di 4(t) su TyH? = v(t)L, ¢ data da

(%(t))" = 0. Pertanto, y(t) & una geodetica di H?.

Viceversa, se o(t) ¢ una geodetica di H? parametrizzata a velocita unitaria,
con o(0) =ped(0) =V, = (p,v), allora p e v, pensati entrambi come vettori,
sono gg-ortogonali (in quanto V, € T,H? = p*) con ¢(v,v) =1 e qo(p,p) =
—1. Tl ramo di iperbole y(t) = (cosht)p + (sinht)v (che & contenuta in H?)
soddisfa le stesse condizioni iniziali v(0) = p e ¥(0) =V, della geodetica o(t).
Pertanto, applicando il teorema di esistenza e unicita per le curve geodetiche,
abbiamo che o ha sostegno contenuto nel sostegno di ~. U
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6. 5-2. Il modello di Poincaré nel disco unitario. Consideriamo il
disco unitario

A?={p=(z,y) €R?:|p||* =2® +4* <1} .
Sia pp = (0,0, —1) € R3. L’applicazione
f:H?* = A% p— f(p) = retta(ppy) N R

dove R? ¢ il piano z = 0 di R3, & detta proiezione stereografica iperbolica (cf.
Figura 9). Con facili calcoli si trova:

o= ( 1)

FiGurA 9. La proiezione stereografica iperbolica.

Chiaramente f(p) € A% in quanto: | f(p)|*> = 27 < 1 per ogni p € H>.

Inoltre, usando il prodotto scalare di Minkoswski ¢g, si ha
Go(p —po,p — po) = 2* +y* — (2 +1)" = =2(1 +2) Vp=(,y,2) € H,

e quindi 'applicazione f si puo esprimere anche con

2(p—p
f(p) =po— ( 0) Vp € H?.
qo(p — po,p — po)

L’applicazione f e invertibile e la sua inversa e I'applicazione

f=f1:A2=H? pe fYp) =retta(ppy) N H?,

quindi

. - 21 2y 1+ |pl)?
pr<p>=f1<p>:( | | |
T ol T= Il T= [P

Mediante la proiezione stereografica iperbolica f possiamo definire nel dominio
A? una metrica riemanniana iperbolica h ponendo

h(V}?v Wp) = gH(ﬁme f*pr) = QO(ﬁme f*pr)
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per ogni p € A% e V,, W, € T,A* = T,R% Si pud provare che i coefficienti
della metrica h sono dati da:
4

(1 (a2 +y?)"

Di conseguenza, a posteriori, possiamo dire che la proiezione stereografica
iperbolica f & una isometria tra (H?, gg) e (A% D).

(6.8) hi1 = hay =

hia = hyy = 0.

Ora consideriamo l'inversione rispetto alla circonferenza di centro py =
(0,—1) e r =+/2, che indichiamo con f. Allora, dalla (6.7), si ha

fip=(z.y)— f(p) = (0,-1) (z,y+1)

+ -
Ip — poll?
e poiché [[p — pol* = [[p[|* + 2y + 1 = 2 + (y + 1)?, si ha

jrrmt s (2 1B

P = poll®” |lp — pol|?

Osserviamo che il disco A? e il semipiano R? sono entrambi contenuti in
R\ {po}. Dall’espressione di f segue che

Vpe AP f(p) e RZ.

Inoltre,
1F)I* = dz® + 1+ [Ipll* = 2llpl® _ (1 +[Ipl*)® — 492
I~ (1 [P+ 29
1 2_9
R
L+ Ipl]* + 2y
Quindi,

Vp € R2 : f(p) € A%

Di conseguenza, f = fija2 : A — R3,

6.9  f:i(z,y) = (ulz,y),v(r,y) = ( 2 L (@ +y )) ,

22+ (y+1)2 22+ (y+ 1)?

¢ un diffeomorfismo con inverso f~' : R — A? che ha la stessa espressione

analitica di f.

Proposizione 6.13. 11 diffeomorfismo f : A* — R2 definito dalla (6.9) ¢
una isometria tra il modello iperbolico di Poincaré nel disco N? e il modello
iperbolico di Poincaré nel semipiano RY.

DIMOSTRAZIONE. Per provare che f : A? — R? & una isometria tra i due
modelli di Poincaré, basta verificare, applicando la (6.1), che

(9i3)p = (J()"(Gi3) iy I ().
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dove J(f) € la matrice jacobiana di f, (g;;), la matrice dei coefficienti della
metrica iperbolica del disco nel punto p, e (gi;) o) la matrice dei coefficien-

ti della metrica iperbolica del semipiano R2 nel corrispondente punto f (p).
Siccome f(z,y) ¢ data dalla (6.9), allora

= (G el =

dove
Ju 2(y+1)°—22>  Ov ou  —dx(y+1)  Ov

or [P+ @+D)P oy oy P+w+)P  ox

Inoltre,

22 + (y + 1)

_ 1/1)2 0 1 — (22 2)212
(gij)f(p)) = < 0 1/02> = [ (2% +y2)7] [x2+<y+1)2]2 )

’ 1= + 2P

4
(.%‘j)p = [1 —(EZEQ i y2)]2 4
1= (@ + )P

Pertanto, un semplice calcolo mostra che (g;;), = (J(f))t(gij)f(p)J(f).

g

Esempio 6.14. Le geodetiche del disco iperbolico A? sono tutti e soli i
diametri e gli archi di circonferenza che incontrano ortogonalmente il bordo

ONZ.
2

DIMOSTRAZIONE. Sia H? la falda superiore dell'iperboloide 2% +y? — 22 =
—1. Consideriamo la proiezione stereografica iperbolica

f:H?> — A% pw— f(p) = retta (ppo)N (piano z = 0)= retta(ppy) N A2,

dove pg = (0,0, —1). Abbiamo osservato che f & un’isometria tra i due modelli
iperbolici, quindi le geodetiche di /A sono tutte e sole le immagini tramite f
delle geodetiche di H2. Se v ¢ una geodetica di H? data da H>N E?, dove E? &
un piano contenente 1’asse z, allora la sua proiezione f(7) su AA? & chiaramente
un diametro. Negli altri casi si ottengono invece archi di circonferenza che
incontrano ortogonalmente 92 O



CAPITOLO 7

Il Teorema di Gauss-Bonnet

La caratteristica di Eulero-Poicaré (invariante topologico) e la curvatura
(invariante metrico) sono due nozioni a priori molto distanti tra loro. I1 Teore-
ma di Gauss-Bonnet, il piti elegante teorema di geometria differenziale globale,
evidenzia un sorprendente legame tra le due nozioni. In questo capitolo diamo
una presentazione di tale teorema nel caso delle superfici connesse compatte

di R3.
7.1. Il Teorema locale di Gauss-Bonnet

Iniziamo col ricordare il seguente teorema (che otterremo come caso particolare
di un teorema piu generale).

Teorema 7.1 (elegantissimo di Gauss,1827). Sia M una superficie regolare
di R e sia (D, ) una parametrizzazione locale di M. Se T ¢ un triangolo
geodetico, T C ¢(D), di vertici A, B,C, allora

/K(p)da:;l\—i-ﬁ—i-a—ﬂ,
T

dove K(p) ¢é la curvatura gaussiana della superficie M inp, do = v EG — F?dudv
¢ lelemento d’area di M e A, B, C' denotano le misure (in radianti) degli angoli
interni al triangolo T'.

Ficura 1. Triangoli geodetici

259
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In particolare, se K e costante su M, K(p) = Ky per ogni p € M, abbiamo
Ko area(T) = A+ B+ C —,

dove per Ky = 1 otteniamo esattamente la formula trovata da Albert Girard
nel 1629 per un triangolo geodetico sulla sfera unitaria.

Se Ky =0 (M ¢ localmente isometrica a un piano Euclideo), si ha

A+B+C=n (fatto ben noto della geometria euclidea).

Se Ky > 0 (M ¢ localmente isometrica ad una sfera di raggio \/M), si ha
A+B+C>m.
Se Ky < 0 (M ¢ localmente isometrica ad una pseudo-sfera), si ha
A + B + C <.
Al tempo di Gauss uno dei problemi fondamentali della geometria era la “que-
stione delle parallele”, iniziata al tempo di Euclide e conclusasi solo con 'av-
vento delle geometrie non euclidee. Si trattava di decidere se il quinto postulato
della geometria euclidea (dati una retta e un punto non appartenente ad essa,
esiste una sola retta passante per il punto e che non incontra la retta data),
fosse indipendente dagli altri postulati della geometria di Euclide. Ben presto
si stabili che il quinto postulato e equivalente al fatto che la somma degli angoli
interni di un triangolo ¢ uguale a 7 (radianti). Dunque, la scoperta di Gauss

faceva intravedere l'esistenza di geometrie diverse da quella euclidea e quindi
di una geometria sulle superfici senza riferimento allo spazio ambiente.

L’estensione del Teorema (elegantissimo) di Gauss, al caso di una regione
limitata da una curva chiusa semplice (non geodetica) ¢ dovuta a Bonnet
(1848).

Definizione 7.2. Sia « : [a,b] — M un’applicazione continua dall’inter-
vallo chiuso [a,b] su una superficie regolare M di R®. Diciamo che o ¢ una
curva semplice, chiusa e regolare a tratti se:

(1) per tl 7é tz,tl,tg S [(I,b[.’ Oé(tl) 75 Oé(tg).
(2) ala) = alb).
(3) esiste una suddivisione a =ty < t1 < ... < tp < tgp1 = b di

la,b] per cui o & differenziabile e regolare in ogni intervallo [t;, t;y1],

i=0,... k.

I punti «(t;) si dicono vertici di . Dalla regolarita a tratti segue che, per
ogni vertice a(t;) esiste il limite sinistro: lim, ,,— &(t) = &_(¢;) # 0 ed il limite
destro: lim, .+ &(t) = a4 (t;) # 0. Supponiamo ora che la superficie M sia
orientata e sia N un fissato campo unitario normale alla superficie. Indichiamo
con |6;], 0 < |6;] < 7, 'angolo determinato da &_(t;) e a(t;). Se |0;] # «
(ossia, a(t;) non ¢ una cuspide), assegniamo a 6; il segno del determinante di
(&_(t;), &y (t;), N) e quindi il segno di 6; & determinato dall’orientazione di M.
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L’angolo con segno 0;, —m < 0; < 7, si dice angolo esterno nel vertice a(t;).
L’angolo ; = m — 0; si dice angolo interno nel vertice a(t;). Nel caso in cui
il vertice a(t;) sia una cuspide, cioe |0;| = , la scelta del segno di 6; avviene
come segue: dalla regolarita a tratti segue che esiste un numero 6 > 0 tale che
il determinante di (&(t; —¢), &(t; +¢), N) non cambi segno per ogni 0 < & < 4,
quindi assegniamo a 6; il segno di tale determinante.

J

FicuraA 2. Il segno degli angoli esterni.

“~

FicuraA 3. Punto cuspidale con 6; = —.

Sia ora (D, ¢) una parametrizzazione di M, compatibile con l'orientazione
di M. Possiamo assumere che D sia omeomorfo ad un disco aperto del piano.
Sia « : [a,b] = (D) C M una curva semplice, chiusa, regolare a tratti,
con vertici a(t;) e angoli esterni 0;, i = 0,...,k. Siano ¢; : [t;,t;s1] — R
funzioni differenziabili che misurino 1’angolo positivo formato da ¢, e &(t),
per ogni t € [t;,t;41] (cf.[9], p. 250). Allora, con una dimostrazione di natura
topologica si ha (cf.[9], p. 267)
k k
=0

=0
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dove il segno dipende dall’orientazione di «.

Definizione 7.3. Sia M una superficie orientata. Una regione R di M st
dice che é una regione semplice se R ¢ omeomorfa ad un disco e il suo bordo
OR ¢ il sostegno di una curva parametrizzata o : I — M semplice, chiusa e
regolare a tratti. Diciamo che « é orientata positivamente se un osservatore,
con verso e direzione di N, che percorre tale curva lascia in ogni istante la
regione delimitata da essa alla sua sinistra.

F1GURA 4. Regione semplice con bordo orientato positivamente.

Esempi 7.4. Consideriamo le regioni semplici Ry (disco di raggio r del
piano R?) ed Ry (semisfera di S?(r)) come in Figura 5.

R, R,

F1GUuRrA 5. Regioni semplici con bordo regolare.

In entrambi i casi il bordo e una circonferenza «(s) di raggio r, che para-
metrizziamo con ’ascissa, quindi il bordo ¢ una curva chiusa semplice regolare.
Si noti che questa situazione ¢ differente di quella considerata nel Teorema 7.1
dove il bordo ¢ regolare a tratti e quindi presenta dei vertici. Nel caso di R la
curvatura gaussiana K = 0 (M = R?) e la curvatura geodetica di y & k, = 1/r.
Quindi abbiamo
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27r
/ by (s)ds + / Kdo = o7
0 Ry

Nel caso di Ry, la curvatura gaussiana K = 1/r* (M = S%*(r)) e la curvatura
geodetica di v & k, = 0 (le circonferenze di raggio massimo sono curve geodeti-
che). Tuttavia, siccome la semisfera di raggio 7 ha area 27 r?, abbiamo sempre

lo stesso risultato
27r
/ ky(s)ds + / Kdo =27.
0 R>

Di seguito diamo una prima formulazione (locale) del Teorema di Gauss-
Bonnet per regioni semplici con bordo regolare, che generalizza la
situazione degli esempi precedenti.

Teorema 7.5. Sia M una superficie regolare orientata di R® e sia (D, p)
una sua parametrizzazione locale, con D C R? omeomorfo ad un disco aperto e
¢ compatibile con orientazione di M. Sia R C ¢(D) una regione semplice ed
a: I — p(D) una curva regolare, semplice, chiusa ed orientata positivamente,
parametrizzata con l'ascissa curvilinea e con OR = (). Allora, se L € RT ¢

la lunghezza di o, si ha
L
/ kg(s)ds+// Kdo =27,
0 R

dove ky(s) é la curvatura geodetica di o e K € la curvatura gaussiana.

DIMOSTRAZIONE. Sia {X,Y} la base ortonormale ottenuta ortonormaliz-
zando la base {¢,, p,} in modo tale che le terne (X,Y, N) e (¢u, ¢y, N) sia-
no concordi. Lungo la curva a : I — (D), definiamo la funzione angolo
¢ : I — R tale che il versore tangente & soddisfi:

a(s) = coso(s)X(s) +sen(s)Y (s),
quindi ¢(s) e 'angolo positivo formato da ¢, e &(t). Allora:

NAé=NA((cos)X + (seno)Y) = (—sen¢) X + (cos¢)Y

d=¢ ((—seng)X + (cos)Y) + (cos ¢) X' + (seno)Y".
Quindi, sostituendo nella (5.16), per la curvatura geodetica si ha
kg=(NANc)-i=¢(— (seng)X + (cos@)Y) - (— (sen )X + (cos@)Y)
+ (= (sen @)X + (cos @)Y) - ((cos ¢) X' + (sen¢)Y”),
da cui

(7.2) ky=¢ — (X-Y').
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Siccome « e una curva chiusa, semplice, regolare e orientata positivamente,
dalla (7.1) abbiamo ¢(L) — ¢(0) = 27. Quindi, integrando la (7.2), si ottiene:

/OLkgds - /OLQS’(s)ds—/OL(X-Y’)(s)ds

— H(L) - 4(0) - / (X -Y')(s)ds

- QW—/OL(X-Y’)(s)ds,

dove Y' = 'Y, + v'Y,, in quanto Y (s) = Y (u(s),v(s)). Ora, ricordiamo che se
f(u,v) e g(u,v) sono funzioni differenziabili in una regione semplice D C R?,
il cui bordo e dato dalla curva (s) = (u(s),v(s)) regolare a tratti, allora per
il Teorema di Gauss-Green si ha

(7.3) Z/+ ( i dv) // (—g - —) dudv.

Applicando tale Teorema, facendo anche uso della Proposizione 5.25, ottenia-
mo:

/((X Y)Zu)Jr((X y)fls) ds
_ //wm (XY = (X - Ya), ) dudo

:/L-1<R> (X ¥2) + (X Vo) = (X, - Yi) = (X - Vo)) e

- //W(R) ((Xu-¥2) = (X, - Y2) ) dudv

:// KVEG — F2dudv
o~ 1(R)

:/ Kdo.
R

Cio conclude la dimostrazione. O

Nel piano ogni curva chiusa, semplice e regolare, delimita una regione
omeomorfa a un disco, allora dal Teorema 7.5 segue il seguente

Corollario 7.6. Sia a: I — R? una curva regolare, semplice e chiusa del
piano, parametrizzata con l'ascissa curvilinea. Se L € RT ¢ la lunghezza di o,
allora

L
/ ky(s)ds = 2.
0
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Si noti che il Corollario 7.6 non si applica al caso del cilindro circolare retto
(pur avendo curvatura gaussiana nulla) in quanto per il cilindro esistono curve
chiuse semplici regolari che non delimitano una regione omemorfa a un disco
come richiesto nel Teorema 7.5. Lo stesso Teorema 7.5 puo essere esteso al
caso in cui la curva v : I — M sia solo regolare a tratti.

Teorema 7.7. (Teorema locale di Gauss-Bonnet)

Sia (D, ) una parametrizzazione locale di una superficie orientata M, dove
D C R? ¢ omeomorfo ad un disco aperto e @ ¢é compatibile con l'orientazio-
ne di M. Siano R C ¢(D) una regione semplice di M ed o : I — M una
curva regolare a tratti tale che OR = a(I). Supponiamo che « sia orienta-
ta positivamente e parametrizzata mediante [’ascissa curvilinea, inoltre sia-
no a(sy),...,a(sg),b01,...,0k rispettivamente i vertici e gli angoli esterni nei
vertici di . Allora:

k

b; k
Z/ kg(s)ds—i—// Kdo+)_6; =2,
a; R i=1

i=1

equivalentemente

(7.4) é/b iy (s)ds + //R Kdo — é¢ — (k- 2)m,

dove ky(s) € la curvatura geodetica degli archi regolari di o, e ¢; = m — 6,
(i=1,...,k) sono gli angoli interni.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione si ottiene ripercorrendo quella del Teo-
rema 7.5. Sia {X, Y} la solita base ortonormale ottenuta applicando il metodo
di Gram-Schmidt alla base {¢,,p,}. Sia J il sottoinsieme finito di 7 i cui
elementi corrispondono ai vertici di (7). Lungo ogni arco regolare di v consi-
deriamo la funzione angolo, quindi abbiamo la funzione ¢ : I\ J — R tale che
il versore tangente & soddisfi:

a(s) = cos ¢(s)X(s) + sen ¢(s)Y (s).

In questo caso la (7.2) vale per ogni arco regolare di a. Integrando lungo tutti
gli archi e sommando, si ottiene

k b; k b; k b;
Z/ kg(s)ds:Z/ gzﬁ/ds—Z/ (X -Y")ds .
i=1 "% i=1 "% i=1 "%

Allora, applicando la (7.3) e la Proposizione 5.25, si ha

k

Z/:(X-Y’)ds://RKda.

=1
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Infine, siccome « ¢ orientata positivamente, applicando la (7.1) si ha:

S [ o= 3" (0t - ontan)

=1 .
1=0
k

dove ¢, = m—#6; (i = 1,...,k) sono gli angoli interni nei vertici di a. Cio
conclude la dimostrazione. O

Osservazione 7.8. Una immediata conseguenza della formula (7.4) e il
Teorema (elegantissimo) di Gauss. Infatti, considerando un triangolo geodeti-
co, k = 3 e il termine con la curvatura geodetica e nullo.

7.2. Il Teorema globale di Gauss-Bonnet

Definizione 7.9. Sia M una superficie regolare. Una regione R C M st
dice regione regolare se R é un compatto e la sua frontiera OR ¢ unione finita
di curve chiuse e regolari a tratti che non si intersecano fra loro.

F1GURA 6. Regione regolare.

Una regione semplice che ha tre soli vertici con angoli esterni 6; # 0,7 = 1,2, 3,
si dice triangolo.
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Definizione 7.10. Una triangolazione di una regione regolare R C M e
una famiglia finita T di triangoli T;, i = 1,...,n, tali che:

1) UL, T = R

(2) se T;NT; # 0, allora T;NT; o é uno spigolo comune a T; e T; oppure
¢ un vertice comune a T; e Tj.

Ricordiamo ora dei risultati di natura topologica, necessari per lo studio
del Teorema di Gauss-Bonnet.

Proprieta 1:
Ogni regione regolare R di una superficie regolare ammette una triangolazione.

Definizione 7.11. Assegnata una triangolazione ¥ di una regione regolare
R di una superficie regolare M, indichiamo con F' il numero di triangoli, con
S il numero degli spigoli e con V' il numero dei vertici di tale triangolazione.
Il numero:
X(R)=F—-S+YV,
che non dipende dalla particolare triangolazione considerata, si dice carat-
teristica di Fulero-Poincare di R. La stessa definizione di caratteristica di

FEulero-Poincare vale anche, piu in generale, per ogni superficie triangolabile
di R3.

Si noti che la caratteristica di Eulero-Poincare di uno spazio topologico trian-
golabile ¢ un invariante topologico. In particolare, una regione semplice R ¢
omeomorfa a un disco e quindi a un triangolo, pertanto la sua caratteristica
di Eulero-Poincare ¢ y(R) =1—-3+3=1.

Proprieta 2:

Siano M una superficie regolare orientata e {¢;},., una famiglia di parametriz-
zazioni compatibili con 'orientazione della stessa superficie. Sia R una regione
regolare di M. Allora, esiste una triangolazione T di R tale che ogni triangolo
T € T ¢ contenuto in un intorno coordinato della famiglia di parametrizzazioni
assegnata. Inoltre, se il bordo di un triangolo T € ¥ ¢ orientato positivamente,
i triangoli adiacenti ad esso determinano un’orientazione opposta sugli spigoli
in comune.

Una prima formulazione del Teorema globale di Gauss-Bonnet e la seguente.

Teorema 7.12. (Teorema di Gauss-Bonnet per regioni regolari)
Sia R una regione regolare di una superficie regolare orientata M con bordo
OR orientato positivamente. Siano {c;(s)},_, , le curve, parametrizzate con
lascissa curvilinea, che costituiscono il bordo OR, e siano {0;},_,  tulti gli
angoli esterni delle curve aq,. .., a,. Allora,

(7.5) zi:/a ky(s)ds + //R Kdo + Zi:ej = 21x(R).
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DIMOSTRAZIONE. Per la Proprieta 2 possiamo considerare una triangola-
zione ¥ della regione R tale che ogni triangolo T} sia contenuto in un intorno
coordinato di una famiglia di parametrizzazioni, compatibile con I'orientazione
di M. Orientiamo positivamente il bordo di ogni triangolo di ¥, questa orien-
tazione e compatibile con quella del bordo, inoltre induce orientazioni opposte
sui lati che sono in comune fra triangoli adiacenti (cf. Figura 7).

FicuraA 7. Una triangolazione.

Applicando il Teorema 7.7 (Teorema locale di Gauss-Bonnet) al generico trian-
golo Tj della triangolazione T, si ha

3
(7.6) / ko(s)ds + / / Kdo+Y 0, =2,
T} T} k=1

dove 6;,,0;,,0;, sono gli angoli esterni del triangolo 7j. Indichiamo con F'il
numero di triangoli 7} della triangolazione ¥. Se (u;, v;) sono i parametri della

parametrizzazione che contiene T;, dalla definizione di integrale (cf.(3.22)) si

ha
F
— vty G — F2du.dv:
//RKdU_]E:l //Tj K (uj,vj)\/ E;Gy — FPdujdv;.

Quindi, il secondo membro non dipende dalla triangolazione T di R o dalla
famiglia di parametrizzazioni scelta. D’altronde, sommando le F' formule (7.6),
tenendo anche conto del fatto che sui lati interni le somme degli integrali
della curvatura geodetica sono nulle (triangoli adiacenti inducono orientazioni
opposte sul lato in comune), si ottiene

(7.7) i/a ky(s)ds + //R Kdo + iiﬁjk = 2rF.

j=1 k=1

Se indichiamo gli angoli interni del triangolo 7; con

¢jk =m _ijv
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si ottiene
(7.8) D 05, =37F = by,

Detti E' e V rispettivamente il numero complessivo dei lati e dei vertici della
triangolazione ¥, introduciamo la seguente notazione:

E. = numero dei lati della triangolazione che si trovano sul bordo OR,
E; = numero dei lati interni della triangolazione,

V., = numero dei vertici della triangolazione che si trovano sul bordo JR,
V; = numero dei vertici interni della triangolazione.

Siccome il bordo OR ¢ costituito da poligoni (curvilinei), si ha E, = V,. Inoltre,

ogni triangolo ha tre lati, ogni lato interno ¢ comune a due triangoli, e ogni

lato sul bordo e lato di un solo triangolo, per cui vale la seguente formula:
3F =2F; + E..

Quindi, da (7.8), si ha:

F 3 F 3
(7.9) SN O =21E;+7E.— > Y U

j=1 k=1 j=1 k=1
Notiamo che i vertici che si trovano sul bordo possono anche essere vertici dei
poligoni curvilinei che costituiscono OR, allora poniamo

Ve = Vee + Ve,

dove V., ¢ il numero di vertici dei poligoni curvilinei che costituiscono il bordo e
V. € il numero dei rimanenti vertici della triangolazione €. Siccome la somma
degli angoli interni attorno ad ogni vertice interno e 2, e la somma degli angoli
interni nei vertici che si trovano su OR e 7 diminuito del corrispondente angolo
esterno, dalla (7.9) otteniamo

Zle Zizl O, = 2nE; + mE, — 21V, — 7V — Y8 (m — 6;).

j=1
Addizionando e sottraendo all’espressione precedente wFE,, e tenendo presente
che B =V, E=E;+E;, V=Vi+V. e Ve=Ve+Ve,siha

F 3
ZZij = 27TE¢+27TE€—2%%—%‘/6—77‘/'6t_2p:(71—_9j>

j=1 k=1 j=1

P
= 27TE—27TV;—7TVG—7TVet—7TVeC—|—ZQj

J=1

p
= 27rE—27rV;—7TV€—7TVe+ZQj
j=1

P
= 27TE—27TV+29]~.

J=1
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Mettendo assieme i risultati ottenuti nella (7.7), abbiamo

Z/a‘kg(s)ds—i-//RKda—i—iﬁj =2n(F - E+V)=2nx(R).

j=1
U

Osservazione 7.13. Il termine a sinistra della formula (7.5) non dipende
dalla triangolazione considerata, di conseguenza la caratteristica di Eulero-
Poincare x(R) non dipende dalla triangolazione considerata come d’altronde
era stato gia osservato.

Sia P un n-poligono geodetico di una superficie regolare orientata M, ossia
P ¢ omeomorfo a un disco il cui bordo dP ¢ costituito da n-archi geodetici. In
particolare P ¢ omeomorfo a poligono triangolare (quindi, F' = 1,5 =3,V =
3), per cui x(P) = 1. Inoltre, gli angoli interni nei vertici di P sono dati da
VY, =m—0;, per cui > - 0; = nmw — > ;. Pertanto, dal Teorema 7.12, si
ha

Corollario 7.14. Sia P un n-poligono geodetico di una superficie regolare
ortentata M e siano 1; gli angoli interni nei vertici di P. Allora,

//]%Kda+(n—2)7r:iz:;¢i.

In particolare, come conseguenza del Corollario 7.14, per n = 3, si ottiene il
Teorema 7.1 (elegantissimo di Gauss).

Una superficie regolare connessa compatta M di R ¢ orientabile (cf.,
ad esempio, H. Samelson, orientability of hypersurfaces fo R"™, Proc. AMS
22(1969), 301-302). Inoltre, tale superficie si puo considerare come una re-
gione regolare priva di bordo. Allora, dal Teorema 7.12 segue il Teorema di
Gauss-Bonnet per superfici connesse compatte.

Teorema 7.15 (di Gauss-Bonnet). Sia M una superficie regolare connessa

compatta di R3. Allora,
// Kdo = 2mx (M),
M

dove x(M) denota la caratteristica di FEulero-Poincaré di M. In particolare,
la curvatura totale [ o Kdo e un invariante topologico.

Osservazione 7.16. II Teorema 7.15 (di Gauss-Bonnet) vale nella stessa
formulazione anche per varieta riemanniane compatte orientabili di dimensione
2. Tale teorema ¢ stato poi generalizzato da S.S. Chern (Ann. of Math. 45 (2)
(1944), 747-752) per varieta riemanniane compatte orientabili di dimensione
pari n > 2. Sinoti che per n > 2 la formula che si ottiene dipende sempre dalla
curvatura ma in una forma notevolmente piu complicata (in [18] p. 302-309,
si possono trovare le formule per n =4 e n = 6).
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7.3. Applicazioni del Teorema di Gauss-Bonnet

La sfera S? ¢ una superficie connessa compatta di R3. Una triangolazione
(geodetica) di S? ¢ data dalla seguente Figura 8.

FI1GURA 8. Una triangolazione geodetica di S?

Tale triangolazione ha F' = 8,5 = 12,V = 6. Quindi, la caratteristica di
Eulero-Poincaré della sfera x(S?) = F — S +V = 2.

Il Teorema di Gauss-Bonnet ¢ veramente spettacolare, esso mette in stretta
relazione due invarianti “la caratteristica di Eulero-Poincaré’ (invariante topo-
logico) e “la curvatura di Gauss’(invariante metrico) a priori molto distanti
tra loro. Come conseguenza, la curvatura totale || o Kdo non cambia se “de-
formiamo”la superficie. Ad esempio, per entrambe le superfici in Figura 9 si

ha ffMKdU = A4r.

FIGURA 9

In generale, vale il seguente risultato di natura topologica, che fornisce una
classificazione delle superfici connesse compatte di R3.
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Teorema 7.17. Sia M una superficie connessa e compatta di R3. Allora, la
superficie M ¢ orientabile ed esiste p € N, p > 0, detto genere della superficie,
tale che M = S*#pT?, dove # denota la somma connessa tra superfici. Inoltre,

X(8)=2-2p<2.

Per p =0 M =8S? perp=1:M=S*#T? = T? = S' xS, e per
p=2: M= S*#2T? = T?# T? (bi-toro). In generale, una superficie con-
nessa compatta M di R? ¢ omeomorfa a una sfera con p-manici (detta anche
ciambella con p-buchi o p-toro). Siccome x(M) = 2 — 2p, si vede che x(M)
determina la configurazione topologica di M: due superfici connesse, compatte
orientabili M, M’ sono omeomorfe se, e solo se, x(M) = x(M’'). Di conseguen-
za, dal Teorema 7.15 di Gauss-Bonnet la curvatura totale [, Kdo = 2wy (M)
determina la configurazione topologica di M.

S

Ficura 10. p-toro, p =0,1,2.

Piu precisamente, dal Teorema 7.15 di Gauss-Bonnet, segue il seguente

Corollario 7.18. Sia M una superficie connessa compatta regolare di R? .
Allora,

/ Kdo >0 <= Mé omeomorfa alla sfera S

M

/ Kdo =0 <= M¢ omeomorfa alla superficie torica T? = S* x S';
M

/Kda<0 <= M ha genere p > 1.
M

In particolare, se una superficie connessa compatta regolare ha curvatura gaus-
siana K > 0 e positiva in almeno un punto, allora essa e omeomorfa a una
sfera;

Inoltre, se M ha curvatura gaussiana costante Ky, il genere p della superficie

e dato da :
p=1_ K(ﬂ)Ol(M)'
A7
Dal Teorema 4.56 e dal Teorema di Gauss-Bonnet si ottiene il seguente
risultato
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Corollario 7.19. (Teorema di Liebmann) La sfera ¢ la sola superficie
connessa compatta regolare di R® con curvatura gaussiana costante.

DIMOSTRAZIONE. Sia M una superficie connessa compatta regolare di R3
con curvatura gaussiana costante K. Il Teorema 4.56 implica che la costante
Ky > 0. Allora, dal Teorema di Gauss-Bonnet segue che 2wy (M) > 0, ossia
47(1 —p) > 0 e quindi p = 0. Pertanto, M & una sfera. O

I risultati successivi mostrano come il Teorema (locale) di Gauss-Bonnet
possa essere applicato al fine di trarre delle conclusioni sulle geodetiche di una
superficie.

Corollario 7.20. Sia M una superficie (connessa) regolare orientabile di
R3 con curvatura gaussiana K < 0. Allora, due geodetiche v, e vo uscenti da
uno stesso punto p € M non possono incontrarsi in un altro punto q € M,

diverso da p, in modo da costituire il bordo di una regione semplice R di M
(cf. Figura 11).

FiGcura 11

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che esistano due geodetiche 7,
e 72 che si incontrino in due punti distinti in modo da formare una regione
semplice R. Applicando la (7.4) del Teorema 7.7, e tenendo conto che R ¢ una

regione poligonale di due lati con Z?Zl f;z kyds = 0 (in quanto 7y, 72 sono

geodetiche) si ha:
[[ Ko =i+ v,
R

dove 11,15 sono gli angoli interni di R. Siccome 7; € 72 non possono essere
tangenti fra loro (per l'unicita della geodetica uscente da un punto con un
fissato vettore tangente), si ha ¢; > 0,7 = 1,2. D’altronde K < 0, pertanto
abbiamo una contraddizione. O

Con riferimento alla dimostrazione del Corollario 7.20, quando ¥y = ¥y = 7
(ossia 01 = 03 = 0), I'unione di 7; e 72 € una geodetica chiusa e semplice.
Quindi:  su una superficie regolare orientabile la cui curvatura gaussiana é
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negativa o nulla non esiste alcuna geodetica chiusa e semplice che sia bordo di
una regione semplice.

Infine, ricordiamo che una superficie si dice semplicemente connessa se e
connessa per archi e ogni curva chiusa semplice continua racchiude una regione
omeomorfa a un disco. Combinando il Teorema 5.86 (di Hopf-Rinow) e il
Corollario 7.20, si ottiene il seguente risultato.

Teorema 7.21. Su una superficie regolare M geodeticamente completa,
orientabile, semplicemente connessa e con curvatura gaussiana mon positi-
va, comunque si considerano due punti distinti esiste un’unica geodetica che
lv congiunge.

DIMOSTRAZIONE. Siccome M ¢ geodeticamente completa, dal Teorema
5.86 (di Hopf-Rinow) segue che comunque prendiamo due punti p,q € M esite
una geodetica v(p,q) che li congiunge. D’altronde, la curvatura gaussiana
K < 0ed M e semplicemente connessa, per cui dal Corollario 7.20 segue che
la geodetica y(p, ¢) ¢ unica. O



CAPITOLO 8

Il Teorema di Lancret sulla sfera S*

Il concetto di elica generalizzata fu trasferito, per la prima volta, in ambito
riemanniano da Hayden [12]. In tale articolo, un’elica generalizzata viene
definita come una curva per la quale un campo vettoriale lungo essa, parallelo
secondo Levi-Civita, forma angoli costanti con tutti i vettori del riferimento
di Frenet. Tuttavia, questa definizione sembra essere molto restrittiva. Piu
recentemente Barros [1] propone una definizione di elica generalizzata (o elica
di Lancret) su una varieta riemanniana 3-dimensionale semplicemente connessa
di curvatura sezionale costante ¢ (¢ = 0,41, —1) sostituendo la fissata direzione
(nella Definizione 2.39) con un campo vettoriale di Killing, inoltre dimostra un
Teorema di Lancret per questo tipo di “eliche”. Per ¢ = 0 si ritrova il classico
Teorema di Lancret per le curve di R? (cf. Teorema 2.42). Per ¢ # 0, il caso piil
interessante e quello della sfera unitaria (¢ = +1). In questo capitolo diamo
una presentazione auto contenuta e dettagliata, con strumenti “elementari”,
del Teorema di Lancret nel caso della sfera unitaria 3-dimensionale.

8.1. Apparato di Frenet per curve di S?

Indichiamo con S? la sfera unitaria di R,
S ={p=(v1,29,73,74) € R : 2% + 22 + 22 + 27 =1}.
Molti concetti della teoria delle superfici di R? si possono estendere in modo

del tutto analogo al caso di S che ¢ una ipersuperficie di R?.
Una curva differenziabile v di S* ¢ un’applicazione differenziabile

v I — S3 - R47t = (xl(t)a m2(t)7x3(t)7x4(t>)a
ossia ¢ una curva differenziabile di R* che assume valori nella sfera S3. Un

vettore V, € T,R* p € S? si dice vettore tangente in p alla sfera S* se
esiste v : I — S? curva differenziabile di S? ed esiste t, € I tali che

V(to) =p e F(to) =V}
Indichiamo con T, S? I'insieme di tutti i vettori tangenti in p alla sfera S*, e
con §, il campo vettoriale definito da

& = (21(p). w2(p), 23(p), 24(p)) , =p  per ogni p € S%.
&, che nella teoria delle superfici e stato indicato con N, ¢ un campo vetto-
riale unitario normale alla sfera S?.

Proposizione 8.1. Risulta
T,S* = fpl =pt.

275
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Quindi, T,S® ¢ un sottospazio vettoriale 3-dimensionale di T,R*, che viene
detto spazio tangente in p alla sfera S3.

DIMOSTRAZIONE. Sia V, € T,S? V, = (p,v), allora esiste una curva
differenziabile v(t) = (z1(t), z2(t), z3(t), z4(t)) di S* tale che (tg) = p e
Y(tg) = V,, quindi 2}(tg) = v* per ogni i = 1,...,4. Siccome 7(t) € S*, abbiamo

S 2i(t)? =1 e derivando si ha Y5 @/ (t)x(t) = 0,

i=1 T

per cui
S a(t)zi(te) =0,  ossia S, viai(p) = 0.
Quindi,
V,-& =0 da cui segue che V, € &
Viceversa, sia V), € §p{ V, = (p,v),v # 0, e quindi v-p = 0. Posto A = [[v]| > 0
e v1 = v/, consideriamo la curva
~(t) = (cos At)p + (sen At)v.

Si vede facilmente che v & una curva di S* e soddisfa y(0) = p e ¥(0) = V.
Pertanto, V, € T,S%. O

Data una curva differenziabile y(¢) di %, ¢ € I, sia V() un campo vettoriale
(tangente a S?) differenziabile lungo v, ossia

V(t) = (V0 VA, VA0, V(D). € Ty

con V'(t) funzioni differenziabili. La derivata covariante di V(¢) & il campo
vettoriale (tangente a S*) differenziabile lungo + definito da

DV T

T (V') =V'(t) = (V'(t) - &) &y = V(1) — (V' (1) - v (£) (1),
e quindi DV /dt ¢ definito dall’equazione di Gauss. Se indichiamo con X(7) lo
spazio vettoriale di tutti i campi vettoriali (tangenti a S*) differenziabili lungo
7, € facile verificare che l'operatore D/dt ¢ un endomorfismo di X(). Inoltre,
per ogni V, W € X(~) e per ogni f : I — R differenziabile, valgono le proprieta

D , DV
(V) = fov -
DV DW

/—_- - —_—
(V-W) = 7 Ww+V Tt

Ora sia v(s) una curva regolare di S* parametrizzata a velocita unitaria.
Quindi, il campo tangente lungo ~, che indichiamo con 7'(s), ¢ unitario:

T(s) =~(s), NT(s)Il = lv(s)ll = 1.
Definizione 8.2. La funzione

DT
k:I—R, sHm(s):—Hd— >0,
s

¢ detta curvatura della curva v(s) di S?.
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Supponiamo che ~(s) sia un arco di curva regolare a velocita unitaria e con
curvatura (s) > 0 per ogni s € I. Siccome T'(s) - T'(s) = 1, allora abbiamo
(DT/ds)-T(s) =0 e quindi (DT /ds) L T(s). Il campo vettoriale
DT
N(s) = ——7——— € X(v),

&) = 1b77as] ds <X
detto campo normale principale lungo v, ¢ un campo vettoriale unitario
ortogonale a T'(s). Il campo binormale lungo + ¢ il campo vettoriale unitario
B € X(v) ortogonale a T'(s) ed N(s) e orientato in modo tale che

det (&), T(s), N(s), B(s)) = +1,

ossia orientato in modo tale che (&), T(s), N(s), B(s)) sia una base ortonor-
male positiva di T,y R*. In particolare,

(T(s). N(s), B(s))

¢ una base ortonormale lungo v di T,(5S® che viene detta riferimento di
Frenet (o triedro di Frenet) della curva v(s) di S®. Una curva regolare v(s)
di S* parametrizzata a velocita unitaria e con curvatura r(s) > 0, la diremo
curva di Frenet di S?.

Definizione 8.3. La funzione torsione di una curva di Frenet (s) di S?,
¢ la funzione
DB DN

7:1 =R, SHT(S):—E N(S):B(S).%i

L’insieme
{T(s),N(s), B(s), k(s), 7(s)}

si chiama apparato di Frenet della curva (s) di S3. Le corrispondenti

formule di Frenet sono date da :

(DT
ds
DN
ds
DB

\ K

Queste formule si dimostrano, usando le proprieta della derivata covariante,

esattamente come per le curve di Frenet di R3.

= r(s) N(s),

= —7(s) N(s).

Osservazione 8.4. Una curva differenziabile v(t) della sfera S? si dice che

. . . o v
¢ una curva geodetica se la sua accelerazione intrinseca T 0. In modo

equivalente, y(t) ¢ una curva geodetica se il campo vettoriale §(t) e parallelo
al campo normale &, ;). Quindi, come per la sfera S?, anche per la sfera S si
vede che le sue geodetiche sono tutte e sole le circonferenze di raggio massimo
(opportunamente parametrizzate).
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8.2. Eliche generalizzate e Teorema di Lancret sulla sfera S?

Siav(s), s € I, una curva di Frenet della sfera S, e sia {T'(s), N(s), B(s), 5(s), 7(s) }

il corrispondente apparato di Frenet. Sia
H:Ix(—¢¢) =S (s,7) H(s, 1) =(s),
una variazione della curva v : I — M, cioe un’applicazione differenziabile
con H(s,0) =y(s) = v(s). Il campo vettoriale
OH (s,r) d _
1% :(—) 0 :(—S ) — 44(0) € Ty(s0)S® = TS
)= () 6.0 = (53:0)_, = 36(0) € TueaS = Ty

¢ il campo variazionale di H. Indichiamo con v(s,r) la velocita scalare, con
k(s,r) la curvatura e con 7(s,) la torsione della curva ,(s).

Seguendo [16] (e anche [1]), introduciamo la seguente

Definizione 8.5. Un campo vettoriale V € X(v) si dice di Killing se,
considerata una V-variazione di vy, ovvero una variazione avente V(s) come
campo variazionale, risulta

0 K> or?
(G )o= ()= (57) =0

Tale definizione ¢ ben posta, cioe non dipende dalla particolare variazione
considerata. Infatti, come provato in [16], cf. anche [1], risulta (omettendo il
parametro s):

( <%>|r=0 - <%'T)U:O’
(5), = (G ) —aw (T om) +2nr -3 =0,

N\

or? 21 1 D3V 2k'T (¢ D*V
(37’)7:0 K ( ds? B) K2 (< ds? +V) B)
2
+27(1+n )(DV ~B) _sz(g‘T> _o

\ K ds ds

dove v, k, T sono velocita scalare, curvatura e torsione della curva y(s). Per-
tanto, tenendo anche conto che y(s) e di Frenet e quindi x(s) > 0, un campo
vettoriale V' (s) e di Killing lungo « se e solo se sono soddisfatte le seguenti
condizioni:

DV

(1) Z-T=0,
(8.2) (13;/ N+ (V- N) =0,

(8.3) T(%.B> —%(%JH/) -B+T(1+R2)<%~B> — 0.
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Osservazione 8.6. Si noti che V' € X(v) e di Killing se, e solo se, V ¢ la
restrizione a v di un campo vettoriale di Killing definito su S3. Questo risultato
e dovuto a J. Langer e D.A. Singer (J. London Math Soc., 30(1984), 512-520),
cf. anche [1], Lemma 1. In particolare, il campo vettoriale

(84> U - <_'T27 Ty, — T4, l’g)

si vede facilmente che ¢ tangente a S?, inoltre ¢ di Killing (cf., ad esempio, [18]
p.281-282). Quindi, U ¢ di Killing lungo ogni curva v di S3.

Quella che segue ¢ la definizione di elica generalizzata proposta in [1].

Definizione 8.7. Una curva di Frenet v(s) della sfera S* ¢ detta elica
generalizzata (o elica di Lancret) di S* se esiste un campo vettoriale diffe-
renziabile V- € X(v) che ¢ di Killing, di lunghezza costante (che assumiamo
uguale a 1) e forma un angolo costante ¥ (# 0,m7) con T'(s) = 4(s). Il campo
vettoriale V(s) ¢ detto asse dell’elica generalizzata .

Prima di enunciare il Teorema di Lancret per le suddette curve, proviamo
alcuni risultati preliminari che permettono di semplificare la dimostrazione del
Teorema principale.

Proposizione 8.8. Sia v(s) un’elica generalizzata della sfera S* e sia V
un asse di . Allora

(8.5) V(s) = cosdT(s)+ send B(s),

dove ¥ denota ’angolo tra V(s) e T(s). Inoltre, curvatura e torsione sono
legate da kcost) — Tsent) = cost., equivalentemente

(8.6) 7(s) = ak(s) + b,
dove a = cotgy e b sono costanti.

DIMOSTRAZIONE. Sia {7'(s), N(s), B(s)} il riferimento di Frenet lungo .
Allora, omettendo di scrivere il parametro s, abbiamo

V=WV -T"T+(V-N)N+(V-B)B.
Siccome V - T = cost. = cos ¥, derivando e usando la prima formula di Frenet,
abbiamo
DV DT DV

o=V -V=—-T+V . — = —.T V-N).
( ) ds - ds ds + )

DV
D’altrone per la (8.1) si ha o T =0, per cui V- N =0 e quindi
s

V =cosdT + (V-B)B dove V- B =send in quanto ||V = 1.

Ora derivando la (8.5) e usando le formule di Frenet, otteniamo

DV

(8.7) - = (kcos v — Tsen ) N.
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Derivando la (8.7), si ha

D*V DN
T2 = (kcos ) — Tsen 19)% + (kcos ¥ — Tsen ) N
e quindi, usando la seconda formula di Frenet, otteniamo
D*V
(8.8) i —r(kcost — Tsen )T + 7(kcos Y — Tsen ) B
s

+ (K'cos ¥ — 7'sen ¥)N.
Sostituendo la (8.8) nella (8.2), otteniamo
(K'cos) — 'sen ) = 0.
Pertanto,
kcos v — Tsen ) = cost. = ag,
equindiT =axk+b con a=cotgd e b= —ay/sen?. O

Proposizione 8.9. Se y(s) ¢ un'elica generalizzata della sfera S* con tor-
sione T = 0, allora k(s) é costante e v € una curva di qualche sfera unitaria
S? di S* e in questo caso V(s) = B(s) ¢ asse per .

Viceversa, se y(s) ¢ una curva di Frenet di S* contenuta in qualche sfera
unitaria S* di S?, allora v(s) ¢ un’elica generalizzata di S* con torsione T = 0.

DiMOSTRAZIONE. Dalla (8.6), se 7 = 0 si ottiene subito che la curvatura
¢ costante. Siccome 7 = 0, dalla terza formula di Frenet si ottiene DB/ds = 0,
ovvero B(s) e parallelo lungo ~. Quindi, dalla definizione di DB/ds si ha

B'(s) = (B'(5) - &) &)
D’altronde, B(s) - £ = 0 implica

B(s) - &) = —B(s) - &,y = —B(s) - ¥(s) = =B(s) - T'(s) = 0.

Quindi, B'(s) = 0 ossia B(s) ¢ parallelo lungo v in R* per cui B(s) = (b)),
b € R Inoltre, siccome B(s) ¢ tangente a S?, si ha

(8.9) b-~(s) = B(s) - 7(s) = B(s) - &y(s) = 0.

Se indichiamo con E? lo spazio euclideo 3-dimensionale per I'origine e ortogo-
nale al vettore b = (by, by, bs, bs) € RY, ovvero E® : 320 by, = 0, allora la (8.9)
ci dice che la curva y(s) ¢ contenuta nella sfera 2-dimensionale S* = E3 N S.
Inoltre, il campo vettoriale lungo ~ definito da V(s) = B(s) = b, soddisfa
V| =1ed(V,T) = n/2. Infine, le derivate covariante di V" nulle e la torsione
7 = 0 implicano che (8.1), (8.2) e (8.3) sono soddisfatte. Quindi, V(s) = B(s)
e asse per (s).

Proviamo ora il viceversa. Sia (s) una curva di Frenet di S* contenuta in
qualche sfera unitaria S? di S*. Allora, S? = E? N'S? dove E? ¢ un iperpiano
di R* per l'origine. Sia b un vettore unitario di R* ortogonale a E*. Siccome
v(s) € £, abbiamo v(s)-b = 0 e quindi T'(s)-b = (s)-b = 0e (DT/ds)-b = 0.
Di conseguenza i campi vettoriali 7'(s) e N(s) sono entrambi ortogonali a b.
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D’altronde, da 7(s)-b = 0 segue che b, € T(5)S?, per cui il campo binormale
B(s) sara parallelo a b,(s). Pertanto possiamo assumere, cambiando verso a b
se necessario, che B(s) = by(s). Allora, B'(s) = 0 e quindi (DB/ds) = 0 da cui
segue che la torsione 7(s) = 0. Pertanto, la curva 7(s) & un’elica generalizzata
di S? con torsione 7 = 0. Inoltre, come prima si vede V(s) = B(s) ¢ asse per

v(s). O

Proposizione 8.10. Sia y(s) un’elica generalizzata della sfera S* con tor-
sione T # 0. Allora, le sequenti proprieta sono equivalenti.
1) La torsione 7(s) é costante.
2) La curvatura k(s) é costante.
3) 1l rapporto 7(s)/k(s) € costante
4) Esiste V(s) asse per ~y che é parallelo lungo vy, ovvero
bV _,
ds
Inoltre, se v(s) ¢ una curva di Frenet della sfera S* con torsione e curva-
tura costanti non nulle, allora v(s) € un’elica generalizzata (che viene detta
semplicemente elica di S?).

DIMOSTRAZIONE. Dalla (8.6) sappiamo che 7 = ak + b con a,b costanti.
Di conseguenza, si ottiene che le condizioni 1),2) e 3) sono equivalenti.
3) = 4). Assumiamo 7/k costante, equivalentemente 7 e k costanti, e
consideriamo lungo 1'elica 7 il campo vettoriale

(8.10)  V(s) = cosVT(s)+ send B(s), doved & definito da cotgd = 7/k.

Per come definito V' soddisfa le seguenti proprieta: ||V||=1e V - T =cost.=
cosv. Inoltre, V e parallelo, infatti derivando e usando le formule di Frenet
abbiamo

D
d_V = cos? (kN) 4+ send (—7N) = (kcos ¥ — Tsen V) N
s

= sen ¥(kcotgy — 7)N = 0.

Pertanto, siccome DV /ds = 0, V' ¢ di Killing lungo ~, cioe soddisfa (8.1),(8.2)
e (8.3) tenendo anche conto che k ¢ costante e quindi " = 0. Pertanto V (s) e
asse per l'elica 7.

4) = 3). Sia V(s), con DV /ds = 0, asse per 7. Allora dalla (8.3) (una
delle condizioni che definisce V' di Killing) si ottiene che 7x" = 0. Siccome
T # 0, otteniamo k costante che & equivalente alla condizione 7/ costante.
Infine, per provare 'ultima parte, basta osservare che se una curva di Frenet
ha curvatura e torsione costanti non nulle, il campo vettoriale V' definito dalla
(8.10) ¢ di Killing, e quindi la curva & un’elica generalizzata. g

Il seguente teorema, che ¢ il Teorema di Lancret sulla sfera S*, classifica
le eliche generalizzate di S®. La presente formulazione ¢ un po pilt dettagliata
rispetto alla formulazione data in [1] (cf. Teorema 3).
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Teorema 8.11. Sia v(s) una curva di Frenet di S*. Allora, ~(s) ¢ un’elica
generalizzata se e solo se vale una delle sequenti proprieta.

1) La torsione T =0 e v ¢ una curva di qualche sfera unitaria S* di S°.

2) La torsione T e la curvatura k sono costanti non nulle, in tal caso

T=ak+b con a,b costanti.
3) La torsione T e la curvatura k non sono costanti, in tal caso
7(s) = ak(s) £ 1, dove a = cotgd é costante.

DIMOSTRAZIONE. Sia 7(s) un’elica generalizzata di S* e sia V(s) un asse
di 7. Dalla Proposizione 8.8 e sua dimostrazione, sappiamo che vale la (8.8) e

(kcos ) — Tsendl) = ag = —bsen ¥ ¢ costante. Allora, la stessa (8.8) diventa
D*V
e = —k(kcos — Tsen )T + T(kcosV — Tsend)B
=brksentT — brsen?v B,
e quindi
D*V
I +V = (brsend + cos V)T + (—b7senv + senv)B.
Derivando D?*V /ds? e usando le formule di Frenet, abbiamo
D3V
e br'send T +br’*send N — b7 send) B+ brsen) N
s

=br'send T + bsen (k> + 7°)N — b7’ send) B.

Sostituendo tutte le informazioni trovate in (8.3), si ottiene

/ /

K K
—br7'sent + —712bsent) — —7send = 0
K K

e quindi
(8.11) Tsen19<b(/<;’r—/£r’)—/§’> =0.

Se 7 = 0, allora v e un’elica del tipo di quella considerata nella Proposizione
8.9 e quindi otteniamo la 1). Se 7 # 0, la (8.11) diventa

(8.12) b(k't—rkT)—K =0.

Dalla (8.6) abbiamo 7 = ax + b e quindi 7/ = ax’ dove a = cotgd ¢ costante.
Sostituendo quest’ultima nella (8.12), si ottiene

K'(b* —1) = 0.

Se k' =0, allora k e T = ak + b sono costanti. In tal caso abbiamo la 2).

Se k' # 0, allora b = 1 e quindi 7 = ax £ 1. In tal caso abbiamo la 3).
Viceversa, ogni curva di Frenet v che soddisfi una delle proprieta elencate

in 1),2),3) & un’elica generalizzata. Se ~ soddisfa la proprieta 1), allora il

risultato segue dalla Proposizione 8.9. Se v soddisfa la proprieta 2), allora il

risultato segue dall’ultima parte della Proposizione 8.10. Infine, se v soddisfa

la 3), quindi 7 = ax £ 1, basta considerare V' (s) = cos 9 T'(s) +sen B(s), dove
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¥ ¢ definito da cotgy = a e verificare che tale V' & asse per la curva. Infatti,

IV]|=1eV-T = cos? (costante). Inoltre, siccome k cos ) —7 sen ) = —bsen )
e costante, dove b = +1, derivando V si ottiene
D D?
—V = —bsend N, —V =bkrsentT —brsent B
ds ds?
e
D3V

=br'sen? T + bsend(k* + 72)N — b7’ send B.

ds?
Quindi, si vede che (8.1),(8.2),(8.3) sono soddisfatte. In particolare, per la
(8.3) si ottiene —7send(7'kb — 7bK’ + k') = 0 in quanto 7 = ak + b, 7' = ar’
eb? =1. O

8.3. Modelli di eliche sulla sfera S*

Consideriamo la seguente curva di S*:
(8.13) v(t) = (cos «cos at, cos avsen at, sen « cos bt, sen «v sen bt) ,tER,
dove o €]0,7/2[, a,b € R con a,b > 0 che soddisfano le condizioni
(8.14) (a,b) # (0,0) e a’cos’a + b*sen’a = 1.
Determiniamo la curvatura di v come curva di S3. Siccome

A(t) = ( — acosasenat,acos acosat, —bsen asen bt, bsen a cos bt) ,

abbiamo ||¥(t)|* = a*cos ?a + b?sen?a = 1 e quindi il versore tangente

T(t) = 5(t).
Inoltre,
Y(t) = ( — a*cos avcos at, —a’cos avsen at, —b*sen a cos bt, —b*sen avsen bt ,

F(t) - Nywy =3(t) - v(t) = ... = —a*cos o — b?sena = —1.
Di conseguenza,
DT .
() - :

- (
(1) = (5() - 7)) (t) = 5(t) + (1)

it~
5
((1 —a®*)cosacosat, (1 — a*)cos asenat, (1 — b?)sen a cos bt,

H(t) - Nywy) Ny

(1 — b*)sen asen bt)

e quindi la curvatura
k2(t) = || DT /dt||* = (1 — a?®)?cos?a + (1 — b*)?sen 2a.
Siccome la condizione a®cos ?a + b%sen2a = 1 & equivalente a
(a* — 1)cos?a = (1 — b?)sen %,

otteniamo x? = (a* — 1)(1 — b*) e quindi
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k= +/(a2 —1)(1 — b?) (costante).

Adesso distinguiamo le differenti situazioni che si possono avere in corrispon-
denza dei valori che possono assumere i parametri a, b.

e Se a=1, la condizione (8.14) diventa cos?a + b?sen?a = 1 che implica
b= 1. In tal caso la curvatura ¢ nulla e la curva v ¢ definita da
v(t) = (cos Q. cost,cosasent, sen o cos t, sen o sen t)

la quale ¢ contenuta nel piano E? (passante per origine) di R?, piano che
ha equazioni: z; = (tga)rs, z3 = (tga)zs. Allora v = E?NS? ¢ una
circonferenza di raggio massimo di S?, dunque una curva geodetica di S* (cf.
Osservazione (8.4)). Stessa conclusione per a = b, infatti dalla (8.14) segue
a=b=1.

e Nel seguito assumiamo a # b, e quindi @ # 1, b # 1, e determiniamo
la torsione di 7. Il campo normale & definito da N = (1/x)(DT/dt), e quindi
derivando DT'/dt abbiamo

kN'(t) = (DT /dt)’
= ( —a(l — a*)cos asen at, a(l — a*)cos a cos at,

— b(1 — b*)sen acsen bt, b(1 — b*)sen o cos bt),

Kk N'(t) - y(t) = —a(l — a*)cos *asen at cos at + a(1 — a?)cos *a cos at sen at
— b(1 — b*)sen *asen bt cos bt + b(1 — b*)sen *av cos bt sen bt
= 0.
Dunque,
DN

o~ V0 - (N'(t)'W(t))v(t) — N'(t).

DN
Dalla seconda formula di Frenet = —kT'(t) + 7(t)B(t), abbiamo
2

T _‘_MT() = [IN"(t) + sT(t)]*

e quindi
= [N + 26 (N'(2) t) + K
DN
= NP+ 26 (0 7(0) +
— [N - 2/£<N(t) — )+
= IN'OI = 2x* + *
=[N = »*.
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D’altronde, dall’espressione di kN'(t) si ottiene
K2 N'(1)]|? = a®(1 — a*)*cos *a + b*(1 — b*)*sen *a
= .= (a* +b* — 1)Kr%
Pertanto,
=[N —r*=(a*+1*—1)— (a* — 1)(1 — b?)
e quindi,
72 = a®b? (costante).
Dunque, abbiamo quanto segue.
e Per a=0 e b# 0 (pin precisamente b? = 1/sen’a = 1 + cotg?a > 1),
la torsione 7 = 0 e la curvatura k = /b2 — 1 > 0.
In tal caso la curva 7 definita dalla (8.13) diventa

~y(t) = (cos a, 0, sen a cos bt, sen o sen bt)

la quale & una curva piana, e il piano E? che la contiene ha equazioni z; =
cosa, To = 0. Quindi, v & contenuta nella sfera S? = E*N'S?, dove E3 ¢
I'iperpiano di equazione zo = 0. Tale curva ¢ un esempio di elica generalizzata
di S? del tipo 1) nel Teorema 8.11. Analogamente per a # 0 e b = 0.

e Per a# 0,1 e b# 0,1 la curva (t) definita dalla (8.13) ¢ un esempio di
elica generalizzata con curvatura e torsione costanti non nulle date da

k=+/(a2=1)(1—-0?) e 72=d%?
Quindi, in questo caso otteniamo modelli di eliche sulla sfera S?, ossia esempi
di eliche di S? del tipo 2) nel Teorema 8.11. Inoltre, in questo caso ritroviamo
I'esempio enunciato in [11] p.240.
Infine, osserviamo che il campo vettoriale U definito dalla (8.4) & un campo
vettoriale di Killing su S? (cf. Osservazione 8.6), per cui

U(t) =Uyp = ( — cos acsen at, cos a cos at, —sen o sen bt, sen a cos bt)

¢ di Killing lungo la nostra curva 7. Inoltre, ||U(t)||*> = 1 e U(t) forma un
angolo costante con 7(t), piu precisamente

cost = U(t) - T(t) = acos’a + b sin® a = cost.
Pertanto, U(t) ¢ un asse per l'elica v(t).

Osservazione 8.12. La costruzione di eliche generalizzate del tipo 3) nel
Teorema 8.11 € meno elementare, essa richiede nozioni piu delicate. Tutta-
via, diamo un’idea di massima del procedimento che si puo seguire. Intanto,
introduciamo brevemente quelli che vengono detti cilindri e tori di Hopf (cf.
Iarticolo di U. Pinkall [19] per dettagli). Consideriamo la sfera unitaria S? e la
sfera S?(1/2) di raggio 1/2. Sia 7 : S* € C* — S*(1/2) C R x C l'applicazione
definita da

7 (21, 29) (%(|z1|2 — |22/%), 21 22)
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nota col nome di applicazione di Hopf. Se [(¢) ¢ una curva della sfera
S?(1/2), 'immagine inversa Mz = 7 '() ¢ una superficie piatta di S* che
viene detta cilindro di Hopf su . Se [(t) & una curva chiusa, allora la
superficie Mg € isometrica a un toro piatto ed e detta toro di Hopf. Quando
B(t) € una circonferenza con curvatura geodetica r,, il toro di Hopf Mg ha
curvatura media costante H = r,/2. In particolare, se 3(t) ¢ una geodetica di
S?(1/2), il toro di Hopf Mg & un toro minimale di Clifford.

Seguendo [1] (cf. Teoremi 4,5, p.1508) e [3] (cf. Teoremi 1, p.12), ogni elica
generalizzata di S?, e quindi anche quelle del tipo 3) nel Teorema 8.11, si puo
ottenere come geodetica di un cilindro di Hopf Mg su una opportuna curva /3
di S?(1/2). E’ interessante notare 'analogia di questo risultato col fatto che
le curve di Lancret di R? si possono caratterizzare come le geodetiche di un
cilindro retto su una curva piana (cf. Esempio 5.67).

Esercizio 8.13. Si consideri il modello di elica su S? dato dalla curva ~(t)
definita dalla (8.13), con a # b,a > 0,b > 0. Posto 2(t) = (cosa)e™ e
2(t) = (sena)e™, si puo scrivere v(t) = (21(t), 22(t)), dove o €]0, 7/2].

Determinare una curva 3y della sfera S*(1/2) tale che il cilindro di Hopf
Mg, contenga I'elica . Dire se esiste un valore di « per cui Mg, ¢ un toro di

Clifford.

Esercizio 8.14. Per a €]0, 1], si consideri la curva
a . .
W(t) = ( 1/a)e™™, ez(t/“)>
9(t) = 5 ((1/a)
= QC—Li— | ((1/a)cos at, (1/a)sen at, cos (t/a), sen (t/a)),t eR.
a
Osservato che v, ¢ una curva di S3, si determini curvatura e torsione. Inoltre,
se 7, & un’elica di S?, rispondere alle stesse domande dell’esercizio precedente

dove il ruolo di «a e svolto dal parametro a.
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dominio riemanniano geodeticamente
completo, 249

elemento di lunghezza d’arco, 123

elemento di volume, 27

elica cilindrica, 55, 60

elica circolare, 5, 53, 60

elica di S3, 281

elica di Lancret, 279

elica generalizzata, 55

elica generalizzata (o elica di Lancret),
275

elica generalizzata di S3, 279

eliche cilindriche, 213

elicoide, 124, 156, 186

ellisse, 4, 7, 49, 52

ellissoide, 100

energia di una curva, 224

equazione di Gauss, 194, 203, 276

equazione di Lorentz, 230

equazioni canoniche metriche, 102

forma d’area, 135, 137, 229, 242
forma differenziale, 75, 133

forme differenziali, 242

formula della variazione prima, 226
formula di Koszul, 203

formule di Frenet, 41, 45, 197, 277
forza di Lorentz, 77, 230
funzionale di Landau-Hall, 231
funzionale energia, 224

geodetica massimale , 199

geodetiche del cilindro circolare retto, 212

geodetiche del disco iperbolico, 258

geodetiche del piano iperbolico, 248

geodetiche della sfera canonica, 211

geodetiche di un cilindro generalizzato,
212

geodetiche di una superficie di rotazione,
213

geodetiche radiali, 223

gradiente, 14

gradiente su superfici regolari, 123

gruppo delle isometrie, 182

immagine sferica (di una curva), 60



insieme dei campi vettoriali
differenziabili, 13

integrale rispetto all’elemento d’area, 127

invariante intrinseco, 180

invarianti di una quadrica, 100

inversione rispetto a una circonferenza,
243, 244, 257

iperbole, 4, 49, 52

iperboloide, 100, 254

iperboloide di Minkowski, 254

isometria, 22-24, 27, 32, 66, 68, 180

isometria lineare, 22

isometrie del piano iperbolico, 245, 247

isometrie della sfera canonica, 182

laplaciano, 18

linea di curvatura, 146
linea principale, 146

linee di curvatura, 147, 193
lunghezza d’arco, 8, 122

matrice associata al differenziale, 20
matrice associata alla quadrica, 97
metrica riemanniana, 237, 241

modelli di eliche su S3, 283

modello di geometria non euclidea, 250
modello di Poincaré nel disco, 256

nastro di Moebius, 130

omogeneita del piano iperbolico, 247
omogeneita della sfera, 183
omotetia, 186

operatore di Weingarten, 140
operatore forma, 140, 142, 204
orientabilita, 242

orientazione, 25, 128

palla geodetica, 223
parabola, 4, 49, 52
paraboloide, 100

paraboloide ellittico, 166
paraboloide iperbolico, 166
parametrizzazione locale, 87
parametro ammissibile, 200
parentesi di Lie, 16, 119
parentesi di Lie di campi vettoriali, 16
passo di un’elica circolare, 54
pendenza, 55

piano iperbolico, 242

piano normale, 38

piano osculatore, 37, 38
piano rettificante, 38
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piano tangente, 113, 114

prima forma fondamentale, 120

prodotto esterno, 133

prodotto misto, 26

prodotto scalare (di campi vettoriali), 16

prodotto scalare di Minkowski, 254

prodotto vettoriale, 26

proiezione stereografica iperbolica, 256,
257

pseudo-sfera di Beltrami, 172, 242, 243

punti ombelicali, 193

punto critico, 227

punto ellittico, 148, 166

punto iperbolico, 148, 166

punto ombelicale, 146

punto parabolico, 166

punto planare, 148

quadrica, 97, 168

quadriche degeneri, 99, 103
quadriche generali, 102
quadriche speciali, 103
questione delle parallele, 260

regione regolare, 267

regione semplice, 262

regioni semplici, 263

relazione di Clairaut, 214

retta tangente, 3

riferimento di Frenet, 36, 197, 232, 277
riflessione, 24, 212

rotazione, 24

seconda forma fondamentale, 142

segno di una isometria, 24

semipiano di Poincaré, 242, 243

seno iperbolico, 4

sfera, 90, 107, 112, 149, 207, 272

sfera , 218

simboli di Christoffel, 144

simboli di Christoffel, 195

spazio tangente, 276

spira (di un’elica circolare), 54

spirale logaritmica, 10

struttura complessa, 47, 136, 138, 197,
229

struttura complessa antisimmetrica, 136

struttura complessa ortogonale, 136

superfici cilindriche, 93

superfici congruenti, 192

superfici di livello, 92, 132

superfici semplici, 90

superficie a una sola faccia, 133
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superficie torica, 112 vettori principali, 146
superficie astratta, 241 vettori tangenti coordinati, 111
superficie connessa compatta, 270, 272
superficie di rotazione, 93, 112, 124, 132,
145, 147, 150, 235
superficie geodeticamente completa, 223
superficie immersa, 88
superficie minimale, 154, 155
superficie orientabile, 128, 129
superficie quadrica, 97
superficie regolare, 87
superficie rigata, 95, 151
superficie rigata sviluppabile, 151
superficie semplice, 132
superficie sferica, 132
superficie torica, 95, 153, 217, 272
superficie tubolare, 151, 217

tensore covariante di ordine 2, 133
tensore di curvatura, 205, 208
tensore di curvatura di Riemann, 206
teorema della funzione inversa, 21
teorema di Gauss-Bonnet, 270
teorema di Hopf-Rinow, 274
teorema di Lancret, 56

teorema di Lancret sulla sfera S3, 281
teorema di Liebmann, 273

teorema di Meusnier, 157

teorema egregium di Gauss, 187
teorema egregium di Gauss, 189, 206
teorema elegantissimo di Gauss, 259
teorema locale di Gauss-Bonnet, 265
terza forma fondamentale, 142

toro di Hopf, 286

torsione, 3941, 277

torsione geodetica, 198
trasformazione affine, 21, 24, 242
trasformazione ortogonale, 22
trasformazioni di Mébius reali, 246
trattrice, 52, 172

triedro di Darboux, 198

tubo, 152

variazione di una curva, 225
variazione normale, 154

varieta differenziabile, 241

varieta riemanniana, 241

velocita scalare, 8

vettore gradiente, 11

vettore tangente, 275

vettore tangente a una superficie, 113
vettore velocita, 2





