cariroro 10

La trasformata di Fourier

10.1 La trasformata di Fourier in L!(RY)

Daremo ora una introduzione alla teoria della trasformata di Fourier, enunciando
le sue principali proprieta. Tale trasformata, introdotta dal matematico francese
Joseph Fourier (1768-1830), ha consentito di risolvere numerose equazioni diffe-
renziali della fisica matematica ed e utilizzata nella teoria dei segnali continui. La
sua versione discreta, cioe per successioni invece che per funzioni, e stata partico-
larmente utilizzata dopo I'introduzione, negli anni '60, della Trasformata di Fourier
Rapida (FFT).

Definizione 10.1.1. Sia u € L'(RY) (u funzione reale o complessa); la sua trasfor-
mata di Fourier @ : Rév — C &la funzione limitata su Rév definita da

() = /RN e My (z) dL N (2) ;

chiaramente @ (&) € ben definita per ogni £ e per la disuguaglianza di Holder si ha
[l < lullr-

Il moltiplicatore e~2¢ si chiama carattere.

Osservazione 10.1.2. La trasformata di Fourier
“ LYRY) = L2(RY)
e lineare e continua (anzi Lipschitziana).

Nel seguito indicheremo la trasformata di Fourier di « anche con il simbolo Fu.
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Osservazione 10.1.3. In generale, assumendo v € L'(RY) o u € C§°(RY), non &
vero che u € L'(RY).

Infatti, sia N = 1eu(z) = X|_, (la funzione caratteristica di [—1, 1]); allora

{2% peré #0

2 peré =0.

Evidentemente % € limitata, continua in R ed e infinitesima all'infinito (queste pro-
prieta, come vedremo, valgono per le trasformate di Fourier di tutte le funzioni
sommabili).

Osserviamo che, invece, la trasformata di Fourier u ¢ L' (R;).

Osservazione 10.1.4. Nel caso N = 1, tenendo presente che l'integrale su R di una
funzione dispari e nullo, si ottengono le seguenti proprieta:

(i) Sew e L'(R,) & pari, allora u & pari;
(i) Seue L!

(R,) € dispari, allora @ & dispari;
(iii) Seu € L'(R,)
(Ry)

e reale e pari, allora u e reale e pari;
(iv) Seuwe L' e

T

reale e dispari, allora u € immaginaria pura e dispari.

Proposizione 10.1.5. Seu,v € L'(RY) allora (u « v}~ = uv (F stabilisce un omo-
morfismo tra L*(RY) munito del prodotto di convoluzione x e LOO(RéV) munito del

prodotto puntuale).

Dimostrazione. Si tratta di un’applicazione del teorema di Fubini:

(uxv)(§) = / e 2m 8 (y 5 v)(z) dL N ()

RY

-/ g ( / T ) N@)) ac™ ()

-/ g (/ = e e “) de (o)

O

10.2 La classe di Schwartz S(RY) (delle funzioni a de-
crescenza rapida all’infinito)

Il modo piu semplice di sviluppare le altre proprieta basilari della trasformata di
Fourier & di considerare la sua restrizione alla classe (densa in L!(R")) di Schwartz
S(RM).

Proveremo che se v € S(RY) (ampliamento di C§°(R")) allora z € S(RY).
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Definizione 10.2.1.

ueSMRY) <= weC®RY) A sup ‘xO‘DBu(J:)‘<+oo Vo, € NYY.
zeRN

(u e tutte le sue derivate decrescono all'infinito pit rapidamente di qualsiasi poten-
za di |z|)

Osservazione 10.2.2.
Co(RY) G S(RY),

inoltre S(R™) & un sottospazio denso di L*(RY) (e di L*(RY)).

La funzione )
u(z) = e 17l (x € RY)

e tale che
u € S(RV)\ C5°(RY).
Proposizione 10.2.3. Seu € S(RY), allora u € C*(R}) e
D{a() =0(9) VBEN), VEeRN,

dovev(z) = (—2miz)? u(x).

Dimostrazione.

D? u§) = Dg/ e MLy (z) dL N (z) = / (—2miz)Pe= 2w Sy () dL N (x) = B(€)
RN RN

dove

v(z) = (=2miz)P u(z).

Proposizione 10.2.4. Seu € S(RY), allora

(DEuY (&) = (2mi€)? u(¢) VBENY, VeEeRY.

Dimostrazione. Siintegra per parti (D?u)(¢) e si osserva che “i termini di frontiera”
si annullano poiché u e le sue derivate appartengono a S(RY). O

Osservazione 10.2.5. Questa proprieta consente di trasformare problemi differen-
ziali in problemi algebrici.

Proposizione 10.2.6. Seu € S(RY), allorau € S(RY).



140 Introduzione alle Equazioni a Derivate Parziali Lineari

Dimostrazione. Perla Proposizione 10.2.3u € C° (Rév ), sicché resta da provare che
sup lfo‘Dgﬁ(f)’ < +oo Va,B e NY.
£ERN

Per la Proposizione 10.2.4

an(ey . 2mi§)u(§)  (DFu)(§)
SO ="y T eme

e per la Proposizione 10.2.3
D¢(Dgu)€)

Gl (@) € L=(RY)

D¢ (e*u(8)) =
dove v(z) = (—1)!81(27i)18l=el2B Doy (x) € S(RY), sicché Df (¢2u(¢)) & limitata per
ogniaep.

Ricordato che, per la regola di Leibniz, D? (&vu(¢)) = Z (ﬁ) Dlg - D?ﬂﬁ(&)
0<|vI<I8I
segue che §°‘Dgﬁ(§) e limitata per ogni a e 3. O

Lemma 10.2.7. (Lemma di Riemann-Lebesgue)
Seu € L'(RY) allora t € C°(RY) N L>(RY) e

Dimostrazione. 11lemma & vero se u € S(RY). Sew € L*(RY), poiché S(RY) & un
sottospazio denso di L!(RY), esiste (u;) C S(RY) tale che u; — uwin L'(RZ). Allora

o~ o~ . 2 ~ —~ —_
u; = u (poiché |ju; —ul| = Hu] —u

’ < lu; —u||,) e la tesi segue immediata-
mente. = O

Esempio 10.2.8. (La trasformata della funzione gaussiana)
Sia u,(z) = e~™l*I", dove a > 0. Allora

I _N _lei?
Ug(é) =a Te e
Dimostrazione. Introdotto il cambiamento di variabili
X
T — —
Va

possiamo assumere a = 1. Per il teorema di Fubini abbiamo (indicato per sempli-
cita uy (z) = e="1*I" con u(x))

2 N +oo
u(§) = / el e N () = H/ exp(—2miz;€&; — was) AL (x;),
RN j=17—00

ed e quindi sufficiente provare che il j-esimo fattore nel prodotto e uguale a exp (—ng?);
pertanto basta considerare il caso N = 1.

Premessa: YN >1: Iy = fRN e—mlzl? deN(z) = 1;
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infatti, osservato che

N N
eacp(—ﬂ'|x|2) = eacp(—ﬂ'Zx?) = H exp(—mc?) ,
j=1 j=1

si ha, per il teorema di Fubini, Iy = (I;)" e quindi, essendo I, = (I;)? risulta

N
{ N = ( ]2)7.
E allora sufficiente provare che I, = 1. Introdotte in R? le coordinate polari
(r,9) siha:

I = /R el dr2(z) = /027r (/Om e’TTQTdL',l(r)> ac ()

+oo 5
:271'/ e rdlt(r)y=1.
0
La premessa & dunque provata.

Torniamo alla prova dell’esercizio.
Quando N = 1 abbiamo

a(g) —_ /]Ref27riz£ .6771‘12 dc 1($)
= / e cos(2mz&) dL (x) — z/ e sen(27mx€) dL*(z) .
R

R

Osservato che
/ e sen(2rx€) dL (z) =0
R

perché I'integrando € una funzione dispari della variabile = e I'integrale e esteso tra
—00 e 400, risulta

a) = /R e~ ™ cos(2mat) dL (x) .

Da cio segue, derivando rispetto a &,
a'(¢) = / (—27z) e ™ sen(2rz€) dL ' (x)
R
e integrando per parti
/(—271'30) e sen(27xé) dL 1 (z) =
R
2 r=teo 2
= {e‘” sen(27rx§)} - 27r§/ e ™ cos(2mal) ALt (x) = —2mEnu(€) .
r=—00 R

Si ha dunque

da cui
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e quindi
) = e "
Inoltre, tenuto conto di quanto provato nella premessa, si ha

u(0) = / e AL (z) =1="¢
R

e pertanto
(g) = e

Proposizione 10.2.9. Seu,v € L'(RY), allora vale la formula

/ u() D) dL N (z) = / a(y) o(y) AL (y).
]RN ]RN

Dimostrazione. Per il teorema di Fubini
/]RN u(z)o(x)dL™ (z) = /]RN u(x) (/]RN v(y)e TV AL (y)) AL (x)
- [ i ac ).

Definizione 10.2.10. Peru € L'(RY), definiamo in RY la funzione u" ponendo per
ogniz € RV

u’(x) = /RN ATy (€)dLN (€) = U(—x).

Sussiste il seguente

Teorema 10.2.11. (Teorema di inversione della trasformata di Fourier in S(RY))
Seu € S(RY) allora (W)Y = u = (u¥)", cioe per ogniz € RN u si puo rappresentare
nel seguente modo

uw) = [ EmEa e (e).
RN
Pertanto ¥ e I'inversa di™ (nel seguito indicheremo anche con F~! I'inversa di F).

Dimostrazione. Sia e > 0 e poniamo, per ogni fissato x € RY,

@E(é-) — eQTriJ;‘f—Tré-?lglz V§ c RN -
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Si ha, per la Proposizione 10.2.9,
/}R e ) 4L N () = / QUL Q) = [ B ly)uly)aL N )
= (r—y)u

[ oo =ty 4 ¥ ) = (o2 <)o)

R

essendo

$€(y) _ /RN e 2misy 6771‘€2|£|2 e2miz-g d[,N(g)

. — X 2
- / e 2mily—a) € o=m € o N 6y = N eTE (. Esempio 10.2.8)
RN

.. _—N 77r‘z‘22
pe(z) = Ne T

Per il teorema di approssimazione dell’'identita (essendo u continua e limitata in

RM), osservato che/ o (2)dL™N(2) =1,
RN
Vo eRY (pe *xu) () —— u(x).

e—0+
D’altra parte, per il teorema della convergenza dominata, essendo
ueSRY) c LYRY),
per ogni z € RY siha
[ e g ac e — [ emrag dcie = @)Y )
RN e—0t JrN

O

Osservazione 10.2.12. Il teorema di inversione di Fourier vale piu in generale per
le w € L'(RY) che siano anche di classe L>(R}) N C°(R}) conu € L' (RY).

Teorema 10.2.13. (Formula di Parseval)
Sianou,v € S(RY), allora

[ w@n@ et @ = [ w7 e,

(dove 7 indica la funzione complessa coniugata di v).

Dimostrazione. Per il teorema di inversione di Fourier
/ w(@)5(z) dL N (z) = / () ( / e2miT € (g) ch(g)) e ()
RN RN RN

(per il teorema di Fubini) = /
R

- /R i (E)o(€) dLN (€).
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Osservazione 10.2.14. (Identita di Parseval)
Seu=v e SRY)siha

[ully = [[ully -

Corollario 10.2.15. La trasformata di Fourier F : S(RY) — S (Rév ) e una isometria
(relativa alla metrica di L*(RY)) del sottospazio denso S(R}') di L*(R}') su S(RY),
di periodo 4.

Dimostrazione. F : S(RY) — S(RY) & di periodo 4, cioé
(Fu)(z) = u(z) Ve RY;

infatti si ha (per il teorema di inversione di Fourier)
(Frue) = [ P F©deN(E) = ul-a)
RN

e quindi
(Fru)(z) = (F*u)(—2) = u(2).

Da cio si deduce che F & suriettiva; infatti fissato v € S(R”) esiste F3v € S(RY)
tale che
F(F3v) = .

Inoltre dal teorema di inversione di Fourier si ha
u=0 = u=0,

e quindi F e iniettiva.
F & continua per il teorema del grafico chiuso e tale & 7! = 73. O

10.3 La trasformata di Fourier in L2(RY)

Per definire la trasformata di Fourier in L?(RY) usiamo la tecnica del prolunga-
mento per continuita della trasformata di Fourier su S(R'). Cio & possibile per la
densita di S(RY) in L?(RY) e per la validita della formula

lull, = ll@ll,  perue S(RY)

(osserviamo, per inciso, che per lanorma L!(RY) tale formula non & valida e quindi
non si pud definire la trasformata di Fourier in L!(RY) con la tecnica del prolun-
gamento per continuita. Tuttavia, come abbiamo gia visto, per u € L*(RY) si pud
definire direttamente la trasformata di Fourier).

Seu € L2(RY), esiste (u,,) C S(RY) tale che

i ug — ufl, = 0.

Dall'identita di Parseval in S(R.) si ha

—
un_umH - ||un_um||2 0;
2 n,

Han_amHz = ‘ m——+o00
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pertanto (,) & di Cauchy in L*(R/) e quindi convergente in L*(RY).
Definiamo trasformata di Fourier di u € L2(RY)

by := lim U, in L*(RY).

n—-+oo

Pu & ben definita (e indipendente dalla scelta della successione (uy,)).
La trasformazione ® : L?(R}Y) — L*(R{') definita da

Sy = lim u,= lim e 2miel gy (z)dL N (z),
n—-+o0o n—-+oo RQ’

dove (u,) C S(RY) e lim l|n — ull, = 0, & lineare.
n—-+0oo

Lidentita di Parseval vale in L?(RY) poiché

[Bully = T [@al, = lim funl, = ol

Questo implica che ® & una trasformazione iniettiva di L?(RY) in L2 (R?’ ), ed € una
isometria.

La trasformata inversa di Fourier V si estende allo stesso modo da S(RY) a L?(RY).
Infatti, la trasformazione ' : L*(R}) — L*(R}’) definita da

Oty := lim uy = lim e2™i 8, (€)dLN (€),

n—-+oo n—-+oo RN
3

dove (u,) C S(RY) e ngrfm |wn, — ull, = 0, & lineare.

Inoltre

v
O (Du) = ( lim ﬁn) = lim (ﬁn)v = lim u,=u= <I>(<I>_1u) )

n—-+oo n—-+oo n—-+oo
Quindi ® e ®~" sono isomorfismi isometrici di L*(R}) su L*(RY).

E cosi provato il fondamentale

Teorema 10.3.1. (Teorema di Plancherel)
Esiste una isometria @ di L*(R}') su L*(R)) che & univocamente determinata dalla
richiesta

du=Fu VueSRY).

Osservazione 10.3.2. Applicando l'identita di Parseval in L?(R")
l[ully = 1Pul
alle differenze u,, — u si ha che

du, — du in L*(RY)  seesolose  u, — u in L*(RY).
n—+oo n—+oo
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In particolare, se {K,,} & una successione crescente di sottoinsiemi compatti di RV
la cui unione sia RN e se Y’ x, ©lafunzione caratteristica di K, abbiamo per ogni
u € L*(RY)

uXp €L'RY)NL*RY)  VneN

uX, ——u inL*RY).

n n—+oo

Dunque F (uX K ) si calcola con 'integrale e

: 2 N
.F(UXKH) mﬂlm inL (R ),
cioe
lim e 2™ @Sy () dLN () = (Pu)(€) in LA(RY).
n—-+oo Ky
Se il primo membro dell'uguaglianza precedente esiste anche nel senso della con-
vergenza g.0., allora esso & proprio la trasformata (du)(¢).
Questa circostanza si verifica ad esempio quando, in una variabile, esiste il valor
principale
—+o0
v.p. / e 2me8 y(z) dL (z) ;

esso coincide g.o. con il valore (®u)(§) della trasformata di w.

Osservazione 10.3.3. Per concludere osserviamo che contrariamente a quanto ac-
cade in L(RY), la trasformata di Fourier in L!(R") non & un isomorfismo isome-
trico di L'(RY) su Ll(RéV ), e la trasformazione inversa di Fourier non puo essere
sempre definita.

10.4 Distribuzioni temperate

Per definire la trasformata di Fourier di una distribuzione occorre allargare lo spazio
delle funzioni test ad uno spazio che si comporti bene rispetto alla trasformata. Lo
spazio giusto di funzioni test non & D(RY) ma S(RY) (D(RN ) £ S(RY)) in quanto

se ¢ € S(RY) e ¢ & la sua trasformata di Fourier allora ¢ € S (RN ).

Definizione 10.4.1. Siano (¢;) C S(R") e ¢ € S(RY). Diremo che ¢; converge a ¢
in S(RY), e scriveremo oy W o, se

lim sup ’x Dﬁgb — DPg)( )‘:0 Va,B e NY.

j—+oo rERN

Definizione 10.4.2. Sia 7 : S(RY) — C un funzionale lineare. Si dice che T & una
distribuzione temperata se

V(d)]) CS(RN>, ¢j S—)O e T(¢j>—>0
(RY) J

(cioe se T & continuo rispetto alla convergenza in S(R”)).

Lo spazio vettoriale delle distribuzioni temperate si indica con S'(R”). Tale spazio
& il duale topologico di S(RY).



10. La trasformata di Fourier 147

Osservazione 10.4.3. Le distribuzioni temperate sono particolari distribuzioni in
R che all'infinito hanno un comportamento pit controllato di quanto possa ac-
cadere alla generica distribuzione (classica) e questo consente maggiore generalita
alle funzioni test.

Inoltre le distribuzioni temperate risultano pit1 idonee di quelle classiche per esten-
dere la trasformata di Fourier. In questo modo molte proprieta della trasformata di
Fourier per le funzioni si trasferiscono alla trasformata di Fourier per le distribuzio-
ni temperate.

Osservazione 10.4.4. Seuv € S (RN ) allora, per ogni «, 8 € N{)V , la funzione = —
2 DPuy(x) & sommabile (e limitata). Infatti si ha

a | * 2NV | DPu(z)
|z DPu(z)| < g |L|2N |

e dalla sommabilita della funzione (1 + |z[*) ~! segue la sommabilita della funzio-
ne 2z DAu(x).

Proposizione 10.4.5. Ad ogni polinomio é associata una distribuzione temperata.

Dimostrazione. Sia P(x) =3, <4 @az® un polinomio. Si ha
|P(z)] < C (1+ |z|%) Vo eRY

dove C = 37, < Ga- Infatti per 2| < 1risulta |[P(z)| < C e per || > 1siha [z[l*] <
|z|*. Per I'Osservazione 10.4.4 per ogni ¢ € S(RY) il prodotto P¢ & sommabile.

Possiamo allora considerare il funzionale lineare Tp su S(RY) associato a P definito
da

Trd) = [ P@o)dLY @) voeSEY).

1l funzionale T & continuo rispetto alla convergenza in S(RY). Infatti, se (¢;) C
S(RY) tale che ¢; W 0 risulta

[ P@si@ac¥w| <o [0+ ) o] ac o)
1 .
<C / ————dLN(x)) sup |(1+ |z|*) ¢i(x)| =0
ry 1+ |JI|2N ZERN
cioe (Tp, ¢;) — 0. Pertanto Tp € una distribuzione temperata. O
J

Ricordiamo che per le distribuzioni classiche risulta L} (R") c D'(RY), nel senso
che ad ogni u € L{, (R") si associa una particolare distribuzione in D’'(R"). Tale
risultato non vale per le distribuzioni temperate, come mostra il seguente esempio.

Esempio 10.4.6. Risultae” ¢ S'(R).
Sia ¢ € D(R) taleche ¢ > 0, ¢ = 1in [0,1] e suppp C| — 2,2[. Poniamo ¢;(z) =

oYhd <E> e osserviamo che il supporto di ¢; € contenuto in | — 23, 2j[. Pertanto
J
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¢»; — 0in S(R), poiché per ogni scelta di interi positivi p, ¢ risulta 2" D¢, (x) =
9=1j=127 D1y ( £ ) e quindi
J
jP—agp

sup 17 D19, (2)] < L= D]l — 0.
zeR

Tuttavia )
el —1

x d£1 > 1 J 1d£1 _
[eo@act@ =g [erant@) = S o

Proposizione 10.4.7. Lo spazio C$°(RY) e denso in S(RY), cioe per ogniu € S(RY)

esiste una successione (u;) C C5°(RY) tale cheu; W u.
SR

Dimostrazione. Datau € S(RY) si considerila successione (u;) C Cg°(RY) definita

da ]
T
) = e (1)
dove n = n(s) € una funzione di classe C*°(R) uguale a 1 nell’'intervallo [0, 1] e nulla
per s > 2. Risulta u; W u. O

Osservazione 10.4.8. Osserviamo che se (¢;) C D(RY) allora

i —— 0 = j ———
i D(RN) ¥ S(RN)

Infatti, per funzioni a supporto contenuto in un compatto comune la moltiplica-
zione per x” non ha alcuna influenza sulla convergenza.

Da tale risultato segue che ogni distribuzione temperata, ristretta a D(R"), & una
distribuzione classica; si ha cioe S'(RY) c D'(RV).

Sussiste inoltre il seguente risultato.

Proposizione 10.4.9. Ogni distribuzione (classica) a supporto compatto (cfr. Defini-
zione 5.5.1) é anche una distribuzione temperata.

1

1 o(RY) ed esiste un polinomio P = P(z) tale che

Proposizione 10.4.10. Seu € L
u
— e L'(RY
& e L'(RY)

allorau € S'(RY), cioe u ¢ associata ad una distribuzione temperata.

Dimostrazione. Sia (¢;) C S(RY) tale che ¢; W 0. Osservato che P¢; = 0

uniformemente in RY, risulta

(Tt = | [ ulo)6e)ac ™ o)

u(x) (o N(,
|, @i i@

X
< Po| | (
RN RN

)
(z)
essendo u/P € L'(RY™). Quindi T, & una distribuzione temperata. O

dcN(z) =0

U
P J
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Osservazione 10.4.11. Dalla proposizione precedente segue che ogni funzione “a
crescita lenta”, ossia decomponibile nel prodotto di un polinomio e di una funzio-
ne sommabile, definisce una distribuzione temperata. Tuttavia, una distribuzione
temperata non puo crescere esponenzialmente, come dimostra 'Esempio 10.4.6.

Si puo provare il seguente risultato.

Proposizione 10.4.12. Siano (¢;) C S(RV), ¢ € S(RY). Allora se ¢, W ¢ risulta

b y A.

b <y

Definizione 10.4.13. Sia T € &'(RY). La trasformata di Fourier 7 & la distribuzione
temperata definita da

(T.¢)=(T,¢), $eSERY).

Osserviamo che la definizione e ben posta essendo T' una distribuzione temperata
e ¢ € S(RY), in quanto trasformata di una funzione ¢ € S(R"); inoltre, per la Pro-
posizione 10.4.12, il funzionale 7" cosi definito € continuo rispetto alla convergenza
in S(RY) e quindi 7 & una distribuzione temperata.
Esempio 10.4.14. Osservato che risulta

(0,0) = (0.0) = 6(0) = | ¢(x)dL" ()

RN

sihao = 1, cioe la trasformata di Fourier della distribuzione ¢ coincide con la
distribuzione associata alla funzione costante di valore 1 che appartiene a L (RY).






