CAPITOLO

Introduzione agli Spazi di Sobolev

7.1 SpazidiSobolev

Definizione 7.1.1. Sia Q) aperto connesso non vuoto diRY (N >2)20 1 < p < +o0;
lo spazio di Sobolev W!?(Q) & definito da

WhP(Q) = {u € LP(Q); 3g1,92,...,9n € LP(Q) :

/u(:c)-gom(ac)dEN(x):—/gi(x)-go(x)dﬁN(ac) Vi=1,...,N V@GC(‘)’O(Q)}.
Q Q

Osservazione 7.1.2. Perogni: =1,..., N lafunzione g, € unica.
Infatti se € anche (peri =1,...,N)
[ u@) @ de @) = - [ hi@) o)) VeeCE@),
Q Q
allora

L (0:(2) — hi(2)) - p(2) ALY () =0 Vi € CF()

pertanto
gi=h; qo.inQ. O

Osserviamo che

ueWH(Q) <<= wueclLP(Q) e tuttelesue N derivate parziali prime
nel senso delle distribuzioni sono in L?(£),

20per gli spazi di Soboley, anche in dimensione N = 1, si puod consultare e.g. [1].
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giacché dalla definizione si vede che

o ou
gi = o

nel senso delle distribuzioni (o in senso debole).

Evidentemente
WhP(Q) C LP(Q);

se () & aperto connesso e limitato di R, si ha
C'(Q) — W'r(Q).
Osservazione 7.1.3. Siriconosce facilmente che
Vu,v € WHP(Q) = u+ve WP(Q),
VAER, YuecW'(Q) = Iuec WHP(Q),
cioe WP (Q) & uno spazio vettoriale.

Definizione 7.1.4. Definiamo peru € W1P(Q)

N
lallyp, == llull, +
i=1

sep < oo

ou
8%—

P

(Il , & ovviamente una norma in WLP(); norme topologicamente equivalenti

a|-l, , sono:

N o ||P »
(|u||§+2 - ) e lull,+Ivul,) .
i=1 tip

mentre
[ully oo 7= max{[Jull o, [[Vull .} sep=oo.

(Ricordiamo che una norma ||-|| su uno spazio X e topologicamente equivalente
alla norma ||-||" sullo stesso spazio X se esistono ki, ko > 0 : ki |jz|| < ||z| <
ko |lz|| Ve X).

Teorema 7.1.5.

(W“”(Q), ||~H17p) & uno spazio di Banach, 1<p<oo.
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Dimostrazione. Per1 < p < oosia (u,) C WP(2) di Cauchy rispetto a [[Il;,,> quindi
Ve>0 IweN: Vam>v |u,—unl,, <e

Poiché
N

ou ou
tn = tmlly = lln = tmll, + Y 5= — S
=1

si ha che (u,,) & di Cauchy in L?(Q2) e perognii = 1,..., N (gu"

Lr(Q).
Per la completezza di L?(2) si ha che

p

) e di Cauchy in

Xq

Jue LP(Q): lup —ull, ———0
n—-+o0o

eperognii=1,...,N
ouy,

3:&- ngp n—-+o0o

0.

HgiELP(Q): ’

Basta ora dimostrare che

_ Ou

gi Vi=1,...,N
nel senso delle distribuzioni, perché da cid seguira in definitiva che v € W?(Q) e

llun, — ull; , — 0, cioe la tesi.
P p—stoo

Per dimostrare che

ou
; = Vi=1,...,N
gi 0z, ? ) ,
nel senso delle distribuzioni, proviamo che, perognii =1,..., N,

[ u@) e @de @) = - [ gio) plw)at V@) Ve CF @)
Q Q

Cio segue, per passaggio al limite per n — 400, da

[ @) @) de¥ @) = = [ TG0 o)LV @) Yee @
Q Q %

poiché

/Q (tn(2) — () 0 (2) AL (z)

< / fun () — ()| [0z, (2)] AL (x)
< lun = ull, - il =72 0

ouy,

— g 0. m

S ‘

/(z (gi" () — 9i($)) p(x)dL ™ (z)

Teorema 7.1.6. (Teorema di densita (di Friedrichs))
Sia Q2 un aperto connesso di classe C*; 1 < p S +oo.

, el ot

Yue WhP(Q) J(u,) COFPRY): uplg ——— u  inWhHP(Q).

n—-+o0o
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In altre parole, le restrizioni a Q di funzioni di C§° (R”) costituiscono un sottospazio
denso di WP (Q).

A differenza di quanto accade per gli spazi LP(2), C3°(£2) non & denso in W1P(Q).

Definizione 7.1.7. Sia 1l < p S +o0. Definiamo
Wy ?(Q) = {u € WHP(Q); I (up,) CCE(R) 1 uy — win Wl,p(ﬂ)}
n——+00
cioe
WyP(Q) =Cg°(Q)  nellanorma di Wh?(Q)

(evidentemente & anche W, ?(Q) = C1(Q) nella norma di W?(Q2)).

In un certo senso dunque, lo spazio W, *(9) & costituito dalle funzioni che “hanno
il valore zero” su 9. Di conseguenza, due funzioni di W?(2) “hanno lo stesso
valore su 99" se la loro differenza appartiene a W,?(Q2) 2!

Risulta
W, P(Q) € WHP(Q).

In generale i due spazi non coincidono, come si deduce dalla considerazione che
segue il teorema di Friedrichs, pero

Wy P(RY) = Whr(RN).

Teorema 7.1.8.
(Wolyp(m, -l 1,p) ¢ uno spazio di Banach.

Dimostrazione. W, (Q) & un sottospazio di W'»(Q), chiuso nellanorma |||, , perché

W, P(Q) = C5°(Q); poiché ogni sottospazio chiuso di uno spazio completo & com-
pleto si ha la tesi. U

2lQueste questioni vengono trattate con precisione introducendo il concetto di traccia di una
funzione di W1 P(Q) (cfr. e.g. [10]).
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7.2 Disuguaglianze di Sobolev in WP (Q)
(teoremi di immersione continua o compatta)

Definizione 7.2.1. Sia1 < p < N. Si dice esponente di Sobolev di p il numero reale
p* definito da

1 1 1
p p N’
ovvero
«_ Np S
V=N, P

Teorema 7.2.2. Sia ) un aperto connesso e limitato diR", di classe C'; allora

G) sel <p<N:  W'(Q) <= LP (Q)

esiha ull,- <cllull,, VYue Whr(Q);
(ii) sep= N: WELN(Q) — LY(Q) Vq € [N, +oo;
. 1 0,a (O N
(iii) sep > N Whr(Q) — C% (Q) dovea=1—-— @O<a<l)
p

La dimostrazione di (i) € dovuta a Sobolev-Gagliardo-Nirenberg; da (i) e dal fatto
che WP (Q) < LP" (Q) < LI(Q) per ogni p < ¢ < p*, segue

(@) sel<p< N: WhP(Q) — LI() Vg€ [p,p*].

La (iii) va intesa nel senso della Qisura di Lebesgue, cioe nella classe di equivalenza
diu € WhP(Q) esiste u € C%(Q) (rappresentante a-hélderiana) con @ = u q.o. in
Q.

Definizione 7.2.3. Siano X e Y spazi di Banach reali. Un operatore lineare e conti-
nuo
K:X->Y

si dice compatto se per ogni successione (u,) C X limitata, esiste una sottosucces-
sione (u,,) C X tale che (K u,, ) convergeinY.

Teorema 7.2.4. (Teorema di immersione compatta (Rellich - Kondrachov))
Sia 2 un aperto connesso e limitato di R™, di classe C'; allora

(i) sel <p < N: limmersione W4'P(Q)— Li(Q) &compatta

Np
N-p
(i.e. da ogni successione limitata in W1?(£2) si pud estrarre una sottosucces-
sione convergente in L?(f2) );

perogniq talechel < q < p* =
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(i) sep = N:limmersione WHN (Q) — L4(Q) écompatta perognil < q < oo;

(iii) sep > N: l'immersione W1'P(Q) < C°(Q) &compatta

(conseguenza della disuguaglianza di Morrey e del teorema di Ascoli-Arzela).

In particolare l'immersione W'?(Q) — LP(Q) é compatta per ognil <p < cc.

Osservazione 7.2.5. In generale, se non si fanno ipotesi di regolarita su 02, non e
vera l'immersione
WHP(Q) < LP ().

Ad esempio, sia N =2,Q = {(:c,y) eER}0<z <1, [y < e*fz} e

u(z,y) = 2desT.

E immediato verificare che u € L'(Q) e anche ogni sua derivata parziale prima (in
senso classico) appartiene a L'(Q). Dunque u € W1(Q). Mau ¢ LP(Q) per nessun
p>1.

Se p = N in generale u ¢ L>°({2). Ad esempio, se N =2e ) = B1((0,0)) la funzione

1
2

1 [e3
u(z,y) = (bg \/ﬁ)

1
con0 < a < 5 appartiene a W12 (B% (0, O)) ma essa non e limitata a causa della
singolarita in (0, 0).

Ci limitiamo a dimostrare le disuguaglianze di Sobolev (relativamente alle sole
immersioni continue) nel sottospazio W, (Q2); € utile osservare che (evidentemen-
te) in tale spazio non e necessaria alcuna ipotesi di regolarita su €2.

[ [ [ . ]_
7.3 Disuguaglianze di Sobolevin W, (Q)
Teorema 7.3.1. Sia ) un aperto connesso e limitato di R™ ; allora

(i) sel <p<N:  WyP(Q) = LIUQ) Vg€ [pp*]

esiha:
3C(p.N)>0:  |ul,. <Cp,N)|[Vul, YuecWyP(Q)?*
p(N-1) p*
N = = —
dove C(p, N) N T

22]1 valore di p* si puo ottenere mediante un argomento di omogeneita (cfr. e.g. [1], p. 163.)
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(i) sep = N: WM (Q) — L) Vg € [N, +ocf;
1 — N
(iii) sep > N: Wy P(Q) — CY*(Q2) dovea=1—— (0<a<l).
p
. L _p(N-1) N .
Osserviamo che in (i) la costante C(p, N) N non € quella ottimale.
—Pp

Alla dimostrazione delle disuguaglianze di Sobolev premettiamo il seguente risul-
tato.

Lemma 7.3.2. (Lemma di Gagliardo)

Posto
i’\i = ($1,$2,...,xi_1,$i+1,...,.1‘N) Vi= 1,...,N (N > 2),
selev; = v;(z;) perognii=1,..., N sono non negative ev; € LN_l(IRg*l) allora
v(z) = vi(T1) - v2(T2) - on(Tn) € LH(RY)
esiha

N
l[olly = < T vill s -
T

1,RV =1

N
[[v
i=1

Dimostrazione delle disuguaglianze di Sobolev (in W{*(2)).

Dimostrazione di (i).

Dimostreremo (i) prima per v € C§°(€2).  Poi estenderemo la tesi alle funzioni
u e WyP(Q) = C5e(Q).

Primo passo. Sia dapprima p = 1; possiamo assumere Q = RY. AlloraC(1,N) =1e
la tesi diventa

el = llull_x. < IVl

Per il teorema fondamentale del calcolo integrale (u € a supporto compatto in §2) si
ha:

u(z) :/ Diu(x1, ..., Tic1,t, Tig1, ..., an) AL (E)

e quindi
+o0 t+oo
|u(z)] S/ |Diu(z1, ..., i1, b, Tig1,- .., TN dﬁl(t) :/ |Dju(z)| dﬁl(xi)

perognii=1,...,N.

Pertanto
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Moltiplicando membro a membro risulta

()| T < f_v[ ( / j IDsu()] dclm-)) .

posto
1

w) = ([ D ac@) "

— 00

e applicando il lemma di Gagliardo 7.3.2 si ha

[ @™ @ < [ o) i)

M=t

N

H ||”i||N—1,]RAN*1
T

i=1

N -

IL( [ 1 ac @)™

i=1

IN

dove per l'ultima uguaglianza basta osservare che

v =[]
: {/R” V:o [Diu(z)] dﬁl(w»] d.ch@J}Nll

Quindi
/RN a5 LN () < 1;[1 (/RN Dou(z)| ch(xi) o .
< ([ vutolae¥@)
cioe
e, = ([ @ ac @) < [ vute) e = vl

Osserviamo che la (7.1) & vera anche per funzioni di classe C}(Q2) o per funzioni
C1(Q) q.0., a supporto compatto in €.

Secondo passo. Siaoral < p < Neu € C§°(Q).
Considerata la funzione ausiliaria

*

V= |u|11)7”‘_1 -
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siha .
D P
V| = 1 e [Vul g.o.in Q
dove (N 1)
p* _ pN —
— = =: N
T N C(p,N)
e
P _Np-1)
1* N —p
Applicando (7.1) a v risulta
N-—-1

([ r ac¥@) " <com [ eV [wuac @)
RN RN
(applicando la disuguaglianza di Holder)

1 1
N(p—1) s /

<) ([ IV ac @) ([ @5 ac @)’

y2

= C(p, N) |V, </]RN |u(:p)|1)* dLN(:E)> z

quindi
N1;1 7%1
([, w@r ac¥@) < Cp.N) [V,
N-—-1 -1 1
e poiché - — risulta in definitiva
p

(/}RN |u(x)|p* dEN(x)) ’ <C(p,N) Hqup'

Terzo passo. Dimostriamo ora (i) in W, *(Q) = C3°(Q). Siau € W, ?(Q), allora

I(un) CC5°(Q) : | up —ull; , —— 0. (7.2)

P p—too

Per quanto gia dimostrato si ha
lunll,- < Cp.N)[Vual,  ¥neN (7.3)

(osserviamo che C'(p, N) non dipende dan € N). Da (7.3) e (7.2) segue che (u,,) e di
Cauchy in L?" (Q), pertanto

JveLP () lup — |, o 0.

Osserviamo che
1
0 < flu—vll, < llun —ull, + lun — v, < llun —ull, + QU [[up —vl],-,

da qui, passando al limite per n — +o0, si deduce che v = » q.0. in Q. Allora
passando al limite per n — +oo nella (7.3) si ha in definitiva

0]l = [lull,. <Clp, N)[Vull,,
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cioe la tesi. O

Dimostrazione di (ii).

Basta provare (ii) per le funzioni v € C§°(Q2), perché poi si estende per densita a
Wo ™ (9).

Proviamo che
30>0: ul, < Cllul,y Vg€ [N, +oo| YueCP(©).
Da (7.1) siha, peru € C§°(Q),
lull s < [V, (7.9)
Considerata la funzione ausiliaria
v = |u|* (t>1)

da (7.4) risulta

N—-1

g, = ([ it a2 o)

_ -1
<t [T ae Y @) < el 19l

Segue che
1 =1 1 1 t—1 1
lull px. < 6 llull oy - 90l < e ull gy, - IVl -
Possiamo supporre
lull oy >0 e [[Vullf >0

(diversamente la tesi € banale). Ll

t _
Per la disuguaglianza di Young (osservato che — + 1= 1) si ha (ricordato che per
ipotesip = N)

-1 1 t—1 1
el 19l < 2= el oy, + 5 [ 9l

quindi

1 (t—1 1
lullgs, < e (S5 Tullomny oy + 3 190l )
1
< et (ull gy +1Vully)

< C (Il oy g, + IVl ) -

N —

con C = e+. Poiché la disuguaglianza precedente vale per ogni ¢ > 1, in particolare
essaeverapert = N (essendo N > 2):

lull g2 < C (lully + 190l )
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e quindi (per densita)

WM (Q) — L¥=1 ().
2

N . . .
Osservato che N1 > N, si ha anche (per interpolazione (Teorema 4.4.1))

N2
WM (Q) = LYQ)  VYge |N,——]| ;
N -1
iterando questo argomentocont =N + 1,t = N + 2, ..., si hala tesi.

Notiamo, infine, che per dimostrare (ii) e sufficiente anche osservare che perp — N

N N -1
risulta p* = N—p — +00. Osserviamo che la costante C(p, N) = 1% — 400
- -Dp
perp — N. O
Dimostrazione di (iii) (disuguaglianza di Morrey).
Ricordiamo che posto per u € C%(Q)
[ullg == llullgo @y + [ulo.a
|||, € una norma in C%*(Q) e lo spazio
(™€), IIll)
€ completo.
E sufficiente provare che
3C(p,N)>0: [uly, <C(p,N)|[Vull,  VueWyP(Q) (7.5)
e
lull ooy < Co, N)(diam Q) [Vull, — Vue WP Q). (7.6)

Proviamo prima la (7.5) e poila (7.6) in C5°(2); queste si estendono poi per densita
aWy?(Q).
Per provare la (7.5) dimostriamo che

IC(p,N)>0: Vz,ye, z+#y,
lu(@) —u(y)] < Cp,N) - [z —y|* - |[Vull, Yue 5 (Q).

Siau e C§° (), z,y € Q, x # y. Poniamo ¢ := [z —y| >0e
S := Bs(x) N Bs(y) N Q.

Risulta
lu(z) —u(y)] < |u(z) —u(z)| + [u(y) —u(z)] VzeS.

Integrando su S rispetto a z si ha:

1] - [u(z) — u(y |</|u ~ufz)| AN /|u _u(z)] AL (2)
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Ma | Bs| = wydéY dacui |S| = C(N)6V e quindi

C(N)N Ju(z) — u(y) |</|u —u(x)| deN /|u —u(2)] dCN(2). (7.7)

Valutiamo il primo integrale; il secondo si maggiorera allo stesso modo.

Osservato che
! d 1 ! 1
u(z) —u(x) = /0 7 (x+t(z—x)) dL () = /0 (z —x) - Vu(w)dL " (t)
dovew =z +t(z —x),sihaperogniz € S
) = @) < [ 1z =al - [Fuw) 20 <5 [ [Futw)] 2
e integrando rispetto alla variabile z € S
—ulxr N V4 N V4 1 ulw 1
[ o) —u@l ¥ ) <5 [ ac¥(e) [ 19utlacte
_ 5/0 4L (1) /S|Vu(w)| ALV (2).

Ora (osservatoche |z — z| < § = |w — x| < t4)

Vu(w)| deN (z Vu(w)| deN(z) =t~V Vu(w)| dCN (w).
/S| (w) ”S/Bé(m)' () dLN(2) = t /BM' (w)] dL™ (w)

Usando la disuguaglianza di Holder il secondo membro si maggiora:

[ v ¥ w) < Bt ( [ vty ch<w>>
Bys(x) Bys(x)

<wy PN |Vl .

=

Pertanto
1
/|u —u(@)] ALV (2) <wy * SR |, / 5 act (@)
0
(con p > N per ipotesi)
1
=y TSV,
1—
p

-3 Nia 1
=y V|V,

Tornando a (7.7) si ha

1-1 1
CN)ON fuw) —uly)| < 2-wy 7 -6 = | Vul,

da cui

o Vull, = Cp, N) - o = y[* - [[Vul|,
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e quindi (7.5).
Proviamo la (7.6).

Sia y € Q tale che u(y) = 0. Dalla (7.5) siricava
lu(@)| < C(p,N) - |z —y[* - [|[Vull, < C(p, N) - (diam Q)* - | Vul|,

per ogni z € e quindi segue la (7.6). O

7.4 Disuguaglianze di Poincaré

Teorema 7.4.1. (Disuguaglianza di Poincaréin W} (Q))
Sia 2 un aperto connesso e limitato di R™ ; allora

3C(Q,p,N)=C(p,N)[Q¥ >0
lull, < C(Qp.N)[|Vul, YueW,"(Q), Y1<ps too.

Osserviamo che 'ipotesi “€2 limitato” puo essere indebolita richiedendo che (2 sia
limitato almeno in una direzione, ma non puo essere eliminata.

Dimostrazione della disuguaglianza di Poincaré.

N
Siau € W;*() el <p< ~

T Per il caso (i) delle disuguaglianze di Sobolev

(osservato che < N poiché N > 2) siha

[[u

Poiché p* > psiha L?" () < LP(Q) e quindi

1_ 1 1
[[ull, <1917~ - flull,. = [ [lu

p*

Pertanto )
[ull, < QY -C(p, N) [|Vul|, = C(Q2,p, N) [[Vul,

per ogni u € W, *(Q).

. . D .
Sia orap > ;  definiamo r := e osserviamo che 1 < N
P=NT1 "TNT srs
>1 < p> N
T .
= P=N=1
. Nr . . . .
Considerato r* = N (I'esponente di Sobolev di r), risulta r* = p e quindi,
T

ancora per il caso (i) delle disuguaglianze di Sobolev

[ull, = llull,. <C(r,N)[[Vull, < C€,p, N)[[Vul O

r*=p"*



116 Introduzione alle Equazioni a Derivate Parziali Lineari

Corollario 7.4.2. InW,”(Q) le norme [ull, , ellVul|, sono topologicamente equiva-
lenti. '

Infatti

IVul, < llully, = llull, + IVull, < (CQp,N)+1)[|Vu],  YueWyP(Q). O

Osservazione 7.4.3. La disuguaglianza di Poincaré dimostrata in W, *(2) non vale
per le costanti non-identicamente nulle in 2. Cio preclude pertanto la possibilita
che quella stessa disuguaglianza possa valere in W17 (Q).

Tuttavia sussiste il seguente risultato

Teorema 7.4.4. (Disuguaglianza di Poincaréin WP (Q))
Sia ) un aperto connesso e limitato diR", di classe C*'; allora

AC(Qp,N)>0:  |lu—uql, < CQp,N)|[Vul, YueW"(Q),

dove

. u(z) dL™ ()

1
ug = 7
€ Jo

Osservazione 7.4.5. Nelle ipotesi della disuguaglianza di Poincaré (in W1?(Q)), se
1 < p < N sihala seguente disuguaglianza di Sobolev-Poincaré

[u—ugql, <c(Qp,N)[Vull, Yue whP(Q).



