CAPITOLO 5

Convoluzione e Regolarizzazione per convoluzione

I risultato principale di questo capitolo e il Teorema di densita 5.4.1.

5.1 Convoluzione e Regolarizzazione per convoluzio-
ne

Ricordiamo che uno spazio topologico X si dice (spazio) normale se e 7; (cioe se
ogni punto e un chiuso) e

VFy, F5 chiusi, non vuoti, disgiunti  3G1, G2 aperti, disgiunti : F; C Gy, F» C Ga.
Osserviamo che ogni spazio metrico € (uno spazio) normale.
Teorema 5.1.1. (Lemma di Urysohn)

Sia X uno spazio normale. Comunque si prendano due chiusi, non vuoti, disgiunti,
Fy eF, di X, esisteuy : X — |0, 1] continua tale che

1 sexe F
u () =
0 sex € Fs.

Lemma 5.1.2. CJ(RY) édenso in L*(RY).

Dimostrazione. Sia v € L'(RY) e senza ledere la generalita, supponiamo u
Esiste allora (u,,) successione crescente di funzioni semplici, 0 < u,, < up41
perognin € N, tale che

> 0.
<u

Up — u q.0. in RY
n—-+oo
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e per il teorema della convergenza dominata

u, — u innorma L'(RY).

n—-+oo

E sufficiente allora provare la tesi per X s <funzione caratteristicadi £ :

1 E
Xpx) = sere > con E misurabile e limitato.
0 sex ¢ FE
Siha
Ve >0 3JF compattoe G aperto limitato, FC ECG : |G\ F|<e.

Poiché F e RY \ G sono chiusi, non vuoti, disgiunti di RY (spazio normale), dal
lemma di Urysohn segue che esiste u; : RN — [0, 1] continua tale che

1 sexeF
up(x) =
0 sexeRN\G,

anziu; € CJ(RY) (giacché suppu; C G). Risulta

Xz~ will, = [

RN =FURN\G)U(G\F

:/ X () — w1 ()] AL ()
G\F

) X p(@) = ur(2)] ALY (@)

g/ dcN(x) = |G\ F|<e. O
G\F

Definizione 5.1.3. Sia v : RN — R misurabile. Poniamo, per a > 0,
Tou:=(aAu)V —a

(troncata di « al livello a).

Osservazione 5.1.4. Siau € LP(RV), 1 < p < +oo. Allora per ogni ¢ > 0 esiste
v € L*(R") nulla fuori di un compatto di R" tale che [[v — ul|,, < e.

Dimostrazione. Siau € LP(RY), 1 < p < +oc. Poniamo
Un, ::Tnu~X§ ©) VneN.
Per ognin € N u,, € L=(R") ed & nulla fuori di B,,(0) (compatto). Risulta

U, — u q.0.in RY
n—-+oo

e |u,|” < |ulP. Peril teorema della convergenza dominata si ha
|un —ull, ———0
n—-+oo

pertanto
Ve>0 Jv. €N Vn2>v. |u,—ul,<e.

Basta dunque prendere v = u,,_. O
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Lemma 5.1.5. CJ(RY) édenso in LP(RY) per ognip € R,1 < p < +oo.

Dimostrazione. Siau € LP(RY), 1 < p < +oo (per p = 1 vedi il lemma precedente);
per 'osservazione precedente, fissato ¢ > 0, esiste v € L>°(RY), nulla fuori di un
compatto e tale che [[u — v, <e. Talev € L'(RY), allora per il lemma precedente,

fissato (arbitrariamente) § > 0 esiste v; € C§(RY) tale che
lv— vl <6.

Si puo assumere che v sia tale che ||v1 ]| < ||v]|oo (altrimenti, se ||v1]]oo > ||v] o0, S
prende TllvHoovl)'
Dalla disuguaglianza di Minkowski si ha:

[l —vrll,, < flu =[], + [lv = vill, <e+flv—vi,.

Inoltre da
/ [0 —vi[PdLY () :/ o —wi]- o — v [Pt LN (x)
RN RN
siha
o —oill) <[lo—wrlly - [lo—oa |5}
e quindi

1 1-1 1 1-1
lo = will, < llv—oillf - [lo = wvilloc * <67 2fv]lec)
Scelto 6 > 0 sufficientemente piccolo tale che 5v (2||v|\oo)17% <e¢g,siha
[ —will, <e,

pertanto
Ju—wvi, <2 O

Osservazione 5.1.6. Illemma precedente non € vero per p = +cc.

Infatti, se per u € L= (R") esistesse (u,,) C CJ(RY) tale che

Uy — u  in L®(RY),
n—-+oo
essendo la convergenza uniforme, u sarebbe necessariamente continua. Cio do-
vrebbe valere anche per u = X » con E insieme misurabile, che e discontinua; il
che e assurdo. O

La nozione di supporto per una funzione continua « : 2 — R &, come gia visto, la
chiusura dell'insieme {x € Q; u(z) # 0}, ovvero supp u € il complementare del pit
grande aperto in cui v = 0.

Tale nozione non e adeguata quando si ha a che fare con classi di equivalenza (come
nel caso degli spazi LP(£2)): osserviamo, e.g., che 'usuale nozione non ha senso per
la funzione di Dirichlet X’ Q definita su R.

Pertanto diamo la seguente definizione (che coincide con quella nota nel caso delle
funzioni continue).
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Definizione 5.1.7. Sia v : Q@ — R una qualunque funzione. Definiamo supp u il
complementare del pit grande aperto in cui v = 0 g.0. in 2.

Questa definizione é “intrinseca” (se u; = us q.0. in  allora supp u1= supp us), e
quindi possiamo parlare di supp u per u € LP(S2), senza precisare quale rappresen-
tante scegliamo nella classe di equivalenza.

Osserviamo che supp XQ = 0.

Teorema 5.1.8. (Prodotto di convoluzione)
Sianou € L*(RN),v € LP(RN), 1 < p < 400, allora per q.o0. x € RY la funzione

y = u(r—y)-v(y)

¢ integrabile in R™ .
Posto

(weo)le) = [ utw=9)-oly)de (o)

(prodotto di convoluzione di v perv)

siha
uxv € LP(RN)

evale la disuguaglianza di Young
lwxoll, < lully - [lvll, - (5.1)

Osservazione 5.1.9. Osserviamo che il prodotto di convoluzione € commutativo;
inoltre si ha 15

supp (u*v) C (suppu) + (suppv).

Notiamo inoltre che se le funzioni v e v hanno entrambe supporto compatto, allora
anche u * v € a supporto compatto.

5Definizione. Se A e B sono due sottoinsiemi diRN poniamo

A+B::{26RN;3(16A,bEB: z:a-l—b}.

Chiaramente A + B = B + A.
e Se A e Bsono entrambi chiusi, la somma A + B puo non essere un insieme chiuso.
e Se A e un chiuso e B € un compatto, la somma A + B & un insieme chiuso.

e Siccome la somma di due insiemi limitati e limitata, dal risultato di chiusura segue che la somma
di due compatti &€ ancora un compatto.

Se A e un chiuso e r > 0 vale la formula

A+ B, (0) = {m €RY; d(z, A) < r} .

Siano .
n>2
B { + ! + 2
= n —2771 2 )
n>2 n
allora
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Teorema5.1.10. Seu € CY(RY) el®v e L} (RN) allora

uxve CHRYY A DY¥uxv)= (D) xv Yo <k
In particolare seu € C°(RN) ev € L}, (RYN) allora

uxv € C®MRY) A DYuxv)= (D) *v VaeN}.

A complemento del teorema di regolarita del prodotto di convoluzione (teorema 5.1.10)
richiamiamo i seguenti risultati.

Teorema 5.1.11.

(i) Sef € LP(RN) (1 <p < +oo)eg e S(RY) 1, allora

frgeCeRY) e DY fxg)=f*D% VaeNy;

(i) sef € LP(RN) eg € LP (RN), allora f « g € C°(RYN) .

1 1
(infattiVa €A In>2:ac |:—n, —n + —2}; seb = —a, allorab € |:n— —Q,n} e quindi b non puo
n n

appartenere a B). Posto a, = 3 si ha
2n2
1
(Xa* Xp) @m) = [ X an=9)- X ) 4L ) = Ira (~A) 1 B = 55 >0
dove 74,,(—A) = an — A, perché

1 1 2
Tan,(—A)N B D |:an+n7—2,an+n:| n |:n+ —.n+ —2i| .
n n n

1
la cuimisurae = ——
2n2

Dunque (XA *XB> (an) > 0 (si pud provare che XA * XB € CO°MR)) e quindi 0 €
supp (X 4 * X B). Pertanto, in generale, non e vero che

supp (u*v) C (suppu) + (suppv) .
cfr. anche e.g. [8], pp. 323-326.

16y e L] (RN) <= VK compattodiRY : v e L1(K).
7per la classe di Schwartz S(RY) si veda il paragrafo 10.2
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Mlustreremo ora una tecnica di regolarizzazione per convoluzione introdotta da Le-
ray e Friedrichs.

5.2 Successioni regolarizzanti

Definizione 5.2.1. Una successione di mollificatori (o successione regolarizzante)
(0n) & una qualunque successione di funzioni su R" tali che

on € CP(RY),  supp 0, = B1(0),
/ on(z)dLN(z) =1,  0,>0 suRV.
RN

Nel seguito utilizzeremo sistematicamente la notazione (o, ) per indicare una suc-
cessione di mollificatori costruita a partire dalla funzione ¢ € C§°(RY) (introdotta
in precedenza nel paragrafo 1.1), ponendo

o) = n™No(nx)
o) = T @ L @)

5.3 Approssimazione dell’identita

Teorema 5.3.1. (Teorema di approssimazione dell’identita)
Sia (o) una successione di mollificatori.

(i) seu € L>®(RY) eu e uniformemente continua su K compatto diR", allora

onxu = wu sulcompatto K;
n—-+oo

(i) seu € LP(RN), 1 < p S +o0, allora

on ¥ u — u  innorma LP(RY).
n—-+oo

Inoltre
llon *ull, < lull, VneN.

Dimostrazione. (i) Lafunzione u|, € uniformemente continua, quindi
Ve>0 35=06ke>0 : |u(z—y)—ul@)<e VzeK Vye Bs0).

Per ogni z € RY risulta

w(x —y)on(y) dL™ (y) — u(z)

N

(on *u)(2) —u(z) =

—

u@—ywawdﬁN@w—/ w(@)an(y) AL (3)

N RN

[u(z —y) — u(2)] a(y) L™ (y).
(0)

I
o

1
n
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Pertanto per ogni z € K e perognin > 3 si ha

(n * u)(x) — u(2) g/

B1(0)

< /E o1 =) —u@) ) 4L ()

u(z —y) = u(2)| ea(y) AL (y)

Bs(0)

<e- / on(y) AL (y) = e.

(i) Siaw € LP(RY), 1 < p £ +o0c; per quanto gia provato in un lemma precedente
(CS(RN) =LP(RY),1<ps +oo), per ogni ¢ > 0 esiste u; € CJ(RY) tale
che

u—ull, <e.
Per il punto (i) ¢, *u; = w1 suogni compatto contenuto nel supp u1, e quindi,
osservato che

supp (on * u1) C supp on, + suppui = E% (0) + suppuy C B1(0) + suppus

(che & un determinato compatto) passando al limite sotto il segno di integrale

risulta
[(0n *u1) — U1Hp m 0.
Poiché
(0n *u) —u=[on* (u—ur)] + [on * ur — ur] + [u1 —
siha

[(on *w) = ull,, <flon * (uw = wr)l, + l[(@n * u1) = wrll, + lus = ull,
< llenlly - llu = wull, + (en * wr) = ull, + lur —uf,
= 2lu = wll, + [[(en * u1) = uall,,-

Pertanto
limsup [|(on *u) —ufl, <2 Ve>0

n—-+o0o
da cui la tesi.
O

Al teorema precedente si puo dare anche la seguente versione (piu generale) (cfr.
e.g. [7], Th.(0.13)) :

Teorema 5.3.2. Siayp € L'(RY) e [,n o(x)dLN () = a. Per ognie > 0 definiamo
_ X
pe(x) =N .o (—)

€
(i) Seu € L= (RY) eu e uniformemente continua su K compatto diR" , allora

Yexu = au sulcompatto K .
e—0t

(i) Seu € LP(RN),1 <p < +oo, allora

¢ xu — au  innorma LP(RY).
e—0t
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5.4 Densitadi C3°(2)inLP?(Q) (1 <p < +00)

Teorema 5.4.1. (Teorema di densita)
Sia Q) aperto connesso di RYN. Lo spazio C§°(2) é denso in LP(Q)) per ognip € R,
1<ps +oo.

Osserviamo che il teorema di densita pud esprimersi con una delle seguenti formu-
lazioni:

VueLP(Q) 1<ps+oo, Ve>0, Ju €Cg(Q) : |u—wl,<e
oppure
Vue LP(?) 1<psS+4oo, F(un) CC3°(Q) :  |up—u|, —— 0.

P nostoo

Dimostrazione. Datau € LP(Q2),1 < p S +o0, sia

u(z) sex e

0 sex € RV \ Q.

Risultaw € LP(RY). Essendo (2 aperto, esiste una successione crescente di compatti

K, tale che
0= U K, .
n=1

Per ogni n € N definiamo
Uy =T~ XKn )
Siha
Un € LP(RN>a supp v, = Ky, |vn|p < |ﬂ|p,

vy —— W q.0.inRY;
n—-+o0o

allora, per il teorema della convergenza dominata,

lvn — |, —— 0.
n—-+o0o

Posto, perognin € N,

Un = On * Un

sihau, € C~(R"); d’altra parte

3

n

supp (0n * vn) C supp 0, + suppv, = B1(0) + K,, = {x eRY; d(z,K,) <

beo

per n sufficientemente grande.
Pertanto, per n sufficientemente grande

Uup € C3°(9).



5. Convoluzione e Regolarizzazione per convoluzione 85
Ora B B
[un —ull, = llun —ull, = [l(en *va) —ll,

= [|(on * vn) — (0 * ) + (0n * ) _ﬂHp

< [[(en * vn) = (en * W)l,, + l|(on * @) — ],

= llon * (vn = W), + ll(en * @) — 1,

< llenlly - llon —ll, + [l(en *u) —ull,
(si e applicata la disuguaglianza di Young).
Pertanto, poiché

o =ll, 2570 0
e (per (ii) del teorema di approssimazione dell’identita)
[(en *u) —ull,,
segue che
Si & quindi provato che data u € LP(2) esiste (u,,) C C§°(12) tale che
O

Osservazione 5.4.2. Sia ) aperto connesso di RY e siau € L} (1) tale che

loc

/Qu(x)~g0(z)d£N(z):0 Ve C(Q).

Allora
/Qu(x) ~v(x)dLN () =0

per ogni v € L>°(R¥) a supporto compatto contenuto in €.

Dimostrazione. Sia v € L>(RY) a supporto compatto K contenuto in Q (quindi

v € LY(RY)). Consideriamo
U = on ¥ v € C°(RY).

Poiché .
suppv, C B1(0)+ K C Q

per n sufficientemente grande, risulta per gli stessin
vp € C3° () ;
inoltre, poiché per il punto (ii) del teorema di approssimazione dell’'identita

vy — v in LY(RY),
n—+oo
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esiste un’estratta di (v,,), (vi, ), tale che

vp, — v q.0.inRY .
n—-+oo

Inoltre dalla disuguaglianza di Young risulta
[vnlloo < V]lec Vn€N.

Dall'ipotesi si ha, per n sufficientemente grande

/ u(z) - vg, (2)dLN (z) =0,
Q

e passando al limite sotto il segno di integrale (per il teorema della convergenza
dominata) si ha

/ u(z) -v(z)dLN(x) =0. O
Q

Corollario5.4.3. Seu € L}, () e

/Qu(:r) cp(x)dLN () =0 Ve Q)

allora
u=0 g.0.inq.

Dimostrazione. Osservato che 2 € unione numerabile di compatti, la tesi si riduce
a provare che fissato un arbitrario compatto KX C Qsihawu = 0 q.0. in K. Definiamo

segno u(x) sex € K
v(z) =
0 sex e RN\ K

dove
1 seu(x) >0

segnou(z) =¢ 0 seu(r) =0
-1 seu(zr) <0.

Si ha che v € L>(R") ed ha supporto compatto K C 2. Per I'ipotesi e I'osservazio-
ne precedente si ha

= u\xr) - - v\x NIE: u\xr NZE
of/Km (2)dL () /K|<>|dc (2)

e quindi v = 0q.0. in K. O
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In particolare vale il seguente risultato (di du Bois-Reymond):
Corollario 5.4.4. Seu € L' ([a,b]) e

b
[ @ @dci@ =0 v e 6 (o)
tale che ,
/ ©*(x)dL(z) =0 (i.e. p* ha media nulla),
allora

u = costante g.o. inla,b].

b
Dimostrazione. Sia o1 € C§° ([a,b]) con [ ¢ (x)dL (x) = 1.

Allora se ¢ & una qualunque funzione di classe Cs° ([a, b)), la funzione

b
(1) = o(z) — o1 (2) / o) AL (y) € C5° ((a, b))
b
e/ ©*(x)dL (z) = 0.

a
Si riconosce facilmente che per 'ipotesi risulta

b
0 = /u(x)w*(x)dﬁl(z)

b b b
[ @ eta)dct@) - [ @@ aci@): [ edetm)
ab ab ab
= [ e@dc @ - [ ewdev): [ ela)dei@)

b b
/ [u@c) - / u(y) o1(y) dﬁ@)l () dL (z),

= cost

con ¢ arbitraria funzione di classe C§° ([a, b]).
Per il corollario precedente segue la tesi. O

5.5 Prodotto di convoluzione di due distribuzioni

Estendiamo '® alle distribuzioni il concetto di prodotto di convoluzione, introdotto
nel Teorema 5.1.8. Premettiamo la definizione di supporto di una distribuzione che
estende quella nota per funzioni (cfr. Definizione 5.1.7).

18Cfr. e.g. [14].
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Definizione 5.5.1. (Supporto di una distribuzione)

Si dice che una distribuzione T' € D’(Q2) & uguale a 0 in un aperto Q' C  se risulta
(T, p) = 0perogniyp € CFF().

Il supporto di una distribuzione 7' € D’(Q?) ¢ il complementare (relativo a §2) del pit
grande aperto (contenuto in ) in cui 7" € uguale a 0.

Esempio. Il supporto did & {0}.

Osservazione 5.5.2. Una distribuzione 7 € D’(RY) a supporto compatto si pud
estendere dallo spazio delle funzioni test D(RY) a tutto C>°(R") ponendo, per ogni
P € C2(RY),

(T, 9) = (T, ¢¢)
con ¢ € D(RY) tale che ¢ = 1 su un aperto contenente supp T (osserviamo che

1 € D(RN)).

Lestensione cosi definita non dipende dalla particolare funzione ¢ scelta.

Definizione 5.5.3. (Prodotto di convoluzione di una distribuzione per una funzione)

SiaT € D'(RY) e f € C5°(RY). Si definisce prodotto di convoluzione T * f la
funzione
(T*f)(x) == (T(y), fle—y)) VzeRY, (5.2)

dove la notazione ha il significato che la distribuzione 7'(y) agisce sulla variabile y
producendo una funzione della variabile x.

Osservazione 5.5.4. Se v € L} (RV)e f € C5°(RY) allora, denotata con T, la

loc

distribuzione associata alla funzione u, risulta
Tuxf=uxf. (5.3)

Infatti, per ogni z € R”, si ha

(Tu* f) (2) = (Tuly), f(z —y)) = /RN u(y) fz —y)dLY (y) = (ux f) ().

Osservazione 5.5.5. Risulta
Sxf=f VfeCFrRY). (5.4)
Da (5.2) siha

(6% f) (2) = (6(y), fle —y) = flx —0) = f(z) ¥z eR".

Osservazione 5.5.6. Se la distribuzione 7" & a supporto compatto allora per I'Osser-
vazione 5.5.2 si puo estendere il prodotto di convoluzione T * f definito dalla (5.2)
afeC>®RN).
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Teorema 5.5.7.

() SeT € D'(RN)efe CeRY)alloraTxfeCeRN)e

DT * f) = (D°T)x f =T (D*f) VYaeN); (5.5)

(ii) seT € D'(RY) é una distribuzione a supporto compatto e f € C>(RY) allora
T x f € C(RYN) evale la proprieta (5.5) ;

(iii) se, inoltre, T € D'(RY) e una distribuzione a supporto compattoe f € C3°(RY)
allora T + f € C°(RV).

Definizione 5.5.8. (Prodotto di convoluzione di due distribuzioni)
Siano 7', S € D'(RY) di cui almeno una a supporto compatto. Si definisce prodotto
di convoluzione T S la distribuzione tale che

(T 8,0) = (T(x),(S(), ez +y)) VeeDRY), (5.6)

dove la notazione ha il significato che la distribuzione S(y) agisce sulla variabile y
producendo una funzione della variabile z a cui si applica la distribuzione 7'(z).

Osserviamo che la definizione € ben posta in quanto

(a) seladistribuzione S e a supporto compatto allora, per la (iii) del Teorema 5.5.7,
la funzione z +— (S * ¢) (z) & di classe C§°(R”), cioe & una funzione test;

(b) seladistribuzione 7' & a supporto compatto, poiché per la (i) del Teorema 5.5.7
la funzione T * f & di classe C>°(R"), si considera I'estensione di T allo spazio
C>(RY) (Osservazione 5.5.2 e Osservazione 5.5.6).

1
loc

Osservazione 5.5.9. In particolare, se u,v € L} (R") e almeno una di esse & a

supporto compatto risulta

Ty = [ [ @ o) pla+ 0¥ @de e Ve DERY).

1
loc

Osservazione 5.5.10. Siano u,v € L} (R"Y), conu a supporto compatto e v limitata.

Vale la seguente proprieta!?

Tyso =Ty x Ty .

195 osservi che u x v € CO(RN) per la (ii) del Teorema 5.1.11 e quindi w x v € L} (RY); inoltre
la distribuzione T, & a supporto compatto e quindi ha senso considerare il prodotto di convoluzione
Ty xTy.
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N risulta

Infatti per ogni ¢ € D(R

T = [ @0 @e2de¥6) = [ ©0r0)@elde)

RN

/RN (/RN v(z — x)u(z) dLN(x)) o(2)dL N (2)
(4NUW)<4NMZ—de@d£N@Och@g

= [ ([ ot nac¥o)) i
= (Ty*xTy,, )

dove nell’'ultima uguaglianza si € applicata I'Osservazione 5.5.9.

Osservazione 5.5.11. Dall’Osservazione 5.5.10 segue che la Definizione 5.5.8 esten-
de in maniera naturale alle distribuzioni il prodotto di convoluzione tra funzioni
(introdotto nel Teorema 5.1.8).

Inoltre il prodotto di convoluzione tra distribuzioni (definito nella Definizione 5.5.8)
& anche una estensione della (5.2), in quanto, se u € Lj,.(R") e f € C°(RY), la
distribuzione associata alla funzione T, * f € C°°(RY) definita dalla (5.2) risulta
uguale alla distribuzione T, * T definita dalla (5.6).

Si ha, infatti, per ogni ¢ € D(RY),

/ (Tu ) (2) p(a) ALV (2) = / (Tu* ) (2) plz) ALV (2)
RN N

o(z)dLN (2) / u(@) f(z - ) dL™ (2)

N RN

u(z)dLN (z) (z—2)p(2)dL N (2)

N RN

w(x)dCN(x) [ fly) (@ +y)dLN (y)

N RN
= u(x) (Tr(y), e(z +y)) dL (z)

= (Tul@), (Ti(y),p(z +y))) -

Il
T~

53

Osservazione 5.5.12. Si puo provare che il prodotto di convoluzione tra due distri-
buzioni, di cui almeno una a supporto compatto, € commutativo.

Inoltre, il prodotto di convoluzione di due distribuzioni aventi entrambe supporto
compatto e una distribuzione a supporto compatto.

Osservazione 5.5.13. Sia T € D'(RY). Osservato che § & una distribuzione a sup-
porto compatto (essendo supp § = {0}) sono ben definiti i prodotti di convoluzione
T x 0 e d = T. Vale la seguente proprieta

Txd=6xT =T 5.7
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e quindi la distribuzione ¢ rappresenta l'unita rispetto al prodotto di convoluzione.

Proviamo la (5.7). Risulta per ogni ¢ € D(RY)
(T'x0,0) = (T(2), (6(y), p(z + ) = (T(2),p(x +0)) = (T(2), p(x)) = (T, )

dacuiseguecheT x 6 =T.

Osservazione 5.5.14. Sussiste il seguente risultato: se 7, S € D'(R") e almeno una
di esse & a supporto compatto si ha

DX(Tx8S)=(DT)+«S=Tx(D*S) VaecN}.






