CaAPITOLO 4

Spazi (di Lebesgue) LP((2)

4.1 Definizione e proprieta elementari degli spazi LP((2)
Definizione 4.1.1. Sia () sottoinsieme aperto connesso non vuoto di R”. Definiamo
LYQ) = {u; u : Q — R misurabile, / lu(x)| dL™N (x) < +oo} ,
Q

eperpc R, 1 <p <400
LP(Q) := {u; u: Q@ — R misurabile, [u[’ € L'(Q)},

inoltre, per 1 < p < +o00, poniamo

lallzogey = lully = ullpg == < / |u<x>|pdﬁN<x>) ;
definiamo
L>*(Q) := {u; u: Q — Rmisurabile, 3c€R": |u(z)| < cperg.o.z € Q},

(funzioni essenzialmente limitate)
e poniamo

lull L) = lulloo = [|t]|co,0 := inf {ceR"; |u(z)| < cperq.o.zcQ}
(sup. essenziale di u).
Si precisa che gli elementi degli spazi L?(£2) (1 < p < +o0) sono classi di equivalenza

di funzioni, due funzioni della stessa classe di equivalenza differendo in un insieme
di misura (di Lebesgue) nulla.
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Osservazione 4.1.2. Se v € L>°(0) allora |u(z)| < ||u|/« per q.0. z € Q.

Dimostrazione. Esiste (c,) C RT tale che

cn —— [lulloo
n—-4o0o

e per ogni n € N esiste E,, misurabile, | F,,| = 0, tale che

lu(z)] < ep Ve eQ\ E,.

Posto
E:= | En,
neN
risulta
|E|=0
e

lu(z)] < ¢y VeeQ\E, VneN.

Passando al limite per n — +oc si ha pertanto

lu(z)] < |lulloo VeeQ\E, |E|=0. O

Osservazione 4.1.3. L°°(Q)) & uno spazio vettoriale, inoltre
M Julloc = 0;
2) ulloo =0 <= u=0gq.0.inQ;
@) Moo = A fulloe VA €R;

@ Jlu+vloo < flulloo + lvfloc Vu,v € L=(R).

Dimostrazione. Per provare la (4) osserviamo che
lu(z) +v(z)| < Ju(@)] + [v(@)] < [Jull + [|v]|«  perq.o.z e Q,

da cui segue la tesi. O

Quindi (L*(£),] - |l) € uno spazio normato.

Teorema 4.1.4. (Teorema di completezza)

(L*=(2), ]l - lo) €di Banach.
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Dimostrazione. Sia (u,) C L*° () di Cauchy rispetto a || - || . Allora

1
VkeN dJy,eN : Vn,m>uy Hun—umHOO<E.

AlloraVk € N dJy, € N 3 Ej misurabile con |E;| = 0 tale che

1
Vn,m>vg |up(x) —up(@) < - VoeQ\Eg;

k
posto
E:[JEh
keN
siha
|E|=0
ed inoltre

1
Vn,m>vg  |up(z) — um(z)] < Z VeeQ\E.
Poiché R & completo

Up(z) —— u(z) eR Ve Q\E.

n—-+oo

Resta cosi definita una funzione v misurabile (limite di funzioni misurabili). Osser-
vato che
lu(@)] < |un(z) —u(@)| + lun(z)] Vo eQ\E

siriconosce che u € L>°(2). Inoltre, poiché
1
Vn,m > vy [tn () — um (z)] < P VeeQ\E,

si ha, passando al limite per m — +oo,

1
ltn, — ulloo < % Vn >y

e quindi
Uun ————u I (LZ(Q), || fl) -
Pertanto (L>°(2), || - ||« ) € di Banach. O

4.2 Disuguaglianza di Holder

Definizione 4.2.1. Sianop € R, 1 < p < +ocoep’ € Rtaliche

p p
p, p’ si chiamano esponenti coniugati.

Ad esempio I'esponente coniugato di p = 2, 1, +o0 sara, rispettivamente, p’ =
2,400, 1.
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Teorema 4.2.2. (Disuguaglianza di Young)
Siap € R, 1 < p < 4+00. Risulta

1 1 /
|a~b|§—|a|p+—l|b|p Va,be R,
b p

doveyp' é l'esponente coniugato di p.

Dimostrazione. Se a = 0 0 b = 0 la disuguaglianza e ovvia. Sea e b € R\ {0}, dalla
concavita della funzione log si ha

1 1 / 1 1 /
log <—|a|p + —/|b|p) > —loglal’ + — log|b[’ = log |ab]
p p p p

e passando all’esponenziale in base ¢, si ha la tesi. O

Teorema 4.2.3. (Disuguaglianza di Holder)
Siap e R, 1 <p < +oo;u € LP(Q),v € LP(Q). Risulta

w-veL(Q) A lu-vlly < lull, - ol -

Dimostrazione. Se p =10 p = +oco la tesi & banale. Infattise p = 1 allorap’ = +oc e

1Qwvchw>swmwAJMchuwﬂwmumm-

Resta da provare la tesi per 1 < p < +oc.
Dalla disuguaglianza di Young si ha

1 1 /
lu(z)v(z)] < §|U($)|p + plv(x)lp per g.o. x € €2,
da cui segue
1 1 /
[ @) v@de¥ @) < 5 [ u@lrdeY @)+ [ e de @)
Q pJa P Ja
1 p, 1 P
=3 [Jull, + o [0l < 400
epertantou -v € L'(Q) e
<= P l P’
e -lly < Zllell + 2 10l

Allora preso Au con A > 0, si ha

1 p, 1 P’
[Au-oll; < ’ ([ Aull, + v vl
da cui
A <X+ Lo
Ju-vf, < r [[wll, + p [[v]l,



4. Spazi (di Lebesgue) LP (€2) 71

e quindi
APt p 1 p’
Ju-vll; < p|mm+xgwmw
Sia
APt P P’
F(X) = plWh+X;MMf (A>0).
Osservato che da
(P—1) /
FI) = 2 fully g el =0,
ovvero da )
/ P P _
p'(p— DN ull; —plvll, =0,
siha /
P
o ol
D
[[wll;
e quindi
»’
N
flull,,
con questa scelta di A > 0siha
1 vl S B |71 -
WrMhSEMWAHMu+7 vl
P o]l

1 1
ZEHMMHWP+;AWMHﬂW

= [|ull, [[v]l, - O
Osservazione. In alternativa alla precedente dimostrazione, osservato che se u = 0

oppure v = 0 g.o. in 2 la disuguaglianza di Holder e ovvia, si applichi la disugua-
|ul vl

eb=

glianza di Young con a = .
[[ull, [Vl

Osservazione 4.2.4. LP(Q)) & uno spazio vettoriale (reale).

Dimostrazione. Per p = 1 € immediata;
per 1 < p < +oo basta osservare che la funzione x — |z|P & convessa e quindi

u+v
2

L |
< 5 (ful? + [op)

pertanto
u+of? <227 (Juf + [vfP). O
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Teorema 4.2.5. (Disuguaglianza di Minkowski)
Sianou,v € LP(Q2),1 < p < +o00. Allora

lu+oll, < full,, + o]l -
Dimostrazione. Abbiamo gia trattato il caso p = +oco. Inoltre il caso p = 1 e facile

da verificare.
Consideriamo dunque 1 < p < +cc. Si ha

Juct ol = [ ust ol de¥ @) = [ Jut ol fu o] eV (o)
Q Q

< [t ol de ¥ @)+ [ fu ol ol de X @)
Q Q

L
7

< Hqu (/ |’U,—|—U|(P*1)p’ dACN(zT)) P n ||’UHp (/ |u+,U|(P*1)p’ d,CN(zT))
Q Q
= (lall, + 1101l ) I+l

3 e

dove si e applicata la disuguaglianza di Holder a
lu+oP e LFT(Q) =L (Q) e  uwve LP(Q).

Pertanto ,
=7
[u+ol,=llut+vlp * <|ul,+[vl,. O

Osservazione 4.2.6. Siriconosce facilmente che

full, = |u<x>|Pch<x>)%

€ una norma, tenuto conto anche della disuguaglianza di Minkowski.

4.3 Immersione continua L*(Q2) — L*(Q2)

Proposizione 4.3.1. Se|Q}| < +oo, perogni 1 <r < s < 4o si ha

L?(Q) — L™(9) (immersione continua di L° () in L"(Q0))

1

e SO ull,  Vue L3(Q)
(la topologia di L* () é piu forte di quella di L™ (Q2)).

[u

Dimostrazione. Siau € L*(Q), allora [u|" € L*(Q) e

|\u|\:=/9|u(:c)|"ch(:c) =/91-IU(36)ITdﬁN(fC)

r

<(/ dﬁN(@)lg ([t ac¥@) " =lor+ jul;
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e quindi
1_1
l[ull, <1977+ Jlull -

Osservazione 4.3.2. Nella proposizione precedente l'ipotesi |©2] < 400 non pud
essere eliminata. Infatti sia N = 1 e Q =|1, +oo[; poiché
+oo 1
| s
1

diverge pers=1

w&
converge pers>1

siha

1 ¢ L(1, +oo]

1 1
Vs>1 — € L'(]1,400), ovvero = e L°(]1,+o0l).
X X

4.4 Disuguaglianza di interpolazione

Teorema 4.4.1. (Disuguaglianza di interpolazione)
Sia Q) ¢ RN aperto connesso, u € LP(Q)NLI(Q), 1 <p< q< +oo. Allora

u € L"(Q) VreR, p<r<gq

ed inoltre
a l—o
lJall,, < lllly - flullg
R 1 a 11—«
dove o € [0,1] etaleche — = — +
r p q
, , . 1 o 1-a _.
Dimostrazione. Siaa € [0,1] edr € Rtaleche — = — + . Siha
r p q

HWI:KJM@VdEN@%:AJM@PWM@NF”%MN@)
Osservato che .
we LP(Q) = |ul*" € LE(Q)
we LIQ) = |u|t-r e LT (Q)
1—-a)r

q

p
/“wcwr”hwznﬂfwrdzN<z>
Q
(1—a)r

< wuwwﬁchu>%§- fu(a)| == LN @) )
(/L ) (! )

. 1— .
= Jlull2" - [lull "

eche%—i—

= 1 si ha, per la disuguaglianza di Hoélder,
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ed elevando ad 1 si ha la disuguaglianza di interpolazione, dalla quale si deduce
r
anche che u € L"(Q2). O

Proposizione 4.4.2. Sia0 < |Q < +o0,u € L>®(Q); allora
u € L"(Q) Vr>1
esiha
3 tim_[ull, = flull.
Dimostrazione. Dall'immersione continua
lull, < 1917 Julloc

siha

lim sup [[ul],, < {|u|oo-
r—+00
Inoltre, per le proprieta del sup essenziale, poiché

[lt]loc = min {c eR™;  |u(z)] < cq.o.in Q} ,

risulta
Ve >0 3IB. (misurabile) contenutoin, 0 < |B.| < +oo
lu(@)] = [Jufloc —e  Vae B,
quindi
u(@)]" = (Julle —)" Vo € B
da cui
)l 4V 2 [l 4V 2 (B (- o)
pertanto
[ull, = [Be|* ([luflo =€)

e quindi

liminf ||ul[. > |||/« — €.
r—-+00
Pertanto si ha

— e <limi <l <
Jullc = < iming Ju, < limsupful, < ull Ve >0

e quindi la tesi. O
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4.5 Teorema di completezza di Fisher-Riesz
Teorema 4.5.1. (Teorema di Fisher-Riesz)

V1< p<too (LP(Q), |\.||p) & di Banach.

Dimostrazione. Sial < p < +o0, (u,) di Cauchy in [|-[| ,, cioe
Ve>0 Fwv.eN Vam>v. |um-— un||p <e.

Allora esiste (u,,,) C LP(f2) estratta da (u,) tale che

1

Hu":‘+1_u":‘Hp<§v Jj=12,....
Sia
m
:Z|unj+1($) —un,(z)], m=1,2,....
j=1
Allora
m
||’Ume§ZHuTl]‘+1 _unij <17 m:172,....
Posto
v(x) = ml—igloo U (),

che puo essere infinito per qualche z, si ha per il lemma di Fatou

/|v(x)|pdﬁ ) < hmlnf/ Oy (@) [P ALY () <
Q

Pertanto v(x) < +o0 per q.o. x € Q e la serie

+oo
Uny (T) + Z (u"j+1 (x) = tn, (x))

converge ad un limite u(x) q.0. in Q. Poiché la serie precedente e telescopica si ha

lim w,, (z) =u(z) q.0.inQ. 4.1)

m——+oo

Quindi per il lemma di Fatou

/Q|u(x)—un(x)|p ac (J:):/Q m  |un, (2) — un(2)|" dLY (2)

j—4o0
< lim inf o acN
_Jlg;&/\uu (@)]" dL™ ()
< P Vn > ve.
Per cui
u=(u—u,)+u, € LP(Q) (n>ve)
e

[w—unll, =0 per n — +oo.

Da cui la completezza di L? (). O
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Dalla dimostrazione del teorema precedente (vedi (4.1)) si deduce il seguente
risultato

Corollario 4.5.2. Da ogni successione di Cauchy in L? () si puo estrarre una succes-
sione convergente q.o. in Q.



