CAPITOLO 1

Preliminari

In questo capitolo, allo scopo di fissare la notazione e rendere ’esposizione
autosufficiente, presentiamo alcuni dei risultati basilari della misura e inte-
grale di Lebesgue, della misura di Hausdorff, degli spazi di Lebesgue e di
Sobolev (in particolare dei risultati sulla convergenza debole in questi spazi),
delle funzioni convesse e delle principali proprieta delle funzioni armoniche.

1.1. Alcuni risultati relativi alla misura e all’integrale di
Lebesgue.
Misura e dimensione di Hausdorff.

DEeFINIZIONE 1.1.1. Una famiglia M di sottoinsiemi di R™ si chiama o-
algebra se

(i) 0,R™ € M,
(i) FEEM=R"\EeM,
(iii) se {En}jeny € M, allora U E,eMe ﬂ Ep, e M.
heN heN

Il seguente teorema indica l'esistenza im R™ di una o-algebra M e di una
misura su M.

TEOREMA 1.1.2. In R™ esiste una o-algebra M e una misura
]+ M — [0, +o0]

con le sequenti proprieta:

(i) ogni sottoinsieme aperto di R™, e quindi ogni sottoinsieme chiuso di
R™, appartiene a M;

(ii)) se Q € M e ha misura nulla, allora ogni sottoinsieme di 2 appartiene
a M e ha misura nulla;
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(i) se Q={x € R™; a; <zm; <b;, i=1,2,...,n}, allora
n

9 = T] (b — a);
i=1
(iv) se {Qn}peny C M e gli insiemi Qy sono a due a due disgiunti, allora

U Q| = Z |Qn|  (o-additivita o additivita numerabile).
heN heN

OSSERVAZIONE 1.1.3. Gli insiemi appartenenti alla o-algebra M si chia-
mano INSIEMI MISURABILI SECONDO LEBESGUE e la misura |-| si chiama
MISURA DI LEBESGUE n-DIMENSIONALE.

Vale la seguente caratterizzazione degli insiemi misurabili:
QeM & Ve>0 TA aperto, 3K compatto, K CQC A e
A\ K| <e.
OSSERVAZIONE 1.1.4. Si dice che una proprieta vale quasi ovunque (q.0.)

in Q € M se ¢ verificata in tutti i punti di € tranne che in un sottoinsieme
avente misura di Lebesgue nulla.

DEFINIZIONE 1.1.5. Sia €2 C R"™ misurabile. Una FUNZIONE u : @ — R
si dice MISURABILE se u~ ! (C) & misurabile per ogni sottoinsieme chiuso
CCcR.

OSSERVAZIONE 1.1.6. Valgono le seguenti proprieta:

(i) se u € una funzione continua, allora & misurabile;
(ii) somma e prodotto di funzioni misurabili sono misurabili;
(iii) massimo limite, minimo limite e limiti puntuali di successioni di fun-
zioni misurabili sono misurabili.

DEFINIZIONE 1.1.7. Una funzione misurabile s : 2 C R™ — R si dice fun-

zione semplice se assume un numero finito di valori ay, as, ..., ak.

Se s & una funzione semplice che assume i valori ay, as, ..., ax sugli insiemi
misurabili e a due a due disgiunti 1, Qs,...,Q contenuti in €2, possiamo
scrivere

k
s=Y aixo,.
i=1

TEOREMA 1.1.8. Seu: Q) — R ¢é una funzione misurabile allora esiste una
successione {sp} di funzioni semplici convergente ad u in ogni punto di ).
Inoltre, se u € non negativa, si puo scegliere {sp} monotona crescente in Q.

Introduciamo ora la definizione di integrale di Lebesgue per una funzione
misurabile

u:QCR*"—=R
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con () insieme misurabile.
Per una funzione semplice s si definisce

k
/ s(x) dx = Zai €]
2 i=1

con la convenzione che se a; = 0 e ;| = +o0, allora «; |;] = 0.
Per u > 0 misurabile, definiamo

/Qu(x) dx = sup/@s(a:) dx

dove l'estremo superiore ¢ calcolato al variare di s tra tutte le funzioni
semplici minori o uguali a u su 2.
In generale, per una funzione misurabile u, osservato che

u=ut—u"

dove vt = max {u,0} e v~ = max{—u,0} sono rispettivamente la parte

positiva e negativa di u, si definisce

/Qu(x)dw :z/ﬂu*(x)dxf/ﬂuf(:c)d:ﬂ

con la condizione che almeno uno dei due integrali sia finito.

La funzione u & detta sommabile in £ se entrambi gli integrali sono finiti.
Si dice invece che u & integrabile in Q se u ha un integrale (che puo essere
anche uguale a 400 0 —00).

Segue dalla definizione che una funzione misurabile u € sommabile se e solo
se |u| lo e.

TEOREMA 1.1.9 (BEPPO LEVI 0 DELLA CONVERGENZA MONOTONA).
Sia {up} una successione di funzioni misurabili, tali che

Ogul <wue < .llup Suh_,_l <....
Allora

/ lim wupdr= Ilim up, dx.

R

n h——+oo h—4o00 Rn

TEOREMA 1.1.10 (LEMMA DI FATOU).
Sia {up} una successione di funzioni non negative e sommabili. Allora

lim inf up, dx < lim inf up, dx.
Rn h—+oo h— 400 n

Yim inf vp :=sup | inf vy |,
h—o0 vEN h>v

limsup vy, := inf | sup vy |.
h—o00 veN \ h>v
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TEOREMA 1.1.11 (LEBESGUE 0 DELLA CONVERGENZA DOMINATA).
Sia {up} una successione di funzioni integrabili con
up —u q.0.,
e supponiamo inoltre che esista una funzione g sommabile tale che per ogni
heN
lunl <g  qo.
Allora

lim up, dx = udx.
h—+oo Jrn n

TEOREMA 1.1.12 (FUBINI).

Siano

Ei={zeR": —o0<aq <z;<b <+o00, i=1,2,...,n}

Egz{yE]RN: —o00 < ¢j <y; <dj <400, j:l,?,...,N}.

Sia u sommabile su E = E1 x E5 C RN Allora

(i) per quasi ogni x € Eq, la funzione u(z,-) é sommabile in Eo;
(ii) la funzione

o) = [ u(e.)dy

e sommabile in B e risulta
/u(w,y) dwdy:/ (/ u(x,y) dy) dz.
E E Es

Il teorema fondamentale del calcolo integrale si estende all’integrale di Lebesgue
nella forma seguente.

TEOREMA 1.1.13 (DI DIFFERENZIAZIONE DI LEBESGUE).
Sia u: R™ — R localmente sommabile (u € L}, (R™)).
Allora per q.o. x € R* 2

1
u(y)dy = lim ——— u(y) dy = u(x),
/Bp(a:) p—0+ |B, ()| /B, ()
dove wy, € la misura di Lebesque della palla unitaria n-dimensionale
(tali x si chiamano punti di Lebesgue di u).

In particolare, se u é sommabile in R

%/a u(t) dt = u(x) per q.o. x € R.

3 lim

p—0T Wy p"

2Sia Q C R™ aperto connesso.
uwe L (Q) & ue LY(K) per ogni compatto K C €;

B, (z) indica la palla di centro € R™ e raggio p.
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TEOREMA 1.1.14 (SEVERINI, 1910-EGorOV, 1911).
Sia {up} una successione di funzioni up, : Q@ — R misurabili, dove Q C R™
é misurabile con |Q] < 0o, tale che up, — u g.o0. in Q. Allora

(1) per ogni e > 0 esiste K. C 0 compatto tale che |\ K| < ¢,
(i) up, = win K. 3,

((i)+ (i) & {up} converge a u quasi-uniformemente).

Dim. Dall’ipotesi segue che la funzione u € misurabile. Definiamo per ogni
m, h € N fissati, 'insieme

1
Qr .= s ug() — —
n m {m €N Jui(z) —u(z)] < m}
i>h
e sia Q™ := U ;. Dalla definizione degli insiemi Q}* risulta per m fissato
h

QrrcQyrc...cQprc...

Allora per ogni € > 0 e per ogni h € N esiste hg(m) € N tale che
m m €
’Q \Qho(m)‘ < g

Posto A, := ﬂ Qm](m), valutiamo la misura di Q\ A.. Per questo osserviamo

preliminarmeﬂte che |2\ Q™| = 0 per ogni m (in virtu della convergenza
q.o. in © della successione {up} a u). Ne deriva che
m m m €
|Q\Qho| = |Q \Qh0| < om+1"
Pertanto
Q\AL = || = U (2\ )
< > )Q\Q%m)‘ <D =y
m=1 m=1

Poiché A, & misurabile, esiste un compatto K. C A tale che |A; \ K| < %
Ne segue (i). Se x € K., per ogni m € N abbiamo |u;(x) — u(x)| < 1/m per
i > ho(m) da cui segue (ii). O

TEOREMA 1.1.15 (LusIiN, 1912).
Sia Q@ C R™ aperto misurabile con | < oo e sia u : @ — R una funzione
misurabile. Allora

3D’ora in avanti con la notazione vp, = v indicheremo la convergenza uniforme di vy, a v.
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(1) per ognie > 0 esiste K. C Q compatto tale che |Q\ K.| <e,
(ii) w é continua in K.,

((i)+(ii) &y quasi-continua,).

Dim. Per ogni intero positivo h consideriamo una famiglia numerabile di
boreliani disgiunti {Bi}j CRtaliche R=|JB] e diamB] < 1/h.
J
Definiamo Q% =u ! (Bil) N Q.
Allora, per ogni h, j, Q{I sono misurabili e 2 = U Q{L per ogni h € N.

j
Sia ¢ > 0; per la proprieta di regolarita della misura di Lebesgue, fissati
)\ K| <

h, j interi positivi, esiste un compatto Ki C ng tale che

oh+j
Pertanto

o\Uri| = |JeUxi

IA
-
—
2
=%.
—
3
N~—
AN
e
>

Poiché lim |Q\ U K,{ =10\ U KZ , esiste un intero mg(h) tale che

m— o0 =1 i1
mo (k)
o\ (J K| < 2%
j=1
m(](h)

Posto K}, := U K}{, abbiamo che K} ¢ compatto.
j=1

Per ogni h, j fissiamo b?l € Bi e definiamo la funzione uy : K — R, po-
nendo uy,(z) = b} se x € Kj, (j < mo(h)).

Poiché K}, ... ,K}To(h) sono compatti e disgiunti, le u;, sono funzioni con-
tinue.
Posto K. = ﬂ K}, abbiamo che K. ¢ compatto e

h

o0
R\ K| <Y [0\ Kpl <e.
h=1

Inoltre, poiché |u(z) — up(x)| < 1/h per ogni € K, risulta che up, = u su
K. e, in quanto limite uniforme di funzioni continue, v, & continua. [
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Il seguente teorema generalizza il precedente teorema di Lusin

TEOREMA 1.1.16 (SCORzA DRAGONI, 1948 [66]).

Siano ¥ C R™ un insieme misurabile, con |X| < +oo, S C R® e g(z,y)
una funzione reale definita in X x S, misurabile in x per ogni y € S, e
uniformemente continua in S per g.o. x € X 4.

Allora, per ogni § > 0 esiste un compatto Ks C X, tale che

(i) |2\ K| < 6
(ii) la restrizione di g(z,y) a K5 x S é continua.

Dim. Per ogni h € N e per ogni x € ¥, poniamo

1
wy,(z) := sup {Ig(fc,y’) — gy vy e S, [y -y’ < h} -

Essendo per ipotesi g(z,-) uniformemente continua in S per q.0. = € 3,
abbiamo

wp(z) ——— 0 per q.o. © € X.
h— 400

Per il teorema di Severini-Egorov 1.1.14, in corrispondenza di un arbitrario
)
0 > 0 esiste un compatto K15 C X, con |X\ K1 4| < 3 tale che w, = 0 in

K, 5. Cio vuol dire, in altri termini, che, al variare di z € K15, g(z,-) ¢
una famiglia di funzioni equicontinue in S.

Sia ora S = {y1,¥2,...,Yj,...} un insieme numerabile e denso in S e sia
+o0 5

{6;} una successione di numeri positivi, con E 95 < 7
Jj=1

Per il teorema di Lusin 1.1.15, in corrispondenza di ogni y; esiste un com-
patto I?j C X tale che ‘E \ I?]‘ < d; e g(-,y;) & continua in I~(j.
too
Poniamo Ky 5 := ﬂ Kj; in Ky s tutte le funzioni g(-, ;) sono continue e
j=1

+oo +o00 _ too -
- E\OKj = U(E\Kj) SZ‘E\Kj’

+oo S
< ;5] < 5

Posto K5 := Kj,5 N Ky risulta |2\ K5| < 6. Sia ora ({zn}, {yn}) una
successione in K5 x S tale che z, — x € K5 e y,, — y € S. Abbiamo:

X\ K25

l9(zh,yn) — 9(z, )| < lg(zn, yn) — g(zn, v)| + g9(@n, y) — g(z,y)|.  (1.2)

4anche, g : & x S — R funzione di Carathéodory (cfr. definizione 4.1.1)
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Il primo termine a destra di (1.2) tende a zero, per h — +o0o, dato che le
funzioni g(z,-) sono equicontinue per x € K5 C K; 5. Quanto al secondo
termine, abbiamo

lg(zn,y) — gz, y)| < lg(x,y) — gz, )|+ [g(@n,y) —g(z,y)| (1.3)
+ g(xn, y) — g(zn, y)l,

dove y € S & scelto in modo che per ogni x € K risulti

€

2

(cio & possibile per la equicontinuita delle funzioni g(x, -) al variare di

z € Ks C Ki5).

In questo modo il primo e il terzo termine nel secondo membro di (1.3)

lg(z,y) — g(z,y)| <

risultano entrambi minori di 3 mentre il secondo termine tende a zero

per h — +o00 (essendo g(-,y) continua in K5 C Kss). Ne segue
limsup |g(n, yn) — g(z,y)| < e per ogni e >0
h—4o00

e dunque la tesi. O

La misura di Lebesgue non permette di distinguere tra loro insiemi di misura
nulla né di assegnare a questi una dimensione. Per questo scopo sono state
introdotte numerose misure. Quella di Hausdorff si & rivelata molto utile
nello studio delle equazioni alle derivate parziali.

MISURA DI HAUSDORFF k-DIMENSIONALE (1918).
Sia E C R™ e siano k intero positivo con 0 < k < n e ¢ > 0; poniamo

+oo +oo
HE (E) = wi2 Finf { Y (diamE;))"; E C | J E;, diamE; <4 3,
j=1 j=1

dove wy, € la misura di Lebesgue della palla unitaria k-dimensionale.
Se § decresce I’estremo inferiore € fatto su una famiglia piu piccola di rico-
primento di E, sicché H% (E) cresce (ie. 0 < ¢ <& = HS (E) > HE (E),
quindi H% (E) ¢ monotona non crescente rispetto a d).
Allora

3 lim MY (F) =supHk (E) .= H* (E);

6—07F 5>0

H* (E) & la misura di Hausdorff k-dimensionale di E.
Si pone ‘H° (E) := cardinalita di E.

La definizione di misura di Hausdorff si estende a ogni k numero reale po-
sitivo (la definizione di wy, ¢ estesa tramite la funzione gamma di Eulero
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I'(t) /0+<>0 st7le7ds (t>0) : wg =720 (k/2+1)).

PROPRIETA delle misure di Hausdorff.

(i) Se E C R™ ¢ misurabile, si ha H" (E) = L" (E) (dove L™ (E) ¢ la
misura di Lebesgue n-dimensionale di E);
(i)
H™(E) =0 Vm >k
0 <H"(E) < +o00=
H™(E) = 400 Ym < k;
(iii) H* (E+ ) =H*(E) Vz € R™ (invarianza per traslazioni);

(iv) H* (AE) = A*H* (E) YA >0 (H* & omogenea di grado k)
dove \E = {\z; =z € E}.

Alla luce della proprieta (ii) ha senso porre la seguente definizione di di-
mensione di Hausdorff dell’insieme E

H — dim(E) := inf {k > 0; H"(E) =0}.

TEOREMA 1.1.17 (DELLA DIVERGENZA IN R, GAUSS-GREEN).
Sia © C R™ compatto con frontiera lipschitziana; sia u € C* (Q; R") 5
allora

)

/divu(x)dﬁ”(m):/ u(€) - v(€) dH"(©),
Q o0

dove v(€) ¢ il versore normale esterno applicato a £ € O (ove definito).

Sew e Ot (ﬁ)

/ g, () AL () = / W@ dH 1 (E)  (i=1,....n).
Q

o0

u € CF (;R™) def u€ CF(R™) eVa € NY | o < k e Ve € 9Q

esiste lirng D%u(z) = D¥u(§).
xr—

zeEQ
Ricordiamo che
_ N . S — .
a=(a,02,...,an) € Ny con a; numeri naturali (i =1,...,n);
olely
lal =1 + g+ ...+ an, D%u =

G e BT
al = (a1!) (a2!) ... (an!);

_ n. a _ a1 as an
se z = (z1,22,...,Tn) € R™: =t xg? -
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TEOREMA 1.1.18 (INTEGRAZIONE PER PARTI).
Sia © C R™ compatto con frontiera lipschitziana; se u,v € C* (Q), allora

Uy (2)v (2 "x)=— [ ulz)vg, (z "y w(€)v(&)y; n—1
[ @@ de@) = = [ @@ @)+ [ w@uemE anw©

on
(t=1,...,n).

1.2. Spazi di Lebesgue L™.

DEFINIZIONE 1.2.1. Sia  C R™ aperto e sia 1 < m < oo.
Una funzione misurabile v : € — R appartiene a L™ (€2) se

(/ |u(z)|™ dx) " sel <m < oo
Q

inf{a: Ju(z)| <aq.o.inQ} sem=occ.

Hu”Lm(Q) =

¢ finito.

TEOREMA 1.2.2 (DISUGUAGLIANZA DI CHEBYSHEV).
Sia uw € L™(Q) (1 < m < o0); posto Uy = {x € Q; |u(x)| >t}, si ha
U] < 7™ ullfm o -

DiM. L’insieme U; ¢ misurabile e risulta
/ lu(z)|™ dz > [ |u(z)|™ dz>t"|U], da cuila tesi.
Q Ut

O

Nel seguente teorema elenchiamo le pit importanti proprieta degli spazi
L™(Q) che useremo in seguito.

TEOREMA 1.2.3. Sia Q2 C R™ aperto e sia 1 < m < oo. Valgono:

(1) [l m(q) € una norma e L™ (2) munito di questa norma é uno spazio di

Banach. Lo spazio L*(Q)) & uno spazio di Hilbert con prodotto scalare
dato da

(ufv) = /Qu(a:)v(x) da.

(ii) (IMMERSIONE CONTINUA)
Se [ < oo esem,qg€Nconl<m<q< oo, risulta:

1

1 _ 1
LU = L) o fullpmg) <127 full g Yue LUQ).
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(iii) (INTERPOLAZIONE)
Seuwe L™(Q)NLIN) con 1l <m < q< oo, allora:

uwe L"(Q) VreR tale chem <r <gq

e inoltre:

0 1-6 1 6 1-6
o) P dove 8 € [0, 1 -=— 4+ —.
L) ullLe) dove 0 €0,1] e r T p

[ull pr(qy < llul

(iv) (TEOREMA DI Riesz) ©

Lo spazio duale di L™ (), indicato con (L™(Q))" puo essere identifi-
/ 1
cato con L™ (§2), dove — + — =1, per 1 <m < oc.
m m

Questo significa che: se ® € (L™()) per 1 <m < oo esiste un’unica
we L™ (Q) tale che

(®]f) = @ (/) = / () f(z)de, Vf € I™(Q)

e inoltre
lull L () = 12l (L 2y -

Questo risultato ¢ falso per m = oo (cioé se m' =1).
(v) L™(Q) ¢é separabile per 1 < m < oo e riflessivo per 1 < m < 0.

(vi) Le funzioni di classe C§°(Q2) sono dense in L™ (). Pit precisamente:
Yu € L™(Q)

I {up} C C§°(N) tale che lim |jup — u||Lm(Q) = 0.
h—o0
Questo risultato ¢ falso per m = co.

OSSERVAZIONE 1.2.4. Utilizzando i precedenti risultati sulla dualita abbia-
mo:

(L™(Q)) =L™(Q) sel<m < oo,

(L3Q) = LX), (L'(Q) =L>Q), L' G L) .

Riassumendo

6Sia (X, || x) un spazio di Banach.
Lo spazio duale topologico di X, indicato con X', & definito da
I(x
X' :=<1:X —R; [ lineare e ||I|| x, := sup i) < 400 p.
w0 |l x
Lo spazio X si dice riflessivo se (X'), = X.
Lo spazio X si dice separabile se X contiene un sottoinsieme numerabile denso.
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Spazio di Lebesgue | Riflessivo | Separabile Spazio Duale
L") 1<m<oo| SI SI (@)

L (Q) NO SI L™ (Q)

L™ (Q) NO NO contiene strettamente L' (Q)

Introduciamo ora i concetti di CONVERGENZA FORTE E DEBOLE NEGLI SPAZI
L™(Q).

DEFINIZIONE 1.2.5. Sia Q C R™ aperto e sia 1 < m < oo.

(i) La successione {uy} converge fortemente a u in L™ (1) se
up,u € L™(Q) e se

Jim = ull ) = 0-

In questo caso scriviamo: up, — w in L™ ().
(ii) Se 1 < m < oo, la successione {up} converge debolmente a v in L™ (€2)
se up,u € L™(Q) e se

hlim [un(z) — u(z)] w(z) dz =0, Yw € L™ ().

L — OO Q
In questo caso scriviamo: uj, — u in L™(2).

(iii) Se m = oo, la successione {uy} converge debolmente* a u in L>®()
se up,u € L*(Q) e se

hlim [u(z) — u(z)] w(x) de =0, Yw € LY(Q).
< Jo

o . * .
In questo caso scriviamo: up — u in L ().

OSSERVAZIONE 1.2.6.

a. Parliamo di convergenza debole* in L°°(€2) e non di convergenza debole
poiché L1(Q) G (L*°(12))’, sebbene la convergenza debole in L™ () e
la convergenza debole* in L>°(Q)) abbiano la stessa forma.

b. Il limite (debole o forte) & unico.

c. E’ ovvio che

up, =~ uin L™(Q) sel<m < oo
up — w in L™(Q) =
up — uin L®(Q)  se m = oo.

TEOREMA 1.2.7. Sia Q C R™ aperto e limitato. Valgono:

(i) Seup = u in L=(), allora up, — u in L™(Q) 1 < m < co.
(ii) Se up, — w in L™(QY), allora ||up| Lm(a): 1< m < oo.

Lm(Q) [[ul
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(iii) Se 1 <m < oo e seup, — u in L™(Q), allora esiste una costante
¢ >0 tale che ||lup||m gy < ¢ ed inoltre [[ul| m(q) < lihminf [unllpm(q)-
— 00

Questo risultato vale anche se m = oo e se up — u in L>®(9Q).

(iv) (COMPATTEZZA DEBOLE IN SPAZI DI LEBESGUE RIFLESSIVI)
Sel<m<ooese{up} CL™Q) é limitata (cioé esiste una costante
¢ > 0 tale che [lup| pmq) < ¢), allora esistono un’estratta {un,} ed
una funzione w € L™ (Q) tali che up;, — u in L™(Q).

Questo risultato vale anche se m = oo (dunque avremo Up, X owin
1(2)).

(v) Sel <m < o e seu, — uin L™(Q), allora esistono un’estratta
{uhj} ed una funzione g € L™(Q) tali che up, — u q.o0. e |uhj| <g
g.o. in §2.

OSSERVAZIONE 1.2.8.

a. Confrontando (ii) e (iii) del teorema 1.2.7, osserviamo che la norma
€ semicontinua inferiormente rispetto alla convergenza debole, mentre
la norma & continua rispetto alla convergenza forte.

b. La parte piu interessante del teorema 1.2.7 & (iv). Questa dice, in-
fatti, che come in R"™, per il teorema di Bolzano-Weierstrass, da ogni
successione limitata se ne puo estrarre una convergente, cosi in L™ (Q)
vale un risultato analogo a patto di sostituire la convergenza forte con
quella debole (il risultato non vale in L™ (£2) con la convergenza forte).

c. Il risultato (iv) ¢ falso se m = 1 in quanto L(£2) non & uno spazio
riflessivo.

TEOREMA 1.2.9 (LEMMA FONDAMENTALE DEL CALCOLO DELLE VARIA-
ZIONI).
Sia Q C R™ aperto e sia u € L}, (Q) tale che

loc
/ w(x)Y(x)der =0 per ogni ¢ € C5°().
Q

Allora uw=10 q.o. in Q.

DiM. Osservato che € ¢ unione numerabile di compatti, la tesi si riduce a
provare che fissato un arbitrario compatto K C  si ha u = 0 q.o. in K.
Definiamo

segnou(zr) sex € K

v(x) =
0 sex € R"\ K
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dove
1 sewu(z)>0
segnou(x) = 0 seu(x)=0
-1 seu(z) <0.

Abbiamo che v € L*® (R™) ed ha supporto compatto K C €. Dall’ipotesi e
dal teorema 1.2.3(vi) otteniamo facilmente che vale

OZ/KU(;U)v(x)d:U:/KM(m)\ dx

e quindi v =0 g.0. in K. O

COROLLARIO 1.2.10. Sia @ C R™ aperto e sia u € L}, () tale che

loc

/ u(z)(z)de =0 per ogniip € C5° () con / Y(z)dz = 0.
Q Q

Allora u =costante g.o. in Q.

Dim. Fissiamo una v € Cg°(Q) con [,v(z)dz = 1 e sia w € C§°(Q)
arbitraria; definiamo

0@) =) - | [ w)dy oto)

Allora ¢ € C§° () e / Y(x) dx = 0, pertanto per l'ipotesi
Q

0 = /u(az)w(aj)dm
Q
/Qu(x)w(a:) dx—/ﬂv(x)u(x) dx/w(y) dy

Q

= [ u@u@ = [ @y [ v

Q

= [ 0~ [ stutmar] wiea

Per il teorema 1.2.9 abbiamo

u(z) = / v(y)u(y) dy = costante per q.o. = € .
Q

Con L™ (Q,R¥) indichiamo linsieme delle u : Q@ — R”, u = (u',...,u")

con u' € L™ () perognii =1,...,v.
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1.3. Spazi di Sobolev W™,

Prima di definire gli spazi di Sobolev, diamo la il concetto di derivata debole.
Sia u € Li,. (Q), allora v € Li.. (Q) & la derivata debole di u rispetto a z,,
(a=1,...,n) se e solo se

/ v(z)Y(x) de = —/ u(z)Datp(z)dx  per ogni ¢ € C5° (£2).
Q Q

Nel seguito scriveremo (con abuso di notazione) v = D,u.
Per il teorema 1.2.9, se una derivata debole esiste essa ¢ unica (q.0.).

DEFINIZIONE 1.3.1. Sia Q C R™ aperto e sia 1 < m < oo.

(i) Indichiamo con W1™(Q) lo spazio vettoriale delle funzioni u : Q — R,
u € L™(Q) aventi derivate parziali deboli Dyu € L™() per ogni
a=1,...,n. Muniamo questo spazio della seguente norma

1
sy = (Il gy + IV o)) 5 1 < < 00

lllyyrs e gy = maX{HuHLM(Q) , ||vu||Lx(Q7Rn)} se m = oo.

Se Q & limitato e convesso W1*°(Q) = C%1(Q) = Lip(Q) (cfr. nota

7).
(ii) Indichiamo con W™(Q,R") linsieme delle funzioni u : Q@ — RY,
u=(ul,...,u"”), conu’ € WH(Q) per ognii =1,...,v.
1,m
(ili) Se 1 < m < oo, poniamo W, ™ (Q) := CSO(Q)W “@. Se Q ¢ limitato,

diciamo -con abuso di linguaggio- che se u € WO1 (Q), allora
u e Whm™(Q) e u =0 suoQ.
(iv) Scriviamo u € ug + Wy ™ (2) se u, ug € WH™(Q) e u —ug € Wy ™ ().

(v) Poniamo W, ™(Q) := Wh>(Q) n W, (Q).

(vi) Se k € N, indichiamo con W*™(Q) I'insieme delle funzioni u : Q — R
aventi deriate parziali deboli D*u € L™(2) per ogni multi indice o
con |a] = j, 0 < j < k. Muniamo questo spazio della seguente norma

1
Z D ull 7w () ) " sel<m<oo
0<|a|<k

||u||wkvm(sz)

a D« - se m = oo.
O§H|1a|);k(” ull (Q)) m =00

(vil) Se 1 < m < oo, poniamo WéC,m(Q) — MW () o
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Wy (Q) == Wk (Q) n WEH(Q).
(viii) W1™ (Q) & separabile per 1 < m < oo e riflessivo per 1 < m < oc.

TEOREMA 1.3.2 (RADEMACHER).

Sia u localmente lipschitziana in Q C R™. Allora u é differenziabile q.0. in
Q.

Introduciamo i concetti di CONVERGENZA FORTE E DEBOLE IN W1H™(Q).

DEFINIZIONE 1.3.3. Sia 2 C R™ aperto e sia 1 < m < oo.

(i) La successione {uy,} converge fortemente a u in W1 () se
up,u € WHM(Q) e se

i fun =l gy = 0.

(i)

Se 1 < m < oo, la successione {up} converge debolmente a u in
Whm(Q) se up,u € WHm(Q) e se

up, = u in L™(2) e Vup, — Vu in L™ (Q,R"™).

(iii) Se m = oo, la successione {uy} converge debolmente* a u in W1>°(Q)
se up,u € WH°(Q) e se

up — uw in L°(Q) e Vu, — Vu in L®(Q,R™).

In lecm () le precedenti definizioni di convergenza si intendono verificate
in ogni compatto K C €.

E’ evidente che D'estensione di una u € W™ (Q) a tutto R ponendo u =
0 in R™ \ €, non garantisce che essa sia in W™ (R"). Questo perché
I’estensione banale a tutto R™ puo creare discontinuita su 99 tali che la
funzione estesa non abbia derivate parziali prime deboli in L™ (R™).

Una corretta estensione di u € W™ (Q) che “preservi le derivate deboli
attraverso 92" ¢ data dal seguente teorema

TEOREMA 1.3.4 (DI ESTENSIONE, CALDERON).
Sia Q C R™ aperto limitato con frontiera lipschitziana. Sia 1 < m < 0o e
sia V. C R™ aperto limitato tale che Q CC V. Allora esiste un operatore €
lineare e continuo:

E:Wh™(Q) — wh™(R")
tale che Yu € WH™(Q) risulta

(i) Eu=wu qo. inQ
(ii) Eu ha supporto contenuto in V
) [€0llyson sy < € tlgrongay © = clm, ©.) > 0.

TEOREMA 1.3.5 (IMMERSIONI CONTINUE PER W1 (Q)).
Sia Q CR™ aperto limitato con frontiera lipschitziana. Valgono:
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(i) IMMERSIONE CONTINUA DI SOBOLEV-GAGLIARDO-NIRENBERG
nm

Sel<m<n: Whm™(Q) — L™ (Q), m* =
n—m

ull e ) < € llullyrmqy Yu € whtm™(Q)
con ¢ = c(m,n, Q) > 0.
(ii) CASO LIMITE
Sem=n:  W'Q) < LUQ), Vg€ [1,+o0]
[ull Loy < cllullrngy Yu € Whe(Q)

con c > 0.

(iii) IMMERSIONE CONTINUA DI MORREY

Sem>n:  WI(Q) = COQ), y=1-—
m
[ull o @y < e llullprmq) Yu € Wwim(Q)
con ¢ = ¢(m,n, ) > 0, essendo
mﬁa.X |u| S c ||uHW1,m(Q) 5

1—n

Ju(@) = u(y)| < clz = y|' "7 |Vull pu (o pny per ogni z,y € Q.
OSSERVAZIONE 1.3.6. Se 1 < m < n risulta:
W (Q) < LUQ), 1<q<m.

L’immersione in (i) del teorema 1.3.5 & tuttavia la migliore, poiché
L™ (Q) — LI(Q) per ogni 1 < g < m*.

PROPOSIZIONE 1.3.7 (DISEGUAGLIANZA DI POINCARE IN W, ™ (€), 1 < m < o).
Sia Q C R™ aperto limitato. Allora:

Je=c(n,m, Q) >0 tale che ||ul| m gy < ||Vt pnigany Yu€ W™ ().

"Sia 0 < o < 1. Una funzione u : Q& — R & holderiana con esponente o (lipschitziana se
o = 1) se la seminorma, detta coefficiente di Holder di u,

u(z) —u
[u], o = sup 7| (2) (Sy)| < +o0.
’ z,yeN ‘-x - y|
TF#Y
[u] ;. non & una norma perché & zero per ogni funzione costante.
Scriveremo u € C% (ﬁ) per indicare che u ¢ limitata ed holderiana in .

Lo spazio C97 (ﬁ) ¢ di Banach munito della norma
lllgo.o (@) = el oo e + o

(per dimostrarlo usare il teorema di Ascoli-Arzela 1.3.13).
Sia k € N,

=y def . . . - e
ue ke (Q) & w e le sue derivate fino all’ordine k sono continue e limitate in €,

e D% e (C%° (€2) per ogni « con |a| = k.
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PROPOSIZIONE 1.3.8 (DISUGUAGLIANZA DI POINCARE IN WH™(Q), 1 < m < o).
Sia Q CR™ aperto limitato con frontiera lipschitziana. Allora:
Je=c(n,m,Q) > 0 tale che

| Jut@) = f utuy

Inoltre, se m < n si ha
u— ][ U
Q

La proposizione successiva fornisce una disuguaglianza del tipo Poincaré-
Sobolev per le funzioni di W™ (2) (non necessariamente nulle su 9€),
purché si annullino su un insieme di misura positiva.

’ dr < c/ |Vu|™ dr Yu e Wh™(Q) 8
Q

< ¢(n,m,Q) ||VU||Lm(Q R™) Yu e Wh™ ().
L (Q) ’

PROPOSIZIONE 1.3.9. Sia Q C R™ aperto limitato con frontiera lipschitziana.
Sem < n, per ogni u € WL™ (Q) che si annulla su un insieme A di misura
positiva, risulta

1
2\
||UHLm*(Q) <c <|A ’ ||VU||Lm(Q,Rn) :

COROLLARIO 1.3.10. Sia Q C R™ aperto con |Q] < +oo; siano m,r > 1 e

1 1 1
t=-——+—>0. Allora esiste c = c¢(n,r) tale che
r o m n

t . 1,m
HUHLT(Q) <c HVUHLM(Q,R") Q" per ogni u € Wy (Q).

DiM. Poniamo
{ 1 sern<r4+n
S f—

TN
—n sern>r—+mn

Allora
1<s<m, s<n e s* >
Dal teorema di immersione di Lebesgue 1.2.3(ii) e dal teorema di immersione

di Sobolev 1.3.5 otteniamo:
1 11,1
E = ||U;| LS*(Q) |Q‘7‘ Bl n
11,1

C||VU||Lm(Q,Rn) €

[ullry < llllper o - 1947

N

O

Affrontiamo il problema della “compattezza” in spazi funzionali che useremo
in seguito. Un primo teorema di compattezza ¢ dovuto a G. Ascoli (1884)
e C. Arzela (1894/95).

1
8][ v(z)de == — / v(x) dz = media integrale di v su Q.
Q 12l Jo
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Premettiamo le seguenti definizioni:

Sia up, : Q — R, h € N una successione di funzioni.

DEFINIZIONE 1.3.11.
{up} equilimitata in Q €' 3IM > 0 tale che sup lup(z)] < M Yh € N.

€N

DEFINIZIONE 1.3.12.

{up} equicontinua in &

def

Ve >0 30 > Otale che |z —y| < 0 = |up(x) —un(y)| < e
Vz,y € Q,Vh € N.

TEOREMA 1.3.13 (ASCOLI-ARZELA).

Sia © C R™ aperto limitato e sia {up} una successione di funzioni

up - Q — R, equilimitata ed equicontinua.

Allora esiste una sottosuccessione {uh].} di {up} e una funzione continua
u, tale che

(i)
(i)

Dim.

(i)

up, () — u(x) per ogni x € Q;
up; = u sui compatti contenuti in ).

Indichiamo con Rg l'insieme dei punti di 2 aventi coordinate razionali.
Rq € numerabile e denso in €.
Sia 21 € Rq. Poiché la successione di numeri reali {up,(x1)} ¢ limita-
ta, per il teorema di Bolzano-Weierstrass esiste una sottosuccessione
{up1(z1)} convergente a un numero reale u(zy).
Consideriamo ora la successione {up1}, estratta di {us}; sia 29 € Rq.
Poiché la successione di numeri reali {up1(z2)} € limitata, per il teo-
rema di Bolzano-Weierstrass esiste una sottosuccessione {upa(22)} —
u(z2).
Proseguendo il procedimento di estrazione successiva, costruiamo in-
finite successioni -la j-esima delle quali & denotata con {up;}- tali
che

— ogni successione ¢ estratta della precedente;

— per ogni j fissato, la successione di numeri reali {us;(z;)} con-

verge a un numero reale u(z;);

— per ogni j fissato, up;(zm) — w(xm,) perognim=1,...,j— 1.
Consideriamo quindi la successione “diagonale” {u;;} avente al j-esimo
posto la j-esima funzione della j-esima successione.
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U11($1) U21($1) U31($1) Uj1($1)
N
u12(x2) u2(x2) uga(2) - ujo(wa)
N
u13(x3) ug3(3) usz(wz) - Uj3(¢3)
: : : AN :
u1;(;) uz;(;) ugj(z;) o ug(g)

N

Osserviamo che {u;;} € un’estratta della successione iniziale e {u;;(x)}
converge per ogni x € Rq.

Sia ora x € Q\ Rq. Poiché Rq ¢ denso in Q, per ogni 0 < ¢ < 1
esiste z. € Rq tale che |z — z.| < e. Pertanto, dalla disuguaglianza
triangolare e dall’ipotesi di equicontinuita, segue:

lujj () —ukk ()] < Jujj(@) — wyj(@e)| + |ujj(ze) — gk (ze)
+ [ukk (ze) — upr ()]
< 2€+|Ujj(1'g) —ukk($g)|.

Poiché z. € Rq e {u;j(z:)} ¢ convergente, esiste v(z.) € N sufficien-
temente grande tale che |u;;(z.) — ugk(z:)| < € per ogni j,k > v(z.).
Percio, per ogni tale j e k abbiamo:

lujj(z) — upk ()] < 26 + € = 3e.

Questo implica che, per ogni € Q \ Rq, {u;;(z)} & una successione
(di numeri reali) di Cauchy, quindi convergente.

In definitiva esiste una funzione u : 2 — R tale che u;;(x) — u(x) per
ogni x € €.

Inoltre, da |u(z) — u(y)| = jhﬁrrolo luj;(x) —u;j(y)], per ogni z, y € Q,

e dall’equicontinuita della successione {u;;} segue che per ogni ¢ > 0
esiste d. > 0 tale che

|z —y| < 0. = |u(z)—uly)| <e perogniz, yeN.

Dimostriamo ora che la successione {u;;} converge uniformemente in
ogni compatto K di €.
Sia K C € compatto e fissiamo € > 0. Ovviamente K C U B.(z) e,

zeQ
k

per compattezza, esistono x1, ...,z € Q tali che K C U B ().

i=1
Selezioniamo un v(k) € N sufficientemente grande tale che
luj;(x;) —u(x;)| < € per ogni j > v(k), per ogni ¢ = 1,...,k. Poiché
per ogni x € K esiste una palla B.(z;) che lo contiene, dall’ipotesi di
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equicontinuita, abbiamo:

ujj(x) —u@)] < fugy(e) —ugy(ea)| + Jugg(ei) —u))|
+ [u(z;) — u(z)|
< e+e4e=3e.

Pit in generale sussiste il seguente risultato.

TEOREMA 1.3.14 (COMPATTEZZA IN CO(X,Y) 9).

27

Sia X uno spazio topologico separabile e sia (Y, d) uno spazio metrico com-

pleto. Sia U C CY(X,Y) con U # () tale che

(i) U é equicontinuo in X;

(ii) per ogni x € X la chiusura dell’insieme {u(z); uw € U} é un sottoin-

steme compatto di 'Y .

Allora ogni successione {up} C U ammette un’estratta convergente -pun-
tualmente in X ed uniformemente sui compatti di X- ad una funzione u €

CO(X,Y).

Ai risultati di immersione compatta per W1™(Q) premettiamo

DEFINIZIONE 1.3.15. Siano X e Y due spazi di Banach. Diciamo che X &

immerso con compattezza in Y ( e scriviamo X «—<— Y ) se

(i) X — Y ossia 3¢ > 0 tale che ||z]|y < c|lz]x Vz € X

(ii) ogni successione limitata in X ammette un’estratta convergente in Y.

TEOREMA 1.3.16 (IMMERSIONI COMPATTE PER W1™(Q), RELLICH, 1930-

KONDRACHOV, 1945).
Sia Q@ C R™ aperto limitato con frontiera lipschitziana. Valgono

(i) Sel<m<n: Whm(Q) —< LI(Q), Vg € [1,m*[.
(ii) Sem=n: Wh(Q) —< LI(Q), Vg € [1,+0] .
(iii) Se m > n: WHm(Q) —— C°(Q).

Dim.

99 e 00 (X,Y) &y X - Y continua.

Per ogni z € X,

o . N . . . def

I'insieme U & equicontinuo in z &

Ve > 0 3V (x), intorno di x, tale che d(u(t),u(z)) <e Vt € V(z) eVu € U.
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(i) Sia 1 < g < m*.

1.

Intanto, per I'immersione continua di Sobolev-Gagliardo-Nirenberg
1.3.5(i), WbHm(Q) — L9(Q), ossia lull Lagoy < cllullyprm@q)-

. Rimane allora da provare che se {up} € una successione limitata

di Whm(Q) esiste un’estratta {uy, } di Cauchy in L?(Q). Per il
teorema di estensione 1.3.4 possiamo supporre 2 = R" e uy a
supporto compatto in V' C R™ aperto limitato. Possiamo inoltre
supporre

sup |un|[yrm vy < o0 (1.4)
heN

. Studiamo dapprima le funzioni regolarizzate

uj = pexup (>0, heN)

dove p. e l'usuale mollificatore definito da

pe(x)=e"p (g) (supppe C B:(0)),

1
cel=P-1  ge |z| <1
xTr) =
pl) {0 se |z| > 1.
e ¢ € una costante tale che f]R" p(z)dx = 1. Possiamo supporre
anche che le uj abbiano supporto contenuto in V.

. Proviamo che

u§ —uy, in LY(V) pere— 0T (1.5)

uniformemente in h.
Consideriamo inizialmente il caso ¢ = 1. Osserviamo preliminar-
mente che se u, € C(V), allora

Wi () — un(z) = /B Pl =)~ @) dy

1
d

/ p(y) / —up(z — ety) dt dy

B1(0) o dt

1
- / o(y) / Dun(e — cty) -y dt dy.
B1(0) 0

Pertanto

/ () — un(z)] de
\%

1
5/ P(y)/ / |Dup(x — ety)| dx dt dy
B1(0) 0 JV
E/ |Dup (2)] dz.
v

IN

IN
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Per densita tale stima vale anche se up, € W1™(V). Essendo
V' limitato, per il teorema di immersione continua negli spazi di
Lebesgue 1.2.3(ii), abbiamo
luf, = unll g1 vy < € 1Dunllprvpny < €CllDunl o vy -
Dall’ipotesi (1.4) segue

us — uy, in LY(V) per € — 0T (1.6)
uniformemente in h.

Per estendere il risultato ad un arbitrario 1 < ¢ < m™*, utilizzando
la diseguaglianza di interpolazione 1.2.3(iii), otteniamo

0 1-6
lluf — Uh”Lq(v) < lup — uhHLl(V) g, — ual Lm* (V)

1 1-6
dove — =0+ ——,0<0<1.
m

Di conseguenza, dalla diseguaglianza di Sobolev-Gagliardo-Nirenberg

1.3.5(i) e da (1.4),
0
luf, = unll Loy < ellug, — unllpy vy

con la costante ¢ che non dipende da ¢; quindi asserto (1.5) segue
da (1.6).

. Proviamo ora che per ogni ¢ > 0 (fissato) la successione {uf} &
equilimitata ed uniformemente equicontinua.
Infatti, se z € R™, allora

u (z)| < /B ( )pe(w— Y) lun ()] dy < [lpell o ey - lunll 1 v
C £
= 57 < +00
per ogni h € N. Analogamente
c
| D ()] < [1DPell poo (g ey - llunlla vy < g < 00

per ogni h € N. Pertanto {uj} ¢ equicontinua perché equi-
lipschitziana.

. Fissiamo ora § > 0. Proviamo che esiste {uhj} estratta da {up}
tale che

<4 (1.7)

limsup Huhj - “thLQ(V) =

J,k—o0

Infatti per (1.5) scegliamo € > 0 sufficientemente piccolo tale che
J .
luf — unll oy < 5 ber ogni h € N. (1.8)

Osservato che per il punto 2 le {uy,}, e quindi le {u§ }, hanno sup-
porto nel fissato aperto limitato V' e che per il punto 5 {u} } & uni-
formemente equicontinua, per il criterio di compattezza di Ascoli-

Arzela 1.3.13, esiste {ufh} convergente uniformemente su V.
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In particolare

=0. (1.9)

lim sup o)

J,k—o00

Ma allora (1.8) e (1.9) implicano

€ g
uhj — Uhk

li_msup Huhj — Uhy, HLq(m <90

J,k—o00

cioe la (1.7).
11
7. Infine, usando la (1.7) con § = 1, 373 e con un procedimento

diagonale, otteniamo un’estratta {up,} che soddisfa:

lim sup ||up, — un, ||Lq(V) =0.

(ii) Poiché m* > m e m* — +o00 per m — n, si ha
WhM(Q) —— L1(Q)
per ogni g € [1,400] .

(iii) segue dall’immersione di Morrey 1.3.5(iii) e dal criterio di compattezza
di Ascoli-Arzela 1.3.13.

OSSERVAZIONE 1.3.17. Poiché m* > m abbiamo in particolare
WA (Q) e L7(Q)

per ogni 1 < m < +o0.
Non ¢ inutile osservare che

Wa™(Q) = L™(Q)
anche se non si assume che la frontiera di €2 sia lipschitziana.

OSSERVAZIONE 1.3.18. Per ¢ = m™ non si ha necessariamente I'immersione
compatta (per questo motivo m* & chiamato esponente critico di Sobolev).
Basta a tal proposito considerare il seguente controesempio.

Sia n > 3 e sia 2 C R™ aperto limitato. Consideriamo la successione di
palle aperte B, (a;) a due a due disgiunte con B, (a;) C Qe 0 < r; < 1.
Sia p € C§°(B1(0)).

Tr — a;

), funzione ottenuta traslando
L7

Poniamo, per ogni i, p;(z) = rili%p (

e dilatando p.
Evidentemente p; € C5°(By,(a;)) per ogni i e

1-24n

lpillpmy = i * " AR,
_ﬂ_;’_l

HDPi|Lm(Qan) = Ti 2 71114"1717
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dove

An = ol

Lm(B1(0))
A;n = ”DPHL’"(Bl(O),]R")'

Se consideriamo m = 2, si ha
1-242 -2z 1
lpillwio@y =m * TAY oy TP Ay S AY+ Ap < oo

Quindi {p;} & Imitata in W12(Q).
D’altra parte per m = 2%, si ha

1—5+3% 40 0
HpiHLQ*(Q) =r; 0T Ay = Ay
da cui segue, poiché le funzioni p; hanno supporti disgiunti, che

1
2% 1
£

2* 2*
i — ijL2*(Q) = [HPiHLz* (B, (a2)) + ||Pj||L2*(BTj (a;)) =22 Ag* > 0.

Pertanto la successione {p;} non puo avere un’estratta convergente in L (£2).

OSSERVAZIONE 1.3.19. Una semplice estensione del teorema 1.3.16 mostra
che per W*™(Q) ( k intero positivo k > 1) vale 'immersione compatta
nm

Wh™(Q) —— LYQ) perkm<n,1<qg<——!.
n—km

Il corollario successivo afferma che se una successione converge debolmente
in W™ (Q), essa converge fortemente in L™ (€2).

COROLLARIO 1.3.20. Sia Q C R™ aperto limitato con frontiera lipschitziana
esial <m<oo.

(i) Sel<m < co:
up, — w in WH™(Q) = up, — u in L™(Q).
(ii) Sem = oo:

up = win WH(Q) = up, — u in L®(9Q).

DimM. Proviamo la (i).

La successione {uy} & limitata in W1™ (Q) e quindi, per il teorema 1.3.16,
da ogni sua sottosuccessione possiamo estrarre una sottosuccessione conver-
gente in L7 () (¢ < m*) a una funzione v.

Poiché d’altra parte up — w in L™ (Q), si ha v = u, e di conseguenza tut-
ta la successione converge a u fortemente in L7 () (¢ < m*) e quindi in
L™ (Q).

La (ii) si prova in modo analogo. O
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1.4. Funzioni assolutamente continue.

DEFINIZIONE 1.4.1. Sia I un intervallo di R;

u € AC(I) (u Assolutamente Continua in I, nel senso di Vitali) &
k
Ve >0 36 = . > 0 tale che Z |u(b;) — u(a;)| < € per ogni k intero posi-
i=1

tivo e per ogni famiglia di k-sottointervalli disgiunti [a;, b;] C I tali che la
somma delle loro ampiezze sia minore di §.

Vale il seguente teoremas:

TEOREMA 1.4.2. Se I ¢ un intervallo aperto di R, allora AC(I) = WhHi(I)
e piu precisamente:

(i) ogni uw € AC(I) ha derivata classica v’ q.o0. (Teorema di Lebesgue
(1904)) che appartiene a L*(I) e, considerata come elemento di L'(I),
u’ ¢ la derivata debole di u;
(ii) ogniu € WYHL(I), a meno di modifiche su un insieme di misura nulla,
e una funzione assolutamente continua;
(iii) u € AC(I) < u ¢ q.o. derivabile in senso classico, u' € L*(I) e vale il
teorema fondamentale del calcolo integrale

u(x) —u(y) = /uL u'(t)dt  Vx,yel.

1.5. Funzioni convesse.

DEFINIZIONE 1.5.1. Sia  C R”™ convesso. Una funzione f : Q@ — R &
convessa se
per ogni x,y € ) e per ogni 0 <t < 1, vale:

fltz+ (1 -t)y) <tf(z)+ (1 -1)f(y). (1.10)

TEOREMA 1.5.2 (IPERPIANI DI SUPPORTO).
Sia f:Q — R convessa. Allora per ogni x €  esiste r € R™ tale che

fy)y = fl@)+r-(y—=x) per ogni y € . (1.11)
OSSERVAZIONE 1.5.3.

(i) L’applicazione y — f(z) + - (y — z) determina Iiperpiano di supprto
di f in z. La disuguaglianza (1.11) implica che il grafico di f si trova
“al di sopra” dell’iperpiano di supporto.
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Se f & convessa in (), allora f e localmente lipschitziana in €.
Se f & differenziabile in z, risulta r = D f(x).
(ii) Se f € C?(Q), allora f ¢ convessa se e solo se D? f > 0.
Se f € C%*(Q), f ¢ uniformemente convessa se D? f > I con la
costante 6 > 0, cioe

D feaws(@)6abs > 0157 (z€Q,EER).

a,f=1

TEOREMA 1.5.4 (DISUGUAGLIANZA DI JENSEN).
Sia f : R — R convessa e sia Q& C R™ aperto e limitato. Sia u : Q@ — R

sommabile. Vale:
s (]f2 u(x) d:v) < ]if(u(x))d:c (1.12)

DiM. Poiché f & convessa, per ogni p € R esiste r € R tale che
f@) = f(p)+r(a—p)  perognig€eR.

Siano p = ][ u(z) dx, ¢ = u(z), allora:
Q

Flu(z)) > f <]é u(z) dx> +r (u(m) - ]iu(x) dx) .

Integrando su €2 si ha la tesi. O

1.6. Compattezza debole in spazi riflessivi e teorema di Mazur.

Abbiamo gia ricordato che gli spazi di Lebesgue L™ (£2) e di Sobolev W™ ()
sono spazi di Banach riflessivi per 1 < m < oc.
Il teorema 1.2.7(iv) & contenuto nel seguente teorema generale:

TEOREMA 1.6.1 (COMPATTEZZA DEBOLE IN SPAZI RIFLESSIVI).
Sia X uno spazio di Banach riflessivo e sia {up} C X limitata. Allora
esistono un’estratta {uhj} ed u € X tale che up; —u in X 10,

DEFINIZIONE 1.6.2. Sia X uno spazio topologico. Una funzione G : X — R
si dice semicontinua inferiormente (nel seguito s.c.i.) se per ogni ¢t € R il
sottolivello

G={ueX:Gul <t}
e chiuso.
10y, ~pinx & (w,vp) xr x — (w,v) xs x per ogni w € X’
(dove X’ & lo spazio duale topologico di X e (:,-) s x denota la dualita tra Xe X', cioe
(w,v) xs x indica il valore di w € X’ in v € X).
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Se X verifica il primo assioma di numerabilita, nozioni topologiche ammet-
tono generalmente delle caratterizzazioni sequenziali. Diamo la definizione
di semicontinuita inferiore in termini di successioni (sequenziale).

DEFINIZIONE 1.6.3. Sia X uno spazio topologico verificante il primo assioma
di numerabilita. Una funzione G : X — R si dice semicontinua inferior-
mente per successioni o sequenzialmente semicontinua inferiormente (nel
seguito seq. s.c.i.) in u € X se per ogni successione {uy} convergente ad u
vale la seguente disuguaglianza

G [u] <liminf G [up].
h—o0
Diremo che G & seq. s.c.i. in X se G e seq. s.c.i. in ogni v € X.

LEMMA 1.6.4. Sia X uno spazio metrico. Le condizioni sequenti sono equi-
valenti:

(i) G ¢ seq. s.c.i. in X;
(i1) per ognit € R il sottolivello Gy = {u € X : G [u] < t} é chiuso.

OSSERVAZIONE 1.6.5. Sia {G, : @ € I'} una famiglia di funzioni s.c.i. in X,
dove I & un insieme arbitrario di indici, non necessariamente numerabile.
Allora il funzionale definito da

G [u] = sup Ga [u]

acl
¢ s.ci. in X.

DiM. Per brevita diamo la dimostrazione nel caso sequenziale.
Fissati v € X e up, — u, si ha

Ga lu] < lihm inf G, [up] < lihm inf G [up] .
Prendendo ’estremo superiore per « € I risulta

Glul < lihm inf G [up] .

In particolare, ’estremo superiore di una famiglia di funzioni continue e
s.c.i..

TEOREMA 1.6.6 (MAZUR).
Sia X uno spazio di Banach e sia C C X. Allora:

(i) C debolmente chiuso = C fortemente chiuso;
e

(ii) C fortemente chiuso e convesso = C' debolmente chiuso.
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COROLLARIO 1.6.7. Siano X uno spazio di Banach e G : X — R convesso.
Allora

G debolmente s.c.i. < G fortemente s.c.i..

1.7. Proprieta elementari delle funzioni armoniche.

Qui riportiamo alcune proprieta elementari delle funzioni armoniche, limi-
tandoci a quelle che sono usate nei successivi capitoli 3 e 7.

Sia Q C R™ aperto.

DEFINIZIONE 1.7.1. Sia u: Q — R.
" 92
- def 0 u i
w armonica in Q@ € u e C?(Q) e Au= -5 =0in Q.
0x?
a=1
(equazione di Laplace)
PROPOSIZIONE 1.7.2 (FUNZIONI ARMONICHE CHE DIPENDONO DALLA DI-
STANZA DA UN PUNTO FISSATO (SOLUZIONI RADIALI DELL'EQUAZIONE DI
LAPLACE)).
Fissiamo 2° = (29,29,...,20) € R" (n > 2) e sia

1
n 2
O<r= ‘J;—xo‘ = (Z(Jci—m?)2>
i=1
la distanza euclidea di x € R™\ {2°} da 2°; sia

u(|x—x0’) = (r)

e imponiamo che sia armonica in R™ \ {wo}. Poiché

0
T — X5
Oju=4(r) - Ojr =¢'(r) - =
2 0)2
o (xﬂi‘rj) ’ r 7(x37xj)
9jju=¢"(r) S T er) 3
dy d%p
(dove ¢'(r) = E(r) e’ (r)= W(r)) si ha
—1 1 d
= Au = " n o — S o(n—1
0=Au=y"(r)+—¢(r) = =2 ¢'(r))
(i.e. il A quando agisce su una funzione radiale ¢ = @(r) si trasforma

2

n—1 d ) ,
- — o0 equivalentemente nell’operatore

nell’operatore — + ——
P dr? r dr
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1 d(,, d

Allora, poiché r €]0, +o00],

Ne seque che

(r) = alogr+b sen=2
PII= ar2m 4p sen >3

con a,b € R, sono funzioni armoniche in R™\ {a:o}.

TEOREMA 1.7.3 (UGUAGLIANZA DEL VALOR MEDIO PER FUNZIONI AR-
MONICHE).
Sia u armonica in 2; allora:

VBr(y) C Q si ha: u(y) =

o (equivalentemente)

_ 1
wn R" Br(y)

u(y)

u(x) dx

(i.e. u verifica la proprieta del valor medio).

DiM. Sia p €]0, R] e consideriamo B,(y). Osservato che u € C? (B,(y)) e
che u & armonica in B,(y), dall'identita

ou
— (&) dH™ (&) = A dz =0
/a NG (©) /B | Au)ds

otteniamo che

du n—1
o:/a e an1 (g,

By (y) v

e quindi, posto w = u, dove p = | — y|, abbiamo
P

dH" T (§) = dH" T (y + pw) = p"THdH" T (w)

pertanto

d
0 = / Ty + pw) dH (y + pw)
w=1 dp
a4
dp

o1 | 1y n—1
= — dH
P dp lp /az?p(y) B (O (E)

n—1

/l . u(y + pw) dH" ™ (W)
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Ne segue che la funzione ® (p) := pl’”/ u (&) dH™ ! (€) & costante in
839(?/)
] 0, R], quindi

1—-n d n—1 — 1-n d n—1
o /aBp(y)u@) HL(€) = R /aBR(y)u(ﬁ) HL(€)

e, passando al limite per p — 07, otteniamo la tesi.
D’altra parte, da

n—1 _ 1 U n—1
P u(y) = /a o OO,

nwn,

integrando rispetto a p tra 0 e R abbiamo

1 ./
U = u(z) dx.
=S [, )

O
DEFINIZIONE 1.7.4. Sia u: Q — R.
u (subarmonica) inQ & yec" (Q) e VBr (y) C Q:
superarmonica
1
wo) £ oy [ (@ () oppure
&) nwn R Japp )

1
y) < n/ u(zx) dx.
) Wl J g (y)

(i.e. w verifica una disuguaglianza del valor medio).

u(

OSSERVAZIONE 1.7.5.

weC?(Q)eAu>0inQ = u subarmonica in Q.

Nel seguito indicheremo con o (2) la classe delle funzioni subarmoniche in
Q.

OSSERVAZIONE 1.7.6.
ueC?*(Q)eAu<0inQ = wu superarmonica in €.
OSSERVAZIONE 1.7.7.

u subarmonica in = —u superarmonica in .

Nel seguito proveremo che se u € C° () e verifica la proprieta del valor
medio, allora u & armonica in ). Pertanto si ha

u armonica in 2 = u subarmonica e superarmonica in €.
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TEOREMA 1.7.8 (PRINCIPIO DEL MASSIMO FORTE PER FUNZIONI SUBAR-
MONICHE).
Sia © C R™ aperto connesso e sia u € o (). Se

3 yeQ tale che u(y) = supu,
Q

allora u ¢ costante in €.

DiM. Poniamo M := u(y) = supqu e Qp := {x € Q ; u(x) = M}, osser-
viamo che, essendo Qpr # 0 (y € Qs per ipotesi) e che, essendo

Qar = u=t ({M}), Qpr & chiuso relativamente ad €.

D’altra parte, preso z € Qy (i.e. u(z) = M), per la disuguaglianza del valor
medio applicata alla funzione subarmonica u— M, abbiamo, per Bg (z) C €,

1
0=u(z)—M<
wy 1" Br(z)

[u(z) — M) dx <0

cioe u(x) — M = 0 per ogni € Br(z), per cui Br(z) C Q. Allora Qpy
& anche aperto relativamente ad €2, che & connesso, pertanto 2y, = (2, cioe
u(xz) = M in Q. O

TEOREMA 1.7.9 (PRINCIPIO DEL MINIMO FORTE PER FUNZIONI SUPERAR-
MONICHE).
Sia @ C R"™ aperto e sia u superarmonica in ). Se

3 ye tale che u(y) = igfu,

allora u ¢ costante in €.

Dim. Per l'osservazione 1.7.7 la funzione —wu & subarmonica in 2 e, da
u(y) = infq u, abbiamo

—u(y) = —infu = sup (—u) .
Q Q

Applicando il teorema 1.7.8 a —u otteniamo la tesi. O

TEOREMA 1.7.10 (PRINCIPIO DEL MASSIMO DEBOLE PER FUNZIONI SUB-
ARMONICHE).
Sia Q C R™ aperto limitato e sia u € C° (Q) subarmonica in 2. Allora
Sup u = sup u.
o o9
TEOREMA 1.7.11 (PRINCIPIO DEL MINIMO DEBOLE PER FUNZIONI SUPER-
ARMONICHE).
Sia Q C R™ aperto limitato e sia u € C© (Q) superarmonica in . Allora

inf u = inf u.
Q o0
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TEOREMA 1.7.12 (DEL MASSIMO (PER IL) MODULO).
Sia @ C R™ aperto limitato e sia u € C*(Q) N C° (Q) armonica in .
Allora

(i) infu < u(z) <supu Vr € Q,
o a0

(ii) sup |u| = sup |u].
9] o9

DiM. (i) ¢ evidente per i teoremi 1.7.10 e 1.7.11.
Per provare (ii) & sufficiente osservare che |u| = max {u, —u}, oppure che,
essendo u armonica (regolare) allora |u| & subarmonica (regolare). O

PROBLEMA DI DIRICHLET PER L'’EQUAZIONE DI POISSON.

Sia Q C R™ aperto limitato; assegnate f € C°(Q) e p € CY (99), risolvere
il Problema di Dirichlet per I’equazione di Poisson significa determinare, se
esiste, una funzione u € C? () N C° (Q) tale che

Au=f inQ (equazione di Poisson)
u=¢  suodf (condizione al contorno, di Dirichlet)

TEOREMA 1.7.13 (UNICITA).
Se esiste una u € C*(Q) N C° (Q) soluzione del Problema di Dirichlet per
l’equazione di Poisson, essa ¢ unica.

DiM. Se uy,upy € C2(Q)NCY (ﬁ) sono soluzioni dello stesso problema, la
funzione w = u; — uy € C%(Q) N C° (Q) e verifica

Aw=0 inQ

w=0 su 0}
Allora, essendo

0=infw <w(z) <supw =0 Vo eQ,
o0 80
abbiamo che w = 0 in Q, da cui u; = uy (oppure, dal teorema del massimo
modulo max |w| = r%%x|w| =0= w=0). O
Q
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TEOREMA 1.7.14 (ESISTENZA, UNICITA E DIPENDENZA CONTINUA DEL-
LA SOLUZIONE DAL DATO ¢ PER IL PROBLEMA DI DIRICHLET PER L’E-
QUAZIONE DI LAPLACE IN Bp(0)).

Assegnata o € C° (OBR(0)), la funzione definita in Br(0) da:

u(a) = Tl / 2O pr6) e Brl0)
OBRr(0)

nwy, R |€ — x|
¢ armonica in Br(0); inoltre, per ogni & € 0Br(0)
3 mlifglg u(z) = ¢ (&) -
z€BR(0)
Pertanto

u € C? (Br(0)) N C° (Br(0)) e u=¢ su 0Bg(0).
Infine, per il teorema del massimo modulo:

sup [ul = sup |g|.
Br(0) 9BRr(0)

“CARATTERIZZAZIONE” DELLE FUNZIONI ARMONICHE.

Nel teorema 1.7.3 abbiamo provato che ogni funzione armonica soddisfa
I'uguaglianza del valor medio.

Viceversa, vale il seguente teorema

TEOREMA 1.7.15. Se u € C°(2) e wverifica la proprieta del valor medio,
allora u e armonica in 2.

Dim. E’ sufficiente provare che u ¢ armonica in ogni Br(y) tale che
Br(y) C Q.
Fissata Bg(y) C Q, osserviamo che u € C° (0Bg(y)), pertanto il problema

Av =0 1in Bgr(y)
v=u  sudBgr(y)

ha, per il teorema 1.7.14, un’unica soluzione v € C? (Bg(y)) N C° (Bg(y)).
Consideriamo

w:=v—u€ C’(Bg(y))
e osserviamo che w (e quindi anche —w) verifica la proprieta del valor medio
(per la linearita dell’integrale, in quanto v verifica (1.13) perché armonica
e u la verifica per ipotesi), pertanto, per il principio del massimo debole
1.7.10

sup |w| = sup |w|=0;

Br(y) 9Br(y)

ne segue che w = 0, ciot v = v in Br(y), quindi u & armonica regolare in
Br(y). a
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TEOREMA 1.7.16. Una funzione armonica ha derivate di qualsiasi ordine,
e queste sono funzioni armoniche.

TEOREMA 1.7.17. Sia {up} una successione di funzioni armoniche in Q tale
che up, = u in Q.
Allora w é armonica in §).

DiM. In quanto limite uniforme di funzioni continue, u € continua.
Inoltre,
1

VheN e VBr(y) C Q: uh(y):w R" JBpy)
n Rr\Y

up(z) dx

e,passando al limite per h — +0o0, otteniamo

1 /
U = u(z) dx.
=S [, )

Per il teorema 1.7.15, abbiamo la tesi. O

Proviamo ora le STIME INTERNE PER LE DERIVATE DI UNA FUNZIONE
ARMONICA.

LEMMA 1.7.18. Sia u € C?(2) una funzione armonica e limitata in Q e sia
sup |u| < M. Allora
Q

vzl € QVBr(z") CcQ eper i=1,2,...,n:

ou , o n
)| < =M. 1.14
e < 5 (114)
DiM. P (in quanto derivata di w armonica) & armonica in {2 per ogni
L
i=1,...,ne, pertanto, soddisfa la proprieta di uguaglianza del valor medio.

Applicando il teorema della divergenza 1.1.17:
V' € Q,VBR(2°) CQ eper i=1,2,...,n:

ou , o 1 §i—af i,
Ers (z7) = o R aBR(zO)U(f)W dH" () (1.15)
ne segue:
‘8“ ()| < ZM
8%1' ~ R '

Tale stima e un caso particolare del seguente
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LEMMA 1.7.19. Sia u € C?(Q) armonica e limitata in Q e sia sup |u| < M.
Q

Allora
vz € Q, VBgr(z") CQ e VYa multiindice:

ne\lel |a!
Do) < (%) SR 1.16
[Du(a)] < () 1 (1.16)
DiM. Proviamo il teorema per induzione su |a|. Per |a| = 1, abbiamo

(1.14).
Sia (1.16) vera per e multi indice di lunghezza || e proviamo che essa vale
per i multi indici 8 di lunghezza |3| = || + 1. Per tale 8 abbiamo che

DBy D%y perun i€ {1,...,n}.

- 8l‘i
Poiché DPu ¢ armonica in (in quanto derivata di u armonica), fissato
7 € (0,1), DPu & armonica nella palla B,g(z"); quindi, dalla proprie-
ta di uguaglianza del valor medio e dal teorema della divergenza 1.1.17,
otteniamo:

Do) = — D) ST g
WnT"R™ Jop, p(a0) |§ — 2 .
Per (1.16) applicata alla palla aperta di centro & € B, r(2°) e raggio
(1-7)R
=3
ne |a|!
D* < | — —M
Dol ()
Quindi
lox+1 1 |a|!
DPu(z®)] < (E) =
[PPu)] = (R (1—r)lelr e
Scelto
1 1
T= = —
laf+1 B
abbiamo:
. L
(17')“(1) <e,
8]
da cul la tesi. O

1.8. Disuguaglianza di Harnack per funzioni armoniche positive.

Proviamo infine la disuguaglianza di Harnack per funzioni armoniche posi-
tive.

Questa disuguaglianza esprime una notevole proprieta delle funzioni ar-
moniche e positive in 2, precisamente il fatto che il rapporto tra il loro
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estremo superiore e il loro estremo inferiore, calcolati in un arbitrario com-
patto e connesso ' contenuto in €2, ¢ limitato superiormente da una costante
che dipende dalla dimensione dello spazio euclideo, da € e da €.
Proviamo dapprima la disuguaglianza di Harnack nal caso particolare in cui
Q ¢ una palla di R".

LEMMA 1.8.1. Siano y € R™, R > 0 e u una funzione armonica e positiva

in Bar(y).
Allora

sup u < 3" inf w. (1.17)
Br(y) Br(y)

DiM. Comunque si scelgano due punti ', 2% € Bgr(y) C Byr(y) applicando
il teorema del valor medio 1.7.3 si ottiene
1

1
1
= <

(poiché u >0 e Bg (z') C Bag (y)), da cui

sup u < u(z) dx.

Br(y) wn R" Bar(y)
Analogamente
1 1
2
u(xz®) = 7/ u(x)de > 7/ u(x) dx
wn3"R" BSR(Iz) wHS"R” BQR(y)

(poiché u > 0 e Bag (y) C Bsg (2?)), da cui

1
inf u>

> u(x) dx.
Br(y) wp 3" R /132R(y) (=)

In definitiva

1

— sup u < —— u(z)dr < inf u

3" Br(y) wn3" R g, (y) ) Br(y)
e quindi

sup u < 3" inf wu.
Br(y) Br(y)

]

TEOREMA 1.8.2 (DISUGUAGLIANZA DI HARNACK PER FUNZIONI ARMONICHE
POSITIVE; 1887, nel caso n = 2).

Siano @ CR™ aperto connesso e u una funzione armonica in ), u positiva.
Allora per ogni Q' connesso, ) CC Q| esiste una costante ¢ = ¢ (n, 2, )
tale che

supu < cinf u. (1.18)
Q/ 94

Ho' cca C}%f la chiusura Q0 & compatta e contenuta in Q.



44

M. Carriero, L. De Luca

DiM. Il compatto e connesso o puo essere ricoperto con un numero finito di
palle Br (w”) CQ,i=1,...,m, con centriin ) (sia R < 1/4dist (£,00)).
Siano 2!, 22 € V': senza ledere la generalita, ' € B (wk) ex? € Br (wkﬂ)
per qualche 57 > 1, e le palle siano numerate in modo che risulti

Br (W) NBgr (W) #0per l=k,....k+j—1

Applichiamo la stima (1.17) alle palle Br (wk) , Br (wkH) ,...,Bp (wk+j)7
e, posto c¢; := 3", otteniamo

u(zh)

Essendo z! e 22 arbitrari, posto ¢ := ¢

<

<

<

<

sup u<¢; inf wu
Br(wk) Br(wF)

¢, sup wu (poiché By (w*) N B (w*+h) # 0)
BR(wk+1)

Br(wkt1)

C{H 5 %%H) u < c’ln‘Hu (x2) (poiché 7 < m).
R

i inf u<...

1 abbiamo in definitiva

sup u < cinf u.
Q/ Q/

Una disuguaglianza di tipo Harnack per soluzioni deboli e positive di equazioni
in forma di divergenza, ellittiche e omogenee sara discussa nel cap. 7.



