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In sintesi, credo che il Calcolo delle Variazioni sia un settore
molto vasto e variegato [. .. ]; esso costituisce un’ottima “palestra”
per capire quali sono le radici etiche e culturali del metodo scien-
tifico.

Ennio De Giorgi'.

La tautocrona.

(fine XVII sec., Christian Huygens: la tautocrona (curva isocrona) &
la cicloide)

Sul Calcolo delle Variazioni

In ricordo di Leonida Tonelli
(Pisa, 12 marzo 1996), pp.215-222,
in Ennio De Giorgi, Anche la scienza ha bisogno di sognare, a cura di F. Bassani, A.
Marino, C. Sbordone; Edizioni Plus, Universita di Pisa (2001).



Prefazione

Questo Quaderno riproduce una versione ampliata delle lezioni tenute in an-
ni recenti da M. Carriero in Corsi sul Calcolo delle Variazioni, nell’ambito
del Dottorato di Ricerca in Matematica presso il Dipartimento di Matema-
tica “E. De Giorgi” dell’Universita del Salento.

L’intento principale ¢ quello di introdurre gli studenti al Calcolo delle Va-
riazioni attraverso una trattazione-guida che renda piu accessibile lo studio
e 'approfondimento successivo su testi avanzati esistenti in letteratura.

La presentazione riflette lo stile delle lezioni volte a presentare le idee,
sforzandosi di semplificare il pit possibile le principali tecniche delle di-
mostrazioni.

Non vi ¢ la pretesa di aver esposto I’argomento in modo esaustivo né origi-
nale, la trattazione essendo largamente ispirata ai testi [11], [16], [17],
[30], [34], [37], [51], con alcune differenze miranti, tra laltro, ad eviden-
ziare casi modello significativi che pure motivano la presente pubblicazione.
Il primo autore ringrazia gli studenti per I'interesse dimostrato con la parte-
cipazione attiva, anche attraverso Seminari di approfondimento su specifici
argomenti.

Il secondo autore ¢ uno dei partecipanti al Corso tenuto nell’a.a. 2008-2009.
M.Carriero desidera, infine, ringraziare il dr. Antonio Farina per la batti-
tura in Latex di alcuni degli argomenti qui presentati e per la realizzazione
di alcune figure.

Michele Carriero
Lucia De Luca
Lecce, ottobre 2009

Gli autori ringraziano i due Referees per gli utili commenti.
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Introduzione

I1 Calcolo delle Variazioni ¢ I'ambito in cui la nozione di minimo (massi-
mo) per forme di energia trova un linguaggio preciso e una formulazione via
principi variazionali.

In questo Quaderno discutiamo dell’esistenza e della differenziabilita (regolari-
ta) dei punti di minimo di alcuni funzionali integrali del Calcolo delle
Variazioni. In particolare ci occupiamo di funzionali del tipo:

Flu] = /QF(LU(:E),VU(:E))dx (0.1)

dove 2 ¢ un aperto limitato di R™, n > 1, con frontiera lipschitziana;
u:Q— RN, N >1, ¢ una funzione vettoriale in €,
u(z) = (u'(z),v*(z),...,u"(z)) e il simbolo Vu indica la matrice Jaco-
biana di u, ossia la matrice N X n (Dau’) i=1,2,...,.N ove Dy = %.
a=1,2,....n

La funzione integranda in (0.1), F : Q@ x RY x R™N — R, ¢ detta LA-
GRANGIANA e il funzionale (0.1) si dice regolare se F(x,u,p) & convessa in
b= (pé) i=1,...,N -

a=1,....n
La u (sufficientemente regolare) si dice funzione ammissibile e I'insieme A
di tali funzioni (con prescritte condizioni di Dirichlet o altre condizioni)
prende il nome di classe delle funzioni ammissibili o in competizione.
Un integrale del tipo (0.1) rappresenta spesso un’energia e talvolta ha al-
tri significati fisici (tempo, resistenza, azione, ...) o significati geometrici
(lunghezza, area, ...). L’interesse verso questi tipi di funzionali & giustifi-
cato dalle moltissime applicazioni in altri campi della Matematica, in molte
aree della Fisica, Economia, Biologia, in Elasticita non lineare e Disegno
ottimo. .. [16].

Esempi di funzionali del tipo (0.1) (con N = 1) sono:

e l'integrale di Dirichlet

Du] = % /Q\Vu(x)|2 dz
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e lintegrale dell’area (in forma non parametrica)
Alu] = / 1+ |Vu(a))? de.
Q

Vi & una significativa differenza tra questi due funzionali, perché in D[] la

1
Lagrangiana F(p) = 3 Ip|> ha una crescita di ordine due per |p| — +oo,

mentre la Lagrangiana F(p) = \/1 + |p|* in A[] ha una crescita del primo
ordine.

Qusto comporta lo studio del problema di minimo per D[] in uno spazio
di Sobolev riflessivo, e per A[-] nello spazio BV delle funzioni a variazione
limitata.

Il primo problema che vogliamo trattare e quello dell’esistenza per il minimo
in spazi di Sobolev riflessivi W™ () (m > 1) per funzionali del tipo (0.1),
il cui modello & I'integrale di Dirichlet D[-] 2.

Successivamente analizziamo la regolarita delle soluzioni deboli.

I problemi XIX e XX di D. Hilbert [41].

Nel 1900 David Hilbert propose, nel corso del Congresso Internazionale di
Matematica svoltosi a Parigi, i seguenti due problemi dedicati al Calcolo
delle Variazioni (Hilbert considerava il cason =2e N = 1):

11 20° problema (esistenza): “Has not every regular variation problem a so-
lution, provided certain assumptions reqarding the given boundary conditions
are satisfied, and provided also if need be that the notion of a solution shall
be suitably extended?”

Ossia “I problemi regolari del Calcolo delle Variazioni hanno sempre una
soluzione, |...], quando si estenda, se necessario, la nozione di soluzione?”

11 19° problema (regolarita): “Are the solutions of regular problems in the
Calculus of Variations always necessarily analytic?”

Ossia “Le soluzioni dei problemi regolari del Calcolo delle Variazioni sono
sempre necessariamente delle funzioni analitiche?”.

Qui presentiamo alcuni dei metodi che sono stati studiati per affrontare i
due suddetti problemi.

Un primo approccio a questi problemi & presentato nel cap. 2, nell’ambito
dei cosiddetti Metodi classici (indiretti) nel Calcolo delle Variazioni che si
basano sulla dimostrazione di condizioni necessarie di estremalita (equazioni
di Eulero variazione prima e variazione seconda, teorema 2.1.1 (caso uni-
dimensionale) e teorema 2.2.1 (caso multidimensionale)) per funzionali di
tipo integrale (0.1).

2Altri importanti problemi (cfr. [10]), come quello delle superfici minime, richiedono lo
studio di spazi piu generali e non sono qui trattati.
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Questi metodi assumono pero una forte regolarita del funzionale e dei punti
estremali (di cui & supposta l'esistenza), regolarita che in generale pud non
essere verificata (osservazione 2.2.10).

Nel paragrafo 2.3 presentiamo due problemi variazionali classici (la brachi-
stocrona e la disuguaglianza isoperimetrica in dimensione due) anche allo
scopo di introdurre i Metodi diretti nel Calcolo delle Variazioni, a cui sono
dedicati i capp. 3, 4, 5, 6.

Una strategia ragionevole ¢ quella di considerare separatamente il problema
di esistenza dei minimi e quello della loro regolarita.

L’approccio diretto al problema dell’esistenza & stato sviluppato a partire dal
XX secolo da D. Hilbert ed H. Lebesgue in relazione alla dimostrazione del
Principio di Dirichlet e si basa sostanzialmente sul teorema di Weierstrass-
Fréchet (teorema 3.1.1).

Si tratta di trovare delle successioni minimizzanti compatte (dalle quali sia
quindi possibile estrarre sottosuccessioni convergenti) e sfruttare poi la se-
quenziale semicontinuita inferiore del funzionale, per concludere che i punti
limite sono di minimo.

E’ importante osservare che la semicontinuita inferiore del funzionale ¢ fa-
vorita da una convergenza forte, mentre per la compattezza & preferibile
una convergenza debole: in sintesi, semicontinuita inferiore e compattezza
sono proprieta topologicamente in competizione tra loro, per cui & essenziale
bilanciare le due richieste.

I metodi utilizzati da D. Hilbert e da H. Lebesgue sono stati generalizzati
da L. Tonelli (teoremi 3.2.1 e 3.2.3) e da C. Morrey in spazi di Sobolev
(teoremi 3.3.1 e 3.3.2).

Le ipotesi di coercivita, riflessivita e convessita nel teorema di esistenza 3.2.3
sono ottimali, come mostrano gli esempi 3.2.6, 3.2.7 e 3.2.8.

Nel cap. 4 studiamo risultati di sequenziale semicontinuita inferiore per
funzionali regolari di una classe piu generale, precisamente per funzionali

del tipo Flu,v] := / F(z,u(x),v(r)) dz, nella topologia

Q
Lipre (2,RY) x Lipore (2, RY) con la Lagrangiana di Carathéodory (defi-
nizione 4.1.1).
Questi funzionali si presentano in problemi di controllo ottimo, e natural-

mente i funzionali del tipo Flu] := / F(z,u(z), Vu(x)) dz si ottengono per
Q

v(z) = Vu(x) (teorema 4.3.4, corollario 4.3.6 e teorema 4.5.1).

Nel cap. 5 proviamo che nel caso vettoriale la convessita della Lagrangiana
F(x,u,v) rispetto a v & anche necessaria per la sequenziale semicontinuita
inferiore di Flu,v] (teorema 5.1.1), mentre & necessaria per la sequenziale
semicontinuitd inferiore di Flu] solosen =1con N > 10N =1conn > 1.
Nel caso generale n > 1 e N > 1, per F[] & verificata una condizione stret-
tamente pit debole della convessita: la quasi-convessita (nel senso di C.
Morrey, teoremi 5.1.4, 5.1.5).

La quasi-convessita di una Lagrangiana F' (definizione 5.1.6) ¢ espressa da
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una condizione in generale difficile da verificare, pertanto studiamo an-
che Lagrangiane policonvesse (definizione 5.1.13) e convesse di rango uno
(definizione 5.1.18), concetti rispettivamente piu forte e piu debole della
quasi-convessita.

Le relazioni tra questi concetti, pit deboli della convessita, si possono cosi
sintetizzare:

Fconvessa =  F'policonvessa = F' quasi-convessa
<+ <«

= F convessa di rango uno.
<

Tutti questi concetti risultano equivalenti tra loro se n = 1 oppure N = 1.
Nel paragrafo 5.2 presentiamo diversi risultati relativi a condizioni suffi-
cienti per la sequenziale debole semicontinuita inferiore in ipotesi di quasi-
convessita per la Lagrangiana (teoremi 5.2.1, 5.2.3 e 5.2.4). Il caso specifico
di particolari funzionali con Lagrangiana policonvessa e approfondito nel
cap. 6 (teoremi 6.2.2 e 6.2.3), con una applicazione all’elasticita non lineare
per corpi incomprimibili (con vincolo sul gradiente) (teorema 6.2.4).

A questi risultati premettiamo il concetto di Lagrangiana nulla (definizione
6.1.1) e il risultato relativo alle debole continuita dei determinanti (teorema
6.2.1).

Il cap. 7, infine, & dedicato alla regolarita (interna) delle soluzioni deboli di
problemi di minimo negli spazi di Sobolev W™ (Q) (m > 1).

Partendo da un risultato unidimensionale di regolarita parziale dovuto a L.
Tonelli (teorema 7.2.1), trattiamo del fenomeno di Lavrentieff e ne analiz-
ziamo un esempio dovuto a B. Mania (teorema 7.2.3).

Successivamente esaminiamo lo studio della regolarita dei minimi deboli nel
caso modello (particolare, ma comunque significativo e utile ad identificare
le componenti fondamentali della dimostrazione) di funzionali quadratici,
pitt generali dell’integrale di Dirichlet.

Un primo passo verso la regolarita e ottenuto via il metodo dei quozienti
differenziali (di L. Nirenberg, teorema 7.3.4), conseguendo per lestremale
una prima maggiore regolarita negli spazi di Sobolev (teorema 7.3.5).
Pietra miliare per conseguire la regolarita (teorema 7.5.15) ¢ il teorema
di regolarita holderiana di E. De Giorgi-J. Nash-J. Moser (teorema 7.5.6),
concernente la regolarita delle soluzioni di equazioni lineari ellittiche del
secondo ordine in forma di divergenza, a coefficienti limitati e misurabili.
Questo profondo risultato consente di iniziare un procedimento di boot-
strap, via il classico teorema di Schauder (teorema 7.5.1), che conduce all’a-
naliticita dell’estremale se F' ¢ analitica.

Del teorema 7.5.6 diamo due dimostrazioni: la prima (1957) dovuta a E. De
Giorgi, basata su un fine metodo iterativo e la successiva (1961) dovuta a
J. Moser, basata su una disuguagliaza di tipo Harnack (teorema 7.5.13) per
soluzioni deboli e positive di equazioni lineari ellittiche a coefficienti limitati
e misurabili in forma di divergenza.
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Della regolarita (interna) per il caso particolare dell’integrale di Dirichlet
(teorema 7.4.1) presentiamo due altre dimostrazioni classiche, basate essen-
zialmente una sulla peculiare proprieta di invarianza per rotazioni dell’o-
peratore di Laplace, e ’altra sulla proprieta del valor medio per funzioni
armoniche.

L’estensione del teorema di E. De Giorgi-J. Nash-J. Moser al caso vettoriale
non ha in generale risposta affermativa: ¢ di E. De Giorgi (1968) il primo
esempio di estremale discontinua per un problema variazionale vettoriale di
tipo ellittico (teorema 7.8.1).

Quindi il XIX problema di Hilbert nel caso vettoriale (eccetto che in dimen-
sione n = 2) non ha in generale risposta affermativa. Molti e interessanti
sono tuttavia i risultati di regolaritd parziale conseguiti a partire dal 1968
per estremali vettoriali.

La presentazione di un risultato di regolarita parziale in un caso semplice
(teorema 7.9.1) conclude l’esposizione, rinviando per approfondimenti su
quest’ultimo tema a [33], [34].

Punto di partenza dell’esposizione sono i Preliminari presentati nel cap.
1 (relativi a: teoria della misura, analisi funzionale e convessa, spazi di
Lebesgue L™ (Q) e di Sobolev W*™ (Q), convergenze deboli, funzioni ar-
moniche); essi hanno non solo lo scopo di rendere l'esposizione, per quanto
possibile, autosufficiente, ma anche quello di dare al lettore I'opportunita di
poter seguire lo sviluppo di idee e di tecniche attraverso ’analisi dei progres-
si conseguiti nel tempo nell’ambito del Calcolo delle Variazioni, collegando
risultati moderni a quelli piti propriamente classici.

Avvertenza.

Abbiamo indicato talvolta con ¢ una generica costante che pud cambiare
anche nel corso della stessa formula.

Quando abbiamo voluto evidenziare la dipendenza di una costante ¢ da
alcuni parametri .,.,.,. abbiamo scritto ¢ (.,.,.,.).






CAPITOLO 1

Preliminari

In questo capitolo, allo scopo di fissare la notazione e rendere ’esposizione
autosufficiente, presentiamo alcuni dei risultati basilari della misura e inte-
grale di Lebesgue, della misura di Hausdorff, degli spazi di Lebesgue e di
Sobolev (in particolare dei risultati sulla convergenza debole in questi spazi),
delle funzioni convesse e delle principali proprieta delle funzioni armoniche.

1.1. Alcuni risultati relativi alla misura e all’integrale di
Lebesgue.
Misura e dimensione di Hausdorff.

DEeFINIZIONE 1.1.1. Una famiglia M di sottoinsiemi di R™ si chiama o-
algebra se

(i) 0,R™ € M,
(i) FEEM=R"\EeM,
(iii) se {En}jeny € M, allora U E,eMe ﬂ Ep, e M.
heN heN

Il seguente teorema indica l'esistenza im R™ di una o-algebra M e di una
misura su M.

TEOREMA 1.1.2. In R™ esiste una o-algebra M e una misura
]+ M — [0, +o0]

con le sequenti proprieta:

(i) ogni sottoinsieme aperto di R™, e quindi ogni sottoinsieme chiuso di
R™, appartiene a M;

(ii)) se Q € M e ha misura nulla, allora ogni sottoinsieme di 2 appartiene
a M e ha misura nulla;
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(i) se Q={x € R™; a; <zm; <b;, i=1,2,...,n}, allora
n

9 = T] (b — a);
i=1
(iv) se {Qn}peny C M e gli insiemi Qy sono a due a due disgiunti, allora

U Q| = Z |Qn|  (o-additivita o additivita numerabile).
heN heN

OSSERVAZIONE 1.1.3. Gli insiemi appartenenti alla o-algebra M si chia-
mano INSIEMI MISURABILI SECONDO LEBESGUE e la misura |-| si chiama
MISURA DI LEBESGUE n-DIMENSIONALE.

Vale la seguente caratterizzazione degli insiemi misurabili:
QeM & Ve>0 TA aperto, 3K compatto, K CQC A e
A\ K| <e.
OSSERVAZIONE 1.1.4. Si dice che una proprieta vale quasi ovunque (q.0.)

in Q € M se ¢ verificata in tutti i punti di € tranne che in un sottoinsieme
avente misura di Lebesgue nulla.

DEFINIZIONE 1.1.5. Sia €2 C R"™ misurabile. Una FUNZIONE u : @ — R
si dice MISURABILE se u~ ! (C) & misurabile per ogni sottoinsieme chiuso
CCcR.

OSSERVAZIONE 1.1.6. Valgono le seguenti proprieta:

(i) se u € una funzione continua, allora & misurabile;
(ii) somma e prodotto di funzioni misurabili sono misurabili;
(iii) massimo limite, minimo limite e limiti puntuali di successioni di fun-
zioni misurabili sono misurabili.

DEFINIZIONE 1.1.7. Una funzione misurabile s : 2 C R™ — R si dice fun-

zione semplice se assume un numero finito di valori ay, as, ..., ak.

Se s & una funzione semplice che assume i valori ay, as, ..., ax sugli insiemi
misurabili e a due a due disgiunti 1, Qs,...,Q contenuti in €2, possiamo
scrivere

k
s=Y aixo,.
i=1

TEOREMA 1.1.8. Seu: Q) — R ¢é una funzione misurabile allora esiste una
successione {sp} di funzioni semplici convergente ad u in ogni punto di ).
Inoltre, se u € non negativa, si puo scegliere {sp} monotona crescente in Q.

Introduciamo ora la definizione di integrale di Lebesgue per una funzione
misurabile

u:QCR*"—=R
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con () insieme misurabile.
Per una funzione semplice s si definisce

k
/ s(x) dx = Zai €]
2 i=1

con la convenzione che se a; = 0 e ;| = +o0, allora «; |;] = 0.
Per u > 0 misurabile, definiamo

/Qu(x) dx = sup/@s(a:) dx

dove l'estremo superiore ¢ calcolato al variare di s tra tutte le funzioni
semplici minori o uguali a u su 2.
In generale, per una funzione misurabile u, osservato che

u=ut—u"

dove vt = max {u,0} e v~ = max{—u,0} sono rispettivamente la parte

positiva e negativa di u, si definisce

/Qu(x)dw :z/ﬂu*(x)dxf/ﬂuf(:c)d:ﬂ

con la condizione che almeno uno dei due integrali sia finito.

La funzione u & detta sommabile in £ se entrambi gli integrali sono finiti.
Si dice invece che u & integrabile in Q se u ha un integrale (che puo essere
anche uguale a 400 0 —00).

Segue dalla definizione che una funzione misurabile u € sommabile se e solo
se |u| lo e.

TEOREMA 1.1.9 (BEPPO LEVI 0 DELLA CONVERGENZA MONOTONA).
Sia {up} una successione di funzioni misurabili, tali che

Ogul <wue < .llup Suh_,_l <....
Allora

/ lim wupdr= Ilim up, dx.

R

n h——+oo h—4o00 Rn

TEOREMA 1.1.10 (LEMMA DI FATOU).
Sia {up} una successione di funzioni non negative e sommabili. Allora

lim inf up, dx < lim inf up, dx.
Rn h—+oo h— 400 n

Yim inf vp :=sup | inf vy |,
h—o0 vEN h>v

limsup vy, := inf | sup vy |.
h—o00 veN \ h>v



10 M. Carriero, L. De Luca

TEOREMA 1.1.11 (LEBESGUE 0 DELLA CONVERGENZA DOMINATA).
Sia {up} una successione di funzioni integrabili con
up —u q.0.,
e supponiamo inoltre che esista una funzione g sommabile tale che per ogni
heN
lunl <g  qo.
Allora

lim up, dx = udx.
h—+oo Jrn n

TEOREMA 1.1.12 (FUBINI).

Siano

Ei={zeR": —o0<aq <z;<b <+o00, i=1,2,...,n}

Egz{yE]RN: —o00 < ¢j <y; <dj <400, j:l,?,...,N}.

Sia u sommabile su E = E1 x E5 C RN Allora

(i) per quasi ogni x € Eq, la funzione u(z,-) é sommabile in Eo;
(ii) la funzione

o) = [ u(e.)dy

e sommabile in B e risulta
/u(w,y) dwdy:/ (/ u(x,y) dy) dz.
E E Es

Il teorema fondamentale del calcolo integrale si estende all’integrale di Lebesgue
nella forma seguente.

TEOREMA 1.1.13 (DI DIFFERENZIAZIONE DI LEBESGUE).
Sia u: R™ — R localmente sommabile (u € L}, (R™)).
Allora per q.o. x € R* 2

1
u(y)dy = lim ——— u(y) dy = u(x),
/Bp(a:) p—0+ |B, ()| /B, ()
dove wy, € la misura di Lebesque della palla unitaria n-dimensionale
(tali x si chiamano punti di Lebesgue di u).

In particolare, se u é sommabile in R

%/a u(t) dt = u(x) per q.o. x € R.

3 lim

p—0T Wy p"

2Sia Q C R™ aperto connesso.
uwe L (Q) & ue LY(K) per ogni compatto K C €;

B, (z) indica la palla di centro € R™ e raggio p.
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TEOREMA 1.1.14 (SEVERINI, 1910-EGorOV, 1911).
Sia {up} una successione di funzioni up, : Q@ — R misurabili, dove Q C R™
é misurabile con |Q] < 0o, tale che up, — u g.o0. in Q. Allora

(1) per ogni e > 0 esiste K. C 0 compatto tale che |\ K| < ¢,
(i) up, = win K. 3,

((i)+ (i) & {up} converge a u quasi-uniformemente).

Dim. Dall’ipotesi segue che la funzione u € misurabile. Definiamo per ogni
m, h € N fissati, 'insieme

1
Qr .= s ug() — —
n m {m €N Jui(z) —u(z)] < m}
i>h
e sia Q™ := U ;. Dalla definizione degli insiemi Q}* risulta per m fissato
h

QrrcQyrc...cQprc...

Allora per ogni € > 0 e per ogni h € N esiste hg(m) € N tale che
m m €
’Q \Qho(m)‘ < g

Posto A, := ﬂ Qm](m), valutiamo la misura di Q\ A.. Per questo osserviamo

preliminarmeﬂte che |2\ Q™| = 0 per ogni m (in virtu della convergenza
q.o. in © della successione {up} a u). Ne deriva che
m m m €
|Q\Qho| = |Q \Qh0| < om+1"
Pertanto
Q\AL = || = U (2\ )
< > )Q\Q%m)‘ <D =y
m=1 m=1

Poiché A, & misurabile, esiste un compatto K. C A tale che |A; \ K| < %
Ne segue (i). Se x € K., per ogni m € N abbiamo |u;(x) — u(x)| < 1/m per
i > ho(m) da cui segue (ii). O

TEOREMA 1.1.15 (LusIiN, 1912).
Sia Q@ C R™ aperto misurabile con | < oo e sia u : @ — R una funzione
misurabile. Allora

3D’ora in avanti con la notazione vp, = v indicheremo la convergenza uniforme di vy, a v.
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(1) per ognie > 0 esiste K. C Q compatto tale che |Q\ K.| <e,
(ii) w é continua in K.,

((i)+(ii) &y quasi-continua,).

Dim. Per ogni intero positivo h consideriamo una famiglia numerabile di
boreliani disgiunti {Bi}j CRtaliche R=|JB] e diamB] < 1/h.
J
Definiamo Q% =u ! (Bil) N Q.
Allora, per ogni h, j, Q{I sono misurabili e 2 = U Q{L per ogni h € N.

j
Sia ¢ > 0; per la proprieta di regolarita della misura di Lebesgue, fissati
)\ K| <

h, j interi positivi, esiste un compatto Ki C ng tale che

oh+j
Pertanto

o\Uri| = |JeUxi

IA
-
—
2
=%.
—
3
N~—
AN
e
>

Poiché lim |Q\ U K,{ =10\ U KZ , esiste un intero mg(h) tale che

m— o0 =1 i1
mo (k)
o\ (J K| < 2%
j=1
m(](h)

Posto K}, := U K}{, abbiamo che K} ¢ compatto.
j=1

Per ogni h, j fissiamo b?l € Bi e definiamo la funzione uy : K — R, po-
nendo uy,(z) = b} se x € Kj, (j < mo(h)).

Poiché K}, ... ,K}To(h) sono compatti e disgiunti, le u;, sono funzioni con-
tinue.
Posto K. = ﬂ K}, abbiamo che K. ¢ compatto e

h

o0
R\ K| <Y [0\ Kpl <e.
h=1

Inoltre, poiché |u(z) — up(x)| < 1/h per ogni € K, risulta che up, = u su
K. e, in quanto limite uniforme di funzioni continue, v, & continua. [
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Il seguente teorema generalizza il precedente teorema di Lusin

TEOREMA 1.1.16 (SCORzA DRAGONI, 1948 [66]).

Siano ¥ C R™ un insieme misurabile, con |X| < +oo, S C R® e g(z,y)
una funzione reale definita in X x S, misurabile in x per ogni y € S, e
uniformemente continua in S per g.o. x € X 4.

Allora, per ogni § > 0 esiste un compatto Ks C X, tale che

(i) |2\ K| < 6
(ii) la restrizione di g(z,y) a K5 x S é continua.

Dim. Per ogni h € N e per ogni x € ¥, poniamo

1
wy,(z) := sup {Ig(fc,y’) — gy vy e S, [y -y’ < h} -

Essendo per ipotesi g(z,-) uniformemente continua in S per q.0. = € 3,
abbiamo

wp(z) ——— 0 per q.o. © € X.
h— 400

Per il teorema di Severini-Egorov 1.1.14, in corrispondenza di un arbitrario
)
0 > 0 esiste un compatto K15 C X, con |X\ K1 4| < 3 tale che w, = 0 in

K, 5. Cio vuol dire, in altri termini, che, al variare di z € K15, g(z,-) ¢
una famiglia di funzioni equicontinue in S.

Sia ora S = {y1,¥2,...,Yj,...} un insieme numerabile e denso in S e sia
+o0 5

{6;} una successione di numeri positivi, con E 95 < 7
Jj=1

Per il teorema di Lusin 1.1.15, in corrispondenza di ogni y; esiste un com-
patto I?j C X tale che ‘E \ I?]‘ < d; e g(-,y;) & continua in I~(j.
too
Poniamo Ky 5 := ﬂ Kj; in Ky s tutte le funzioni g(-, ;) sono continue e
j=1

+oo +o00 _ too -
- E\OKj = U(E\Kj) SZ‘E\Kj’

+oo S
< ;5] < 5

Posto K5 := Kj,5 N Ky risulta |2\ K5| < 6. Sia ora ({zn}, {yn}) una
successione in K5 x S tale che z, — x € K5 e y,, — y € S. Abbiamo:

X\ K25

l9(zh,yn) — 9(z, )| < lg(zn, yn) — g(zn, v)| + g9(@n, y) — g(z,y)|.  (1.2)

4anche, g : & x S — R funzione di Carathéodory (cfr. definizione 4.1.1)
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Il primo termine a destra di (1.2) tende a zero, per h — +o0o, dato che le
funzioni g(z,-) sono equicontinue per x € K5 C K; 5. Quanto al secondo
termine, abbiamo

lg(zn,y) — gz, y)| < lg(x,y) — gz, )|+ [g(@n,y) —g(z,y)| (1.3)
+ g(xn, y) — g(zn, y)l,

dove y € S & scelto in modo che per ogni x € K risulti

€

2

(cio & possibile per la equicontinuita delle funzioni g(x, -) al variare di

z € Ks C Ki5).

In questo modo il primo e il terzo termine nel secondo membro di (1.3)

lg(z,y) — g(z,y)| <

risultano entrambi minori di 3 mentre il secondo termine tende a zero

per h — +o00 (essendo g(-,y) continua in K5 C Kss). Ne segue
limsup |g(n, yn) — g(z,y)| < e per ogni e >0
h—4o00

e dunque la tesi. O

La misura di Lebesgue non permette di distinguere tra loro insiemi di misura
nulla né di assegnare a questi una dimensione. Per questo scopo sono state
introdotte numerose misure. Quella di Hausdorff si & rivelata molto utile
nello studio delle equazioni alle derivate parziali.

MISURA DI HAUSDORFF k-DIMENSIONALE (1918).
Sia E C R™ e siano k intero positivo con 0 < k < n e ¢ > 0; poniamo

+oo +oo
HE (E) = wi2 Finf { Y (diamE;))"; E C | J E;, diamE; <4 3,
j=1 j=1

dove wy, € la misura di Lebesgue della palla unitaria k-dimensionale.
Se § decresce I’estremo inferiore € fatto su una famiglia piu piccola di rico-
primento di E, sicché H% (E) cresce (ie. 0 < ¢ <& = HS (E) > HE (E),
quindi H% (E) ¢ monotona non crescente rispetto a d).
Allora

3 lim MY (F) =supHk (E) .= H* (E);

6—07F 5>0

H* (E) & la misura di Hausdorff k-dimensionale di E.
Si pone ‘H° (E) := cardinalita di E.

La definizione di misura di Hausdorff si estende a ogni k numero reale po-
sitivo (la definizione di wy, ¢ estesa tramite la funzione gamma di Eulero
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I'(t) /0+<>0 st7le7ds (t>0) : wg =720 (k/2+1)).

PROPRIETA delle misure di Hausdorff.

(i) Se E C R™ ¢ misurabile, si ha H" (E) = L" (E) (dove L™ (E) ¢ la
misura di Lebesgue n-dimensionale di E);
(i)
H™(E) =0 Vm >k
0 <H"(E) < +o00=
H™(E) = 400 Ym < k;
(iii) H* (E+ ) =H*(E) Vz € R™ (invarianza per traslazioni);

(iv) H* (AE) = A*H* (E) YA >0 (H* & omogenea di grado k)
dove \E = {\z; =z € E}.

Alla luce della proprieta (ii) ha senso porre la seguente definizione di di-
mensione di Hausdorff dell’insieme E

H — dim(E) := inf {k > 0; H"(E) =0}.

TEOREMA 1.1.17 (DELLA DIVERGENZA IN R, GAUSS-GREEN).
Sia © C R™ compatto con frontiera lipschitziana; sia u € C* (Q; R") 5
allora

)

/divu(x)dﬁ”(m):/ u(€) - v(€) dH"(©),
Q o0

dove v(€) ¢ il versore normale esterno applicato a £ € O (ove definito).

Sew e Ot (ﬁ)

/ g, () AL () = / W@ dH 1 (E)  (i=1,....n).
Q

o0

u € CF (;R™) def u€ CF(R™) eVa € NY | o < k e Ve € 9Q

esiste lirng D%u(z) = D¥u(§).
xr—

zeEQ
Ricordiamo che
_ N . S — .
a=(a,02,...,an) € Ny con a; numeri naturali (i =1,...,n);
olely
lal =1 + g+ ...+ an, D%u =

G e BT
al = (a1!) (a2!) ... (an!);

_ n. a _ a1 as an
se z = (z1,22,...,Tn) € R™: =t xg? -
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TEOREMA 1.1.18 (INTEGRAZIONE PER PARTI).
Sia © C R™ compatto con frontiera lipschitziana; se u,v € C* (Q), allora

Uy (2)v (2 "x)=— [ ulz)vg, (z "y w(€)v(&)y; n—1
[ @@ de@) = = [ @@ @)+ [ w@uemE anw©

on
(t=1,...,n).

1.2. Spazi di Lebesgue L™.

DEFINIZIONE 1.2.1. Sia  C R™ aperto e sia 1 < m < oo.
Una funzione misurabile v : € — R appartiene a L™ (€2) se

(/ |u(z)|™ dx) " sel <m < oo
Q

inf{a: Ju(z)| <aq.o.inQ} sem=occ.

Hu”Lm(Q) =

¢ finito.

TEOREMA 1.2.2 (DISUGUAGLIANZA DI CHEBYSHEV).
Sia uw € L™(Q) (1 < m < o0); posto Uy = {x € Q; |u(x)| >t}, si ha
U] < 7™ ullfm o -

DiM. L’insieme U; ¢ misurabile e risulta
/ lu(z)|™ dz > [ |u(z)|™ dz>t"|U], da cuila tesi.
Q Ut

O

Nel seguente teorema elenchiamo le pit importanti proprieta degli spazi
L™(Q) che useremo in seguito.

TEOREMA 1.2.3. Sia Q2 C R™ aperto e sia 1 < m < oo. Valgono:

(1) [l m(q) € una norma e L™ (2) munito di questa norma é uno spazio di

Banach. Lo spazio L*(Q)) & uno spazio di Hilbert con prodotto scalare
dato da

(ufv) = /Qu(a:)v(x) da.

(ii) (IMMERSIONE CONTINUA)
Se [ < oo esem,qg€Nconl<m<q< oo, risulta:

1

1 _ 1
LU = L) o fullpmg) <127 full g Yue LUQ).
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(iii) (INTERPOLAZIONE)
Seuwe L™(Q)NLIN) con 1l <m < q< oo, allora:

uwe L"(Q) VreR tale chem <r <gq

e inoltre:

0 1-6 1 6 1-6
o) P dove 8 € [0, 1 -=— 4+ —.
L) ullLe) dove 0 €0,1] e r T p

[ull pr(qy < llul

(iv) (TEOREMA DI Riesz) ©

Lo spazio duale di L™ (), indicato con (L™(Q))" puo essere identifi-
/ 1
cato con L™ (§2), dove — + — =1, per 1 <m < oc.
m m

Questo significa che: se ® € (L™()) per 1 <m < oo esiste un’unica
we L™ (Q) tale che

(®]f) = @ (/) = / () f(z)de, Vf € I™(Q)

e inoltre
lull L () = 12l (L 2y -

Questo risultato ¢ falso per m = oo (cioé se m' =1).
(v) L™(Q) ¢é separabile per 1 < m < oo e riflessivo per 1 < m < 0.

(vi) Le funzioni di classe C§°(Q2) sono dense in L™ (). Pit precisamente:
Yu € L™(Q)

I {up} C C§°(N) tale che lim |jup — u||Lm(Q) = 0.
h—o0
Questo risultato ¢ falso per m = co.

OSSERVAZIONE 1.2.4. Utilizzando i precedenti risultati sulla dualita abbia-
mo:

(L™(Q)) =L™(Q) sel<m < oo,

(L3Q) = LX), (L'(Q) =L>Q), L' G L) .

Riassumendo

6Sia (X, || x) un spazio di Banach.
Lo spazio duale topologico di X, indicato con X', & definito da
I(x
X' :=<1:X —R; [ lineare e ||I|| x, := sup i) < 400 p.
w0 |l x
Lo spazio X si dice riflessivo se (X'), = X.
Lo spazio X si dice separabile se X contiene un sottoinsieme numerabile denso.
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Spazio di Lebesgue | Riflessivo | Separabile Spazio Duale
L") 1<m<oo| SI SI (@)

L (Q) NO SI L™ (Q)

L™ (Q) NO NO contiene strettamente L' (Q)

Introduciamo ora i concetti di CONVERGENZA FORTE E DEBOLE NEGLI SPAZI
L™(Q).

DEFINIZIONE 1.2.5. Sia Q C R™ aperto e sia 1 < m < oo.

(i) La successione {uy} converge fortemente a u in L™ (1) se
up,u € L™(Q) e se

Jim = ull ) = 0-

In questo caso scriviamo: up, — w in L™ ().
(ii) Se 1 < m < oo, la successione {up} converge debolmente a v in L™ (€2)
se up,u € L™(Q) e se

hlim [un(z) — u(z)] w(z) dz =0, Yw € L™ ().

L — OO Q
In questo caso scriviamo: uj, — u in L™(2).

(iii) Se m = oo, la successione {uy} converge debolmente* a u in L>®()
se up,u € L*(Q) e se

hlim [u(z) — u(z)] w(x) de =0, Yw € LY(Q).
< Jo

o . * .
In questo caso scriviamo: up — u in L ().

OSSERVAZIONE 1.2.6.

a. Parliamo di convergenza debole* in L°°(€2) e non di convergenza debole
poiché L1(Q) G (L*°(12))’, sebbene la convergenza debole in L™ () e
la convergenza debole* in L>°(Q)) abbiano la stessa forma.

b. Il limite (debole o forte) & unico.

c. E’ ovvio che

up, =~ uin L™(Q) sel<m < oo
up — w in L™(Q) =
up — uin L®(Q)  se m = oo.

TEOREMA 1.2.7. Sia Q C R™ aperto e limitato. Valgono:

(i) Seup = u in L=(), allora up, — u in L™(Q) 1 < m < co.
(ii) Se up, — w in L™(QY), allora ||up| Lm(a): 1< m < oo.

Lm(Q) [[ul
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(iii) Se 1 <m < oo e seup, — u in L™(Q), allora esiste una costante
¢ >0 tale che ||lup||m gy < ¢ ed inoltre [[ul| m(q) < lihminf [unllpm(q)-
— 00

Questo risultato vale anche se m = oo e se up — u in L>®(9Q).

(iv) (COMPATTEZZA DEBOLE IN SPAZI DI LEBESGUE RIFLESSIVI)
Sel<m<ooese{up} CL™Q) é limitata (cioé esiste una costante
¢ > 0 tale che [lup| pmq) < ¢), allora esistono un’estratta {un,} ed
una funzione w € L™ (Q) tali che up;, — u in L™(Q).

Questo risultato vale anche se m = oo (dunque avremo Up, X owin
1(2)).

(v) Sel <m < o e seu, — uin L™(Q), allora esistono un’estratta
{uhj} ed una funzione g € L™(Q) tali che up, — u q.o0. e |uhj| <g
g.o. in §2.

OSSERVAZIONE 1.2.8.

a. Confrontando (ii) e (iii) del teorema 1.2.7, osserviamo che la norma
€ semicontinua inferiormente rispetto alla convergenza debole, mentre
la norma & continua rispetto alla convergenza forte.

b. La parte piu interessante del teorema 1.2.7 & (iv). Questa dice, in-
fatti, che come in R"™, per il teorema di Bolzano-Weierstrass, da ogni
successione limitata se ne puo estrarre una convergente, cosi in L™ (Q)
vale un risultato analogo a patto di sostituire la convergenza forte con
quella debole (il risultato non vale in L™ (£2) con la convergenza forte).

c. Il risultato (iv) ¢ falso se m = 1 in quanto L(£2) non & uno spazio
riflessivo.

TEOREMA 1.2.9 (LEMMA FONDAMENTALE DEL CALCOLO DELLE VARIA-
ZIONI).
Sia Q C R™ aperto e sia u € L}, (Q) tale che

loc
/ w(x)Y(x)der =0 per ogni ¢ € C5°().
Q

Allora uw=10 q.o. in Q.

DiM. Osservato che € ¢ unione numerabile di compatti, la tesi si riduce a
provare che fissato un arbitrario compatto K C  si ha u = 0 q.o. in K.
Definiamo

segnou(zr) sex € K

v(x) =
0 sex € R"\ K
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dove
1 sewu(z)>0
segnou(x) = 0 seu(x)=0
-1 seu(z) <0.

Abbiamo che v € L*® (R™) ed ha supporto compatto K C €. Dall’ipotesi e
dal teorema 1.2.3(vi) otteniamo facilmente che vale

OZ/KU(;U)v(x)d:U:/KM(m)\ dx

e quindi v =0 g.0. in K. O

COROLLARIO 1.2.10. Sia @ C R™ aperto e sia u € L}, () tale che

loc

/ u(z)(z)de =0 per ogniip € C5° () con / Y(z)dz = 0.
Q Q

Allora u =costante g.o. in Q.

Dim. Fissiamo una v € Cg°(Q) con [,v(z)dz = 1 e sia w € C§°(Q)
arbitraria; definiamo

0@) =) - | [ w)dy oto)

Allora ¢ € C§° () e / Y(x) dx = 0, pertanto per l'ipotesi
Q

0 = /u(az)w(aj)dm
Q
/Qu(x)w(a:) dx—/ﬂv(x)u(x) dx/w(y) dy

Q

= [ u@u@ = [ @y [ v

Q

= [ 0~ [ stutmar] wiea

Per il teorema 1.2.9 abbiamo

u(z) = / v(y)u(y) dy = costante per q.o. = € .
Q

Con L™ (Q,R¥) indichiamo linsieme delle u : Q@ — R”, u = (u',...,u")

con u' € L™ () perognii =1,...,v.
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1.3. Spazi di Sobolev W™,

Prima di definire gli spazi di Sobolev, diamo la il concetto di derivata debole.
Sia u € Li,. (Q), allora v € Li.. (Q) & la derivata debole di u rispetto a z,,
(a=1,...,n) se e solo se

/ v(z)Y(x) de = —/ u(z)Datp(z)dx  per ogni ¢ € C5° (£2).
Q Q

Nel seguito scriveremo (con abuso di notazione) v = D,u.
Per il teorema 1.2.9, se una derivata debole esiste essa ¢ unica (q.0.).

DEFINIZIONE 1.3.1. Sia Q C R™ aperto e sia 1 < m < oo.

(i) Indichiamo con W1™(Q) lo spazio vettoriale delle funzioni u : Q — R,
u € L™(Q) aventi derivate parziali deboli Dyu € L™() per ogni
a=1,...,n. Muniamo questo spazio della seguente norma

1
sy = (Il gy + IV o)) 5 1 < < 00

lllyyrs e gy = maX{HuHLM(Q) , ||vu||Lx(Q7Rn)} se m = oo.

Se Q & limitato e convesso W1*°(Q) = C%1(Q) = Lip(Q) (cfr. nota

7).
(ii) Indichiamo con W™(Q,R") linsieme delle funzioni u : Q@ — RY,
u=(ul,...,u"”), conu’ € WH(Q) per ognii =1,...,v.
1,m
(ili) Se 1 < m < oo, poniamo W, ™ (Q) := CSO(Q)W “@. Se Q ¢ limitato,

diciamo -con abuso di linguaggio- che se u € WO1 (Q), allora
u e Whm™(Q) e u =0 suoQ.
(iv) Scriviamo u € ug + Wy ™ (2) se u, ug € WH™(Q) e u —ug € Wy ™ ().

(v) Poniamo W, ™(Q) := Wh>(Q) n W, (Q).

(vi) Se k € N, indichiamo con W*™(Q) I'insieme delle funzioni u : Q — R
aventi deriate parziali deboli D*u € L™(2) per ogni multi indice o
con |a] = j, 0 < j < k. Muniamo questo spazio della seguente norma

1
Z D ull 7w () ) " sel<m<oo
0<|a|<k

||u||wkvm(sz)

a D« - se m = oo.
O§H|1a|);k(” ull (Q)) m =00

(vil) Se 1 < m < oo, poniamo WéC,m(Q) — MW () o
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Wy (Q) == Wk (Q) n WEH(Q).
(viii) W1™ (Q) & separabile per 1 < m < oo e riflessivo per 1 < m < oc.

TEOREMA 1.3.2 (RADEMACHER).

Sia u localmente lipschitziana in Q C R™. Allora u é differenziabile q.0. in
Q.

Introduciamo i concetti di CONVERGENZA FORTE E DEBOLE IN W1H™(Q).

DEFINIZIONE 1.3.3. Sia 2 C R™ aperto e sia 1 < m < oo.

(i) La successione {uy,} converge fortemente a u in W1 () se
up,u € WHM(Q) e se

i fun =l gy = 0.

(i)

Se 1 < m < oo, la successione {up} converge debolmente a u in
Whm(Q) se up,u € WHm(Q) e se

up, = u in L™(2) e Vup, — Vu in L™ (Q,R"™).

(iii) Se m = oo, la successione {uy} converge debolmente* a u in W1>°(Q)
se up,u € WH°(Q) e se

up — uw in L°(Q) e Vu, — Vu in L®(Q,R™).

In lecm () le precedenti definizioni di convergenza si intendono verificate
in ogni compatto K C €.

E’ evidente che D'estensione di una u € W™ (Q) a tutto R ponendo u =
0 in R™ \ €, non garantisce che essa sia in W™ (R"). Questo perché
I’estensione banale a tutto R™ puo creare discontinuita su 99 tali che la
funzione estesa non abbia derivate parziali prime deboli in L™ (R™).

Una corretta estensione di u € W™ (Q) che “preservi le derivate deboli
attraverso 92" ¢ data dal seguente teorema

TEOREMA 1.3.4 (DI ESTENSIONE, CALDERON).
Sia Q C R™ aperto limitato con frontiera lipschitziana. Sia 1 < m < 0o e
sia V. C R™ aperto limitato tale che Q CC V. Allora esiste un operatore €
lineare e continuo:

E:Wh™(Q) — wh™(R")
tale che Yu € WH™(Q) risulta

(i) Eu=wu qo. inQ
(ii) Eu ha supporto contenuto in V
) [€0llyson sy < € tlgrongay © = clm, ©.) > 0.

TEOREMA 1.3.5 (IMMERSIONI CONTINUE PER W1 (Q)).
Sia Q CR™ aperto limitato con frontiera lipschitziana. Valgono:
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(i) IMMERSIONE CONTINUA DI SOBOLEV-GAGLIARDO-NIRENBERG
nm

Sel<m<n: Whm™(Q) — L™ (Q), m* =
n—m

ull e ) < € llullyrmqy Yu € whtm™(Q)
con ¢ = c(m,n, Q) > 0.
(ii) CASO LIMITE
Sem=n:  W'Q) < LUQ), Vg€ [1,+o0]
[ull Loy < cllullrngy Yu € Whe(Q)

con c > 0.

(iii) IMMERSIONE CONTINUA DI MORREY

Sem>n:  WI(Q) = COQ), y=1-—
m
[ull o @y < e llullprmq) Yu € Wwim(Q)
con ¢ = ¢(m,n, ) > 0, essendo
mﬁa.X |u| S c ||uHW1,m(Q) 5

1—n

Ju(@) = u(y)| < clz = y|' "7 |Vull pu (o pny per ogni z,y € Q.
OSSERVAZIONE 1.3.6. Se 1 < m < n risulta:
W (Q) < LUQ), 1<q<m.

L’immersione in (i) del teorema 1.3.5 & tuttavia la migliore, poiché
L™ (Q) — LI(Q) per ogni 1 < g < m*.

PROPOSIZIONE 1.3.7 (DISEGUAGLIANZA DI POINCARE IN W, ™ (€), 1 < m < o).
Sia Q C R™ aperto limitato. Allora:

Je=c(n,m, Q) >0 tale che ||ul| m gy < ||Vt pnigany Yu€ W™ ().

"Sia 0 < o < 1. Una funzione u : Q& — R & holderiana con esponente o (lipschitziana se
o = 1) se la seminorma, detta coefficiente di Holder di u,

u(z) —u
[u], o = sup 7| (2) (Sy)| < +o0.
’ z,yeN ‘-x - y|
TF#Y
[u] ;. non & una norma perché & zero per ogni funzione costante.
Scriveremo u € C% (ﬁ) per indicare che u ¢ limitata ed holderiana in .

Lo spazio C97 (ﬁ) ¢ di Banach munito della norma
lllgo.o (@) = el oo e + o

(per dimostrarlo usare il teorema di Ascoli-Arzela 1.3.13).
Sia k € N,

=y def . . . - e
ue ke (Q) & w e le sue derivate fino all’ordine k sono continue e limitate in €,

e D% e (C%° (€2) per ogni « con |a| = k.
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PROPOSIZIONE 1.3.8 (DISUGUAGLIANZA DI POINCARE IN WH™(Q), 1 < m < o).
Sia Q CR™ aperto limitato con frontiera lipschitziana. Allora:
Je=c(n,m,Q) > 0 tale che

| Jut@) = f utuy

Inoltre, se m < n si ha
u— ][ U
Q

La proposizione successiva fornisce una disuguaglianza del tipo Poincaré-
Sobolev per le funzioni di W™ (2) (non necessariamente nulle su 9€),
purché si annullino su un insieme di misura positiva.

’ dr < c/ |Vu|™ dr Yu e Wh™(Q) 8
Q

< ¢(n,m,Q) ||VU||Lm(Q R™) Yu e Wh™ ().
L (Q) ’

PROPOSIZIONE 1.3.9. Sia Q C R™ aperto limitato con frontiera lipschitziana.
Sem < n, per ogni u € WL™ (Q) che si annulla su un insieme A di misura
positiva, risulta

1
2\
||UHLm*(Q) <c <|A ’ ||VU||Lm(Q,Rn) :

COROLLARIO 1.3.10. Sia Q C R™ aperto con |Q] < +oo; siano m,r > 1 e

1 1 1
t=-——+—>0. Allora esiste c = c¢(n,r) tale che
r o m n

t . 1,m
HUHLT(Q) <c HVUHLM(Q,R") Q" per ogni u € Wy (Q).

DiM. Poniamo
{ 1 sern<r4+n
S f—

TN
—n sern>r—+mn

Allora
1<s<m, s<n e s* >
Dal teorema di immersione di Lebesgue 1.2.3(ii) e dal teorema di immersione

di Sobolev 1.3.5 otteniamo:
1 11,1
E = ||U;| LS*(Q) |Q‘7‘ Bl n
11,1

C||VU||Lm(Q,Rn) €

[ullry < llllper o - 1947

N

O

Affrontiamo il problema della “compattezza” in spazi funzionali che useremo
in seguito. Un primo teorema di compattezza ¢ dovuto a G. Ascoli (1884)
e C. Arzela (1894/95).

1
8][ v(z)de == — / v(x) dz = media integrale di v su Q.
Q 12l Jo
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Premettiamo le seguenti definizioni:

Sia up, : Q — R, h € N una successione di funzioni.

DEFINIZIONE 1.3.11.
{up} equilimitata in Q €' 3IM > 0 tale che sup lup(z)] < M Yh € N.

€N

DEFINIZIONE 1.3.12.

{up} equicontinua in &

def

Ve >0 30 > Otale che |z —y| < 0 = |up(x) —un(y)| < e
Vz,y € Q,Vh € N.

TEOREMA 1.3.13 (ASCOLI-ARZELA).

Sia © C R™ aperto limitato e sia {up} una successione di funzioni

up - Q — R, equilimitata ed equicontinua.

Allora esiste una sottosuccessione {uh].} di {up} e una funzione continua
u, tale che

(i)
(i)

Dim.

(i)

up, () — u(x) per ogni x € Q;
up; = u sui compatti contenuti in ).

Indichiamo con Rg l'insieme dei punti di 2 aventi coordinate razionali.
Rq € numerabile e denso in €.
Sia 21 € Rq. Poiché la successione di numeri reali {up,(x1)} ¢ limita-
ta, per il teorema di Bolzano-Weierstrass esiste una sottosuccessione
{up1(z1)} convergente a un numero reale u(zy).
Consideriamo ora la successione {up1}, estratta di {us}; sia 29 € Rq.
Poiché la successione di numeri reali {up1(z2)} € limitata, per il teo-
rema di Bolzano-Weierstrass esiste una sottosuccessione {upa(22)} —
u(z2).
Proseguendo il procedimento di estrazione successiva, costruiamo in-
finite successioni -la j-esima delle quali & denotata con {up;}- tali
che

— ogni successione ¢ estratta della precedente;

— per ogni j fissato, la successione di numeri reali {us;(z;)} con-

verge a un numero reale u(z;);

— per ogni j fissato, up;(zm) — w(xm,) perognim=1,...,j— 1.
Consideriamo quindi la successione “diagonale” {u;;} avente al j-esimo
posto la j-esima funzione della j-esima successione.
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U11($1) U21($1) U31($1) Uj1($1)
N
u12(x2) u2(x2) uga(2) - ujo(wa)
N
u13(x3) ug3(3) usz(wz) - Uj3(¢3)
: : : AN :
u1;(;) uz;(;) ugj(z;) o ug(g)

N

Osserviamo che {u;;} € un’estratta della successione iniziale e {u;;(x)}
converge per ogni x € Rq.

Sia ora x € Q\ Rq. Poiché Rq ¢ denso in Q, per ogni 0 < ¢ < 1
esiste z. € Rq tale che |z — z.| < e. Pertanto, dalla disuguaglianza
triangolare e dall’ipotesi di equicontinuita, segue:

lujj () —ukk ()] < Jujj(@) — wyj(@e)| + |ujj(ze) — gk (ze)
+ [ukk (ze) — upr ()]
< 2€+|Ujj(1'g) —ukk($g)|.

Poiché z. € Rq e {u;j(z:)} ¢ convergente, esiste v(z.) € N sufficien-
temente grande tale che |u;;(z.) — ugk(z:)| < € per ogni j,k > v(z.).
Percio, per ogni tale j e k abbiamo:

lujj(z) — upk ()] < 26 + € = 3e.

Questo implica che, per ogni € Q \ Rq, {u;;(z)} & una successione
(di numeri reali) di Cauchy, quindi convergente.

In definitiva esiste una funzione u : 2 — R tale che u;;(x) — u(x) per
ogni x € €.

Inoltre, da |u(z) — u(y)| = jhﬁrrolo luj;(x) —u;j(y)], per ogni z, y € Q,

e dall’equicontinuita della successione {u;;} segue che per ogni ¢ > 0
esiste d. > 0 tale che

|z —y| < 0. = |u(z)—uly)| <e perogniz, yeN.

Dimostriamo ora che la successione {u;;} converge uniformemente in
ogni compatto K di €.
Sia K C € compatto e fissiamo € > 0. Ovviamente K C U B.(z) e,

zeQ
k

per compattezza, esistono x1, ...,z € Q tali che K C U B ().

i=1
Selezioniamo un v(k) € N sufficientemente grande tale che
luj;(x;) —u(x;)| < € per ogni j > v(k), per ogni ¢ = 1,...,k. Poiché
per ogni x € K esiste una palla B.(z;) che lo contiene, dall’ipotesi di
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equicontinuita, abbiamo:

ujj(x) —u@)] < fugy(e) —ugy(ea)| + Jugg(ei) —u))|
+ [u(z;) — u(z)|
< e+e4e=3e.

Pit in generale sussiste il seguente risultato.

TEOREMA 1.3.14 (COMPATTEZZA IN CO(X,Y) 9).

27

Sia X uno spazio topologico separabile e sia (Y, d) uno spazio metrico com-

pleto. Sia U C CY(X,Y) con U # () tale che

(i) U é equicontinuo in X;

(ii) per ogni x € X la chiusura dell’insieme {u(z); uw € U} é un sottoin-

steme compatto di 'Y .

Allora ogni successione {up} C U ammette un’estratta convergente -pun-
tualmente in X ed uniformemente sui compatti di X- ad una funzione u €

CO(X,Y).

Ai risultati di immersione compatta per W1™(Q) premettiamo

DEFINIZIONE 1.3.15. Siano X e Y due spazi di Banach. Diciamo che X &

immerso con compattezza in Y ( e scriviamo X «—<— Y ) se

(i) X — Y ossia 3¢ > 0 tale che ||z]|y < c|lz]x Vz € X

(ii) ogni successione limitata in X ammette un’estratta convergente in Y.

TEOREMA 1.3.16 (IMMERSIONI COMPATTE PER W1™(Q), RELLICH, 1930-

KONDRACHOV, 1945).
Sia Q@ C R™ aperto limitato con frontiera lipschitziana. Valgono

(i) Sel<m<n: Whm(Q) —< LI(Q), Vg € [1,m*[.
(ii) Sem=n: Wh(Q) —< LI(Q), Vg € [1,+0] .
(iii) Se m > n: WHm(Q) —— C°(Q).

Dim.

99 e 00 (X,Y) &y X - Y continua.

Per ogni z € X,

o . N . . . def

I'insieme U & equicontinuo in z &

Ve > 0 3V (x), intorno di x, tale che d(u(t),u(z)) <e Vt € V(z) eVu € U.
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(i) Sia 1 < g < m*.

1.

Intanto, per I'immersione continua di Sobolev-Gagliardo-Nirenberg
1.3.5(i), WbHm(Q) — L9(Q), ossia lull Lagoy < cllullyprm@q)-

. Rimane allora da provare che se {up} € una successione limitata

di Whm(Q) esiste un’estratta {uy, } di Cauchy in L?(Q). Per il
teorema di estensione 1.3.4 possiamo supporre 2 = R" e uy a
supporto compatto in V' C R™ aperto limitato. Possiamo inoltre
supporre

sup |un|[yrm vy < o0 (1.4)
heN

. Studiamo dapprima le funzioni regolarizzate

uj = pexup (>0, heN)

dove p. e l'usuale mollificatore definito da

pe(x)=e"p (g) (supppe C B:(0)),

1
cel=P-1  ge |z| <1
xTr) =
pl) {0 se |z| > 1.
e ¢ € una costante tale che f]R" p(z)dx = 1. Possiamo supporre
anche che le uj abbiano supporto contenuto in V.

. Proviamo che

u§ —uy, in LY(V) pere— 0T (1.5)

uniformemente in h.
Consideriamo inizialmente il caso ¢ = 1. Osserviamo preliminar-
mente che se u, € C(V), allora

Wi () — un(z) = /B Pl =)~ @) dy

1
d

/ p(y) / —up(z — ety) dt dy

B1(0) o dt

1
- / o(y) / Dun(e — cty) -y dt dy.
B1(0) 0

Pertanto

/ () — un(z)] de
\%

1
5/ P(y)/ / |Dup(x — ety)| dx dt dy
B1(0) 0 JV
E/ |Dup (2)] dz.
v

IN

IN
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Per densita tale stima vale anche se up, € W1™(V). Essendo
V' limitato, per il teorema di immersione continua negli spazi di
Lebesgue 1.2.3(ii), abbiamo
luf, = unll g1 vy < € 1Dunllprvpny < €CllDunl o vy -
Dall’ipotesi (1.4) segue

us — uy, in LY(V) per € — 0T (1.6)
uniformemente in h.

Per estendere il risultato ad un arbitrario 1 < ¢ < m™*, utilizzando
la diseguaglianza di interpolazione 1.2.3(iii), otteniamo

0 1-6
lluf — Uh”Lq(v) < lup — uhHLl(V) g, — ual Lm* (V)

1 1-6
dove — =0+ ——,0<0<1.
m

Di conseguenza, dalla diseguaglianza di Sobolev-Gagliardo-Nirenberg

1.3.5(i) e da (1.4),
0
luf, = unll Loy < ellug, — unllpy vy

con la costante ¢ che non dipende da ¢; quindi asserto (1.5) segue
da (1.6).

. Proviamo ora che per ogni ¢ > 0 (fissato) la successione {uf} &
equilimitata ed uniformemente equicontinua.
Infatti, se z € R™, allora

u (z)| < /B ( )pe(w— Y) lun ()] dy < [lpell o ey - lunll 1 v
C £
= 57 < +00
per ogni h € N. Analogamente
c
| D ()] < [1DPell poo (g ey - llunlla vy < g < 00

per ogni h € N. Pertanto {uj} ¢ equicontinua perché equi-
lipschitziana.

. Fissiamo ora § > 0. Proviamo che esiste {uhj} estratta da {up}
tale che

<4 (1.7)

limsup Huhj - “thLQ(V) =

J,k—o0

Infatti per (1.5) scegliamo € > 0 sufficientemente piccolo tale che
J .
luf — unll oy < 5 ber ogni h € N. (1.8)

Osservato che per il punto 2 le {uy,}, e quindi le {u§ }, hanno sup-
porto nel fissato aperto limitato V' e che per il punto 5 {u} } & uni-
formemente equicontinua, per il criterio di compattezza di Ascoli-

Arzela 1.3.13, esiste {ufh} convergente uniformemente su V.
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In particolare

=0. (1.9)

lim sup o)

J,k—o00

Ma allora (1.8) e (1.9) implicano

€ g
uhj — Uhk

li_msup Huhj — Uhy, HLq(m <90

J,k—o00

cioe la (1.7).
11
7. Infine, usando la (1.7) con § = 1, 373 e con un procedimento

diagonale, otteniamo un’estratta {up,} che soddisfa:

lim sup ||up, — un, ||Lq(V) =0.

(ii) Poiché m* > m e m* — +o00 per m — n, si ha
WhM(Q) —— L1(Q)
per ogni g € [1,400] .

(iii) segue dall’immersione di Morrey 1.3.5(iii) e dal criterio di compattezza
di Ascoli-Arzela 1.3.13.

OSSERVAZIONE 1.3.17. Poiché m* > m abbiamo in particolare
WA (Q) e L7(Q)

per ogni 1 < m < +o0.
Non ¢ inutile osservare che

Wa™(Q) = L™(Q)
anche se non si assume che la frontiera di €2 sia lipschitziana.

OSSERVAZIONE 1.3.18. Per ¢ = m™ non si ha necessariamente I'immersione
compatta (per questo motivo m* & chiamato esponente critico di Sobolev).
Basta a tal proposito considerare il seguente controesempio.

Sia n > 3 e sia 2 C R™ aperto limitato. Consideriamo la successione di
palle aperte B, (a;) a due a due disgiunte con B, (a;) C Qe 0 < r; < 1.
Sia p € C§°(B1(0)).

Tr — a;

), funzione ottenuta traslando
L7

Poniamo, per ogni i, p;(z) = rili%p (

e dilatando p.
Evidentemente p; € C5°(By,(a;)) per ogni i e

1-24n

lpillpmy = i * " AR,
_ﬂ_;’_l

HDPi|Lm(Qan) = Ti 2 71114"1717
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dove

An = ol

Lm(B1(0))
A;n = ”DPHL’"(Bl(O),]R")'

Se consideriamo m = 2, si ha
1-242 -2z 1
lpillwio@y =m * TAY oy TP Ay S AY+ Ap < oo

Quindi {p;} & Imitata in W12(Q).
D’altra parte per m = 2%, si ha

1—5+3% 40 0
HpiHLQ*(Q) =r; 0T Ay = Ay
da cui segue, poiché le funzioni p; hanno supporti disgiunti, che

1
2% 1
£

2* 2*
i — ijL2*(Q) = [HPiHLz* (B, (a2)) + ||Pj||L2*(BTj (a;)) =22 Ag* > 0.

Pertanto la successione {p;} non puo avere un’estratta convergente in L (£2).

OSSERVAZIONE 1.3.19. Una semplice estensione del teorema 1.3.16 mostra
che per W*™(Q) ( k intero positivo k > 1) vale 'immersione compatta
nm

Wh™(Q) —— LYQ) perkm<n,1<qg<——!.
n—km

Il corollario successivo afferma che se una successione converge debolmente
in W™ (Q), essa converge fortemente in L™ (€2).

COROLLARIO 1.3.20. Sia Q C R™ aperto limitato con frontiera lipschitziana
esial <m<oo.

(i) Sel<m < co:
up, — w in WH™(Q) = up, — u in L™(Q).
(ii) Sem = oo:

up = win WH(Q) = up, — u in L®(9Q).

DimM. Proviamo la (i).

La successione {uy} & limitata in W1™ (Q) e quindi, per il teorema 1.3.16,
da ogni sua sottosuccessione possiamo estrarre una sottosuccessione conver-
gente in L7 () (¢ < m*) a una funzione v.

Poiché d’altra parte up — w in L™ (Q), si ha v = u, e di conseguenza tut-
ta la successione converge a u fortemente in L7 () (¢ < m*) e quindi in
L™ (Q).

La (ii) si prova in modo analogo. O
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1.4. Funzioni assolutamente continue.

DEFINIZIONE 1.4.1. Sia I un intervallo di R;

u € AC(I) (u Assolutamente Continua in I, nel senso di Vitali) &
k
Ve >0 36 = . > 0 tale che Z |u(b;) — u(a;)| < € per ogni k intero posi-
i=1

tivo e per ogni famiglia di k-sottointervalli disgiunti [a;, b;] C I tali che la
somma delle loro ampiezze sia minore di §.

Vale il seguente teoremas:

TEOREMA 1.4.2. Se I ¢ un intervallo aperto di R, allora AC(I) = WhHi(I)
e piu precisamente:

(i) ogni uw € AC(I) ha derivata classica v’ q.o0. (Teorema di Lebesgue
(1904)) che appartiene a L*(I) e, considerata come elemento di L'(I),
u’ ¢ la derivata debole di u;
(ii) ogniu € WYHL(I), a meno di modifiche su un insieme di misura nulla,
e una funzione assolutamente continua;
(iii) u € AC(I) < u ¢ q.o. derivabile in senso classico, u' € L*(I) e vale il
teorema fondamentale del calcolo integrale

u(x) —u(y) = /uL u'(t)dt  Vx,yel.

1.5. Funzioni convesse.

DEFINIZIONE 1.5.1. Sia  C R”™ convesso. Una funzione f : Q@ — R &
convessa se
per ogni x,y € ) e per ogni 0 <t < 1, vale:

fltz+ (1 -t)y) <tf(z)+ (1 -1)f(y). (1.10)

TEOREMA 1.5.2 (IPERPIANI DI SUPPORTO).
Sia f:Q — R convessa. Allora per ogni x €  esiste r € R™ tale che

fy)y = fl@)+r-(y—=x) per ogni y € . (1.11)
OSSERVAZIONE 1.5.3.

(i) L’applicazione y — f(z) + - (y — z) determina Iiperpiano di supprto
di f in z. La disuguaglianza (1.11) implica che il grafico di f si trova
“al di sopra” dell’iperpiano di supporto.
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Se f & convessa in (), allora f e localmente lipschitziana in €.
Se f & differenziabile in z, risulta r = D f(x).
(ii) Se f € C?(Q), allora f ¢ convessa se e solo se D? f > 0.
Se f € C%*(Q), f ¢ uniformemente convessa se D? f > I con la
costante 6 > 0, cioe

D feaws(@)6abs > 0157 (z€Q,EER).

a,f=1

TEOREMA 1.5.4 (DISUGUAGLIANZA DI JENSEN).
Sia f : R — R convessa e sia Q& C R™ aperto e limitato. Sia u : Q@ — R

sommabile. Vale:
s (]f2 u(x) d:v) < ]if(u(x))d:c (1.12)

DiM. Poiché f & convessa, per ogni p € R esiste r € R tale che
f@) = f(p)+r(a—p)  perognig€eR.

Siano p = ][ u(z) dx, ¢ = u(z), allora:
Q

Flu(z)) > f <]é u(z) dx> +r (u(m) - ]iu(x) dx) .

Integrando su €2 si ha la tesi. O

1.6. Compattezza debole in spazi riflessivi e teorema di Mazur.

Abbiamo gia ricordato che gli spazi di Lebesgue L™ (£2) e di Sobolev W™ ()
sono spazi di Banach riflessivi per 1 < m < oc.
Il teorema 1.2.7(iv) & contenuto nel seguente teorema generale:

TEOREMA 1.6.1 (COMPATTEZZA DEBOLE IN SPAZI RIFLESSIVI).
Sia X uno spazio di Banach riflessivo e sia {up} C X limitata. Allora
esistono un’estratta {uhj} ed u € X tale che up; —u in X 10,

DEFINIZIONE 1.6.2. Sia X uno spazio topologico. Una funzione G : X — R
si dice semicontinua inferiormente (nel seguito s.c.i.) se per ogni ¢t € R il
sottolivello

G={ueX:Gul <t}
e chiuso.
10y, ~pinx & (w,vp) xr x — (w,v) xs x per ogni w € X’
(dove X’ & lo spazio duale topologico di X e (:,-) s x denota la dualita tra Xe X', cioe
(w,v) xs x indica il valore di w € X’ in v € X).
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Se X verifica il primo assioma di numerabilita, nozioni topologiche ammet-
tono generalmente delle caratterizzazioni sequenziali. Diamo la definizione
di semicontinuita inferiore in termini di successioni (sequenziale).

DEFINIZIONE 1.6.3. Sia X uno spazio topologico verificante il primo assioma
di numerabilita. Una funzione G : X — R si dice semicontinua inferior-
mente per successioni o sequenzialmente semicontinua inferiormente (nel
seguito seq. s.c.i.) in u € X se per ogni successione {uy} convergente ad u
vale la seguente disuguaglianza

G [u] <liminf G [up].
h—o0
Diremo che G & seq. s.c.i. in X se G e seq. s.c.i. in ogni v € X.

LEMMA 1.6.4. Sia X uno spazio metrico. Le condizioni sequenti sono equi-
valenti:

(i) G ¢ seq. s.c.i. in X;
(i1) per ognit € R il sottolivello Gy = {u € X : G [u] < t} é chiuso.

OSSERVAZIONE 1.6.5. Sia {G, : @ € I'} una famiglia di funzioni s.c.i. in X,
dove I & un insieme arbitrario di indici, non necessariamente numerabile.
Allora il funzionale definito da

G [u] = sup Ga [u]

acl
¢ s.ci. in X.

DiM. Per brevita diamo la dimostrazione nel caso sequenziale.
Fissati v € X e up, — u, si ha

Ga lu] < lihm inf G, [up] < lihm inf G [up] .
Prendendo ’estremo superiore per « € I risulta

Glul < lihm inf G [up] .

In particolare, ’estremo superiore di una famiglia di funzioni continue e
s.c.i..

TEOREMA 1.6.6 (MAZUR).
Sia X uno spazio di Banach e sia C C X. Allora:

(i) C debolmente chiuso = C fortemente chiuso;
e

(ii) C fortemente chiuso e convesso = C' debolmente chiuso.
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COROLLARIO 1.6.7. Siano X uno spazio di Banach e G : X — R convesso.
Allora

G debolmente s.c.i. < G fortemente s.c.i..

1.7. Proprieta elementari delle funzioni armoniche.

Qui riportiamo alcune proprieta elementari delle funzioni armoniche, limi-
tandoci a quelle che sono usate nei successivi capitoli 3 e 7.

Sia Q C R™ aperto.

DEFINIZIONE 1.7.1. Sia u: Q — R.
" 92
- def 0 u i
w armonica in Q@ € u e C?(Q) e Au= -5 =0in Q.
0x?
a=1
(equazione di Laplace)
PROPOSIZIONE 1.7.2 (FUNZIONI ARMONICHE CHE DIPENDONO DALLA DI-
STANZA DA UN PUNTO FISSATO (SOLUZIONI RADIALI DELL'EQUAZIONE DI
LAPLACE)).
Fissiamo 2° = (29,29,...,20) € R" (n > 2) e sia

1
n 2
O<r= ‘J;—xo‘ = (Z(Jci—m?)2>
i=1
la distanza euclidea di x € R™\ {2°} da 2°; sia

u(|x—x0’) = (r)

e imponiamo che sia armonica in R™ \ {wo}. Poiché

0
T — X5
Oju=4(r) - Ojr =¢'(r) - =
2 0)2
o (xﬂi‘rj) ’ r 7(x37xj)
9jju=¢"(r) S T er) 3
dy d%p
(dove ¢'(r) = E(r) e’ (r)= W(r)) si ha
—1 1 d
= Au = " n o — S o(n—1
0=Au=y"(r)+—¢(r) = =2 ¢'(r))
(i.e. il A quando agisce su una funzione radiale ¢ = @(r) si trasforma

2

n—1 d ) ,
- — o0 equivalentemente nell’operatore

nell’operatore — + ——
P dr? r dr
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1 d(,, d

Allora, poiché r €]0, +o00],

Ne seque che

(r) = alogr+b sen=2
PII= ar2m 4p sen >3

con a,b € R, sono funzioni armoniche in R™\ {a:o}.

TEOREMA 1.7.3 (UGUAGLIANZA DEL VALOR MEDIO PER FUNZIONI AR-
MONICHE).
Sia u armonica in 2; allora:

VBr(y) C Q si ha: u(y) =

o (equivalentemente)

_ 1
wn R" Br(y)

u(y)

u(x) dx

(i.e. u verifica la proprieta del valor medio).

DiM. Sia p €]0, R] e consideriamo B,(y). Osservato che u € C? (B,(y)) e
che u & armonica in B,(y), dall'identita

ou
— (&) dH™ (&) = A dz =0
/a NG (©) /B | Au)ds

otteniamo che

du n—1
o:/a e an1 (g,

By (y) v

e quindi, posto w = u, dove p = | — y|, abbiamo
P

dH" T (§) = dH" T (y + pw) = p"THdH" T (w)

pertanto

d
0 = / Ty + pw) dH (y + pw)
w=1 dp
a4
dp

o1 | 1y n—1
= — dH
P dp lp /az?p(y) B (O (E)

n—1

/l . u(y + pw) dH" ™ (W)
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Ne segue che la funzione ® (p) := pl’”/ u (&) dH™ ! (€) & costante in
839(?/)
] 0, R], quindi

1—-n d n—1 — 1-n d n—1
o /aBp(y)u@) HL(€) = R /aBR(y)u(ﬁ) HL(€)

e, passando al limite per p — 07, otteniamo la tesi.
D’altra parte, da

n—1 _ 1 U n—1
P u(y) = /a o OO,

nwn,

integrando rispetto a p tra 0 e R abbiamo

1 ./
U = u(z) dx.
=S [, )

O
DEFINIZIONE 1.7.4. Sia u: Q — R.
u (subarmonica) inQ & yec" (Q) e VBr (y) C Q:
superarmonica
1
wo) £ oy [ (@ () oppure
&) nwn R Japp )

1
y) < n/ u(zx) dx.
) Wl J g (y)

(i.e. w verifica una disuguaglianza del valor medio).

u(

OSSERVAZIONE 1.7.5.

weC?(Q)eAu>0inQ = u subarmonica in Q.

Nel seguito indicheremo con o (2) la classe delle funzioni subarmoniche in
Q.

OSSERVAZIONE 1.7.6.
ueC?*(Q)eAu<0inQ = wu superarmonica in €.
OSSERVAZIONE 1.7.7.

u subarmonica in = —u superarmonica in .

Nel seguito proveremo che se u € C° () e verifica la proprieta del valor
medio, allora u & armonica in ). Pertanto si ha

u armonica in 2 = u subarmonica e superarmonica in €.
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TEOREMA 1.7.8 (PRINCIPIO DEL MASSIMO FORTE PER FUNZIONI SUBAR-
MONICHE).
Sia © C R™ aperto connesso e sia u € o (). Se

3 yeQ tale che u(y) = supu,
Q

allora u ¢ costante in €.

DiM. Poniamo M := u(y) = supqu e Qp := {x € Q ; u(x) = M}, osser-
viamo che, essendo Qpr # 0 (y € Qs per ipotesi) e che, essendo

Qar = u=t ({M}), Qpr & chiuso relativamente ad €.

D’altra parte, preso z € Qy (i.e. u(z) = M), per la disuguaglianza del valor
medio applicata alla funzione subarmonica u— M, abbiamo, per Bg (z) C €,

1
0=u(z)—M<
wy 1" Br(z)

[u(z) — M) dx <0

cioe u(x) — M = 0 per ogni € Br(z), per cui Br(z) C Q. Allora Qpy
& anche aperto relativamente ad €2, che & connesso, pertanto 2y, = (2, cioe
u(xz) = M in Q. O

TEOREMA 1.7.9 (PRINCIPIO DEL MINIMO FORTE PER FUNZIONI SUPERAR-
MONICHE).
Sia @ C R"™ aperto e sia u superarmonica in ). Se

3 ye tale che u(y) = igfu,

allora u ¢ costante in €.

Dim. Per l'osservazione 1.7.7 la funzione —wu & subarmonica in 2 e, da
u(y) = infq u, abbiamo

—u(y) = —infu = sup (—u) .
Q Q

Applicando il teorema 1.7.8 a —u otteniamo la tesi. O

TEOREMA 1.7.10 (PRINCIPIO DEL MASSIMO DEBOLE PER FUNZIONI SUB-
ARMONICHE).
Sia Q C R™ aperto limitato e sia u € C° (Q) subarmonica in 2. Allora
Sup u = sup u.
o o9
TEOREMA 1.7.11 (PRINCIPIO DEL MINIMO DEBOLE PER FUNZIONI SUPER-
ARMONICHE).
Sia Q C R™ aperto limitato e sia u € C© (Q) superarmonica in . Allora

inf u = inf u.
Q o0
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TEOREMA 1.7.12 (DEL MASSIMO (PER IL) MODULO).
Sia @ C R™ aperto limitato e sia u € C*(Q) N C° (Q) armonica in .
Allora

(i) infu < u(z) <supu Vr € Q,
o a0

(ii) sup |u| = sup |u].
9] o9

DiM. (i) ¢ evidente per i teoremi 1.7.10 e 1.7.11.
Per provare (ii) & sufficiente osservare che |u| = max {u, —u}, oppure che,
essendo u armonica (regolare) allora |u| & subarmonica (regolare). O

PROBLEMA DI DIRICHLET PER L'’EQUAZIONE DI POISSON.

Sia Q C R™ aperto limitato; assegnate f € C°(Q) e p € CY (99), risolvere
il Problema di Dirichlet per I’equazione di Poisson significa determinare, se
esiste, una funzione u € C? () N C° (Q) tale che

Au=f inQ (equazione di Poisson)
u=¢  suodf (condizione al contorno, di Dirichlet)

TEOREMA 1.7.13 (UNICITA).
Se esiste una u € C*(Q) N C° (Q) soluzione del Problema di Dirichlet per
l’equazione di Poisson, essa ¢ unica.

DiM. Se uy,upy € C2(Q)NCY (ﬁ) sono soluzioni dello stesso problema, la
funzione w = u; — uy € C%(Q) N C° (Q) e verifica

Aw=0 inQ

w=0 su 0}
Allora, essendo

0=infw <w(z) <supw =0 Vo eQ,
o0 80
abbiamo che w = 0 in Q, da cui u; = uy (oppure, dal teorema del massimo
modulo max |w| = r%%x|w| =0= w=0). O
Q
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TEOREMA 1.7.14 (ESISTENZA, UNICITA E DIPENDENZA CONTINUA DEL-
LA SOLUZIONE DAL DATO ¢ PER IL PROBLEMA DI DIRICHLET PER L’E-
QUAZIONE DI LAPLACE IN Bp(0)).

Assegnata o € C° (OBR(0)), la funzione definita in Br(0) da:

u(a) = Tl / 2O pr6) e Brl0)
OBRr(0)

nwy, R |€ — x|
¢ armonica in Br(0); inoltre, per ogni & € 0Br(0)
3 mlifglg u(z) = ¢ (&) -
z€BR(0)
Pertanto

u € C? (Br(0)) N C° (Br(0)) e u=¢ su 0Bg(0).
Infine, per il teorema del massimo modulo:

sup [ul = sup |g|.
Br(0) 9BRr(0)

“CARATTERIZZAZIONE” DELLE FUNZIONI ARMONICHE.

Nel teorema 1.7.3 abbiamo provato che ogni funzione armonica soddisfa
I'uguaglianza del valor medio.

Viceversa, vale il seguente teorema

TEOREMA 1.7.15. Se u € C°(2) e wverifica la proprieta del valor medio,
allora u e armonica in 2.

Dim. E’ sufficiente provare che u ¢ armonica in ogni Br(y) tale che
Br(y) C Q.
Fissata Bg(y) C Q, osserviamo che u € C° (0Bg(y)), pertanto il problema

Av =0 1in Bgr(y)
v=u  sudBgr(y)

ha, per il teorema 1.7.14, un’unica soluzione v € C? (Bg(y)) N C° (Bg(y)).
Consideriamo

w:=v—u€ C’(Bg(y))
e osserviamo che w (e quindi anche —w) verifica la proprieta del valor medio
(per la linearita dell’integrale, in quanto v verifica (1.13) perché armonica
e u la verifica per ipotesi), pertanto, per il principio del massimo debole
1.7.10

sup |w| = sup |w|=0;

Br(y) 9Br(y)

ne segue che w = 0, ciot v = v in Br(y), quindi u & armonica regolare in
Br(y). a
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TEOREMA 1.7.16. Una funzione armonica ha derivate di qualsiasi ordine,
e queste sono funzioni armoniche.

TEOREMA 1.7.17. Sia {up} una successione di funzioni armoniche in Q tale
che up, = u in Q.
Allora w é armonica in §).

DiM. In quanto limite uniforme di funzioni continue, u € continua.
Inoltre,
1

VheN e VBr(y) C Q: uh(y):w R" JBpy)
n Rr\Y

up(z) dx

e,passando al limite per h — +0o0, otteniamo

1 /
U = u(z) dx.
=S [, )

Per il teorema 1.7.15, abbiamo la tesi. O

Proviamo ora le STIME INTERNE PER LE DERIVATE DI UNA FUNZIONE
ARMONICA.

LEMMA 1.7.18. Sia u € C?(2) una funzione armonica e limitata in Q e sia
sup |u| < M. Allora
Q

vzl € QVBr(z") CcQ eper i=1,2,...,n:

ou , o n
)| < =M. 1.14
e < 5 (114)
DiM. P (in quanto derivata di w armonica) & armonica in {2 per ogni
L
i=1,...,ne, pertanto, soddisfa la proprieta di uguaglianza del valor medio.

Applicando il teorema della divergenza 1.1.17:
V' € Q,VBR(2°) CQ eper i=1,2,...,n:

ou , o 1 §i—af i,
Ers (z7) = o R aBR(zO)U(f)W dH" () (1.15)
ne segue:
‘8“ ()| < ZM
8%1' ~ R '

Tale stima e un caso particolare del seguente
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LEMMA 1.7.19. Sia u € C?(Q) armonica e limitata in Q e sia sup |u| < M.
Q

Allora
vz € Q, VBgr(z") CQ e VYa multiindice:

ne\lel |a!
Do) < (%) SR 1.16
[Du(a)] < () 1 (1.16)
DiM. Proviamo il teorema per induzione su |a|. Per |a| = 1, abbiamo

(1.14).
Sia (1.16) vera per e multi indice di lunghezza || e proviamo che essa vale
per i multi indici 8 di lunghezza |3| = || + 1. Per tale 8 abbiamo che

DBy D%y perun i€ {1,...,n}.

- 8l‘i
Poiché DPu ¢ armonica in (in quanto derivata di u armonica), fissato
7 € (0,1), DPu & armonica nella palla B,g(z"); quindi, dalla proprie-
ta di uguaglianza del valor medio e dal teorema della divergenza 1.1.17,
otteniamo:

Do) = — D) ST g
WnT"R™ Jop, p(a0) |§ — 2 .
Per (1.16) applicata alla palla aperta di centro & € B, r(2°) e raggio
(1-7)R
=3
ne |a|!
D* < | — —M
Dol ()
Quindi
lox+1 1 |a|!
DPu(z®)] < (E) =
[PPu)] = (R (1—r)lelr e
Scelto
1 1
T= = —
laf+1 B
abbiamo:
. L
(17')“(1) <e,
8]
da cul la tesi. O

1.8. Disuguaglianza di Harnack per funzioni armoniche positive.

Proviamo infine la disuguaglianza di Harnack per funzioni armoniche posi-
tive.

Questa disuguaglianza esprime una notevole proprieta delle funzioni ar-
moniche e positive in 2, precisamente il fatto che il rapporto tra il loro
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estremo superiore e il loro estremo inferiore, calcolati in un arbitrario com-
patto e connesso ' contenuto in €2, ¢ limitato superiormente da una costante
che dipende dalla dimensione dello spazio euclideo, da € e da €.
Proviamo dapprima la disuguaglianza di Harnack nal caso particolare in cui
Q ¢ una palla di R".

LEMMA 1.8.1. Siano y € R™, R > 0 e u una funzione armonica e positiva

in Bar(y).
Allora

sup u < 3" inf w. (1.17)
Br(y) Br(y)

DiM. Comunque si scelgano due punti ', 2% € Bgr(y) C Byr(y) applicando
il teorema del valor medio 1.7.3 si ottiene
1

1
1
= <

(poiché u >0 e Bg (z') C Bag (y)), da cui

sup u < u(z) dx.

Br(y) wn R" Bar(y)
Analogamente
1 1
2
u(xz®) = 7/ u(x)de > 7/ u(x) dx
wn3"R" BSR(Iz) wHS"R” BQR(y)

(poiché u > 0 e Bag (y) C Bsg (2?)), da cui

1
inf u>

> u(x) dx.
Br(y) wp 3" R /132R(y) (=)

In definitiva

1

— sup u < —— u(z)dr < inf u

3" Br(y) wn3" R g, (y) ) Br(y)
e quindi

sup u < 3" inf wu.
Br(y) Br(y)

]

TEOREMA 1.8.2 (DISUGUAGLIANZA DI HARNACK PER FUNZIONI ARMONICHE
POSITIVE; 1887, nel caso n = 2).

Siano @ CR™ aperto connesso e u una funzione armonica in ), u positiva.
Allora per ogni Q' connesso, ) CC Q| esiste una costante ¢ = ¢ (n, 2, )
tale che

supu < cinf u. (1.18)
Q/ 94

Ho' cca C}%f la chiusura Q0 & compatta e contenuta in Q.
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DiM. Il compatto e connesso o puo essere ricoperto con un numero finito di
palle Br (w”) CQ,i=1,...,m, con centriin ) (sia R < 1/4dist (£,00)).
Siano 2!, 22 € V': senza ledere la generalita, ' € B (wk) ex? € Br (wkﬂ)
per qualche 57 > 1, e le palle siano numerate in modo che risulti

Br (W) NBgr (W) #0per l=k,....k+j—1

Applichiamo la stima (1.17) alle palle Br (wk) , Br (wkH) ,...,Bp (wk+j)7
e, posto c¢; := 3", otteniamo

u(zh)

Essendo z! e 22 arbitrari, posto ¢ := ¢

<

<

<

<

sup u<¢; inf wu
Br(wk) Br(wF)

¢, sup wu (poiché By (w*) N B (w*+h) # 0)
BR(wk+1)

Br(wkt1)

C{H 5 %%H) u < c’ln‘Hu (x2) (poiché 7 < m).
R

i inf u<...

1 abbiamo in definitiva

sup u < cinf u.
Q/ Q/

Una disuguaglianza di tipo Harnack per soluzioni deboli e positive di equazioni
in forma di divergenza, ellittiche e omogenee sara discussa nel cap. 7.



CAPITOLO 2

Metodi classici (indiretti) nel Calcolo delle
Variazioni: variazione prima e variazione
seconda

I metodi classici (indiretti) nel Calcolo delle Variazioni (riconducibili a
prima del 1900) si basano sulla dimostrazione di condizioni necessarie di
estremalita per funzionali di tipo integrale.

2.1. Metodi classici nel Calcolo delle Variazioni: caso
unidimensionale.

Nel 1744, Eulero dedusse la prima condizione necessaria che deve essere
soddisfatta da una funzione che minimizza un funzionale integrale.
Nel caso unidimensionale abbiamo i seguenti risultati.

TEOREMA 2.1.1. Sia F = F(x,u,p) € C'([a,b] x R x R); consideriamo

b
F [u] ::/ F(z,u(z),u(z)) dz

A,y = {u e C'([a,b]);u(a) = a,u(b) = B}.
Valgono:

(i) (VARIAZIONE PRIMA)
Se u & minimo per F in Aq,p)-

Vv € CY([a,b]), wv(a)=v(b)=0

b
/ [Fy(z,u(z), v (x)v'(x) + Fu(z,u(z),u (z))v(z)] de = 0. (2.19)
(Equazione di Eulero in forma debole)

(ii) Se F € C*([a,b] x R x R) e u & minimo per F in A gy N C?([a,b]):

Ry ula), o (@) + Pl () o () = 0 (2.20)

45
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o0, equivalentemente,
Fypp(@, u(a), v (@)u" () +  Fpu(w,u(x), o' ()’ (z)
+  Fp(z,u(x),d ()
F,(z,u(z),v'(z)) =0 V€ (a,b).
(Equazione di Eulero in forma forte)
(ii") Se F € C*([a,b] x R x R) e u ¢ minimo per F in A,z N C*([a,b]):
Vz € (a,b)
di[F(x,U(I), u'(x)) — o (@) Fy(, u(@), v/ (2))] = Fo(z, u(z), (). (2.21)
x
Viceversa:
(i) Se w soddisfa (2.20) e se (u,p) — F(x,u,p) & convessa per ogni
z € [a,b], allora @ é minimo di F in Aga,z) N C? [a,b].

(iv) Se, inoltre, la funzione (u,p) — F(x,u,p) é strettamente convessa per
ogni = € [a,b], allora il minimo di F in A(q,z) N C?([a,b]), se esiste, ¢
UNLCOo.

(v) (VARIAZIONE SECONDA)
Se F € C*([a,b] x R X R) eu € A(q,p) ¢ minimo di F:
Vv € Ci([a, b))
b
/ [Fpp(a, u@), ' (@))0?(z)  +  2Fup(x,ul),u'(2))v(z)’ (x)

+  Fuul(z,u(x),d (x))v?(z)] dz > 0
DiM.

(i) Poiché u & minimo per F:
Flul < Flu+tv] VteR e Yve Ca,b)),v(a)=uv(b) =0.

v
Poniamo ¢(t) := F [u+ tv]. Allora ¢ € C1(R) e ¢(0) < ¢(t) Vt € R.
Pertanto

d
¢'(0) = 7 Flu+tv]j,_o =0, equindi

/ [Fp(z,u(z), v (z)v(x) + Fu(z,u(z),u (z))v(z)] de = 0.

(ii) Integrando per parti la (2.19):
Vo € C([a,b]),v(a) = v(b) = 0 risulta

b
[ - Bylavu(e) ol (@)o(a) + Fule,u(e) o (2))o(a)) de =0
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e quindi (per il lemma fondamentale del Calcolo delle Variazioni 1.2.9)
otteniamo la (2.20).
(i) Osserviamo dapprima che per ogni u € C?([a,b]) si ha

4P, u(e), o/ (@) — () Fy(, ul), o/ (2)

dx
= Fplz,u(@), v (2)u"(x) + Fu(z, (@), u'(2)v'(z) + Fo (2, u(x),u'(2))
— (@) Fp(, u(z), v’ (x)) — U'(w)%Fp(w’u(JC% u'(x))

= Fu(z,u(z), v (2) + v (@) [Fu(z, u(z), v (z)) - %Fp(%U(aﬁ)W'(zﬁ))}

Per (2.20) si ha la tesi.
(iii) Essendo (u,p) — F(z,u,p) convessa per ogni = € [a, b]:
F(z,u(x),u'(z)) > F(z,u(z), 7' (z)) + Fulz,u(x),d(z
+ Bz u(z),u(
per ogni u € A, 5y N C?([a,b]). Integrando:

b
/ F(x,u(x),u'(z) dx)

vV

b
/F(x,u(a:),u’(x))dx
b
+ / Fo (o, 0(2), 7 (2)) (u(z) — u(2)) de

b
+ / Fy (e, u(2), @ () (o (2) — W (2)) do
cioe, integrando per parti il terzo integrale e tenuto presente che
u(a) —u(a) = 0= u(b) —u(d),
d

- Fy(a, W(@), 7 (@) (u(e) - 7)) do.

b
Pl 2 Fl + [ [Pl w(e) -
Usando la (2.20) otteniamo
Flu] > Fla] per ogniu € A, N 02([(1, b)).
(iv) Siano u,v € A(q,5) N C? ([a,b]) minimi di F[]; la funzione
1 1
w = §U + 51) S .A(aﬁ) nec? ([a, 0]).
Per la convessita di (u,p) — F(z,u,p) abbiamo
1 1
SE (@) (@) + 5P, (@) 2
1 1 1 1
F = - 7 P
(¢ gu(@) + 2o(@), 0'(x) + 20/(@))
= F(z,w(), wl(m))
e quindi, posto y il valore del minimo di F in A, gy N C?([a, b]):

p= g Flul+ 2 Fle] > Flul 2 .
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Pertanto

/ [%F(w, u(x),u' () + %F(x, v(z),v'(z)) — F(z,w(z),w (z))] dr = 0.

Per l'ipotesi di stretta convessita, 'integrando € positivo a meno che
u=wveu =0 quindi u = v.

(v) Poiché w & minimo per F risulta, con la notazione introdotta in (i):
¢"(0) > 0 e con facili calcoli segue la tesi.

O

OSSERVAZIONE 2.1.2. (2.21) & detta EQUAZIONE DI DUBOIS-REYMOND
(o seconda forma dell’equazione di Eulero), utile quando F' non dipende
esplicitamente da x.

OSSERVAZIONE 2.1.3. Se F € C3([a,b] x R x R) e u ¢ minimo di F in
A(a,3NC?([a, b)), osservato che Yo € C§([a, b]) risulta 200" = (v?)’ e v(a) =
v(b) =0, da 2.1.1(v) abbiamo

/ [Pl @)@+ (Puslo.uta). (@)

_ %Fup(x,u(x),u'(m)))qﬂ(x)] do > 0.

2.2. Metodi classici nel Calcolo delle Variazioni: caso
multidimensionale.

Sia 2 C R™ aperto limitato con frontiera lipschitziana.

TEOREMA 2.2.1 (VARIAZIONE PRIMA).
Siano F = F(x,u,p) una funzione di classe C1(Q x RN x R™V)
pecC! (R",RN) assegnata e indichiamo con

A, = {ueCl (Q,RN); U=y su 89}
la classe delle funzioni ammissibili. Valgono:
(i) Se u é minimo per F in A,, allora:
/ [Fpg (z,u, V) Dov' + Fyi (z,u, Vu)v'] dz =0 (2.22)
Q

perognivECgo(Q,RN)l, (a=1,...,n,i=1,...,N epl, = Dyut).

ID’ora in poi useremo la convenzione che indici ripetuti sono sommati e i simboli di
sommatoria omessi.
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(ii) Se F € C*(Q2 x RN x R"™Y) e u ¢ minimo per F in A, N C*(Q,RN):

—Dq Fyi (2,u,Vu) + Fyi (z,u,Vu) =0 in Q (2.23)
(i=1,...,N), o, equivalentemente,
Fpgpg (z,u, Vu) Dy Dgu? + Fpi i (z,u,Vu) Dy W’
+Fyi 2, (2,0, Vu) = Fyi (2,1, Vu) = 0 (2.24)

inQ (i=1,...,N).

Dim.

(i) Siano t € R e v € C§° (2, RY). Consideriamo la funzione u + tv.
Tale funzione appartiene ancora ad A, (per questo motivo tv prende
il nome di variazione ammissibile). Poiché u ¢ minimo per F deve
essere:

d
o Flu+tv]j,_g=0.

Essendo p
—/ F (z,u+tv, Vu+ tVv) dz
dt o

= / [Fpg (z,u 4 tv, Vu + tVv) Dov’ + Fui (2,u + tv, Vu + tVo) vi} dz,
beiamo, per t =0,
/Q [FPL (z,u, Vu) Dav' + Fyi (z,u, Vu) vi] dr =0 VYveCy° (Q,RN)
(ii) Integrando per parti la (2.22), otteniamo:
/Q [—Dang (x,u, Vu) + Fyi (z,u, Vu)] vider =0 Yve O (Q,RN)

da cui (2.23) per il lemma fondamentale del Calcolo delle Variazioni
1.2.9.

O

OSSERVAZIONE 2.2.2. L’ equazione (2.22) prende il nome di EQUAZIONE DI
EULERO (FORMULAZIONE DEBOLE) di F in w. Il membro a sinistra di (2.22)
prende il nome di Variazione prima di F in u.

La (2.23) ¢ 'EQUAZIONE DI EULERO, FORMULAZIONE FORTE, di F in u. Le
soluzioni di (2.23) sono chiamate estremali (termine introdotto da Kneser).

OSSERVAZIONE 2.2.3. (2.24) costituisce un sistema di N equazioni alle
derivate parziali del secondo ordine in forma di divergenza, quasi lineare
perché e lineare rispetto alle derivate seconde e non lineare rispetto alle
derivate prime e di ordine zero.
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EseEmPIO 2.2.4. L’equazione di Fulero per lintegrale di Dirichlet, dove
1
F(x,u,p) = §|p|2, risulta
Au=0 in Q (equazione di Laplace),

mentre l’equazione di Fulero per integrale dell’area, dove
1
F(.T,U,p) = (1 + ‘p|2)27 é

Ug

e

1+ |Vul®

D, =0 (equazione delle superfici di area minima,).

Ne segue, poiché il primo membro di questa espressione e proporzionale alla
curvatura media della superficie {(z,u(z)), x € Q}, che le superfici di area
minima hanno curvatura media nulla.

OSSERVAZIONE 2.2.5. Nel dedurre l'equazione di Eulero per il funzionale
F abbiamo considerato il problema di Dirichlet, cioe abbiamo scelto come

funzioni ammissibili le funzioni v € C! (ﬁ, RN ) con valore prescritto ¢ su

of.

Assumiamo ora che u minimizzi il funzionale F tra tutte le funzioni
veC! (Q,RN). Allora tutte le funzioni v € C! (Q,RN) sono variazioni
ammissibili; pertanto otteniamo le condizioni naturali:

Vol (2,u,Vu) =0 su d? (i=1,2,...,N).

dove v = (v1,va,...,V,) indica il versore normale (per convenzione esterno)

a 0f.

Infatti, sia v € C* (Q,RY), allora
/Q [Fpg (z,u, Vu) Dov' + Fyi (z,u, Vu)v'] dz = 0.
Integrando per parti (teorema 1.1.18):
/ [—DoFpi (z,u,Vu) + Fyi(z,u, Vu)] o' da (2.25)
Q
+ / Vo (z,u, Vu)v' dH" ™" = 0.
E1o) °

Poiché (2.25) vale anche per ogni v € C§°(€2,RY), deduciamo che anche
(2.22) vale e pertanto

Po

/ voFyi (z,u, Vu)v'dH" 1 =0 Vv e CYQ,RY).
o0

Dall’arbitrarieta di v seguono le condizioni naturali.
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ESEMPIO 2.2.6. Se u minimizza l'integrale di Dirichlet senza condizioni al
contorno, allora u é soluzione del problema di Neumann omogeneo

Au =0 in
d—u:VaDau:O su 0f.
dv

OSSERVAZIONE 2.2.7. Consideriamo il problema

min Fu]
uek

dove K ¢ il sottoinsieme convesso di C* (ﬁ, RV ) definito da
K= {uECl (Q,RN); u=¢sudNeu >hinQ, i:17...,N}.

Naturalmente assumiamo h! < ¢’ su 92 affinché sia K # (). Tale problema
& noto come problema con ostacolo unilaterale.

Se u & un minimo di F, allora vale la seguente disequazione variazionale

/ [Fpg (z,u,Vu) D, (vi — u’) + Fyi (z,u, Vu) (vi — u’)] dr >0
Q
per ogni v € K.

Infatti, poiché K & convesso, per ogni v € K e per ogni ¢ € [0, 1] abbiamo
tv+(1—thu=u+tlv—u) ek
e quindi
Flu] < Flu+ t(v — u)) vt € [0,1];
essendo, in questo caso,

d
aj’:[u—kt(v — )i = 0

ne segue facilmente ’asserto.

TEOREMA 2.2.8 (VARIAZIONE SECONDA).
Sia F € C?(Q x RN x R"™*N) e sia u minimo per F in A,. Allora:
se N =1, risulta
Fpops (x,u(x), Vu(z)) €a s >0 V€ R™, Vo € (2.26)
se N > 1, risulta
F u(z), Vu(z)) & Eann? >0 VEER™, ¥y e RY, Vo € Q (2.27)

Pip) (,

DiM. Per ogni v € C§° (Q,RN) e per ogni t € R risulta

2

d
W f[u + t"U]|t=0 Z 0
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Nel caso scalare N = 1 abbiamo

d

pn Fluttv] = / [Fp., (z,u+tv, Vu+tVv) Dov + F,, (z,u + tv, Vu + tVov) v] dz,
Q

[§]

d2
pTel Flu+ttv] = /Q [Fpops (,u+ tv, Vu+ tVv) DovDgo

+2F 0 (2, u + tv, Vu + tVv) Davv + Fuy (z,u + to, Vu + tVv) v°] dz.

Pertanto
2

d
0< el Flu+ tv]p—o (2.28)

= / [Fpopy (2,0, Vi) DavDgv + 2F,_, (2,4, Vu) Dovv + Fyy (z,u, Vu) v*] do
Q

per ogni v € C§° (). Deduciamo da questa la (2.26). Osserviamo dapprima
che, per il teorema di Rademacher 1.3.2, la (2.28) & valida anche per ogni
funzione lipschitziana v nulla su ). Fissiamo ora £ € R™ e definiamo una
siffatta funzione ponendo (per ogni € > 0)

o(z) == ep <x'5

€
dove ¢ € C§°(€2), p: R — R ¢ la funzione periodica cosi definita

) ((z) VzeQ (2.29)

1
t se 0<t< 3
p(t) = 1
1—t se - <t<1,
2
p(t +1) = p(t) per ogni t numero reale; osserviamo che
lp'(t)] =1 q.o. in R, (2.30)

Risulta
Dav = (2£) € ) + 0G0

pertanto, sostituendo la (2.29) in (2.28), otteniamo

0 [ By (00.90) ()7 6065 (o) o+ Oc).

Da cui, per ¢ — 07, tenuto conto della (2.30), segue:

0< / Fyops (,u,Vu) €& ¢*(x) dx,
Q
per ogni ¢ € C§°(9), e quindi
Foops (@, u(x), Vu(z)) §a s >0 VEER" e Vo€ Q.

Per il caso vettoriale N > 1, rimandiamo alla dimostrazione della propo-
sizione 5.1.19 (a partire dalla (5.49) alla (5.51)). O
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OSSERVAZIONE 2.2.9. La disequazione in (2.26) & detta condizione di Legen-
dre (L). Tale condizione ¢ equivalente alla convessita di F(z,u,p) rispetto
a p ed alla condizione di ellitticita dell’equazione di Eulero.

La disequazione in (2.27) & chiamata condizione di Legendre-Hadamard
(L-H).

OSSERVAZIONE 2.2.10. Il problema min F[u] non ha necessariamente soluzione
di classe C*.
Infatti, sia F((p) = (p? — 1)? e consideriamo il problema

min  Flu] := rnin/0 F(u/(z))dz.

’IJ,GA((),Q)

Posto p:= inf F[u], proviamo che p = 0.
uGA(O‘o)

Consideriamo la successione (h > 2)

T sexE[O,%—%]
up(x) = —2h2(m—%)3—4h(x—%)2—x+1 sexe(%—%,%]
11—z sexe(i,l]

Osserviamo che up, € A(o,0) e si ha:

0 < Flup) :/0 [(u%(m»Z_l}? dx:[Q [(u’h(ﬂc))Q—l]Q dajg%hi?o N

2 h

Cio implica che p = 0.

d
La funzione u = 0 € A(g,g), € soluzione dell’equazione di Eulero . [W/((v')? = 1)]

x
0, tuttavia essa non ¢ minimo per F poiché y =0 e F[0] = 1.
Inoltre, se esistesse u € A0y minimo di F, avremmo Flu] = 0 e questo
implicherebbe che |u| =1 q.0., condizione che nessuna funzione u € A0
puo soddisfare (in quanto per la continuita della derivata avremmo v’ = 1
ovunque o v’ = —1 ovunque e questo ¢ incompatibile con le condizioni ai
limiti).
Infine, osserviamo, che se, invece della classe ammissibile A ), consideria-
mo la classe pitt ampia di funzioni ammissibili

JZ(O,O) = {u € C'[a,b] a tratti ;u(0) = u(1) = 0}

il problema di minimo per F in ./1(070) ha come soluzione la spezzata

]z sexe[O,%
u(a:){ 1—2 sexe(%,l.
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2.3. Due problemi variazionali classici: la brachistocrona e la
disuguaglianza isoperimetrica in dimensione n = 2.

LA BRACHISTOCRONA(dal greco brachistos(il piu breve)+chronos(tempo)).

La data di nascita del Calcolo delle Variazioni e fissata tradizionalmente
al 1696, quando Johan Bernoulli propose sugli Acta Eruditorum Lipsiae il
problema della brachistocrona (cioé di tempo minimo).

Problema nuovo alla cui soluzione sono invitati 1 Matematici.

Dati in un piano verticale due punti A e B, trovare il profilo AM B tale che
un mobile M, che discende su di esso per gravita a partire da A, giunga in
B nel minimo tempo possibile.

La soluzione fu data tra gli altri (Leibniz, Jackob Bernoulli, ’Hospital, New-
ton) dallo stesso J. Bernoulli nel 1697.

Se in un sistema di coordinate cartesiane, con gravita che agisce nella di-
rezione negativa dell’asse y, A = (z',y') indica il punto iniziale e

B = (2%,5%) quello finale, con z' < 2%, 4 < y' ese u : [z},2%] — R
¢ una funzione della generica curva che li connette tale che u (z') = y' e
u(2?) = y? e u(z) < y' per 2! < z < 22, nel punto A la velocitd ¢ nulla
e lenergia e tutta potenziale, mentre in un punto di ascissa x avremo una
velocita v che dovra verificare la legge di conservazione dell’energia totale

1
mgy = Smv*(@) + mgu()

dove m ¢ la massa del punto materiale e g ¢ la costante di gravita.
Troviamo quindi

v(z) = V29 (y' —u(x))
da cui ricaviamo che per percorrere lungo la curva data uno spazio ds si
impiega un tempo
ds | 1+|u/(2)]

= =\ 2 — ule)

dove 'ultima uguaglianza segue dalla relazione tra ascissa curvilinea e a-
scissa cartesiana

ds = \/1+ [ (z)|*dz.
Il tempo di percorrenza lungo la curva u(z) sara dato dal’integrale

Flu] Lelve)?
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e il problema di minimo diviene
miﬂ&’:[u] dove A := {u et ([wl,xQ]) ;U (xl) =y! u (x2) = yQ}.
ue
L’equazione di DuBois-Reymond (2.21) &
u/2 (1 4 UIQ)%
(1+ ulz)% (y! —u)? (4! — u)?
e questa, dopo alcuni calcoli, si riduce a
A (T+u?(@) (y' —u(z)) =1.
Conviene esprimere la sua soluzione in forma parametrica;

poiché & evidente che u < y', possiamo scrivere u(t) = y* —k (1 — cost) dove
k denota un’opportuna costante positiva. L’equazione precedente diventa

allora -
k*sin”t
214" 1— =1
c < + ) k(1 — cost)

1
e con la scelta ke = 3 otteniamo

z(t) =k (1 — cost).

Pertanto la soluzione risulta essere una cicloide, che in forma parametrica

¢ data da
{ z(t) =a'+k(t—sint)

u(t) =y' —k(1—cost), tel0,1],
dove le costanti k£ e T sono determinate dalle condizioni
z(T) = 2°
uw(T) = y>

La brachistocrona.

(1697, Johan Bernoulli: la brachistocrona & la cicloide.)
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LA DISUGUAGLIANZA ISOPERIMETRICA IN DIMENSIONE n = 2.

Tra tutte le curve semplici chiuse del piano di assegnata lunghezza L, la
circonferenza di lunghezza L racchiude ’area massima.

Questa proprieta € espressa sinteticamente nella disuguaglianza isoperime-
trica.

L? > 47 A, (2.31)

dove A e l'area racchiusa da una curva semplice chiusa C' di lunghezza L;
luguaglianza in (2.31) vale se e solo se C' ¢ la circonferenza di lunghezza L.

OSSERVAZIONE 2.3.1. Probabilmente questo problema (problema isoperi-
metrico) ¢ uno dei pit antichi in matematica. Possiamo riscrivere (2.31)
come problema di minimo. Parametrizziamo la curva semplice chiusa C
(n=1, N =2)

C = {(u(@),v(@)) : @€ [a.b]}

e poniamo

L := Lu,v] = /ab \/[u’(x)]2 + [v/(2)]? da

b
A= Alu,v] = / u(z)v'(z) dz.

Allora il problema posto ha la seguente equivalente formulazione variazionale

(duale): min {L[u,v] : Alu,v] =1} = 2¢/7.
u,vEW ™ ((a,b))
u(a)=u(b), v(a)=v(b)

Qui diamo una dimostrazione classica (dovuta a Hurwitz [17], [63]) di
(2.31).

1
Posto A := {u e Wh2((=1,1)) : u(—1) = u(1), / u(z)dx = 0},
-1
premettiamo due lemmi.
LEMMA 2.3.2 (DISUGUAGLIANZA DI WIRTINGER).
Vale la disuguaglianza

1 1
/  (2)]2 da > 7 / (@) de V€ A. (2.32)
—1 -1
Inoltre luguaglianza vale se e solo se

u(z) = acos(mz) + bsin(rz) Va,b € R.

Div. E’ sufficiente provare la (2.32) per u € AN C?([—1,1]). Questa re-
strizione puo essere successivamente rimossa usando un argomento di den-
sita.
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+oo
Sia u(x) = Z [a, cos(vmzx) + b, sin(vrz)].

v=1
1

Osserviamo che il termine % = 0 poiché / u(z) dx = 0.
~1
Risulta
—+o0
u(x)=m Z [—va, sin(vrx) 4+ vb, cos(vrz)] .
v=1
Per la formula di Parseval otteniamo

1 +oo
/ p@)2de = Y (a2 +12),

v=1

1 400
/ [W(2)]*de = =* Z (a2 +b2) v
v=1

da cui segue la disuguaglianza (2.32).
L’uguaglianza in (2.32) vale se e solo se a, = b, = 0 per ogni v > 2.
Di conseguenza 1'uguaglianza in (2.32) vale se e solo se

u(z) = acos(mz) + bsin(rz), per ogni a,b € R.

LEMMA 2.3.3. Per ogni (u,v) € W% ((-=1,1),R?) con u(—1) = u(1) e
v(—=1) = v(1), vale la disuguaglianza

1
/ ([ (@) + [/ ()2} d > 27 / w(@) () da. (2.33)
-1
Inoltre 'uguaglianza vale se e solo se

[u(z) — ) + [v(x) — ro)? = 72 per ogni x € [—1,1] (2.34)

dove r1,12,73 € R sono costanti.
1 1
DiM. La disuguaglianza (2.33) rimane valida se, posto ry := 5/ u(zx) dx

1
e ry = 5/ v(ac) dx, sostituiamo uw con u — r; e v con v — ry; pertanto,
-1

possiamo assumere che

/_11 u(z) dx = /_11 v(x)dx =0,

e quindi in defintiva che u, v € A. Proviamo la (2.33) nella forma equivalente

/ (i o (@) — 2mu(z)o ()} da
_ [1[0’()—wu da:+/{ ~ [ru(@)2} de > 0.
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La tesi e provata osservato che il primo termine a destra dell’'uguaglianza e
ovviamente non negativo, e il secondo termine € non negativo per il lemma
2.3.2 applicato a u € A.

Per provare il caso dell’uguaglianza, osserviamo che questa vale se e solo se

1

V' (x) = mu(z) e / {[W/(2)]* — [ru(z)]*} dz = 0, che implica per il lemma
-1

2.3.2

u(r) = acos(mx) + bsin(mx) e

v(z) = asin(rz) — beos(mx).
Poiché possiamo sostituire u con uw — 1 € v con v — 12, abbiamo (2.34) con
r3 = Va2 + b2. ]
Proviamo ora la disuguaglianza isoperimetrica.

TEOREMA 2.3.4 (DISUGUAGLIANZA ISOPERIMETRICA ).
Posto per ogni (u,v) € Wh ((a,b),R?) con u(a) = u(b) e v(a) = v(b)

b
L=Liwe = [ VW@PT PP
b
A= Alu,v] = / u(x)v' (z) dz,
vale la (2.31) L? > 4mA

per ogni (u,v) € Wh ((a,b),R?) con u(a) = u(b) e v(a) = v(b).

Inoltre, tra tutte le (u,v) € C* ([a,b],R?) con u(a) = u(b) e v(a) = v(b),
l'uguaglianza vale se e solo se

[u(x) —r1]? + [v(z) — ro)? =73 per ogni © € [a, b],

dove 11,712,173 € R sono costanti.

DiM. Proviamo la tesi sotto le ulteriori restrizioni:

(u,v) € C' ([a,b],R?), u(a) = u(b), v(a) = v(b)

(questa restrizione pud essere rimossa successivamente con un argomento di
densita)

e supponiamo inoltre che 2

[ ()] + [ (z)])* >0 per ogni z € [a, b].

2Per brevita rinviamo a [17] per I'eliminazione di questa restrizione.
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Allo scopo di eliminare la radice quadrata in L [u,v], riparametrizziamo la
curva con un multiplo della sua lunghezza d’arco, precisamente sia

v =t =1+ [l s er

ely) =u(07'(y) e vy)=v ('),
Risulta che: (p,v) € C! ([—1,1],R2), o(=1) = (1), ¥(=1) = (1) e

Vie P+ ) = 224 per ogui y e (1.1

(quindi \/[cp’(y)]2 + [/ (y)]? & costante per ogni y € [—1,1]).
Allora abbiamo

Lo = [ 11 VIF I + [0 ) dy = (2 / il + W) dy)

Alu,v] = /_1s0(y)w’(y)dy-

Per il lemma 2.3.3 sappiamo che

1 1
[ P+ wr ez [ ovde

—1 —1
per ogni (p, 1) € W2 ((=1,1),R?) con p(~1) = ¢(1) e ¢(~1) = ¥(1), da
cui segue (L[u, v])* — 4w A[u,v] > 0 per ogni (u,v) € C* ([a,b],R?)
con u(a) = u(b) e v(a) = v(b).
L’unicita nel caso dell’'uguaglianza segue dal lemma 2.3.3. ]

OSSERVAZIONE 2.3.5. In particolare, abbiamo provato implicitamente che
la disuguaglianza isoperimetrica (2.31) é equivalente alla disuguaglianza di
Wirtinger (2.32), grazie alle implicazioni

lemma 2.3.2 = lemma 2.3.3 = teorema 2.3.4 = lemma 2.3.2.

OSSERVAZIONE 2.3.6. Il procedimento descritto nei due precedenti problemi
variazionali e stato il seguente:
se esiste una soluzione del problema variazionale, allora essa ha la proprieta

prescindendo dalla effettiva prova della esistenza.
In generale, il provare che un problema variazionale ha soluzione, e il de-

scriverne le proprieta sono passi differenti e possono richiedere differenti

argomentazioni®.

3Dall'Introduzione in [14]:

“A new era in the history of mathematics opened when Gauss proved the fundamental
theorem of algebra. Abandoning the futile attempts of his predecessors to solve algebraic
equations of higher degree by root extraction, he took a step of general significance by
proving merely the existence of the roots in question. For the first time it was clearly
understood that the primary task in a mathematical problem is to prove the existence
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Nei capitoli successivi di questo Quaderno esponiamo i metodi diretti nel
Calcolo delle Variazioni il cui primo obiettivo € appunto lo studio dell’e-
sistenza per problemi variazionali relativi a funzionali integrali.

of a solution. To find procedures by which the solution can be explicitly obtained is a
further question, distinct from that of existence. Since the beginning of the last century
this distinction has played a clarifying role contributing greatly to progress in all fields
of mathematics.

Among the existence proofs which dominated the mathematical thinking of this period,
the most celebrated and consequential were those based on extremum problems of the
calculus of variations and suggested by actual or imagined physical experiments.”



CAPITOLO 3

Metodi diretti nel Calcolo delle Variazioni

Nel caso di una sola variabile (n = 1, N = 1) si puo risolvere un problema
di minimo tramite 1’equazione differenziale (2.23), mentre nel caso di piu
variabili (n > 2, N = 1) la soluzione esplicita della corrispondente equazione
(2.23) & molto piu difficile da determinare, e anzi tale soluzione si puo trovare
solo in casi estremamente rari.

Da qui l'idea di Riemann di rovesciare il punto di vista e di dimostrare
lesistenza di una soluzione di (2.23) minimizzando il corrispondente fun-
zionale (0.1).

Volendo risolvere ’equazione di Laplace Au = 0, Riemann dice:

“L’insieme delle funzioni u forma un dominio connesso che contiene la sua
frontiera [...]. Per ogni funzione u (U'integrale di Dirichlet) D[u] prende un
valore finito che varia in maniera continua con u. Di conseguenza, per una
funzione u l'integrale D[u] prende il suo valore minimo.”

Questa funzione che minimizza Dlu] sara la soluzione dell’equazione di
Laplace Au = 0.

La versione di Riemann del PRINCIPIO DI DIRICHLET puo essere cosi for-
mulata:

Esiste un’unica funzione che minimizza lintegrale di Dirichlet
1 _
Dlu] = 5/ \Vu(z)|® dz, tra tutte le funzioni di classe C* (€2) N CO Q)
Q

che assumono assegnato valore ¢ continuo sulla frontiera 0S); inoltre, tale
funzione & armonica in Q.

Ma tale Principio necessitava di una legittimazione: infatti questa versione
del Principio di Dirichlet fu criticata in quanto, pur essendo 'integrale di
Dirichlet inferiormente limitato sulle funzioni ammissibili, non ne consegue

61
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che l'estremo inferiore sia assunto nella classe delle fuzioni ammissibili.

Un primo esempio di integrale unidimensionale del tipo (0.1) per il quale
non esiste alcuna funzione minimizzante fu dato da Weierstrass nel 1869;
un altro esempio di valori continui assegnati sulla circonferenza unitaria tali
che D[v] = 400 per ogni v ammissibile avente quei valori sulla frontiera, fu
dato da Hadamard.

PRIMA OBIEZIONE (GENERALE) AL PRINCIPIO DI DIRICHLET.
Il problema proposto consiste nel cercare il minimo del funzionale

Fl] := /11 22 |V (2)]? dz

nella classe delle funzioni v € C*! ([—1,1]) che soddisfano le condizioni agli
estremi v(—1) = -1lev(l) =1.

Osserviamo che su ognuna di queste funzioni ammissibili v si ha F[v] > 0, in
quanto, in caso contrario, si avrebbe v’'(z) =0 in [—1, 1] e, di conseguenza,
v sarebbe costante in [—1,1], in contrasto con le condizioni agli estremi.
Dunque, se esistesse una soluzione vy del problema, si avrebbe F [vg] > 0.

Ma, se consideriamo le funzioni ammissibili
arctan (hx)
vy () = —————=, heN,
n (@) arctan (h)

per le quali

1
2 1 h
f['Uh] = /1 x2 |U;L (x)| dx = m (arctan (h) — 1—|—h2)

si ottiene F [v,] — 0. Ne segue che per h sufficientemente grande vale la dis-
uguaglianza F [vp] < F [vg], e cid contraddice il fatto che vy € minimo per F.

SECONDA OBIEZIONE (SPECIFICA) AL PRINCIPIO DI DIRICHLET.
E’ noto che ogni funzione armonica nel cerchio unitario & data in coordinate
polari (r,9) dalla serie convergente (r < 1)

v (r,d) = 61270 + Z r¥ (a, cos (1) + b, sin (v19)) (ay, b, costanti),
v=1

e che l'integrale di Dirichlet ¢

:1

\]

7%1/ a +b2
v=1

L’obiezione specifica di Hadamard consiste nel fatto che:
o0

esistono funzioni continue ¢ () per le quali la serie gz v (a,% +02) di-

v=1
verge, anche se € noto che il relativo problema di Dirichlet per I’equazione di
Laplace é risolubile (cfr. teorema 1.7.14) per ogni dato continuo assegnato
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sulla circonferenza unitaria.
Ad esempio, se consideriamo la funzione continua di 9 € [0,27] (definita
dallo sviluppo di Fourier totalmente convergente)

+oo 4
cos( =
p(0) =S ot
= #

allora la funzione di r e ¥

)

R acos(pto
v(r,) = g r# ————= (serie uniformemente convergente)
o
p=1

¢ armonica regolare sul cerchio unitario e ha traccia ¢ () sulla circonferenza
unitaria.

“+oc0 2
1
Tuttavia D[v] = g E pt () diverge!, essendo, in questo caso, b, = 0

2
p=1
e

1 _ 4
a, = - SevVv=U
v se v # ut

Ox

OSSERVAZIONE 3.0.7. La soluzione del Principio di Dirichlet non puo es-
sere quindi determinata per tutti i dati ¢ continui sulla frontiera. Per una
corretta formulazione del Principio di Dirichlet assumeremo che esista al-
meno una funzione ammissibile che abbia integrale di Dirichlet finito (questo
potendosi interpretare come una richiesta di “energia finita”).

Nascono cosi i metodi diretti nel Calcolo delle Variazioni, consistenti nel di-
mostrare lesistenza del minimo del funzionale (0.1) senza passare attraverso
la sua equazione di Fulero, ma deducendola direttamente dalle proprieta del
funzionale (0.1).

1 X sin (w!) X sin (w!)
Altro esempio: sia ¢ (¢) = Z T; risulta v (r,9) = Z o — e
p=1

p=1
+o0o 2 +oo
s 1 ™ 1
D] =5 > ul (7) =5 2 mog =+,
=1 H =1 M

essendo, in questo caso, a, =0 e
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Evidentemente, problemi di esistenza per equazioni differenziali possono al-
tresi essere affrontati con metodi variazionali, qualora ’equazione in questio-
ne coincide con l’equazione di Eulero di un dato funzionale; in quest’ordine
di idee, un problema ¢ quello di determinare appunto il funzionale.

Nella seconda meta dell’Ottocento si tenta di rendere rigoroso il ragiona-
mento di Riemann (Principio di Dirichlet) con C. Arzela (1897) [3] prima,
successivamente con D. Hilbert (1900) [42] [43], J. Hadamard(1906) [39] e
H. Lebesgue (1907) [49]; una ricerca questa che avra successo solo attorno
al 1940.

Ai primi del Novecento anche Leonida Tonelli studia problemi di questo
tipo. Egli riesce a dimostrare che la semicontinuita inferiore ¢ una con-
dizione sufficiente per lesistenza del minimo del funzionale (0.1) nel caso
unidimensionale, ma non riesce in generale a ’estendere’ questi risultati al
caso n > 2.

La principale difficolta proveniva essenzialmente dalla mancanza di oppor-
tuni spazi funzionali in cui ambientare i problemi di minimo, difficolta che
era ancora piu forte nel caso di integrali in due o piu dimensioni.

3.1. Teorema di Weierstrass-Fréchet.

Prima di passare ad esporre alcuni risultati di Tonelli, diamo un teorema
che € una generalizzazione di quello classico di Weierstrass e su cui si basa
il metodo diretto nel Calcolo delle Variazioni.

TEOREMA 3.1.1 (WEIERSTRASS-FRECHET).
Siano X uno spazio topologico e G : X — R un funzionale. Supponiamo che

(i) G sia limitato inferiormente;
(ii) G sia seq. s.c.i. (cioé, per ogni successione {up} convergente a u in
X risulta Gu] < liminf Glug]);
h—+oco
(i) X sia sequenzialmente compatto (cioe da ogni successione {up} C X
st puo estrarre una sottosuccessione convergente in X ).

Allora I3min G[u].
ueX

D1iM. Per (i) possiamo considerare una successione {uy } minimizzante, ossia
tale che:

)X et Giw] = inf Gl
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Per (iii) esiste un’estratta {uj, } convergente in X ad un elemento ug. Per
(ii) abbiamo
Gluo] < liminf Glup,] = lim Glup] = inf Glu].
] h—+oc0 ueX

Jj—-+oo

Ne segue la tesi. (]

Generalmente X non ¢ dotato a priori di una topologia. Pertanto il proble-
ma di minimo mig G [u] pud essere visto come il problema di introdurre una
ue

topologia su X per cui X é sequenzialmente compatto e G & seq. s.c.i..
Osserviamo, pero, che per garantire che G sia seq. s.c.i. occorre in generale
una topologia “ricca”, mentre per la sequenziale compattezza di X occorre
che la topologia non sia troppo “ricca”.

La scelta della topologia deve essere tale da soddisfare questi due requisiti
contrastanti.

Sara allora opportuno avere dei risultati di semicontinuita inferiore nella
topologia piu debole possibile.

In linea di principio, tuttavia, la bonta della scelta della topologia su X puo
essere valutata solo a posteriori.

3.2. Semicontinuita inferiore e teorema di esistenza per problemi
variazionali unidimensionali (n = 1): risultati di Tonelli.

TEOREMA 3.2.1 (SEMICONTINUITA INFERIORE, TONELLI).
Sia I = (a,b) C R intervallo aperto limitato e sia F: I x R x R — R una
Lagrangiana soddisfacente le sequenti condizionsi

(i) F(z,u,p) e Fy(z,u,p) sono continue in (z,u,p);
(i) F(x,u,p) >0 per ogni (z,u,p);
(iii) p— F(z,u,p) é convessa per ogni (x,u).

Allora il funzionale
Fiul = [ Foute). @) do
I
¢ seq. deb. s.c.i. in WH™(I) per ogni m > 1, cioé: se {un} converge
debolmente in WH™(I) a u, allora

Flu] < l}imj_nf Flup). (3.35)

11— 100

Dim. Osserviamo innanzitutto che per Uipotesi (ii) il funzionale integrale F
¢ ben definito (con il possibile valore +o0c0) per ogni u € Wh™(I), m > 1
(cfr. lemma 4.1.2). Osserviamo inoltre che ¢ sufficiente considerare il caso
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m = 1, poiché, se m > 1 e uy, — u in WH™(I), allora uj, — u in WH(I).
Sia allora {u,} una successione convergente debolmente a u in Wh1(I)
(quindi anche limitata in W11(I)). Per il corollario 1.3.20 al teorema di
Rellich-Kondrachov possiamo assumere, a meno di successioni estratte, che
up, — u in LY(I) e anche uj, — u q.o. in I. Supponiamo che F[u] < +oc.
Fissato € > 0, per il teorema di Severini-Egorov 1.1.14, esiste un compatto
K. C I tale che [T\ K| < € e u, = win K. e, per il teorema di Lusin
1.1.15, u e v’ sono continue in K,; 2 per il teorema di assoluta continuita
dell’integrale di Lebesgue per funzioni sommabili:

/ F(x,u,u)dx > /IF(:E, u,u') dx + O(e)

€

1
(se Flu] = +o0, possiamo assumere che / F(z,u,u)dz > g)

Poiché per l'ipotesi (iii) F' & convessa in p, abbiamo (cfr. osservazione 1.5.3)

/F(a?,uh,uﬁl)d:c > /F(x,uh,u')dx—i—/ F,(z,up,u') (u), —u') dz
K. K.

K.
= / F(x,u;“u')dx—i—/ Fy(z,u,u') (u, —u') dz
K. Ko
limitata —0

+/ [Fy(z,up,u') — Fp(x,u,u’)] (uj, — ') dr.
K, —_———

€

—0 equilimtata

Il primo integrale a secondo membro per h — 400 tende a / F(x,u,u)dx

K.
in virtu della continuita di F' e del fatto che u;, = w in K. Dall’ipotesi (i),
poiché u e v’ sono continue su K., risulta che F,(z,u, ') ¢ limitata su K.,
pertanto il secondo integrale

/ Fy(z,u,u') (u, —u')de — 0  per h — +oc.

Poiché {u}, —u'} ¢ equilimitata in norma L'(I) (in quanto w, — wu in
WH1(I) e quindi anche in Wh(K.,)) e F,(z, up,u’) — Fp(x,u,u’) converge
uniformemente a zero su K. per h — oo abbiamo che anche il terzo
integrale

/ [Fy(z,up,u') — Fp(z,u,u’)] (u, —u')dz — 0  per h — 4o0.
K.

In definitiva:

lngirnf/ F(x,uh,ug)dxz/ F(:c,u,u/)dxz/F(x,u,u/) dx + O(e).
— 100 Ka - I

2Fissato € > 0, per il teorema di Severini-Egorov up, = u in E¢ compatto con |I \ E¢| < e.
Possiamo assumere E. C E,: per 0 < € < &’. Per il teorema di Lusin u e u’ sono continue
in Le compatto con |1\ L¢| < e. Allora bastera prendere K := Ec N Le.
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Dall’arbitrarieta di € > 0 e tenendo presente I'ipotesi (ii) segue la tesi. [

OSSERVAZIONE 3.2.2. L’ipotesi (i) del teorema 3.2.1 puo essere indebolita
richiedendo che

(i) F(z,u,p) sia una funzione di Carathéodory, cioé F' misurabile in  per
ogni (u,p), F continua in (u,p) per q.o. z (De Giorgi 1968 [23])),

o anche, piu in generale, che

(i”) F(x,u,p) sia misurabile in x per ogni (u,p), e F sia s.c.i. in (u,p) per
q.o. z (Ioffe 1977 [45]).

Ulteriori generalizzazioni che indeboliscono 'ipotesi di semicontinuita infe-
riore rispetto ad u sono dovute a De Giorgi-Buttazzo-Dal Maso (1983) (per
funzionali autonomi) e Ambrosio (1987) (per funzionali non autonomi).

Conseguenza immediata del teorema 3.2.1 e della compattezza debole in
spazi riflessivi e il seguente risultato

TEOREMA 3.2.3 (ESISTENZA PER IL PROBLEMA Al LIMITI, TONELLI).
Sia I = (a,b) C R intervallo aperto limitato e sia F : I x R xR — R una
Lagrangiana soddisfacente le sequenti condizionsi

(i) F(z,u,p) e Fp(z,u,p) sono continue in (z,u,p);

(ii) F(z,u,p) >c[p[™ (c>0, m>1) per ogni (z,u,p)
(cioé F(x,u,p) ha crescita superlineare);

iii) p— F(x,u,p) é convessa per ogni (x,u).

Allora esiste il minimo di
Flu = / Fla, u(2), o (z)) dz
I
nella classe

Apy = {ue W), u(a) =a, u(b)=p}

dove a e B sono numeri reali assegnati.

DiM. Per I'potesi (ii) il funzionale F ¢ limitato inferiormente. Sia {up} una
successione minimizzante per F in A, g , cioe

lim Flup) = inf Flu] < +oo.
h—4o0 uEA(a,B)
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Allora per l'ipotesi (ii)

c/ lup, (2)|™ dz < Flup] < costante (indipendente da h)
I
Flug) < inf  Flu]+ ).
(Fla < inf Flul+ )

Quindi la successione {u},} € equilimitata in L™ (I). D’altra parte, essendo
le up, assolutamente continue, vale (cfr. teorema 1.4.2)
b

up(x) = up(a) + /£ uj, (t) dt = up(b) —/ up, (t) dt

da cui

b
up(x) = % [up(a) + up(b)] + %/ uy, (t) segno(x — t) dt

e quindi

b
|w@n<;a+m+§1|%@Mﬁ<<£h4@ﬁdo

Pertanto la successione {uy,} ¢ equilimitata in C°(I). La successione {uy} &

1
b m

1

(b—a)

anche equicontinua, anzi equiholderiana con esponente 1 — —, come risulta
m

da

: _1
Lm(nlz — y|' = Yo,y e I

Jun (@) — un(y)| <

[ e an) <
Yy

Per il teorema di Ascoli-Arzela 1.3.13 esiste un’estratta {uhj} tale che
up, = ug. In conclusione

Uh || 1i1men < costante indipendente da j.
JHw1m(T)

Poiché per m > 1 W™ (I) ¢ riflessivo, esiste un’estratta (che indichiamo
ancora con {uhj }) convergente debolmente a ug in W™ (I). Inoltre

up € A(a,p) (perché la successione {uhj} converge uniformemente a ug).
Per il teorema 3.2.1 di semicontinuita di Tonelli abbiamo

f[uo] < ljlgligf[uh]] = hEIJ,I-loo f[uh} = ue_i,z{tgm f[u],
per cui
Flugl = min  Flul.
wo] = min Fl

O

OSSERVAZIONE 3.2.4. I teoremi 3.2.1 e 3.2.3 si estendono senza difficolta al
caso di Lagrangiane F': I x RYN x RV — R (N > 1).

OSSERVAZIONE 3.2.5. Illustriamo con alcuni esempi il fatto che le condizioni
di coercivita (ii), di riflessivita (m > 1) e di convessita (iii) nel teorema 3.2.3
sono ottimali.
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ESEMPIO 3.2.6 (WEIERSTRASS, I = (0,1) (cfr. anche obiezione al Princi-
pio di Dirichlet all’inizio di questo capitolo)).
Sia F(x,p) = xp?. Indichiamo con

1
0 < p:=inf {f[u] = /0 x [u'(:r)]2 dr; uw € WH2((0,1)), u(0) = 1, u(1) = 0} .
1l problema

min /01 2 (u/(2))? dz

UG.A(l ,0)
con

Aoy = {u e WH((0,1)); u(0) =1, u(1) =0}
non ha soluzione.

DiMm. Proviamo che g = 0. Consideriamo, per ogni h € N h > 2 la
successione

1 se x € [O, 1>
_ h

un(z) = log x 1

— sex €| —, 1}
logh h
Risulta uj, € W1°((0,1)), up(0) =1, up(1l) =0 e

1
f[Uh] = /1 T [u’h(x)]2 dr = 10;]1 — 0 per h — +00,

h
sicché p1 = 0. Se esistesse un minimo u € Ay gy, allora dovrebbe risultare
F(u) = 0, cioe @’ = 0 q.o. in (0,1), e, poiché gli elementi di A gy sono
continui, avremmo u = cost in [0, 1], incompatibile con le condizioni ai
limiti. O

Osserviamo che le ipotesi (i) e (iii) del teorema di esistenza 3.2.3 sono veri-
ficate, mentre non & verificata la (ii), perché la Lagrangiana F(z,p) = xp?
si annulla per x = 0.

L’esempio che segue mostra I'importanza della riflessivita dello spazio.

ESEMPIO 3.2.7 (CURVE MINIMALL, m = 1).

Dal punto di vista geometrico, il problema che presentiamo consiste nel cer-
care la curva di lunghezza minima tra quelle che congiungono il centro di una
circonferenza unitaria con un punto della circonferenza stessa. Le soluzioni
sono ovviamente i raggi, ma questi non rientrano nella classe delle funzioni
ammissibili che é ristretta alle curve esprimibili (in coordinate polari) nella
forma p = (0). La lunghezza di una curva siffatta é espressa dall’integrale

/ TSP + w @) db.

1
Nell’esempio conserviamo la notazione Flu] := / F (z,u(z),v (x)) dx.
0
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Sia F(x,u,p) = \/u?+ p2. Allora il funzionale associato
Fl= [ W@+ )

¢ convesso e coercivo (F [u / |u'| dz e Flu / |u| de quindi

1
Flu] > 3 ||uHW1,1((071))) sullo spazio di Banach non riflessivo W1((0,1)).

1l problema di minimo

min  Flu]
uE.A(oyl)

dove
A,y = {ue W ((0,1)); w(0)=0, u(l)=1}

non ha soluzione.

DiM. Indicato con

= inf  Flul,
H ’UIG.A(OJ) [ ]

proviamo che p = 1.
Osserviamo dapprima che p > 1, infatti

1 1
= [P vl > [ W)
> /0 o' (x)dr = u(l) —u(0) = 1.

Se consideriamo la successione (h € N)

1
0 sex € {O,l—h]
up(x) =

1
1+h(z—1) sexe <1—h71}

abbiamo uj, € W((0,1)), up(0) =0, up(l) =1 e

1
1
1§f[uh]:/ \/[1+h(m—1)]2+h2dxgﬁ 1+h%2—1.
-4
per h — 400, sicché p = 1.

Se esistesse una soluzione u del problema di minimo dovrebbe aversi

/\/ dx>/ [a' (z |dx>/01u’(x)dx:1.

quindi @ = 0 q.o. in (0, 1). Poiché gli elementi di A 1) sono continui si ha
u=0in [0,1] e cid & incompatibile con le condizioni ai limiti. O




Introduzione al CALCOLO DELLE VARIAZIONI 71

L’ipotesi (iii) del teorema 3.2.3 non puo essere eliminata.

ESEMPIO 3.2.8 (BOLzA).
Sia F(z,u,p) := (1 — p?)? +u?. Indichiamo con

0 < p:=inf {/01 { [1 — [u’(m)]z}2 + [u(x)]Q} dr; uw € WH((0,1)), w(0) = u(l) = 0} .

La Lagrangiana F é chiaramente non convessa rispetto a p. 1l problema
min / {[1 — [ (2)] ] + [u(x)]Q} dx
u€A0,0) Jo

A, = {uw € WH((0,1)); u(0) = u(1) = 0} = W5 ((0,1))

con

non ha soluzione.

Dim. Proviamo innanzitutto che g = 0. Per ogni h € N e
0 <k < h-—1, definiamo

_ ﬁ % 2k +1
T R YA
up(z) =
B +k+1 c 2k+1 2k+2
T on ' 2n |
Risulta u, € W1°(0,1) e
1
0 <up(z) < 5 per ogni z € (0,1),

lu,(x)| =1 q.o. in (0,1),
uh(O) = uh(l) =0.

Pertanto,

0<u< / {[1- wh@r] + e} a<

e quindi, per h — 400, risulta u = 0.

Tuttavia, non esiste alcuna funzione @ € W14((0, 1)) per cui u(0) = u(1) =

0 e tale che )
/0 { 1-w@p] + [u(@]z} dr =0,

Se una tale u esistesse, avremmo u'(z) = +1 e u = 0 per q.o. = € (0,1);
poiché gli elementi di W, *((0,1)) sono continui avremmo @ = 0 e quindi
u =0 in [0, 1],che ¢ incompatibile con @' (x) = +1.

Pertanto il problema di Bolza non ha soluzione in W, *((0,1)). O
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3.3. Estensione dei teoremi di Tonelli a integrali multipli (n > 2)
del Calcolo delle Variazioni in spazi di Sobolev.

La ragione profonda per la limitazione del metodo di Tonelli fu evidenziata
nel 1938, con i lavori di Sobolev e Morrey, lavori relativi agli spazi di Sobolev
e alle loro proprieta di immersione. In alcuni casi, e.g. quelli in cui il
metodo di Tonelli funziona, la regolarita delle soluzioni deboli & automatica
(cfr. teorema 1.3.5(iii)); in generale rimane pero il difficile problema della
regolarizzazione (cfr. cap. 7).

Passiamo ora a trattare il caso multidimensionale.

TEOREMA 3.3.1 (SEMICONTINUITA INFERIORE, MORREY [58]).
Sia Q C R™ (n > 1) aperto limitato e sia F : Q x RN xR™*N R (N >1)
una Lagrangiana tale che

(i) F(z,u,p) e Fp(z,u,p) sono continue in (z,u,p);
(ii) F(z,u,p) >0 per ogni (x,u,p);
(iii) p+ F(z,u,p) € convessa per ogni (z,u).

Allora il funzionale
Flu] = / F(z,u(x), Vu(x)) dz
Q

¢ seq. deb. s.c.i. in Wllo’cm(Q,RN) per ogni m > 1 (cioe, se {up} converge

debolmente in W™ (Q,RN) a u, allora

loc
T‘ u < .; u .

Dim. E’ sufficiente considerare il caso m = 1.

Sia ' CC Q con 9§ lipschitziana.

Sia {uy} una successione convergente debolmente in W11(€', RY) e quin-
di anche limitata in W11(€,RY). Per il corollario 1.3.20 al teorema di
Rellich-Kondrachov, u;, — u in L'(Q,RY) e, per il teorema 1.2.7(v), a
meno di estratte, up — u q.o. in €.

Fissato ¢ > 0, esiste un compatto K. C ' tale che | \ K| < € e
up, = uw in K, (per il teorema di Severini-Egorov 1.1.14); u e Vu sono
continue in K, (per il teorema di Lusin 1.1.15) (cfr. nota 2 in 3.2); inoltre,
per il teorema di assoluta continuitd dell’integrale di Lebesgue (supposto

/ F(z,u,Vu)dr < o0), abbiamo

/ F(z,u,Vu)dzr > [ F(z,u,Vu)dx + O(e).
K. o
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Per 'ipotesi (iii) di convessita di F in p, abbiamo

F(x,up, Vuy) dz
K.

Y

/ F(z,up, Vu) dz +/ Fyi (z,up, Vu) (Douj, — Dou') dz
K.

€

/ F(z,up, Vu) dzx +/ Fyi (z,u, Vu) (Dol — Dou') dx
K. Koo — ———
limitata —0

+ / [Fpg (z,up, Vu) — Fy (x,u,Vu)] (Dout, — Dou') de.
e \_v_"

—0 equilimitata

Il primo integrale a secondo membro per h — 400 tende a / F(z,u,Vu)dz
K.

in virtu della continuita di F e del fatto che u;, = v in K..
Dall’ipotesi (i), poiché u e Vu sono continue su K, risulta Fyi (z,u, Vu)
limitata su K., pertanto il secondo integrale

/K Fyi (z,u,Vu) (Doul, — Dou') dz — 0 per h — +oo.

Poiché { Douj, — Dqu'} & equilimitata in norma L*(€Y') e, per la continuita
di F,,

Fyi (x,up, Vu) — Fpi (z,u, Vu) converge uniformemente a zero su K. per
h — +o00, abbiamo che anche il terzo integrale

/ [FPZ (z,un, Vu) — Fyi (v, u, Vu)| (Dyuj,—Dau') dz — 0 per h — +o0.

In definitiva:

liminf/ F(m,uh,Vuh)de/
K.

h—+4o00 K.

Poiché F' > 0, essendo € > 0 arbitrario, risulta:

’

F(x,u, Vu) dasZ/ F(x,u, Vu) dz+0(e).

liminf/ F(z,up, Vup) de > / F(z,u, Vu) dz.
h—+4o00 Q ’

Passando all’estremo superiore al variare di €’ CC € segue la tesi. O

TEOREMA 3.3.2 (ESISTENZA PER IL PROBLEMA DI DIRICHLET, MORREY).

Sia Q@ C R™ (n > 1) aperto limitato e sia F : Q x RN x R"™*N — R
(N > 1) una Lagrangiana tale che

(i) F(z,u,p) e Fy(z,u,p) (cioe Fpi (z,u,p), i =1,...,N, a=1,...,n)
sono continue in (T,u,p);
(ii) F(x,u,p) > clp|™ (¢ >0, m > 1) per ogni (x,u,p) (cioé, F(x,u,p)
ha crescita in p superlineare) ;
(iii) p+— F(z,u,p) é convessa per ogni (x,u).
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Sia o € WEM(Q,RY) con Flp] < 4+o00. Allora esiste il minimo di

Flu] = / F(z,u(x), Vu(z)) dx
Q
nella classe
Ay ={ue Whm(@QRY), u—p e Wym(QRY)}.

OSSERVAZIONE 3.3.3. Osserviamo che, per quanto riguarda il teorema 3.3.2
di esistenza nel caso di integrali multipli (n > 1), vi sono alcune precisazioni
da fare riguardo la topologia in W1™(Q) rispetto alla quale si studia la
sequenziale compattezza della successione minimizzante.

Nel caso m > n si puo dimostrare ’esistenza del minimo del funzionale F
come nel caso della dimensione n = 1, in virtu dell’immersione di Morrey
(teorema 1.3.5(iii)) e utilizzando quindi il criterio di compattezza di Ascoli-
Arzela.

Nel caso 1 < m < n il teorema di Ascoli-Arzela non ¢ piu sufficiente; il
teorema basilare in questo ambito ¢ il teorema di compattezza di Rellich-
Kondrachov 1.3.16.

DiM. [teorema 3.3.2]
Per l'ipotesi (ii) il funzionale F ¢ limitato inferiormente. Sia {us} una
successione di .4, minimizzante, cioe

lim Flup) = inf Flu] < 4o0.
h—+o0 u€A,
Allora, per I'ipotesi (ii):
IVunl[pm g mnxvy < Flun] < costante (indipendente da h).

D’altra parte, poiché up — ¢ € Wol’m (Q,RN), per la disuguaglianza di
Poincaré 1.3.7, abbiamo

lunllpm@ryy < llun = @llpm@ryy + 1€l L rmy

IN

¢ (IV (an = )|y + €l ey )

costante indipendente da h.

IN

In conclusione
[[un|lw1.morv) < costante indipendente da h.

Poiché per m > 1 W™ (Q,RY) ¢ riflessivo, esiste una successione estratta
{un,} convergente debolmente a ug in W™ (Q,RY). Inoltre, poiché A,
& convesso e Wol’m(Q,RN) ¢ un sottospazio chiuso di W™ (€, RN), per il
teorema di Mazur 1.6.6 ug € A,. Per il teorema 3.3.1 di semicontinuita
inferiore abbiamo
Flug] < liminf Flup,] = lim Flup] = inf Flu],
h— 400

Jj—+o0o u€A,



Introduzione al CALCOLO DELLE VARIAZIONI 75

sicché up € minimo per F. O

OSSERVAZIONE 3.3.4. CASO MODELLO: Come immediata applicazione del
teorema precedente abbiamo la dimostrazione del Principio di Dirichlet

(N =1) in WbH2(Q): il problema
1
min D[] (: min / |Vu(x)|2d:c>
)

u€A, u€A, 2

dove Q C R™ ¢ aperto limitato, o € W12(Q) & una funzione assegna-
ta (evidentemente D[p] < 400), ha un’unica (teorema 4.5.4 successivo)
soluzione di classe W12(Q) in A,.

Proveremo la regolarita interna della soluzione (debole) del Principio di
Dirichlet in 7.4 (teoremi 7.4.1 e 7.4.5).






CAPITOLO 4

Semicontinuita forte-debole su spazi prodotto

In questo capitolo dimostriamo risultati di semicontinuita per funzionali del
tipo F [u,v] := / F(x,u(z),v(z))dz con F: Q CR" xRN xR” — R, (cfr.

teoremi 4.3.4 e 4S.24.1) particolarmente utili per dimostrare teoremi di esi-
stenza in teoria del controllo ottimale: in tale contesto F [u, v] rappresenta
il costo totale da minimizzare e si interpreta w come stato del sistema e v
come la funzione di controllo, usualmente legate da una equazione differen-
ziale.

Nei problemi classici del Calcolo delle Variazioni ¢ v = Vu : 0 — R con
v=nxN.

4.1. Risultati di De Giorgi e di Ioffe.

L’ipotesi (i) del teorema 3.3.1 di Morrey puo essere indebolita. A tal fine
premettiamo la seguente definizione.

DEFINIZIONE 4.1.1. Diciamo che una funzione g : 2 C R™ x RF - R & di
Carathéodory se:

(i) g(x,y) & misurabile in  per ogni y € R¥;
g(z,y) & continua in y per q.o. = € .

Il lemma che segue garantisce che i funzionali (integrali) variazionali che
considereremo nel seguito sono ben definiti sugli spazi di Sobolev.

LEMMA 4.1.2.
Sia g : Q C R™ x R¥ — R wuna funzione di Carathéodory. Allora, per ogni
funzione misurabile w: Q@ — R, la funzione composta

z+— g(x,w(x))
¢ misurabile in Q.

7
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Dimm. Poiché w & misurabile esiste una successione di funzioni semplici s;

lj
sj(z) = Z Aixa, (z)

dove \; (i =1,...,1;) sono numeri reali e x 4, sono le funzioni caratteristiche
I

di Ay, Ag,---, A, insiemi misurabili e disgiunti con | ] A; = Q, tale che
i=1

lim sj(z) = w(x) g.o. in Q.
J—+oo

Osservato che per ogni a € R 'insieme

L
{x eQ: g(z,sj(x)) >a} = U {x e A;: glx,\;) >a}

i=1

¢ misurabile (essendo g misurabile in z), deduciamo che g(z, s;(z)) & misu-
rabile.

Poiché g e continua rispetto alla seconda variabile risulta
im g(z, 5;(x)) = g(z, w(z))
Jj—-+oo

per q.o. = € Q. Ne segue che g(z,w(x)) ¢ misurabile (cfr. osservazione
1.1.6(ii)). O

4.2. Funzionali convessi e sequenziale debole semicontinuita
inferiore.

Allo scopo di pervenire alla s.c.i. forte-debole in spazi prodotto (teorema
4.3.4) proviamo preliminarmente due proposizioni e facciamo delle conside-
razioni conseguenti (osservazione (4.2.3)).

PROPOSIZIONE 4.2.1. Sia F : Q x R¥ — [0, 4+00] una Lagrangiana tale che
(i) F(z,y) é di Carathéodory.

Sia {yn} una successione tale che yp, — y in L*(Q,R¥).
Allora

F(z,y(z))dx <liminf | F(z,yn(z))dz.
Q h—=+oo Jo

(cioe, / F(z,y(z))dz ¢ seq. fortemente s.c.i. in L' (Q,R¥)).
Q
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Dim. L’integrale / F(z,y(z))dx & ben definito per il lemma 4.1.2. Sia
Q

{yn,} una successione estratta da {y;} tale che
lim F(z,yn,(x)) dx = lim inf/ F(z,yn(z)) dx. (4.36)
j—+© Jo : h—+o00 J
Poiché, ovviamente, y, — y in LY (9, RF) risulta, a meno di estratte,
yn, (x) — y(x) per q.o. x € Q.
Per la continuita di F(z,-) si ha:

'liIil F(z,yn,;(z)) = F(x,y(x)) per q.o. x €. (4.37)
j—+oo

Allora, per il lemma di Fatou (teorema 1.1.10), risulta:
/hmlan(x Yn, (x)) dr < ljminf/ F(z,yn,;(x)) dx
Q J—+o j—+ Jo
e quindi, da (4.37) e (4.36) segue
/ F(z,y(z))de < liminf/ F(z,yn(z)) da.
O h—4o0 O
(]

PROPOSIZIONE 4.2.2. Sia F : Q x RF — [0, +00] una Lagrangiana tale che

(i) F(z,y) é di Carathéodory;
(ii) y — F(x,y) é convessa per q.o. x € Q.

Sia {yn} una successione tale che y, — y in L'(Q,R¥).
Allora

h—+oco

/F(x,y( ) dac<hm1nf/Fx yn(x
Q

(cioé, / F(z,y(z))dx ¢ seq. deb. s.c.i. in L*(Q,R¥)).
Q

Dim. Basta applicare il corollario 1.6.7 tenendo conto della proposizione
4.2.1. O

OSSERVAZIONE 4.2.3. Nella precedente proposizione 4.2.2 si vede il ruolo
svolto dalla convessita nel passaggio dalla topologia forte, proposizione 4.2.1,
alla topologia debole.

Peraltro la convessita di F(z,-) si traduce, nel caso del funzionale

F [u,v] :/QF(x,u(x),U(x))dx,

nella convessita di F(z,u,v) nella coppia (u,v), che & ancora un’ipotesi
troppo forte nelle applicazioni, per cui il risultato precedente ¢ significativo
nel caso in cui F' = F(z,v), cioe¢ la Lagrangiana ¢ indipendente da wu.
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D’altra parte, per il corollario 1.3.20 del teorema di compattezza di Rellich-
Kondrachov 1.3.16, la convergenza debole delle derivate implica la conver-
genza forte delle funzioni. Nel caso v = Vu, questo suggerisce che mentre
da un lato, dovendo limitarci alla convergenza debole delle derivate, la con-
vessita della Lagrangiana F(x,u,v) rispetto alla variabile v sia in qualche
modo essenziale per la semicontinuita, dall’altro si possa usare la conver-
genza forte per le funzioni, e dunque limitarsi a supporre la sola continuita
rispetto alla variabile wu.

4.3. Teorema di semicontinuita di De Giorgi.

Iniziamo con un primo risultato in cui la Lagrangiana F' & assunta molto
regolare.

PROPOSIZIONE 4.3.1. Siano  C R™ (n > 1) aperto limitato, M C RY
chiuso (N > 1) esia F:Qx M xR” - R (v > 1) una Lagrangiana tale
che

i z,u,v) e Fy(x,u,v) (cioe Fyi(x,u,v), i =1,...,v) sono continue
i F b b F b 10¢ F’U b ) ) ] 17 t
m Q x M x RY;
(ii) F(z,u,v) > 0;
(iii) v — F(z,u,v) é convessa in RY per q.o. x € Q e per ogni u € M.

Allora il funzionale F [u,v] é per ogni Q' CC Q seq. s.c.i. nello spazio
prodotto L}Orte(ﬂ’, M) x LY po1.(V, RY).

DiM. Sia {uy,} una successione di L'(2, M) 1, uj, — win LY(Q, M), e {v,}
una successione di L'(2,RY), vy, — v in L'(,R¥). Sia ' C C Q. Peri
teoremi di Severini-Egorov 1.1.14, di Lusin 1.1.15 e dell’assoluta continuita
dell’integrale di Lebesgue, fissato € > 0 esiste un compatto K. C Q' con
|\ K| < ¢ tale che up, = u in K, u e v sono continue in K, e

F(x,u,v)de/ F(z,u,v)dz + O(e).

/

K.

Ly € LY(Q, M) significa che u € L*(Q,RY) e u(z) € M per q.o. x € Q.
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Per 'ipotesi (iii) di convessita di F' in v, abbiamo

/F(%uh,vh)dx > /F(m,uh,v)dx—i—/ Fyi(z,up,v) (v —v') d
K. K.

K.
= / F(z,up,v)dx + / Fyi(z,u,v) (v, —v')dz
. KE E/_/
limitata
+ / [Fyi (@, up,v) — Fyi(x,u,0)] (v, — v d.
K.
—0

Se si passa al limite per h — +o0, il primo integrale a secondo membro
tende a / F(z,u,v)dz in virth della continuita di F(z, -, v) e del fatto che
K.

up = uin K.
Dall’ipotesi (i), poiché u e v sono continue su K., risulta F,i(z, u, v) limitata
su K., pertanto il secondo integrale

/ Fyi(x,u,v) (v, —v")dz — 0 per h — +oo.

€
Poiché le funzioni (v, — v%) sono equilimitate in norma L' (') e
F,i(x,up,v) — F,i(x,u,v) converge uniformemente a zero su K, per
h — 400, abbiamo che anche il terzo integrale

/K [Fyi (@, up,v) — Fyi(z,u,0)] (v, —v")de — 0 per h — +o0.
In deﬁriitiva abbiamo
lhlgir;of . F(z,up,vp)dz > / E F(z,u,v)dz > o F(z,u,v)dz + O(e).
Poiché F > 0 ed essendo € > 0 arbitrario, abbiamo
liminf/ F(x,up,vp)de > F(x,u,v)dx;
h—+oo Jo 0%

prendendo I’estremo superiore al variare di ' CC €, otteniamo la tesi. O

Per indebolire U'ipotesi (i) di continuita per F' e F, richiesta nella propo-
sizione 4.3.1, premettiamo i seguenti lemmi.

LEMMA 4.3.2. Sia ¥ C R™ aperto, con |X| < +o00, e sia {vp} una succes-
sione convergente debolmente in L™ (X) (m > 1) a una funzione v. Posto,
per L > 0,

vL':{ v selv] <L
) 0 altrimenti,

st ha che per ogni intero L esistono una sottosuccessione {vhj} e una fun-
zione 2 tale che v,fj — 2l in L2(X). Inoltre, per L — +00, la successione
{zF} tende a v in L'(%).
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DiM. La successione {vf} ¢ limitata, quindi lo &, in particolare, in L*(X),
perché |[vf| < L e |S] < 4o0; allora da essa possiamo estrarre una sotto-
successione (che indichiamo per brevita con {vf }) debolmente convergente
ad una funzione ¥ € L*(¥). Questo ¢ possibile perché L?*(¥) ¢ uno spazio
di Hilbert, quindi riflessivo.

Sia ora ¢ € L>(X) e poniamo X, 1, := {x € X : |vp(z)] > L}. Abbiamo:

/ (vh - U}LL) pdr = / vpp dx < sup |p| |op| da. (4.38)
3 Yh,L ) h,L

Per la disuguaglianza di Chebyshev 1.2.2 abbiamo:

m

thHLm(z)

|Zhn] < < eL™™, essendo ||vh||?m(2) < ¢ (indipendente da

h) poiché vy, converge debolmente in L™(X). Applicando la disuguaglianza
di Holder otteniamo

_ 1
/ fon] 4 < (S onll g s
XL

In conclusione possiamo asserire che, fissato € > 0, l'integrale / |vg| dx
Zh,L
puo essere reso minore di € prendendo L sufficientemente grande ma in-

dipendente da h. A questo punto in (4.38) passiamo al limite per h — 400
e, tenendo conto che v, — v e che vﬁ — 2l otteniamo

/Z (v—2") pda < esup|y|

per ogni ¢ € L°°(X) e per L > L(¢).
Scelta ora ¢ = H (’U — 2L ) dove H e la funzione di Heaviside, risulta:

/|vsz‘dx§s VL > L(e).
)

Pertanto 2% — v in L' (%). O

LEMMA 4.3.3. Siano K C R™ compatto, M C RN chiuso e sia F : K x M x R¥ — R
una Lagrangiana tale che

(i) F(x,u,v) é continua in K x M x R";
(ii) F(z,u,v)>0;
(i) v — F(z,u,v) é convessa in RY per ogni (z,u) € K x M.

Seup, 2 uin K evy, = v in L™(K,R"), con m > 1, risulta

h—+o00

/ F(x,u,v) dscgliminf/ F(z,up,vp) dx.
K K
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DiM. Possiamo supporre, passando eventualmente ad una sottosuccessione,
che la successione degli integrali / F(x,up,vy) dx abbia limite.
K —
Sia sup |[un|| oo (g ary < R € sia Mg = M N Bg. Dalla proposizione 4.2.2 e
5 ;

dal lemma 4.3.2 deduciamo

/ F(z,u,v)dr <lim inf/ F(z,u,2") dz (4.39)
K L=too Ji¢
e
/ F(x,u, 2%)de <liminf | F(z,u,vF)dw. (4.40)
K h—oo g

D’altra parte, poiché F' > 0, abbiamo

/F(x,u,v,{:)dw = /F(x,uh,vﬁ)dfb+/ [F(:L’,u,vﬁ)—F(sc,uh,v}Ll)] dx
K K K

= / F(x,uh,vh)dach/ F(z,up,0)dx
K\Kh'L Kh,L

—|—/ [F(x,u,v,f) —F(m,uh,v,f)] dz
K

IN

/ F(x,up,vp)dx + F(x,up,0)dx
K K},,yL

+/ [F(,u,v0) = Fx,up, v)] do (4.41)
K

dove Ky :={x € K : |v(z)] > L}.

Per h — 400 il terzo integrale nell’ultimo membro di (4.41) tende a zero
poiché F' & uniformemente continua sul compatto K x Mp X EZ eup 2 U
in K.

Per il secondo integrale sempre nell’ultimo membro di (4.41) abbiamo la
maggiorazione indipendente da h:

/F(x,uh,O)dw < sup F(z,u,0)-|Kp] (4.42)
KXMR
Kp, L
SUPHUh”Lm(K,Rv) "
<  sup F(z,u,0)- h )
KXMp L

per la disuguaglianza di Chebyshev 1.2.2. In definitiva, da (4.40), (4.41) e
(4.42), otteniamo

/F(x,u,zL)dx < liminf [ F(z,up,vp)dx
K h—+o00 K

m
S‘ip thHLm(K,RV)

+ sup F(z,u,0)-
KxMp L



84 M. Carriero, L. De Luca

da cui la tesi per L — 400, tenuto conto di (4.39). |

A questo punto passiamo a dimostrare il teorema principale di questo capi-
tolo.

TEOREMA 4.3.4 (SEMICONTINUITA INFERIORE, DE GIORGI, 1968 [23]).
Siano Q@ C R"(n > 1) aperto limitato, M C RYN chiuso (N > 1) e sia
F:QxMxRY—R (v>1) una Lagrangiana tale che

(i) F(x,u,v) ¢ di Carathéodory (cioé misurabile in x per ogni
(u,v) € M x R” e continua in (u,v) per g.o. x € Q);
(ii) F(x,u,v) > 0;
(iii) v F(z,u,v) é convessa in R” per q.o. x € Q e per ogni u € M.

Allora il funzionale
Flu) = [ Fa.ula),v(e) de
Q
¢ seq. s.c.i. mello spazio prodotto L*(Q, M) x L*(,RY) dove L*(Q, M) ¢
dotato della topologia forte e L*(Q,RY) ¢ dotato della topologia debole.

(i.e. se {up}, u € LY M) e wp — w in L}, (Q,M) e se {vp}, v €
LY(Q,RY) e vy, — v in L}, (Q,RY), allora

Flu,v] = /QF(:C,u(;C),U(m))d:c

IN

liminf/ F(z,up(z),vp(x)) de = liminf Fluy, vp]).
h—+oco Jq h—o0

DiM. Siano {uy, } una successione di L*(Q, M), up, — uwin LL (2, M), e {v,}

loc
una successione di L'(Q,R"), v, — v in L] (€2, R”). Possiamo supporre (a
meno di estratte) che esista

lim F(x,up,vp)de =2 A
h—+oo Q ( h h)

e che up — u q.o. in Q.

Sia Q' C C Q. Per lassoluta continuita dell’integrale di Lebesgue, fis-
sato € > 0 esiste 5. > 0 tale che se ¥ C Q' e |%| < §. allora risulta 2

/F(x,u,v)das<s.
b

1
2Se F(z,u,v)dx = +oo, / F(z,u,v)de > —.
Q Qs €
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Dai teoremi di Lusin 1.1.15 e di Severini-Egorov 1.1.14 e dal teorema di
Scorza Dragoni 1.1.16 abbiamo che esistono un compatto K. C €’ e un
numero reale R > 0, tali che |\ K.| < 4. e

a. Up,U € OO(KEaM)7 Sup|u| < R7 Supl“h' < R7

b. up, = u in K;
c. F(x,u,v) ha restrizione continua in K, x M x R”.

Dal lemma 4.3.3 otteniamo

F(z,u,v)dr < liminf F(z,up,vp)de < X
K. h—+oco K.

e quindi *
/ F(z,u,v)de < A+e

(infatti, poiché

'\ K| < 4., risulta fQ’\KE F(z,u,v)dr < € e quindi
/ F(x,u,v)dx:/ F(a?,u,v)dx—i—/ F(z,u,v)de <e+ X ).
’ O\K. K.

Cio implica, poiché € > 0 & arbitrario, che F(x,u,v)dx < X per ogni
Ql
Q' C C Q, e dunque la tesi. O

OSSERVAZIONE 4.3.5. Nel teorema 4.3.4 possiamo indebolire ulteriormente
l'ipotesi (i) richiedendo:

(i) ¢ — F(z,u,v) & misurabile per ogni (u,v) e
u+— F(z,u,v) & continua per q.o. x € e per ogni v € R,

in quanto con l'ipotesi (iii) di convessita in v, deduciamo che
(u,v) — F(zx,u,v) & continua per q.o. z € Q %

In particolare dal teorema 4.3.4 segue il seguente risultato di debole semi-

continuitd inferiore per il funzionale Flu] = [ F(x,u(z), Vu(z)) dz.
Q

1
3Se / F(z,u,v)dr = 400 risulta — < F(z,u,v)dz < X e dunque A = +oo0.
Q/ £ K¢
4LEMMA. Sia f(u,v) continua rispetto ad u € RN per ogni v € RY e convessa rispetto a
v € R¥ per ogni u € RN, Allora f & continua in v uniformemente rispetto ad u e quindi
& continua globalmente in (u,v) € RY x RY.



86 M. Carriero, L. De Luca

COROLLARIO 4.3.6 (SEMICONTINUITA INFERIORE).
Siano Q@ C R™ (n > 1) aperto limitato e M C RN (N > 1) chiuso e sia
F:Qx M xRN = R una Lagrangiana tale che

(i) F(z,u,p) é di Carathéodory;

(il) F(z,u,p) = 0;

iii) p— F(z,u,p) é convessa in RN per q.o. x € Q e per ogni u € M.
g

Allora il funzionale

/qu ), Vu(x)) dx

¢ seq. deb. s.c.i. in W) 1(Q M).

loc

DiM. Sia ' CC Q con 9 lipschitziana e sia uj, — u in WH1(Q', M).
Allora, per il corollario 1.3.20 del teorema di Rellich-Kondrachov, u;, — u
in LY(QY, M). Scegliendo v, = Vuy, nel teorema 4.3.4, otteniamo la tesi. [

OSSERVAZIONE 4.3.7. Se l'aperto 2 non e limitato, il teorema 4.3.4 e il
corollario 4.3.6 continuano a sussistere, osservato che

liminf | F(z,up,vp)dz > liminf F(z,up,vp) dz
h——4o00 O h—+oo QNBg

> / F(z,u,v)dz
QNBgr

e passando poi al limite per R — +4o0.

OsSERVAZIONE 4.3.8. Usando la disuguaglianza di Holder e 'osservazione
4.3.7 segue che nel teorema 4.3.4 alla topologia
Li (9, M)torte X Lo (2, RY)debole si pud sostituire quella di

L (Q, M)gorte X LI.(2, R ) gebole con ¢ > 1 ed m > 1 e supporre, al posto
della condizione (ii) F(z,u,v) > 0, la condizione pilt generale

Fz,u,0) 2 —c (" + ul') = h()

con h€ LY(Q),c>0ed 1 <r<m.

4.4. Teorema di semicontinuita di Ioffe.

Generalizzazione del precedente teorema 4.3.4 € il seguente risultato che per
brevita riportiamo senza dimostrazione (cfr. [45]).

TEOREMA 4.4.1 (SEMICONTINUITA INFERIORE, IOFFE, 1977 [5] [6]).

Sia Q CR™ (n > 1) aperto e sia
F: QxRN xR” — R (N,v > 1) una Lagrangiana tale che
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(i) F(z,u,v) ¢ M(R") @ B(RY) @ B(R")-misurabile ° e
per L™ q.o. x € Q  (u,v) — F(x,u,v) & s.c.i. in RN x RY (cioé¢ F ¢
una funzione normale);
(ii) F(x,u,v) > 0;
(iii) v — F(z,u,v) & convessa in RY per L™ q.o. x € Q e per ogniu € RV.

Allora il funzionale

Flu,v] = /Q F(z,u(z),v(z)) ds

¢ seq. s.c.i. mello spazio prodotto L*(Q,RYN) x LY(Q,RY) dove L'(Q, RN) ¢
dotato della topologia forte e L*(Q,RY) ¢ dotato della topologia debole
(i.e. se{un}, ue LY(Q,RY), up, — u in L}, (Q,RY)
e se {on}, v € LY (Q,RY), v, — v in L}, (Q,RY), allora
/ F(z,u(x),v(z))dr < liminf/ F(z,up(z),vn(x))dz ).
Q Q

h—+oco

In [45] & anche provato che la semicontinuita di (u,v) — F(x,u,v) e la
convessita di v — F(x,u,v) sono necessarie per la s.c.i..

ESeEMPIO 4.4.2 (IOFFE, 1977). Il teorema di semicontinuita inferiore 4.3.4
esteso come espresso nell’osservazione 4.5.8, non sussiste per r = m, nem-
meno in dimensione uno.

Per dimostrare cio, consideriamo il funzionale

1 m
]-"[u,v]:/ <‘u’ '1/+uv> dr,
o \Uz m oz

e le successioni

, 1
ch™ se0<ux< 7
up(x) = X
0 se 7 <z <1,
1/m 1
—h se 0 <z < 7
on(x) = .
0 se 7 <zx<l.,
1 1
(1.1
m  m
Risulta F(x,u,v) > _bIZ (in quanto per la disuguaglianza di Young
m

5 M (R™) indica la o-algebra dei sottoinsiemi di R” misurabili secondo Lebesgue;
B(R*) indica la o-algebra dei sottoinsiemi di Borel di R¥.
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’
m

m 1
[v] E‘ < % + ‘%) E)’ e inoltre up, = 0, e v, — 0in L™ ((0,1)).

1
D’altra parte F[0,0] = 0, mentre Flup, v, = ——.
m

4.5. Teorema di esistenza e unicita dei minimi per problemi
variazionali.

Vediamo come il corollario 4.3.6 di semicontinuita inferiore per il funzionale
Flu] = / F(z,u,Vu)dz con Lagrangiana F : Q x M x RN — R puo
Q

essere utilizzato per dimostrare l'esistenza di minimi per F [].

Per il teorema di Weierstrass-Fréchet 3.1.1 sara sufficiente provare che e-
siste una successione minimizzante che converge nella topologia debole di
Wli’cl(ﬂ, M). Lo spazio WI})S(Q) non ¢ riflessivo e quindi in generale poco
adatto allo scopo; tuttavia, poiché una successione che converge debolmente
in VVI})Cm (2, M) (m > 1) ¢ anche debolmente convergente in WI})’Cl (Q,M),
sara sufficiente trovare una successione minimizzante che converge debol-
mente in W™ (€2) per qualche m > 1. Poiché quest’ultimo & uno spazio
riflessivo, bastera trovare una successione minimizzante limitata in WI})’Cm(Q)
per qualche m > 1.

Sussiste il seguente risultato (pitt generale del teorema 3.3.2).

TEOREMA 4.5.1 (ESISTENZA PER IL PROBLEMA DI DIRICHLET).
Siano Q C R™ (n > 1) aperto limitato, M C RN (N > 1) chiuso e sia
F:Qx M xRN R una Lagrangiana tale che il funzionale

Flul = / F(z,u,Vu)dx sia seq. deb. s.c.i. in WE™(Q, M), m>1 6.
)

loc

Sia inoltre F(z,u,p) > c|p|™ (¢ = costante > 0,m > 1) per ogni (z,u,p)
(cioé F(xz,u,p) ha crescita superlineare per |p| — +00).
Allora esiste il minimo di

Flu| = / F(z,u(x),Vu(z)) dz
Q
nella classe
A, = {u eWLm(Q, M), u—gpe Wol’m(Q,M)}

assegnata p € WH™(Q, M) con F [p] < +oc.

DiM. La dimostrazione ¢ analoga a quella del teorema 3.3.2. ]

6Per questo ¢ sufficiente che la Lagrangiana soddisfi le condizioni (i), (i) e (iii) del
corollario 4.3.6
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In generale si puo richiedere di trovare il minimo del funzionale F [-] tra
tutte le funzioni che verificano opportune condizioni (non necessariamente
di tipo Dirichlet), o, se si vuole, che appartengono ad un sottoinsieme A
(in generale non sequenzialmente compatto) dello spazio W1™(Q, M). A
dovra essere chiuso nella topologia debole di W™ (Q, M) se si vuole che il
limite di una successione di funzioni di A appartenga ad A, o in altre parole
che il limite verifichi le condizioni richieste.

Il metodo diretto nel Calcolo delle Variazioni ¢ basato sul seguente teorema.

TEOREMA 4.5.2 (ESISTENZA).
Siano Q CR™ (n > 1) aperto, M C RN (N > 1) chiuso e sia

Flu] = /QF(x,u, Vu)dx un funzionale seq. deb. s.c.i. in Wlt;cm(Q,M),

m > 1. Sia A un sottoinsieme debolmente chiuso di W™ (Q, M), e sup-
poniamo che
lim Flu] = +o0

H“HWLm(Q,M)_""OQ
ueA

(cioé F[-] sia coercivo in A).
Allora F ] ammette minimo in A.

OSSERVAZIONE 4.5.3. In sintesi, da quanto visto emerge che la convessita
usata per dimostrare la debole semicontinuita inferiore, mentre la coercivita
garantisce la compattezza.

Possiamo schematizzare con le implicazioni

(convessita + forte s.c.i.)

4

DEB. S.C.I. + COERCIVITA = ESISTENZA DEI MINIMI.

4

(compattezza)

In generale possono esistere pitt minimi, pertanto per assicurare 1'unicita
richiediamo ulteriori ipotesi.
Sussiste il seguente risultato:

TEOREMA 4.5.4 (UNICITA DEI MINIMI).

Sia F : QxR™Y — R una Lagrangiana tale che F = F(z,p) € C? (2 x R™*N)
(F non dipendente da u); supponiamo inoltre che p — F(x,p) sia uniforme-
mente convessa per ogni v € 2. Allora se esiste un minimo u € A, di

Flu]l = / F(z,Vu(z))dz esso é unico.
Q
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u—+u

DiM. Siano u,u entrambi minimi di F [-] in A,. Allora v :=

€ A,.

Per l'ipotesi di uniforme convessita esiste 6 > 0 tale che

Fpapﬁ($7p)§aé-ﬁ 29|€|2 (p7§€Rn7x€Q)7

pertanto

9
F(z,p) > F(z,q) + Fp(z.0) (b~ ) + 5P~ (g €R"z€Q).

Posto ¢ = w, p = Vu, e integrando su {2 abbiamo
U —Vau 0 _
F [u] zf[v]+/ py (2, VetV (VuzVuy g 0 / Vu — Va)? da.
Q 2 2 8 Jo
Analogamente, posto ¢ = w7 p = Vu, otteniamo

W\ (Vii— 0
]—"[&}Z}"[UH/ F, (2, Yu Vi) (Vi Vu da:—i—f/\Vu—Vﬂ\z da.
o 2 2 8

Sommando e dividendo per 2, deduciamo che

I [u] + 7 [u]
2

Poiché F [u] = F [u] = mgl F [w] < F[v], deduciamo che Vu = V1 q.o. in
wEA,

0 -
> Fv] + —/ |Vu — Vi) de.
8 Ja
Q. Per la disuguaglianza di Poincaré 1.3.7, segue che v =u q.0. in Q. O

4.6. Un risultato di esistenza nella teoria del controllo ottimo.

I Problemi di controllo ottimo (cfr. ad esempio [50]) sono problemi di mini-
mo che descrivono il comportamento di sistemi che possono essere modificati
dall’azione di un operatore; pertanto € presente una coppia di variabili (u, v):
una, la vartabile di stato u descrive lo stato del sistema e non puo essere
modificata dall’azione diretta dell’operatore, invece l'altra, la variabile di
controllo v, € sotto il controllo diretto dell’operatore che, per raggiungere
un fissato obiettivo, puo scegliere la strategia tra quelle ammissibili, operan-
do sulla variabile di controllo attraverso una equazione di stato.

Lo scopo & perseguito attraverso un problema di minimo di un funzionale
costo che dipende da (u,v).

Diamo qui un esempio di applicazione del teorema di s.c.i. 4.3.4 in teoria
dei controlli.

ESEMPIO 4.6.1. Sia (il funzionale di costo totale)

Fluno] o= /Q fo(@)[? dz + / o (ulz) — U(x)) dz,
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dove Q ¢ un aperto limitato di R™ con frontiera lipschitziana, U rappresenta
uno “stato obiettivo” e g > 0 ¢ continua.
Supponiamo che per mezzo della funzione di controllo v, il consequente stato
u sia governato dall’equazione di stato
Au=wv in
{ u=0 sudQ.

L’integrale / lv(z)]* dz puo interpretarsi come il costo del controllo v,
Q

mentre integrale | g (u(z)—U(x)) dx rappresenta il prezzo da pagare se

non si raggiunge lo stato obiettivo U.
Consideriamo allora il problema

min {Flu,v]; Au=v in Q, u=0sudN}.

(u,0)EW2:2(Q)x L2(Q)

Per il teorema 4.3.4 il funzionale F ¢ s.c.i. per la convergenza debole in v
e forte in u in L* ().
Sia {vp} una successione minimizzante di controlli e sia {up} la corrispon-
dente successione degli stati.
Dalla teoria delle equazioni ellittiche (cfr. [37)] cap. 10) {up} C W2 (Q)
e

lunllyzz) < cllvnllp2q)  per ognih € N.

Dalla limitatezza di {vy,} in L*? (Q) segue la limitatezza in W2 (Q) di {up},
pertanto (passando eventualmente ad una sottosuccessione) possiamo sup-
porre che up, — u® e vy, — v° in L? (Q). Per il teorema 4.3.4 (u°,2°) ¢ la
coppia minimizzante e v° & il controllo ottimale.






CAPITOLO 5

Caso vettoriale.
Funzioni quasi-convesse, policonvesse,
convesse di rango uno e loro relazioni

Il teorema 4.3.4 e il corollario 4.3.6 sono relativi anche al caso vettoriale
(cioe le funzioni ammissibili sono definite in un aperto £ di R™ a valori in
RN ,conn > 1, N >1). Possiamo schematizzare la relazione tra convessita
e sequenziale semicontinuita inferiore nel seguente modo:

sia F': Q@ x RN x R” — R una Lagrangiana,
F(z,u,v) convessa in v

teor. 4.3.4
-

Flu,v] = /S)F(x,u(x),v(x)) dz seq. s.c.i. in

7 .
LIIOC(Q, RN)fom X LfOC(Q,R”)dCbolc = F(x,u,v) convessa in v;

sia F: Q x RN x R™*N _ R una Lagrangiana,
F(z,u,p) convessa in p := Vu

cor. 4.3.6
="

Flu] = /QF(x,u(x),Vu(x)) dz seq. deb. s.c.i. in WL™(Q,RY),

”
m > 1= F(x,u,p) convessa in p.

La convessita di F'(x,u,v) rispetto a v & anche necessaria per la semicon-
tinuita inferiore di Flu,v] (vedi successivo teorema 5.1.1), mentre & nec-
essaria per la semicontinuita inferiore di Flu] solose n =1 con N > 1 o
N =1 conn > 1. Nel caso generale n > 1 e N > 1 & verificata per Flu]
la condizione naturale (strettamente pitt debole rispetto alla convessita) di
“quasi-convessita” (nel senso di Morrey, 1952).

Quindi nel caso n = 1 o N = 1 il corollario 4.3.6 ¢ ottimale, nel senso
che l'ipotesi di convessita della Lagrangiana F(x,u,p) rispetto a p & anche
necessaria per la semicontinuita inferiore del funzionale

Flu] = / F(z,u(x), Vu(x)) dz rispetto alla convergenza debole in
Q

93
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W™ (Q,RY), m > 1; nel cason > 1 con N > 1 esistono funzionali integrali,
di notevole interesse nella teoria della elasticita non-lineare (cfr. cap. 6),
che sono s.c.i. senza che la Lagrangiana sia convessa rispetto alla matrice

p= (pfl)izl,m,N~

a=1,---,n

5.1. Condizioni necessarie per la semicontinuita inferiore dei
funzionali

F [u,v] ::/QF(J:,U(:E),U(:E))dx e

Flu] := /QF(sc,u(m),Vu(x)) dz.

Cominciamo col dimostrare che la convessita di F(x,u,v) rispetto a v &
necessaria per la semicontinuita inferiore di Flu, v].

TEOREMA 5.1.1. Siano Q un aperto di R™ e F(x,u,v) una funzione di
Carathéodory in Q x RN x RY con F(-,u,v) localmente sommabile in ) per
ogni (u,v). Se per ogni u € RY il funzionale

Fulv] :/QF(x,u,v(a:))dz

¢ s.c.i. nella topologia debole* di LS. (2, RY) rispetto alla variabile v, allora

F(x,u,-) & convessa per q.o. x € 2 e per ogni u € RV,

DiM. Sia zg € Q esia Y C Q un cubo con centro in xg. Per ogni A € [0,1]
si puo trovare una successione xg,, di funzioni caratteristiche di insiemi
misurabili £, C Y, tale che

XEy, = >‘Xy~
Siano a,b € R, u € RN e poniamo
axg, +b(1—xg,) inY
Vp —
0 inQ\Y
aA+b(1—-X) inY

0 inQ\Y.
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Abbiamo

Fulon] — Fult] = /Y (F(z,u,axm, +b(1— xn,)) — F(z,u,a) +b(1 — \))] do

= /XE,LF(J;,u,a)da:—F/(I—XE,L) F(x,u,b)dx
Y Y

—/ F(z,u,aX +b(1 — X)) dz.
v

Nell’ultima uguaglianza abbiamo tenuto conto del fatto che le xg, sono
funzioni caratteristiche.

Quindi, tenuto conto dell’ipotesi di semicontinuita inferiore per F,[-] rispet-

to alla convergenza debole* di LY (2, RY), per h — +oc:

< limi B
0 < liminfF,[o] = Fulo]
= )\/ F(z,u,a)dx + (1 f)\)/ F(z,u,b)dzx
Y Y
f/ F(z,u,aX +b(1 — \)) dz.
Y
Allora, dividendo per |V, risulta

)\/ (1—)\)/
0<— | F(x,u,a)de + F(z,u,b)dx
v Jy e v Sy Fee?)

1
- —/ F(z,u,aX 4+ b(1 — \)) dz,
Y1 Jy
e facendo tendere a zero il lato di Y, otteniamo (poiché F(-,u,v) & local-
mente sommabile in )
0 < AF(zp,u,a) + (1 — A)F(xg,u,b) — F(xg,u,ar + b(1 — \))
per quasi ogni zg € Q (z¢ punto di Lebesgue di F(-,u,v)), ossia
F(zo,u,ar+b(1 — X)) < AF(x0,u,a) + (1 — N\)F(zo,u,b) (5.43)
per q.o. zo € © e per ogni u € RY, che esprime la convessita di F(z,u, ).

A priori 'insieme (sottoinsieme di €2) di misura nulla per il quale (5.43) non
sussiste puo dipendere da A € [0,1], u € RN, a e b € RV,

Possiamo pero trovare degli insiemi numerabili densi J C [0,1], E C RY,
A C RY e un insieme Q' C Q con || = 0 tali che la (5.43) valga per ogni
A€ J,u€ E, perognia,be Aeperognize\Q.

Possiamo inoltre supporre F(z, -, ) continua per ogni x € Q\ Q' (per ipotesi
F(x,u,v) ¢ una Lagrangiana di Carathéodory).
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Possiamo ora approssimare ogni A € [0,1], v € RV, a e b € R con succes-
sioni A, € J, up € E, a, e by, € A. Scrivendo la (5.43) per questi ultimi, e
passando al limite per h — +oo otteniamo la tesi. O

OSSERVAZIONE 5.1.2. Osserviamo che la convergenza nella topologia de-
bole* di L{< (2, R”) implica la convergenza nella topologia debole di

L (9Q,R”). Ne segue che il teorema 5.1.1, insieme al teorema 4.3.4, for-
niscono una condizione necessaria e sufficiente per la semicontinuita inferiore

di funzionali del tipo
Flu,v] = / F(z,u(z),v(z)) dx.
Q

OSSERVAZIONE 5.1.3. Nel teorema 5.1.1 le funzioni u(x)(= u) e v(x) sono
completamente indipendenti tra loro. Per i funzionali del tipo

Flu] = /S Pla.u(e), Vu(@)) do

risulta invece v(z) = Vu(z). Se lasciamo inalterata la convergenza nella
topologia debole* di L (Q,R"™N)  per le funzioni vy (x) = Vuy(z),
si avra |[|[Vup||pe@rrxvy < ¢, e di conseguenza non sara restrittivo sup-
porre che la successione {up} converga uniformemente, dato che qualsiasi
altra convergenza piu debole si ridurrebbe a questa per il teorema di Ascoli-
Arzela. In definitiva possiamo supporre che il funzionale Flu] sia s.c.i.
rispetto a successioni convergenti nella topologia debole* di

Who(Q,RN) = Lip(Q,RN) = CO1(Q,RN).

D’altra parte il legame vp(x) = Vup(z) restringe la scelta delle possibili
v, — v (contrariamente a quanto visto nel teorema 5.1.1), e quindi la con-
vessita in v, necessaria per F[u, v], potrebbe non esserlo piu per il funzionale

Flul.

Osserviamo che, se 2 & limitato,

up — u in WHR(Q,RY) = uj, — w in WH™(Q,RY) per ogni m > 1.

Una condizione necessaria per la semicontinuita inferiore di Flu] ¢ data dal
seguente teorema (in cui preliminarmente la Lagrangiana F' dipende solo da
Vu)

TEOREMA 5.1.4. Siano Q C R™ aperto limitato ¢ F : RN — R una
Lagrangiana continua, e supponiamo che il funzionale

Flul :/QF(Vu(a:))dx

sia seq. s.c.i. nella topologia debole® di W1 (Q,RN). Allora per ogni
funzione ¢ € CLQLRN) (anche o € Wy ™ (L, RN), per la continuitd di F)
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e per ogni pg € R™N si ha

Q1 F(po) < /Q F(py + V() dz. (5.44)

In particolare, se n =1 ed N > 1, oppure N =1 ed n > 1 la Lagrangiana
F(p) & convessa in p.

Dim. Sia Y un cubo n-dimensionale che contiene 2, e che a meno di cam-
biamento di variabili possiamo supporre essere il cubo unitario [0, 1]". Sia
¢ € C}(Q,RY); estendiamo la ¢ prima assegnandole il valore 0 in Y \ €,
e poi estendendola periodicamente in R™ con periodo uguale a uno in ogni
variabile

(w1, x0) = ({71}, {zn})

dove con {a} & indicata la parte frazionaria di a.

Per ogni h € N e per ogni x € R" poniamo

on(e) = lhe)

up(x) = pox + pp(x), con pg € RN,

1
Evidentemente u, — pox in W™ (Q,R"Y) (poiché da |¢s(z)| < 7 o1l £.oo (& &Y
Vo € R™ segue ¢ = 0, e ||V<Ph||Loo(Rn,RnXN) = HVSOHLOO(]Rn,Ran) per o-
gni h € N), e dunque per l'ipotesi di sequenziale semicontinuita inferiore
rispetto alla debole*-convergenza in W1 (€, RY), abbiamo:

Y1 FGn) = [ Fow)de < limint | Floo+ Von(@)de. (545

——+00

Osservato che Vop(r) = Vp(hz), dopo il cambio di variabili y = hz,
otteniamo:

/ F(po + V() dx h‘"/ F(po+ Ve(y)) dy
Y RY =[0,h]™

= /YF(po—l—Vgo(x))d;v (5.46)

(perché essendo ¢ periodica di periodo 1, l'integrale su hY & uguale ad h”
volte 'integrale su Y).

Da (5.46) e da (5.45) segue la tesi, tenuto conto che il supporto di ¢ &
contenuto in €.

Per completare la dimostrazione del teorema consideriamo il caso n =1 ed
N >1.
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Sia allora Q = (0,1) e pg = A\p1 + (1 — A\)pa con py,p2 € RV e X € (0,1).
Sia u € W ((0,1),RY) = Lip ((0,1),RY) tale che

i | p1 osex €0,
u(x){p2 se z € [A,1].

Ovviamente

u(1) u@+AuhMm

A 1

u(O)—I—/ pldx—i-/ po dx
0 A

= u(0)+p0.

Percio, se definiamo ¢p(z) := u(z) — u(0) — ppz, abbiamo ¢(0) = (1) =0e
quindi ¢ € W™ ((0,1),RYN).

Ne segue per la (5.44)

FOwi + (1- \ps) = F(po) < / F(u/(x)) da

A 1

/ F(pl)d33+/ F(py)dx
0 A

= AF(p1) + (1 =N F(p2)-

Un argomento simile vale se N =1ed n > 1. O

Pit1 in generale vale il seguente teorema:

TEOREMA 5.1.5 (MORREY, 1952).
Sia @ C R™ aperto limitato, e sia F : QxRN xR"*N — R una Lagrangiana
continua, e supponiamo che il funzionale

fM:/me@vwmm

Q

sia seq. s.c.i. nella topologia debole* di W (Q,RN). Allora per ogni
funzione ¢ € CYHQ,RN) (anche ¢ € Wy (L,RN)) e per ogni zo € Q,

up € RY e py € RN si ha

|QF (0, u0, Po) S/F($0,u07p0+vw($))d$-
Q

In particolare, se n =1 ed N > 1, oppure N =1 ed n > 1 la Lagrangiana
F(z,u,p) & convessa in p per ogni fissato o € ) e ug € RY.

Alla luce del teorema precedente diamo la seguente definizione.
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DEFINIZIONE 5.1.6. Una funzione F(x,u,p) continua e verificante la con-
dizione
91 (20 t0,p0) < | Flao,uo.po + Vip(a) de (5.47)
Q
per ogni (z0,u,po) € 2 x RY x R™*N ¢ per ogni ¢ € CZ(Q,RY) (anche

pe WO1 e (Q, RV ), per la continuita di F) si dice quasi-convessa (nel senso
di Morrey).

OSSERVAZIONE 5.1.7. Notiamo che x e u svolgono il ruolo di parametri
nella (5.47); pertanto talvolta ometteremo di indicare esplicitamente la
dipendenza da x e u e useremo per F' quasi-convessa la notazione F' = F(p).

CARATTERE VARIAZIONALE DELLA NOZIONE DI QUASI—CONVESSITA.
Sia u(x) = pox + ¢(z) con ¢ € C§ (2, RY), allora la (5.47) diviene

/QF(Vu(m)) dz > /QF(po) dx

per ogni pg € RN 4 € CH(Q,RY) con U|3Q = po.
Questo significa che
F quasi-convessa < min {/ F (Vu(z)) dz; ue C* (Q,RN) , U|aﬂ _poa:}
Q
& assunto in ug(z) = poz Vpo € R™*V.

O

OSSERVAZIONE 5.1.8. Tramite dilatazioni dell’insieme, si riconosce che la
definizione di quasi-convessita non dipende da f).

OSSERVAZIONE 5.1.9. La quasi-convessita ¢ strettamente pit debole della
convessita.

Sussiste infatti la seguente

PROPOSIZIONE 5.1.10. Sia F = F(z,u,p) : @ x RN x R"™*N R, Allora

F(z,u,p) convessa inp = F(x,u,p) quasi-convessa

F(x,u,p) convessa inp < n>1eN >1, F(x,u,p) quasi-convessa.

Dim. Usando la disuguaglianza di Jensen 1.5.4:
1
F(xo,u0,p0) = F (lQ/(xo,uo,po+Vga(x))dx>
Q

1
< f/F(CEo,umpo-FV(P(w))dﬂ?
12| Jo
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per ogni zg € Q, ug € RN, py € RN e o € C}(Q,RY), dove la prima
uguaglianza ¢ ottenuta integrando per parti e sfruttando il fatto che ¢ ¢
nulla sulla frontiera di Q. O

Proviamo ora che la quasi-convessita e strettamente pitt debole della con-
vessita.

ESEMPIO 5.1.11. Sian = N =2 e sia F(p) = det p = pip3 — pap? dove

1 1
_ pP1 P2
b (p? 3 )

Allora F(p) non é convessa, ma € quasi-convessa in p.

Infatti, siano

allora
AF(p) + (1 — N)F(q) =0 VYA €]0,1],
mentre
FOp+(1—XNg)=A1-X)>0.
Pertanto F(p) non & convessa.

Proviamo ora che F(p) é quasi-convessa.
Infatti, per ogni u = (u!,u?) € C%(Q,R?) (99 lipschitziana), essendo

1 1
u u
— Z1 Z2
Vu = ( B2 ) ,
1 xro

abbiamo l'identita

F(Vu) =det Vu = up ul, —ub u2 = (u'ul)e, — (v ul))a,

(cioé il determinante della matrice gradiente pud sciversi come una diver-
genza; in generale cfr. (6.59)).
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Allora, per il teorema della divergenza 1.1.17, otteniamo:

/ det Vu(z)dez =
Q

- /8 (€ 12,0, —u(€) 1 (€) - ((€).al€) (O
- /6 ) (62, (O () 2, (0a(6)) (6
- /6 ) (12,(612,6) - (~ra€).m(©) dH'(€)
= [ Ve r@ an©

onN

ou?

= [ o G@ae

Bly) T

dove 7(&) = (—1v2(§), 1 (§)) € il versore tangente alla frontiera di € (orientato
in maniera opportuna). Dunque il valore di / det Vu(x) dz dipende solo

dai valori di u su 9. Se scegliamo u(z) = pox + ¢(z) con py € R?*? e
¢ € C2(2,R?), abbiamo

/ det(po + Vo(z)) dx = / det pg dx = || det po.
) Q

Questa uguaglianza puo essere estesa per continuita ad ogni ¢ € C (2, R?),
e dunque F(p) & quasi-convessa. |

OSSERVAZIONE 5.1.12. In generale, se n = N, la Lagrangiana F(p) = detp
non € convessa ma ¢ quasi-convessa, in quanto il valore del funzionale

Flu] = [, det Vu(z) dz dipende solo dai valori al bordo di u. Lo stesso
risultato (senza che sia necessariamente n = N) vale se si sostituisce il
determinante con un qualsiasi minore della matrice Vu. Lagrangiane di
questo tipo si dicono “Lagrangiane nulle” (cfr. cap. 6).

La quasi-convessita di una funzione & espressa con una condizione che non
¢ puntuale come nel caso delle funzioni convesse, ma e di tipo integrale,
pertanto in generale difficile da verificare perché coinvolge una stima su
tutto lo spazio W, > (Q,]RN).

Una sottoclasse particolarmente interessante di funzioni quasi-convesse e
costituita dalle funzioni policonvesse, intermedia tra le funzioni convesse e
le quasi-convesse.
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DEFINIZIONE 5.1.13 (MORREY, 1966; BALL, 1977 [5] [6]).
Sia p € R™*¥ ¢ indichiamo con M (p) I'insieme dei minori (cio i determi-
nanti di tutte le sottomatrici quadrate di p) della matrice p = (pfl) i=1,. N -

a=1,,n

Se L(M(p)) & una funzione convessa di M (p), la funzione F(p) = L(M(p))
si dice policonvessa.

11

EsempiO 5.1.14. Sen=N =2 e¢ p= ( g% g% ), le funzioni policon-
1 P2

vesse sono tutte e sole quelle del tipo

F(p) = L(p, p3, p3, p3,det p) con L funzione convessa.

OSSERVAZIONE 5.1.15. La convessita di F(z,u,p) in p € R™¥ implica
la policonvessita di F(z,u,p) rispetto a p (si possono considerare le singole
ou’
Oy

componenti del gradiente, p = Vu = ( ) .. o come minori di rango
e R

a=1,-,n
uno).

Per provare che esistono funzioni policonvesse che non sono convesse, basta

b)
pensare nel caso n = N al determinante di p, ovvero ad un minore della
matrice p € R™*".

PROPOSIZIONE 5.1.16. Una funzione F(p) policonvessa é quasi-convessa in
p.

DiM. Sia F(p) = L(M(p)) con L convessa. Posto u(x) = pox con py €
RN per ogni ¢ € C}(Q,RY) abbiamo, per la disuguaglianza di Jensen
1.5.4,
1
o1 | L0 + V(o)) do
12 Jo
1
- & / LM(Vu(z) + V(@) dz (5.48)
Q
1
> L (/ M(Vu(z) + Ve(z)) dx)
1€ Jo

=2 g (g [ Tu)de) = L)
€2 Jo
da cui segue la tesi. O

OSSERVAZIONE 5.1.17. Per un esempio di funzione quasi-convessa che non
& policonvessa rinviamo a [69].

Un’ultima e pitt debole forma di convessita e la cosiddetta convessita di
rango uno.
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DEFINIZIONE 5.1.18. Una funzione F(z,u,p) definita in Q x RV x R**N
si dice convessa di rango uno se per ogni (2o, ug,po) € 2 x RY x R™*N ]
funzione

9(&,m) = F(zo,u0,po +E@m)
¢ convessa separatamente in £ € R" ed n € RV,

PROPOSIZIONE 5.1.19. Una funzione F(x,u,p) quasi-convessa rispetto a p
e convessa di Tango uno.

DiM. Possiamo supporre F' = F(p) e che (inizialmente) F € C2(R"*N),
Poiché F' & quasi-convessa rispetto a p, le funzioni lineari minimizzano il

funzionale Flu] = / F(Vu(z)) dx, pertanto prese
Q

u(z) = pox, po € RV funzione lineare e ¢ € CL(Q,RY), la funzione

Glt) = Flu+te] = /

Q
ha un minimo per ¢ = 0. Abbiamo allora G'(0) =0 e G”(0) > 0 e dunque

F(Vu(z) +tVe(z)) dr = /QF(po +tVp(z))dx

/QFP,; ) (p0) D" D dz >0 Vo € CLQ,RY). (5.49)

Se ora (permettiamo alla ¢ di assumere valori complessi)
o(z) = AMz) + ip(z), otteniamo
Fi  (00) Da¢* Dyl = F, s (po) [DaX" DX + Dot Dypi’]
+F p (p0) {i [Dapt® DA — Do XDy’ }
e dunque per (5.49) risulta
Re/QFp,; v (po) Dap*Dgpi dz > 0. (5.50)

Scegliamo ora ¢(x) = 7e’™¢% y(z), dove 7 > 0, £ € R", n € RN e
~v € C§°(©,R). Dalla (5.50),poiché

Do Dppl = (" &8 - Eqiry(x) +1* - T Dory(a))

x (i e (—ir)y (@) + e T Dy (a))

otteniamo

/ Fot o, (po) ™1 [7%€a €37° + DayDpy| dz > 0.
Q [e3

Lyicordato che una “matrice p € R**N ha rango 1 se e solo se esistono ¢ € R”, n € RN
tali che p = £ ® ", risulta p}, = £a 1’ (z‘:l,-»- N

a=1,-,n)"
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Dividendo per 72 e facendo tendere 7 all’infinito abbiamo
| T (P0) Sa &5 "y de >0
per ogni v € C§°(Q, R), e quindi
(L—H)  Fy i (po)éasn™n’ >0 (5.51)

per ogni £ € R” ed n € RV.

Quest’ultima disuguaglianza, che prende il nome di CONDIZIONE DI LEGENDRE-
HADAMARD (cfr. osservazione 2.2.9), implica la convessita separata di
FeC?*(RN)in ¢ e R" ed n € RV,

Supponiamo ora che F' = F(p) € C°(R™*¥) (cioe F sia solo continua) e sia
(per € > 0) F. la regolarizzata di F', cioe

F.(p) == (F'*pc) (p) = /DWNF(pf q)p=(q) dg,

dove pe(q) =™V p (g) e pe O (R™N).
Siano pp € R™*N 9 € CL(Q,RY); abbiamo

[ vonas = [ o) ([ P+ Vota) - a)de) ag

/ p(q)|UF (po — q) dg
RHXN
|Q Fs(p0)7

Y

ossia
/E%+w@ﬂ&&@%%
Q

cioe F. = F.(p) € C®°(R™N) & quasi-convessa rispetto a p al pari di
F € CO%(R™N). Per quanto gia provato abbiamo allora che F. & convessa
di rango uno, e passando al limite per ¢ — 0" otteniamo che F' & convessa
di rango uno. O

OSSERVAZIONE 5.1.20. Se F(p) ( = (p}) i=1,2 N> ¢ quasi-convessa, pos-

Py
2
(07
siamo scrivere F(p) = F(p1,pa,...,pn) dove p, = . ¢ la a-esima
pY
colonna di p.
Poiché F & convessa di rango uno, le funzioni p,, — F(p1,...,Pas---,Pn), i

quanto convesse, sono localmente lipschitziane rispetto a p, uniformemente
al variare di p1,...,Pa—1,Pa+t1,---,Pn SU insiemi limitati.
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Ne concludiamo che una funzione quasi-convessa in p € localmente lipschit-
ziana in p.

OSSERVAZIONE 5.1.21. Sia F = F(p) € C?*(R™*¥).
La convessita di F'(p) & equivalente alla positivita della matrice Hessiana
(CONDIZIONE DI LEGENDRE)

(L) Fpy ()¢ =0 ¥pe R™Y, WCe RN,

p

La convessita di rango uno € equivalente alla CONDIZIONE DI LEGENDRE-
HADAMARD

(L—H)  F, (@&t P >0 ¥peR™Y veeR", ¥neRY,

(che corrisponde alla scelta di ¢ € R™*N, ¢ = ¢ @, nella (L)).
Chiaramente

(L) = (L —H),
ma, sen >1ed N > 1, allora

(L—H) = (L).
Infatti sia n = N = 2 e definiamo (per € > 0)

Agﬁ Dou' Dgu? = det(Dyu’) + € |Vul?.
Allora
(L—H) <= A &b’ =<l In]* >0 VEeR?, neR?
(in quanto det(£, %) = 0 per n = N = 2); inoltre
(L) = A5G Ch = det(Sh) + ¢

Ora per 0 < ¢ < 1 esiste ¢ € R?*2 tale che det(C%) + ¢[¢]? < 0.

(e.g. ,sia (= ( _01 (1) >; abbiamo det { = —1, |C|2 = 2 per cui

det ¢ +e|¢P=-14+2e<0

1
per0<€<§).

Riassumendo abbiamo la seguente catena di implicazioni:

CONVESSITA = POLICONVESSITA = QUASI-CONVESSITA = CONVESSITA DI
RANGO UNO.

OSSERVAZIONE 5.1.22. In generale, le implicazioni opposte non sussistono,
se non in situazioni particolari.

Comunque tutte le definizioni sono equivalenti se n = 1 oppure N = 1;
infatti, in questi casi la convessita di rango uno implica la convessita (dal-
la stessa definizione 5.1.18), e dunque tutte queste nozioni sono tra loro
equivalenti.
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OSSERVAZIONE 5.1.23. Esistono funzioni convesse di rango uno che non sono
quasi-convesse [70].

OSSERVAZIONE 5.1.24. Un altro caso nel quale la convessita di rango uno
implica la quasi-convessita, & quello in cui la funzione F(p) ¢ quadratica in
p, cioe
ki ki
F(p) = A5 pap)
con Aijﬁ = cost.
(0%

¢ € R" ed n € RN, risulta (cfr. osservazione 5.1.21) Aijﬁ Ealsnfn’ > 0.
Allora abbiamo:

Infatti, se F(p) = Akjﬁ p’&pé ¢ convessa di rango uno, posto p = £ ®  con

| P+ Ve@yde = [ [5G0k, + 4%, Dogt(@)Dae @)] do
> [Q|F(po)

per ogni pg € RN € C}(Q, RY), dato che per il lemma 5.1.25 successivo
risulta

| 48 Dagh @)D (@) do = 0
Q

per ogni p € C3(Q,RY). Quindi una siffatta F(p) ¢ quasi-convessa. O

Piu in generale, se invece della condizione

AZjﬁ Eaéan™n? >0 per ogni € € R™,n e RY
abbiamo
AW & &ant? > el In]® per ogni £ € R™,n € RN con ¢ >0,
sussiste il seguente risultato:

LEMMA 5.1.25. Sia A € R™N una matrice costante verificante la con-
dizione

Aijﬁ EaEann? > cl€)?n|®  per ogni € € R",n € RY (5.52)

con ¢ > 0. Allora per ogni ¢ € Wol’z(Q,]RN) risulta
; ; ¢
[ 45,0t @) Dy @) do > 15 [ [9pla)P
Q Q

————W"?(Q,RY
DiM. Poiché W, 2(Q,RN) = CL(Q,RVN) (227)

precedente disuguaglianza per ¢ € C3(Q,RY).

¢ sufficiente provare la

L’idea ¢ di usare la trasformata di Fourier definita da

B = [ e pla)do, per cui Dople) = ~2miaP(6)
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Risulta
/ Dy" Dgpldz = / Da@kmdx
Q Q
= [ Dugk Dol dt
Q
= | (2ie) F T2migs) o de
= i [ Gatad o i
da cui, per a = 8 e k = j, ricaviamo
[ Ve o = as® [ (€@ 15 de (559)

D’altra parte, se nella (5.52) permettiamo al vettore 7 di assumere valori
complessi, n* = p¥ + i\*, abbiamo:

Ay o &on T = Ayl Ea€s [ " 07+ NN (07 X — pF V)]
e dunque, per (5.52), essendo
A eapt ) > cle (ol
AL NN Z el 1o e
2 2 2
" = lpl” + (Al
deduciamo che

Re A€o &on i = clé” Inl”.
Di conseguenza

/Q AY. DagF Dgpldz = Re /Q AN € 65 oF i de

> o[ lePIoP s
Q
per (5.5

(6.53) ¢ 2
& L | el e

V
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5.2. Condizioni sufficienti per la debole semicontinuita inferiore
in ipotesi di quasi-convessita:
teoremi di Morrey, Marcellini, Acerbi-Fusco.

E’ naturale chiedersi se la quasi-convessita (oltre che condizione necessaria,
cfr. teoremi 5.1.4 e 5.1.5) sia anche sufficiente per dimostrare la semiconti-
nuita inferiore in una topologia abbastanza debole da garantire 1’esistenza
di minimi.

Parte dell’interesse sulla quasi-convessita risiede sui teoremi di debole se-
quenziale semicontinuita inferiore dovuti a Morrey (1952) [57], Marcellini
(1985) [54], Acerbi-Fusco (1984) [1], in ipotesi sempre meno restrittive.

Nei prossimi teoremi supponiamo sempre che 2 sia un aperto limitato di
R”™ (n > 1). Sussistono i seguenti risultati.
TEOREMA 5.2.1 (MORREY, 1952 [57]).

Se F: R™N — R ¢ una Lagrangiana tale che

(i) F ¢ quasi-convessa in p,

allora il funzionale F[u] = / F(Vu(x))dz ¢ seq. s.c.i. nella topologia
Q
debole* di W (Q,RY).

DiM. Sia {up} una successione di W' (Q,RY) debolmente* convergente
ad una funzione u.

Non ¢ restrittivo supporre che F' sia positiva. Infatti essendo F' localmente
limitata (osservazione 5.1.20) esiste una costante ¢ tale che ¢ < F (Vup(z))
per q.o. x € ) e per ogni h. Basta allora sostituire F' con max {F + ¢, 0}.
L’idea della dimostrazione ¢ di conseguire la tesi nel caso particolare u(x) =
Up, () = pox e poi di estendere il risultato al caso generale.

1. Allora, sia dapprima u(x) = uy,,(z) = poz con pg € RN 2 € Q
e supponiamo anche che le funzioni ¢, (x) = up(x) — up, (z) abbiano
supporto compatto in 2. Dall’ipotesi di quasi-convessita abbiamo

| Fou+ Vo) do= 0] Fpo) ¥ € C3 (.RY)
Q
e anche, per la continuita di F, per ogni ¢ € VVol’(X> (Q,RN).
Quindi
Flun] = Flup, +¢nl= | F(po+ Ven(z))de
Q
192 F(po) = F [up]

v
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da cui segue la tesi.

2. In questo secondo passo supponiamo soltanto che u(x) = up, (r) = pox
con pg € RN 2 e Q.
Sia Q' CC Q e sia ¢ una funzione di taglio, ¥ € C§° (2),0 <1 < 1in
Q,¢9=1in Q.
Definita la successione di funzioni

() = P(@)un(z) + (1 = P(x)) up, (2),

abbiamo, per il passo 1.,

Flon] = /Q F(6%un + (1 — ¥)po + (un — upe) V) da
Flun] + ¢} ],

da cui otteniamo la tesi facendo tendere prima ' ad .

3. Sia infine u un’arbitraria funzione in W1> (Q,RN) e sia v una fun-
zione affine a tratti tale che |[Vo — V|11 q guxyy < €.
Consideriamo la successione vy, = up — u + v che converge a v nella
topologia debole* di W > (Q,RN). Quindi, per quanto gia provato
nel punto 2. (osservato che il risultato conseguito nei primi due passi
per funzioni lineari si estende al caso di funzioni affini a tratti),

Flv] < liminf Flop].

h—o0

IA

F [upo]

IN

Poiché F' & localmente lipschitziana (osservazione 5.1.20), abbiamo

Flun] — Flon]| < /|F Vun) — F (Vop)| dz

IA
(o)
S~
4
£

— V| dx

= c/|Vu—Vv| dx < ec,
o

da cui segue la tesi. O

OSSERVAZIONE 5.2.2. I teoremi 5.1.4 e 5.2.1 dimostrano che la debole* se-
quenziale semicontinuita inferiore in W1 (€, RY) del funzionale

Flu] = /Q F(Vu(z)) dz & equivalente alla quasi-convessita di F.

Per assicurare la debole semicontinuita inferiore in W1 (1 <m < o) sono
necessarie aggiuntive condizioni di crescita su F' oltre alla quasi-convessita
[7].

Vale il seguente risultato, che si ottiene con alcune modifiche rispetto alla
dimostrazione del teorema 5.2.1.

TEOREMA 5.2.3 (MARCELLINI, 1985 [54]).
Se F : R™N — R ¢ una Lagrangiana tale che
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(i) F ¢ quasi-convessa in p;
(ii) —c(1+p[") < F(p) <c(1+[p™)
per ogni p € R™N con¢>0,1<r <m < oo;

allora il funzionale F [u] = / F(Vu(z))dz & seq. deb. s.c.i. in W5 (Q,RN).
Q

Il teorema precedente continua a valere anche quando la Lagrangiana F
dipende da = e da wu. I risultati di Morrey e Marcellini sono stati estesi
da Acerbi e Fusco a Lagrangiane discontinue in z. Precisamente, vale il
seguente teorema piu generale.

TEOREMA 5.2.4 (ACERBI-Fusco, 1984 [1]).
Sia F: Q x RY x RN — R una Lagrangiana tale che

(i) F(x,u,p) & di Carathéodory;
(ii) per ogni (z,u,p) € Q x RY x R**N

—c (Ipl" + ul') = hi2) < Fla,u,p) < glx,u) (1 +[pl™)

conm>1,1<r<mr=1sem*=1),1<t<m*= nm se
n—m
m<mn,t>1sem>n,c>0,heLY(Q)eg>0 di Carathéodory in

QxRY;
(iii) p+— F(x,u,p) ¢ quasi-convessa in R™*V,

Allora il funzionale F [u] = /F(m,u(m),Vu(m))dx é seq. deb. s.c.i. in
Q
Wh™(Q,RY).

loc

Una dimostrazione (pur sempre, non semplice) di questo teorema si basa
su piu risultati preliminari, molti dei quali hanno un interesse in sé e per
questo motivo li segnaliamo qui, rinviando per la dimostrazione del teorema
5.2.4 a [37] cap. 5 paragrafi 5.3, 5.4 e 5.5.

e Il primo ingrediente & 'inviluppo quasi convesso di una funzione:
sia 2 C R™ aperto e sia G : R"*N — [0, +00); definiamo

Ya(p)) := inf {]é G(p+Ve(x))dr; ¢ € W™ (Q,RN)} .

Y € invariante per omotetie e non dipende da 2; pertanto scriveremo
semplicemente v(p) invece di yq(p). Sotto opportune ipotesi per G,
~ & quasi-convessa.
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LEMMA 5.2.5 ( [37]).
Sia vp|™ < G(p) <c(1+p|™) (v>0) ed esistaw : R — R continua
con w(0) =0 tale che

|G(p) = G(a)] < (1 +[p|" +]a|™) w (Ip — al)
per ogni p,q € RN
allora v € Uinviluppo quasi-convesso di G, cioe la massima funzione
quasi-convessa che non supera G.

Il secondo ingrediente ¢ il seguente risultato:

TEOREMA 5.2.6 (PRINCIPIO VARIAZIONALE DI EKELAND [27] [28] [29]).

Sia (V,d) uno spazio metrico completo. Sia G : V. — [0,4+00] un
funzionale limitato inferiormente, s.c.i. nella topologia indotta dalla
metrica d che abbia in qualche punto valore finito.

Se per qualche v € V' ed > 0 risulta

Glv] < il‘}fg+77

allora esiste uw € V tale che
a. d(u,v) <1;
b. Glu] < G[v];
c. Glu] < Glw] + nd(u, w) per ogni w € V
(cioé, u & punto (unico) di minimo del funzionale
w — Glw] + nd(u, w)).

Osserviamo che, se introduciamo in V la nuova distanza d; = n_%d,
lo spazio metrico (V,d;) € completo, e G & s.c.i..

Allora, dal Principio Variazionale di Ekeland segue che se G[v] <
ir‘}f G + 1, esiste u € V' (a priori diversa da quella di cui all’enunciato

del teorema 5.2.6) tale che

. d(u,v) <n2;

b’ Glu] < Gv];

¢’. Gu] < Glw] + n2d(u,w) per ogni w € V.
Ora, se {v,} C V & una successione minimizzante per G, cioe se
Ny = Glup)] — ir‘}fg 22290, la successione corrispondente {up} CV
& anch’essa successione minimizzante per G.
Inoltre L

Glun] < Glw] + 02 d(up, w)

per ogni w € V.
Ultimo e fondamentale ingrediente & questo risultato di maggiore somma-
bilita.
LEMMA 5.2.7 ( [32] e lemma 3.2 in [53]).
Sia G : Q x RY x R™Y — R una Lagrangiana tale che

(i) G(z,u,p) & di Carathéodory;
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(i) |p[™ < G(z,u,p) < a1(@) + a2 |ul™ + a3 [p|™ con a1 € Li,. (Q),
t>1,m>1, az,a3 > 0.
Sia u e W™ (Q,RN) tale che per ogni aperto Q' CC Q:

loc

G (z,u(x), Vu(z)) de < G (z,v(z),Vu(x)) dx
o @

+n |[Vou(x) — Vu(z)| dz
Q/

per ogni v € u—&—Wol’m (Q’7RN) dove 0 < < 1.
Allora esiste T > 0 tale che u € W™ (Q,RN).

loc

OSSERVAZIONE 5.2.8. Il teorema di semicontinuita 5.2.4 & dovuto essenzial-
mente ad Acerbi e Fusco [1] che lo hanno ottenuto in ipotesi leggermente
meno generali.

Una prima importante differenza con il caso convesso ¢ la seguente: nel

teorema 4.3.6 il funzionale F [u] = / F(z,u(x), Vu(x)) dr & seq. deb. s.c.i.
Q

in W, (Q, M); invece il teorema 5.2.4 asserisce che il funzionale F[u] & seq.

deb. s.ci. in Wli’fl(Q,]RN), dove m & 'esponente di crescita in (ii).
Una seconda differenza & che nel teorema 4.3.6 (tenuto conto anche del-
losservazione 4.3.8) otteniamo la sequenziale debole semicontinuita inferiore
richiedendo solo un controllo dal basso per la Lagrangiana F. Nel teorema
5.2.4 e richiesto anche un controllo dall’alto.

Il teorema 5.2.4 non sussiste se r = m, né se t = m* [37].

Come gia visto (cfr. teorema 4.5.2), una volta dimostrata la semicontinuita,
I’esistenza di minimi sotto opportune condizioni dipende in gran parte dalla
coercivita del funzionale in esame. Per I'analisi di risultati di esistenza di
minimi nel caso in cui F(x,u,p) & solo quasi-convessa o anche policonvessa
(ma non convessa) rinviamo al paragrafo 5.6 in [37].

Qui, rinviamo ai teoremi di esistenza 6.2.3 e 6.2.4 del successivo capitolo,
relativi al caso di funzionali con Lagrangiana policonvessa.



CAPITOLO 6

Lagrangiane nulle

In questo capitolo studiamo particolari sistemi di equazioni alle derivate
parziali non lineari per i quali ogni funzione regolare & una soluzione.

6.1. Definizione e proprieta.

DEFINIZIONE 6.1.1. La funzione F(x,u(z), Vu(z)), F : Q@ x RN x R™*N —
R, si dice LAGRANGIANA NULLA se il sistema di equazioni di Eulero (2.23)

—Dq Fyi (2,u(x), Vu(z)) + Fyi (z,u(z), Vu(z)) =0 in Q (i=1,...,N)
& soddisfatto da ogni funzione u € C2(Q,RY).
OSSERVAZIONE 6.1.2. L’importanza delle Lagrangiane nulle risiede nel fatto
che la corrispondente energia F [u] = / F(x,u(x), Vu(z)) dx dipende solo
dalle condizioni al contorno. .

TEOREMA 6.1.3 (LAGRANGIANE NULLE E CONDIZIONI AL CONTORNO).

Sia F una Lagrangiana nulla. Siano u e v € C*(Q,RY) tali che u = v su
o0. Allora Flu] = Fv].

DiM. Poniamo G(7) := Flru+ (1 — 7)v] con 7 € [0,1] e
z:=7u+ (1 — 7)v. Risulta

G'(r) = /Q [Fpg (x,z,Vz)(u;u — v;u) + F.i(x, 2, Vz)(u' — vz)] dx

= / [—Dang (z,2,V2) 4+ Foi(2,2,V2)] (u' —v") dz = 0.
Q

L’ultima uguaglianza segue dal fatto che z & soluzione del sistema di Eulero,
in quanto per ipotesi F' & una Lagrangiana nulla.

Osservato che G'(7) = 0 con 7 € [0, 1] implica G(7) = cost per ogni 7 € [0, 1]
e quindi, in particolare, G(1) = G(0), abbiamo

/F(x,u(x),Vu(w)) doe = / F(z,v(z), Vu(x)) dx
Q Q

113
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cioe Flu] = Flv]. O
Nel caso scalare (N = 1) le sole Lagrangiane nulle sono quelle F(x,u,p)

lineari nella variabile p.
Nel caso dei sistemi (N > 1), tuttavia, ci sono esempi importanti.

Notazione: Sia p una matrice n x n; denotiamo con cof p la matrice dei
cofattori di p, il cui elemento (i,)—esimo & (cof p)!, = (—1)"** det(p),,

dove det(p)?, & il determinante della matrice (n — 1) x (n — 1) ottenuta da

p elimando la ¢—esima riga e la a—esima colonna.

Il lemma successivo esprime una proprieta analitica dei cofattori della ma-
trice Jacobiana di una funzione regolare.

LEMMA 6.1.4 (RIGHE A DIVERGENZA NULLA).
Siau: Q CR™ - R" di classe C? (Q,R™). Allora

Dy (cof Vu)!, =0 in Q (i=1,...,n). (6.54)

Dim.

1. Sia p € R™*"; risulta:

detp ="y (1) pi det (p),, = > pl (cof p),,,
1=1 ]

i=1
e quindi
(detp) dap = zn:pfl (cofp)g (o, B=1,...,n). (6.55)
i=1
Cosi in particolare
agzgp = (COfp);— (i,7=1,...,n). (6.56)

2. Posto ora p = Vu in (6.55), abbiamo

(det Vu) 045 = Zu;a (cofVu)% (a,6=1,...,n);

=1
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differenziamo rispetto a x5 ambo i membri:

((det Vu) (5a,3)m = i ((det Vu) 5aﬁ) o Uij zg

= ug,
1,7=1 Ty

per (6.56) Z (cof Vu); u;j - da B

ij=1

(§]

(Z U;a (COf VU)'ZB> - Z u;a zp (COf VU)TB + Z uiﬂ (COf Vu)iﬁ’mﬁ.
i=1 =1 =1

s
Sommando su § = 1,...,n abbiamo

n

Z o g (cof Vu)} uij op = Z [u;a - (cof Vu)zﬁ + ui,a (cof Vu)%’mﬂ}
i,,8=1 i,6=1

per a =1,...,n. Quindi

n n

Soub [ D (cof Vu)h,, | =0 (a=1,...,n). (6.57)

i=1 B=1

3. Se det Vu(xo) # 0, deduciamo da (6.57) che

n

Z(cof Vu)iﬂwﬁ =0 (i=1,...,n) in xo.

B=1

Se invece det Vu(xzg) = 0, sia ¢ > 0 sufficientemente piccolo tale che
det(Vu(zg) + eI) # 0, e applichiamo i passi 1.-3. a @ := u + ex; poi
per € — 07 segue la tesi. O

TEOREMA 6.1.5 (DETERMINANTI E LAGRANGIANE NULLE).
La Lagrangiana (funzione determinante) F(p) = detp, con p € R"*™ ¢ una
Lagrangiana nulla.

DiM. Proviamo che per ogni u € C?(2,R") si ha

Dy Fyi (Vu(r)) =0 in Q (i=1,...,n).

Poiché F; (p) = (cof p);, (i,a =1,...,n) (cfr. (6.56)), per il lemma 6.1.4
si ha

DoFyi (Vu(x)) = Dy (cof Vu(z)),, =0 in Q (i=1,...,n).
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6.2. Debole continuita dei determinanti.
Applicazione a funzionali policonvessi.

Vi sono interessanti sistemi, sia dal punto di vista matematico sia fisico, che
vogliamo ora studiare nell’ambito del Calcolo delle Variazioni, e che hanno
come energia una Lagrangiana policonvessa.

TEOREMA 6.2.1 (DEBOLE CONTINUITA DEI DETERMINANTI).
Siano 2 C R™ aperto limitato con frontiera lipschitziana.

(i) Sen <m < oo,
up — u in WE(Q,R") = det Vauy, — det Vu in L™ (Q).
(il) Sem = oo,

up, — win WH(Q,R™) = det Vuy — det Vu in L=(9).

DiM. Ci limitiamo a provare il caso (i), poiché per il caso (ii) la dimostra-
zione ¢ analoga.

1. Ricordiamo innanzitutto che se p € R™*™ vale

detp:prl(cofp)i (i=1,---,n).

a=1
2. Sia ora w € C*®°(Q,R"), w = (wh,w?, -+ ,w"). Allora
det Vw = Zw (cof V), (i=1,---,n), (6.58)

e tenuto conto della (6.54) del lemma 6.1.4, (6.58) diventa
n
det Vw = Z D, (wz (cof Vw)ié) (t=1,---,n), (6.59)
a=1

cioe, il determinante della matrice gradiente puo scriversi come una
divergenza.
Allora, da (6.59), se p € C5°(2) si ha

/cpdetidzf Z/%” cowa) x (i=1,---,n). (6.60)

3. Abbiamo stabilito I'identita (6.60) per w € C*°(€2,R™); allora, con un
procedimento di approssimazione abbiamo anche per ogni h € N:

/ ¢ det Vuy, doe = — Z/ O, U (cof Vuh)i de (i=1,---,n). (6.61)
Q e
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Ora poiché n < m e up — u in WH™(Q,R"), la successione {uy,}, per
I'immersione continua di Morrey 1.3.5(iii), risulta essere limitata in
C%1=% (Q,R™). Per il criterio di compattezza di Ascoli-Arzela 1.3.13,
deduciamo che u;, = u in €.

Dall’identita (6.61) potremo concludere che

hlirf ¢ detVupde = — Z/ ©x,, u’ (cof Vu)la dr (6.62)
— T 00 O a—1 0

= /godetVudx,
Q

se proviamo che

lim / ¥ (cof Vuy)!, dz = / ¥ (cof Vu)!, dx (6.63)
Q Q

h—+o00

peri,a=1,---,n e per ogni ¢ € C§°(Q).

Per questo basta osservare che (cof Vuy,)!, ¢ il determinante di una
matrice (n — 1) x (n— 1), che puo essere analizzata come prima poten-
dosi scrivere come somma di determinanti di appropriate sottomatrici
(n —2) x (n — 2), per fattori uniformemente convergenti. Possiamo
continuare e mostrare cosi I'ovvio fatto che gli elementi delle matrici
Vuy, convergono debolmente ai corrispondenti elementi della matrice
V.

In questo modo & verificata la (6.63), e quindi la validita della (6.62).
. Infine, poiché {uy} & limitata in WH™(Q,R") e |det Vuy| < ¢|Vup|?,
ne segue che la successione {det Vuy} & limitata in L™ (Q).

Quindi ogni sottosuccessione ha una sottosuccessione debolmente con-
vergente in L™ (), che, per la (6.62), puo solo convergere al det Vu.

O

Utilizziamo il teorema 6.2.1 per provare un risultato di debole semicontinuita
inferiore analogo al teorema 3.3.1, assumendo che la funzione F' sia una
particolare Lagrangiana policonvessa (cfr. Definizione 5.1.13).

Sian = N.

TEOREMA 6.2.2 (SEQUENZIALE DEBOLE SEMICONTINUITA INFERIORE PER
FUNZIONALI POLICONVESSI).

Sia Q C R"™ aperto limitato. Sia n < m < oo. Supponiamo che la
Lagrangiana L : Q@ x R™ x R™™ x R — R sia tale che, posto r := det p,

(i) L(z,u,p,7), Ly(x,u,p,7) e L.(z,u,p,7) sono continue;
(ii) L ¢ limitata inferiormente;
(iii) per ogni fissato x € Q, u € R™ la funzione (p,r) — L(z,u,p,7) €

convessa (cioé F(x,u,p) = L(xz,u,p,r) & policonvessa).
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Allora il funzionale
Flu] = / F(z,u(z), Vu(z)) dr = / L(z,u(z), Vu(z), det Vu(z)) dz
Q Q

¢ seq. deb. s.c.i. in WH™(Q,R").

DiM. Sia {us} una successione tale che uj, — u in W™ (Q,R"). Allora,
per il teorema 6.2.1(i), det Vauy, — det Vau in L™ (£2).

Possiamo ora argomentare quasi esattamente come nella dimostrazione del
teorema 3.3.1.

Infatti sia Q' CcC Q con 09 lipschitziana. Per il teorema di Rellich-
Kondrachov 1.3.16 possiamo assumere che, a meno di estratte, up, — u
in L'(Q',R") e quindi anche uj, — u q.o. in .

Fissato € > 0, esiste un compatto K. C ' tale che |V — K| <eceup, = u
in K. (per il teorema di Severini-Egorov 1.1.14), u e Vu sono continue in K,
(per il teorema di Lusin 1.1.15); inoltre, per il teorema di assoluta continuita
dell’integrale di Lebesgue, segue che

/ L(z,u(z), Vu(z),det Vu(z)) de > / L(z,u(x), Vu(x),det Vu(z)) de—e¢.
K. ’
Inoltre per (iii)

/K L(x,up(x), Vup(x), det Vuy, (z)) de >

/K L(z, up(z), Vu(x), det Vu(z)) dz
+ /K [Ly (z, up(z), Vu(x), det Vu(z))] - (Vup(z) — Vu(z)) dz
+ /K [Ly (x,up(z), Vu(z), det Vu(x))] - (det Vuy (z) — det Vu(z)) dz.

Ragionando come nella dimostrazione del teorema 3.3.1, da up — wu in
Whm(Q,R™) e det Vuy, — det Vu in L% (Q), deduciamo che il limite per
h — +oo degli ultimi due termini e zero. Ne segue la tesi. O

Con argomentazioni simili a quelle del teorema 3.3.2 possiamo provare il
seguente risultato di esistenza.

TEOREMA 6.2.3 (ESISTENZA DEI MINIMI PER FUNZIONALI POLICONVES-
SI).

Sian < m < oco; supponiamo che Flu] = / L(z,u(x), Vu(x),det Vu(z)) dx
)

¢
sia seq. deb. s.c.i. in W1 ™(Q,R™) e che la Lagrangiana F(z,u,p) = L(z,u,p,r)
(con r = detp) soddisfi la condizione di coercivita (i) del teorema 3.3.2.
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Allora esiste il minimo di
Flu] = / L(z,u(x), Vu(x),det Vu(z)) d
Q

nella classe
A, = {u e WLM(QRY), u—pe Wol*m(Q,R”)}
per ogni p € WH™(QR™) con Flp] < +00.

APPLICAZIONE (ELASTICITA NON LINEARE PER CORPI INCOMPRIMIBILI).
Sia n = 3. Consideriamo un corpo elastico che ha inizialmente la configu-
razione di riferimento €.

Sia u(x) = (ul(z1, xe, x3), u?(21, T2, ¥3), u> (71, T2, 23)) lo spostamento di Q
e supponiamo che il corpo elastico sia incomprimibile, cioe

det Vu = 1.

Consideriamo il problema di minimizzare I'energia elastica
Flu] :== / F(z,Vu(z))der = / L(z,Vu(z),det Vu(x)) do
Q Q
nella classe
A, = {u e W™ (Q,R3), u— e WE™(Q,R?), detVu=1 q.o.}

per m > 3, assegnata o € WH™(Q,R3).

TEOREMA 6.2.4 (MINIMI CON VINCOLO SUL DETERMINANTE).

Supponiamo che la  Lagrangiana F(x,p) = L(z,p,r) sia di classe C* e
che per ogni fissato x € Q la funzione (p,r) — L(xz,p,r) sia convessa.
Supponiamo inoltre che L soddisfi la condizione di coercivita (i) di 3.3.2.

Allora esiste il minimo di Flu] = / L(z,Vu(z),det Vu(x)) do
Q

nella classe A,.

DiM. Selezioniamo una successione minimizzante in A, con Up; — u in
Whm(Q,R3). Poiché, per il teorema 6.2.2,

resta solo da provare che u € A,.

Per il teorema 6.2.1
det Vuy, —detVu  in L5 (Q);
ne deduciamo che det Vu =1 q.o. . ]






CAPITOLO 7

Metodi diretti: regolarita interna

Dopo il 1900, il XIX problema di Hilbert veniva affrontato dapprima in
dimensione 2, ricorrendo a tecniche proprie dell’Analisi complessa:

e S. Bernstein (1904) ha dimostrato che ogni soluzione di classe C3(Q)
dell’equazione di Eulero analitica

—Dg Fy,, (z,u, Vu) + F,, (z,u, Vu) =0 in Q (7.64)
(n=2,N=1) ¢ analitica in Q.

Successivamente

e L. Lichtenstein (1912) ha migliorato il risultato di Bernstein provan-
do che ogni soluzione di classe C?(Q) dell’equazione di Eulero (7.64)
(sempre nel cason =2, N = 1) & di classe C3(Q) (e quindi analitica).

Qualche anno piu tardi
e E. Hopf (1929) ha provato che ogni soluzione C1°(Q) di (7.64) (n =
2,N =1) ¢ di classe C3(Q) (e quindi analitica).

Questi risultati sono stati estesi al caso generale n > 2 con il contributo di
molti autori (per citarne alcuni: Leray-Schauder (1934), Petrowsky (1939),
Caccioppoli (1934, 1950-’51), Stampacchia (1952), Morrey (1958), ...).

Negli anni precedenti la seconda guerra mondiale venivano dimostrati risul-
tati di esistenza, relativi cioe al XX problema di Hilbert. Pero i metodi
diretti forniscono, come visto nei capitoli precedenti, una soluzione di un
problema regolare del Calcolo delle Variazioni (e quindi, come vedremo
dopo (cfr. teorema 7.3.1), una soluzione dell’equazione di Eulero, nella
formulazione debole,

/ [Fp., (z,u,Vu) Dov + F, (z,u, Vu)v] de =0 Yo e Cg°(Q2)) (7.65)
Q

in uno spazio di Sobolev W™ () per qualche m > 1.
A tali soluzioni non si poteva applicare il risultato di regolarita, perché esse
in generale non sono nemmeno funzioni continue.

121
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11 processo di esistenza-regolarita mostrava cost una lacuna.
Per ottenere la regolarita mancava infatti il passo seguente:

u € WH™ 4 SOLUZIONE = u € C17. (7.66)

Questo anello mancante e stato ottenuto con due risultati fondamentali, in
ipotesi di “crescita naturale” dell’integrando (vedi (7.111) successivo).

I risultati sono dovuti a Morrey (1938) per n = 2 ¢ N > 1 (cio¢ relati-
vamente anche a sistemi in due variabili), ed a De Giorgi (1957) e Nash
(1958) nel caso n > 2 e N =1 (cioe per equazioni in un numero arbitrario
di variabili).

Il teorema di holderianita di De Giorgi-Nash-Moser 7.5.6 € ottenuto per
m = 2. Questo risultato e stato poi ripreso e rivisto alla fine degli anni ’60
da molti autori, estendendolo anche per m € (1,400): ricordiamo Morrey
(1966) [58], Stampacchia (1966) [68], Ladyzhenskaya-Ural’tseva (1968) [48],
Moser (1960) [59].

7.1. Regolarita: il caso scalare.

Qui affrontiamo la prova dell’implicazione (7.66) nel caso scalare N = 1.

7.2. Un risultato unidimensionale di Tonelli e fenomeno di
Lavrentieff.

E’ di Tonelli (1915) il seguente celebre teorema di esistenza e regolarita
parziale.

TEOREMA 7.2.1 (ESISTENZA E REGOLARITA PARZIALE, TONELLI).
Sia F : [0,1] x R x R — R wuna Lagrangiana soddisfacente le sequenti
condizioni:

(i) F e C?([0,1] x R x R);
(i) Fpp(x,u,p) > 0 per ogni (x,u,p);
(iii) esistono ¢1 >0, co > 0, m > 1 tali che

F(xau7p) Z C1 |p‘m — C2  per OgnZ (:E,u,p).

Allora il problema di minimo

min {/0 F (z,u(x), ' (z)) dv; uw € WH((0,1)), u(0) = 0, u(1) = 1}(7.67)

ha almeno una soluzione u parzialmente regolare, nel senso che esiste un

insieme chiuso E C [0,1] con |E| =0 tale che u € W ((0,1) \ E).
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Con questo risultato Tonelli stabiliva che, per ottenere l’esistenza di un
minimo, una appropriata classe di funzioni ammissibili ¢ un sottoinsieme
delle funzioni assolutamente continue.

Tonelli, tuttavia, non era riuscito a provare se il suo risultato era ottimale,
cioé non era riuscito a dimostrare se £ = () o a dare un esempio in cui
E # (). Lo stesso Tonelli, durante una conferenza a Mosca, pose il problema
di trovare un esmpio in cui F # ().

In questo ambito, nel 1926 Lavrentieff osservo che se E = (), allora sussiste
I'uguaglianza

inf {/01 F (2, u(e), o/ (2)) dos w e WH((0,1)), w(0) = 0, u(1) = 1}

— inf {/01 F (2, u(e), o (2)) das u € WH((0, 1)), u(0) = 0, u(1) = 1}

(cid vuol dire che il problema ¢ “insensibile” alla regolarita richiesta alle
funzioni ammissibili), e che quindi per esibire un esempio in cui F # () era
sufficiente trovare una Lagrangiana F' per cui vale la stretta disuguaglianza

inf {fol F(x,u(x),u'(z))dr; v € WHL((0,1)) u(0) = 0, u(l) = 1}(7.68)

< inf {fol F(z,u(z), v (z)) do; u € W ((0,1))u(0) = 0, u(1) = 1} .

Il termine “fenomeno di Lavrentieff” si riferisce al sorprendente risultato
dimostrato per la prima volta da M. Lavrentieff nel 1926. Egli dimostra
che l'integrale variazionale — seq. deb. s.c.i. nella classe delle funzioni am-
missibili W11((0,1)) — di un problema di Lagrange ai limiti puod avere un
estremo inferiore in W°((0, 1)) strettamente maggiore del minimo su tut-
ta la classe ammissibile. In altri termini per opportune Lagrangiane

F = F(z,u(z),u (x)) risulta la (7.68). Quindi nel passaggio da un problema
ad una sua formulazione debole & doverosa la verifica che la formulazione
debole non alteri il valore minimo del problema nella sua formulazione
originale.

OSSERVAZIONE 7.2.2. E’ interessante notare che se si utilizzano i metodi
degli elementi finiti (prendendo funzioni affini a tratti, che sono in
Whe2((0,1))) il verificarsi della stretta diseguaglianza (7.68) impedisce il
raggiungimento del minimo. Quindi il fenomeno di Lavrentieff costituisce
un ostacolo serio per gli schemi numerici di minimizzazione.

Il fenomeno di Lavrentieff mostra in definitiva quanto sia delicata la scelta
della classe delle funzioni ammissibili.

Presentiamo ora un esempio (dovuto essenzialmente a B. Mania, 1934 [52])
in cui si manifesta il fenomeno di Lavrentieff.
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TEOREMA 7.2.3 ( [16]). Sia F(z,u,p) = (z — u3)2p6 e sia
1

F [u] ::/ F(z,u(z),u'(z)) dx. Siano !
0

A = {ue WH((0,1)); u(0) =0, u(l) =1}
A = {ue W">((0,1)); uw(0) =0, u(l) =1

allora
72 5

218 . 755

Inoltre il minimo di F[] su A' ¢ dato da u(x) = x5,

inf {Fu]; ue A} > =co>0=inf{F[u]; ueA}.

Alla dimostrazione del precedente teorema premettiamo il seguente risulta-
to.
LEMMA 7.24. Siano 0 < a < <1 e sia

A={uew (@0 1} <ulo) <

Wl

Vz € [, 0], u(a) =

T

N | =

B
Se F(z,u,p) = (z — u3)2p6 e§lu] = / F(x,u(x),u'(z)) dz, allora

> Co . d o 72'35
Glu] > 3 per ogni u € A, dove cg = PYCt
1 1
DiM. Da u(z) < 5% segue che
3
3 1 (a3 7
17u;§x)217; % =3 per ogni z € [a, (].

Allora risulta

¢ wd(x 2 2 B
G [u] :/ 22 (1 - ()) W(2)’ dz > = [ 22 (W (2))® dz. (7.69)

T «

Sia ora y = 2%, allora u(z) =uy) = H(a:%), pertanto
d 3 3
W(@) =T (y) 0 = ST (et = STy,

Sostituendo in (7.69) abbiamo
> a3 6 2. 95 A%
7 10 (3, _2 o 2 7.3 t 6
g[u]Z?ﬁ/a% ys (5u(y)y 3) -(3y3> dy:ﬂ/a% (@(y))" dy.
LA & Pinsieme delle funzioni u assolutamente continue in (0, 1) soddisfacenti u(0) = 0,

u(1l) = 1, mentre A ¢ l'insieme delle funzioni Lipschitziane in (0,1) soddisfacenti le
stesse condizioni ai limiti.
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Applicando la disuguaglianza di Jensen (1.12) all’integrale a destra ottenia-
mo

6
72 .35 (ﬂ(ﬁg)—ﬂ(a%)) 72 . 35 <%
. = .
25 (st —at) 25 (5t —at)
1\ 6
« 3
72 .35 62 (1 o % (B) )
212.55 33’ N
(-())
Osserviamo infine che poiché 0 < a < 3 < 1, abbiamo
1 N .
@ o
-2 (= > (= —(= > 1. .
(1 2(6) ) (2> ¢ (1 (ﬂ)) =1 (77

Da (7.70) e (7.71) segue la tesi. O

G [u]

Y

(7.70)

DiM. [teorema 7.2.3] Cominciamo col provare che se u € A* allora esistono
0 < a< <1 tali che w € A (A come nel lemma 7.2.4), cioe
1

-

4

Wl
Wl

1
<u(z) < 3% per ogni z € [w, (]

(7.72)

u(x)

1/2 -x*2

1/4 -x'?
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Siano

A

{a € (0,1); u(a) = aé}

4
B= {b € (0,1); u(b) = ;b}

Poiché u ¢ Lipschitziana, u(0) = 0 e u(1) = 1, necessariamente A # 0 e
B #10.
Scegliamo per esempio

a =max{a; a € A}

B=min{b; b€ B,b>a}.
Chiaramente « e (§ soddisfano le condizioni (7.72).
Allora, usando il lemma 7.2.4, deduciamo che per u € A':

1 B
Flu = /O (¢ — u*(@)? (W (2))° do > / (2 - u*(@))’ («(2))° da

C
> 256 >0.

B
Infine che u(z) = x% sia il minimo di F[] su A! & immediato, poiché
]—"[u]ZOpcrogniueAlc}"{x%}:(). 0

OSSERVAZIONE 7.2.5 ( [11]). La Lagrangiana F(z,u,p) := (z — u3)2p6 del

N . . 1
teorema 7.2.3 non € genuinamente sopralineare e degenera per u(x) = 3.
Ma non e questo che determina il fenomeno di Lavrentieff.

3
Infatti, osserviamo che se 1 < m < 3 allora 23 € W™ ((0,1)), pertanto

esiste n > 0 tale che

1 1
77/ ‘Dmé
0

1
Sia Fy [u] := / [(ZL‘ - u3)2 u'® 4+ \u’\m} dx; allora l'integrando Fy (z,u,p)
0

di F; e ora non degenere, convesso in p e soddisfa
6
nlpl™ < Fi(z,u,p) <ci|pl]” + ca.
Ovviamente Fj [u] > ¢y per ogni u € A, mentre Fy [ug] < ¢g per

m
dr < ¢y (co € la costante definita nel teorema 7.2.3).

up(x) = 23, cioe vale la relazione
inf {F[u]; ue A"} <inf{Fi[u]; ue A®}.
Pertanto, anche in questa circostanza, si presenta il fenomeno di Lavrentieff.

OSSERVAZIONE 7.2.6. Il fenomeno di Lavrentieff non e raro, si presenta e.g.
anche nell’ambito della elasticita non lineare, pertanto conviene inquadrare
questo fenomeno in termini generali.
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Sia Q C R™ aperto limitato e siano F : Q x RY x R"*N — R una assegnata
Lagrangiana e F : W (Q,RY) — R il funzionale definito da

Flu] = /QF(J:,U(J:),VU(JL‘)) dz.

Sia A un prescritto (da condizioni di Dirichlet o altre condizioni) sottoin-
sieme di W1 (Q,RN).
Per ogni m € [1, +0o0], definiamo la classe delle funzioni ammissibili
AT = AN W (Q,RY).
Evidentemente se m cresce le funzioni in A™ risultano piu regolari.

Considerato il problema

inf Flul,
uceAm

I’estremo inferiore ¢ non-decrescente rispetto ad m.
Per molti problemi I'estremo inferiore non & influenzato dal valore di m.
Nel caso in cui
inf Flu] < inf Flu],

u€ Al u€A>
cioe se si verifica la dipendenza da m, allora diremo che il problema varia-
zionale presenta il fenomeno di Lavrentieff.
Questo fenomeno in definitiva € ascrivibile alla “sensibilita” dell’estremo
inferiore di un problema variazionale rispetto alla regolarita richiesta alle
funzioni ammissibili.

7.3. Soluzioni deboli dell’equazione di Eulero e derivate seconde
per i minimi.

Per dare un’idea del problema della regolarita (quindi della dimostrazione
dell’implicazione (7.66)) supponiamo, per semplicita, che la Lagrangiana
F : R® — R dipenda solo da p e sia di classe C?. Inoltre assumiamo che

il funzionale regolare Flu| := / F(Vu(z))dz sia quadratico, cioé tale che
Q
per ogni p € R”

F(p)] < colpl, (7.73)
|Fp(p)| < eilpl, (7.74)
[Fpp(P)] < e, (7.75)

con ¢y, c1, co costanti positive.

In questo caso il teorema 4.5.1 da il seguente risultato di esistenza per il

problema di Dirichlet.

Sia © un aperto limitato di R” (n > 1) e sia F' : R — R una Lagrangiana
(

tale che il funzionale Flu] = / F(Vu(z)) dr sia seq. deb. s.c.i. in WH2(Q).
Q
h

Sia inoltre F(p) > c|p|® (cioe F(p) ha crescita superlineare per |p| — +00).
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Allora, per ogni ¢ € W12(€) con Flp] < +oo, esiste il minimo di F[u] nella
classe
A, = {v EW2(Q), v—pe Wol’z(ﬂ)}.

In realta dimostreremo che per ogni minimo u € A, di F[-] abbiamo

(i) u & una soluzione debole dell’equazione di Eulero
DyF,,(Vu(z)) =0 in Q (7.76)
cioe
/QFPQ(VU(CC)) Dov(x)dz =0 per ogni v e Wy?(Q) (7.77)

(cfr. teorema 7.3.1 successivo);

inoltre (cfr. teorema 7.3.5 successivo)
(ii) w appartiene allo spazio V[/lif (Q).

TEOREMA 7.3.1 (SOLUZIONE DEBOLE DELL’EQUAZIONE DI EULERO).

Supponiamo che F verifichi le condizioni di crescita (7.73) e (7.74) e che

u € A, soddisfi Flu] = ngirtl Flw]; allora u é una soluzione debole dell’e-
weAe

quazione di Eulero
Do F,,(Vu(z)) =0 inQ, (7.78)

cioe verifica

/QFpa(Vu(ac)) Dov(z)dz =0 per ogniv e W, (Q). (7.79)

DiM. Procediamo come nella dimostrazione della proposizione 2.2.1 facendo
attenzione alla differeziazione sotto il segno di integrale.

Sianot e Rewv € WOI’Q(Q). Consideriamo la funzione u 4 tv € A,,.

Per la (7.73) Flu + tv] < 400 per ogni ¢t € R. Sia ¢t # 0 e consideriamo

Flu+ tv] — Flu) _ / F(Vu(z) +tVu(z)) — F(Vu(z))
t o t

dx.  (7.80)

Osserviamo che
F(Vu(z) + tVu(z)) — F(Vu(z))

}i_r)r(l) " =F, (Vu(x))Dyv(zx) (7.81)
per q.o. = € €.
Inoltre
POu) + vl = Fvu@) - || 5P (Vuta) + s9ola) ds

- %/0 Fy. (Vu(z) + sVo(z)) Dav(x) ds.
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2 b2
Poiché u,v € W12(Q), 1a (7.74) e la disuguaglianza a-b < %—I— 5 implicano

che

< c(|Vul* + |Vu*) € LY(Q)

‘ F(Vu(z) + tVo(x)) — F(Vu(x))
t

per ogni t # 0.

Di conseguenza, per il teorema della convergenza dominata 1.1.11 da (7.80)

d
(7.81) concludiamo che E}'[u + tv] =0 esiste ed € uguale a

/ F,,, (Vu(x)) Dov(z) d.
Ma allora, p01che Flu + tv] ha minimo per ¢t = 0, abbiamo

d
E}'[u + tv] =0 = 0, e cosi u & una soluzione debole di (7.78). O

=0

Osserviamo che il risultato precedente non segue dalla proposizione 2.2.1
poiché non sappiamo che u & regolare, ma soltanto che u € W2(Q). Per
questo occorrono le condizioni (7.73) e (7.74) di crescita su F e sulle sue
derivate prime.

OSSERVAZIONE 7.3.2. In generale, 'equazione di Eulero (7.79) pud avere
altre soluzioni che non corrispondono a minimi di F[-]. Tuttavia:
Se p— F(p) & convessa allora ogni soluzione debole di (7.78) é un minimo

di F[].

DiM. Sia u € A, una soluzione debole di (7.78) e sia w € A,. Allora per
la convessita di p — F(p), abbiamo

F(q) = F(p) + Fp(p)(¢—p)  Vp,q € R™
Sia p = Vu(z) e ¢ = Vw(z) e integriamo su £, allora
Flw] > Flu / Fp,(Vu(x))(Vw(z) — Vu(x)) dx

Per la (7.79) risulta

/Q Fy(Va(@))(Vu(z) — Va(z)) de = 0,
per cui Flu] < Flw] per ogni w € A,. O

OSSERVAZIONE 7.3.3. Nel caso dell’integrale di Dirichlet, I'equazione di
Eulero nella formulazione debole (7.79) &

/ Vu(z) - Vo(z)de =0 Yve W2 (Q). (7.82)
Q
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Introduciamo, ora, il metodo dei quozienti differenziali dovuto a Nirenberg,
che utilizzeremo per dimostrare un importante risultato (teorema 7.3.5).
Sia u : Q — R una funzione localmente sommabile e sia ' C C Q.
Definiamo rapporto incrementale (o quoziente differenziale) parziale di in-
cremento r rispetto a x

w(x +1rey) —u(x)

Dlu(z) == . (y=1,...,n)

per xz € ', 0 < |r| < dist (£/,09) con e, = (0,...,0,
poniamo D"u = (DJu, ..., D u).

Sussiste il seguente risultato che caratterizza per 1 < m < oo lo spazio di
Sobolev W™ (Q):

TEOREMA 7.3.4 (RAPPORTI INCREMENTALI E DERIVATE DEBOLI).

(i) Sia1<m < oo e siaue€ Whm(Q).
Allora

v ccQ ID"ull pm (@ ey < € [V

Lmorny  (€>0)

1
per ogni 0 < |r| < 3 dist (Q',09).
(il) Sia 1 <m < oo, u € L™(Q'), e supponiamo che esista una costante c
) I
tale che ||D"ul| pm (g gny < ¢ per ogni 0 <|[r| < 3 dist (', 00).
Allora uw € WH™(Q') con | Vul <ec.

Lm(Q’,R"’)

Osserviamo che (ii) ¢ falsa per m = 1.

Dim.

(i) Sia 1 < m < oo e supponiamo dapprima che u sia di classe C*(Q).

1
Allora per ogni x € @', v = 1,...,ne 0 < |r| < §dist (Q,090),
abbiamo

1
u(x +rey) —u(x) = / Dyu(z + tre,) dt - re;
0
sicché

1
lu(z +rey) —u(z)] < |r| / |Vu(z + tre,)| dt.
0
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Di conseguenza

n

1
|D"u(z)|™dx < CZ/ (/ |Vu(w+tr67)|mdt) dx
) miler \Jo
LS
= CZ/ < |Vu(x+trey)|mdx> dt.
S e
Pertanto
/ |DTu(a:)|mdx§c/ |Vu(z)|™ dx
o Q
cioe

”DTUHLM(Q’,]R") <c ||VU||Lm(Q,]Rn) :

Questa stima vale per u € C(Q), e quindi ¢ valida, per approssi-
mazione, per u € WhHm(Q).

Supponiamo ora che valga
”DTUHL’"(Q’,]R") <c (7.83)
. 1. /
per ogni 0 < |r| < idlSt (Q,00).

Stay=1,...,n e e CF(); osserviamo che per r sufficientemente
piccolo

/,u@) {wmrev) —so(x)} e / [uu) e —re)|

r r
cioe

// u(x) (Dh(x)) do = —/, (D;Tu(x)) o(x) d. (7.84)

Questa ¢ la formula “di integrazione per parti” per i rapporti incre-
mentali (quozienti differenziali).
L’ipotesi (7.83) implica

sup ||D; "ul[pmqry < +00;
T

e, pertanto, poiché 1 < m < oo, esiste una funzione v, € L™(Q')
(spazio riflessivo) e una sottosuccessione rp — 0 tale che

D "u— vy in L™(Q). (7.85)
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Ma allora
/ uDypdx = /uD,chdx
’ Q
— 3 Th
= rlhlgo ; uDpdr
per (_7.84) Y —r
= r{}go o DI updr
= —/ vvgodm:—/vvgodx.
’ Q
Pertanto vy, = D+u in senso debole (y =1,...,n) e cosi

Vu € L™(Y,R"). Poiché u € L™(£'), deduciamo che u € WH™(Q)).

Infine osserviamo che

Dyl (s gy < lirrfi%f HDv_m“HLm(Q/) < cost.

O

TEOREMA 7.3.5 (DERIVATE SECONDE PER I MINIMI).
Siau € WH2(Q) una soluzione debole di (7.78), con F che soddisfa la (7.75)
ed uniformemente convessa, cioé

30>0: Fpp(0)€as>0E* (€ €R™). (7.86)

Allora u € WQ’Q(Q) e fissato vy € {1,...,n} e un aperto ¥ CC Q, u:= D u

loc
e una soluzione debole dell’equazione lineare, ellittica del secondo ordine in

forma di divergenza

Dy(Aqs(z) Dau(x)) =0 in (7.87)

Aapi=Fp,p;(Vu) (a,8=1,...,n). (7.88)

DiM. Fissiamo un aperto Q' C C Q e sia Q" un aperto tale che
Q' ccQ’”ccq. Sia ¢ € C™ una funzione di taglio tale che
(=1 su
(=0 suR™\ Q"
0<(¢<1 suQ\Q.

Sia |r| > 0 sufficientemente piccolo, sia v € {1,...,n} e sostituiamo
v := D37(¢* DZu) nell’equazione (7.79).

Usando l'identita
/ uD"vdr = —/ v Dl udz,
Q Q
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e il fatto che il quoziente differenziale di una derivata & la derivata del
quoziente differenziale (i.e. D (Dqv) = Dg (D5v)), deduciamo

/ DI F,, (Vu(z)) Do(¢? Dju) dz = 0. (7.89)
Q

Ora
F,, (Vu(z +rey)) — Fp, (Vu(z))

(7.90)

DIF,, (Vu(r)) =
1

= %/O %Fpa(sw(wr%) + (1 = 5)Vu(z)) ds

1

= p /0 [F:Dapa (sVu(z +rey) + (1 — S)Vu(x))} ds

[Dgulx + re,) — Dgu(w)
—  a}, (2) D Dgu(a),

dove abbiamo posto
1
apg(T) = / [Fpops (sVu(z +rey) + (1 — s)Vu(z))] ds (7.91)
0
(a, 6=1,...,n).
Sostituendo (7.90) in (7.89), e tenuto conto che
Do (¢? Diu) = ¢ D Dou + 2¢ Do ¢ D u, abbiamo
A+ 4y = / C(x) ag, 5(7) D7 (Dgu(z)) D7 (Dou(z)) dx (7.92)
Q
+ /QQC(:E) ags(z) Dol(z) DL (Dgu(z)) Diu(z) dr = 0.

Per 'ipotesi (7.86) di uniforme convessita abbiamo

A >0 /Q ¢(2) | DI V()| dr. (7.93)
Inoltre per l'ipotesi (7.75) abbiamo, per ogni € > 0,
|A2] < C/S” ¢(z) |D;Vu(x)’ . ’nyu(x)| dx (7.94)
< . [ (@) |, V()P dr + /Q D7 u(z)[? da.

0
Sia e = T allora da (7.93) e (7.94) abbiamo

: 0
9/9(2(:10) |D;Vu(x)|2 dx — 1o () |D;Vu(x)|2 dz
4c

7 |D;u(3c)|2 de < A1+ A2 =0
Q//
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per (7.92), e quindi

/QC ($)|D;VU(Z’)’ dxgc/ ’D;u(x)‘ dx.

"

Poiché ¢ =1 su &

/Q, ‘D;Vu(x)|2 dzx < c/” |D,Tyu(x)|2 dx < C/Q \Vu(z)]? da

per v = 1,...,n e per ogni |r| > 0 sufficientemente piccolo (I'ultima disu-
guaglianza ¢ valida per il teorema 7.3.4(i)).

Di conseguenza il teorema 7.3.4(ii) implica Vu € W12(Q)') e quindi

u € W22(Q') per ogni Q' C C Q; pertanto u € W22 (Q).

Sia w € C§°(Q), fissiamo v € {1,...,n} e poniamo v = D,w in (7.79).
Allora risulta

/Q . (Vu(2)) Do Do) dz = 0.

Poiché u € W2’2(Q), possiamo integrare per parti e ottenere

loc
/Q Fp, ps (Vu(x))Dg(Dyu(x)) Dow(x) do = 0. (7.95)
Poniamo
u = D,u, (7.96)
Aaﬁ = Fpapﬁ<vu) (Oé,,@: 17...,71)7 (797)

e fissiamo un aperto Q' C C Q.
Allora, per densita, da (7.95), (7.96) e (7.97) otteniamo

/ Ay 5(z) Dati(z) Dow(z)dz =0 per ogni w € Wy 2(Q),  (7.98)
Q

ciot u € WH2(Q') & una soluzione debole dell’equazione lineare, ellittica del
secondo ordine in forma di divergenza

Do (A p(z) Dgtu(z)) =0 in Q. (7.99)

(]

7.4. Caso modello multidimensionale: integrale di Dirichlet e
lemma di Caccioppoli-Weyl.

In questa sezione, sospendiamo lo studio della regolarita posto in 7.3 per
illustrare il risultato classico relativo alla regolarita interna della soluzione
debole del Principio di Dirichlet (cfr. osservazione 3.3.4).
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Come gia visto nell’osservazione 7.3.3, per U'integale di Dirichlet

1
D [u] := 3 /Q |Vu(z)|? de, il minimo u € A, soddisfa

/ Vu(z) - Vo(z)de =0 Yv e CF(Q). (7.100)
Q

Proviamo che u € C*(Q), e u soddisfa

Au(z) =0 VreQ.

Sussiste il seguente risultato 2

TEOREMA 7.4.1 (LEMMA DI CACCIOPPOLI, 1937 [12]- WEYL, 1940 [74]).

Sia Q@ C R™ aperto e siau € L}, (Q) t.c.

/ u(z)Av(z)dx =0 Yo e C5°(Q) (7.101)

Allora u é (equivalente ad una funzione) armonica in Q e u € C*(Q).

OSSERVAZIONE 7.4.2. Una soluzione della (7.100) soddisfa (7.101).

DiM. [del teorema 7.4.1 nellipotesi che u € L' ()] Consideriamo la rego-
larizzata di v di parametro h € N

un(z) = b /Q p (bl — yl) uly) dy.

Fissata v € C5°(2), scegliamo h sufficientemente grande da verificare

dist (suppv, Q) > % Risulta:
/Quh(x)Av(x) dx:/Q {h"/ﬂp(hm—y)u(y) dy} Av(z) da

(7.102)
- / u(y)Avn(y) dy

per il teorema di Fubini 1.1.12 (vy(y) = h”/ p (hl|x —y|)v(z)dx).
Q
Applicando Vipotesi (7.101) a vy, € C§° () (per la scelta fatta su h):

/Q un(2)Av(z) dz = 0. (7.103)

1
Allora up, € C™ (), Qp = {z € Qldist (z,09Q) > h} e pertanto da

(7.103) risulta:
Auh =0 in Qh.

2Nel lavoro [12] del 1937 & dimostrato per la prima volta (cfr. [56] pag. 122) il teorema
sull’armonicita delle funzioni ortogonali a tutti i laplaciani.
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Inoltre

[ttt < [ | [ pnie s luto)] as] ay
Qn Qpn Q
< / lu(z)| de < oo
Q
per il teorema di Fubini 1.1.12, usando
w [ ol i) dy =1

e ricordando che u € L'(2). Quindi, {us} ¢ uniformemente limitata in L.
In quanto armoniche le uj soddisfano la proprieta di uguaglianza del valor
medio. Inoltre, poiché la {uy} ¢ limitata in L', da

1
un(2?) = wnR™ J By (a0)
n r(x

up(x) dx

ricaviamo che up,(2°) ¢ limitata per R fissato tale che Br(z") C Q. Per-
tanto {up} ¢ uniformemente limitata in , per h > 2hg. Inoltre, dalla
proprieta del valor medio 1.7.3 segue direttamente che, se Bg(z'), Br(z") C
Qho:

jun(a’) — un(z")] < o(R) / fun ()] d.
{Br(z')\Br(z"")}U{Br(z"")\Br(z')}

<c¢(R) |z —2"|

Pertanto {Vuy} & uniformemente limitata in Qp,; e, analogamente, tutte
le derivate di ogni ordine delle uy, in quanto funzioni armoniche, sono uni-
formemente limitate in Qp,, (basta ripetere lo stesso procedimento usato per
le up). Pertanto, per h — +oo, un’estratta di {u} converge, con le sue
derivate, ad una funzione w € C* (). E, in quanto limite uniforme di
funzioni armoniche, anche w ¢ armonica. Ma {uy} converge a u in L'(Q),
percid u = w q.0., cioe u € C* () ed & armonica in €. ]

OSSERVAZIONE 7.4.3. Nella dimostrazione si € usato il fatto che A commuta
con le regolarizzate, in altri termini che I'operatore di Laplace ¢ invariante
per rotazioni (& questa la ragione per cui si sceglie p radiale). Proprio per
questo, pero, la dimostrazione precedente non puo essere estesa ad altri
problemi variazionali.

Piu in generale, si prova che se u € una distribuzione verificante Au = 0 in
Q, allora u € C* () (cfr. [65], pag. 216).

Diamo ora una seconda dimostrazione del teorema 7.4.1, basata essenzial-
mente sulla proprieta del valor medio.

DiM. Sia z° € Q e sia R > 0 tale che
?R(xo) :{xGR”: |x—m0| SR}CQ.
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Proviamo che se

1
a(2?) = ——— dH" 1 .104
W) = e ) wO PG, (7.100)
allora @ ¢ indipendente da R, u € C° (Q) e @ = u q.o0. in Q.
1
Ne seguird che w(z") = 7/ (&) dH™ ™ (€) con w € C°(Q
: ) = T Ly B PO ©

e quindi, per il teorema 1.7.15, AT = 0 in Q e dunque T € C* (2), da cui
la tesi.

Scegliamo opportunamente la funzione v in (7.100).

Assumiamo la (7.104) e sia e € (0,R) e ¢ € C* (R) con suppy C (&, R).
Definiamo

v(@) = ¢ (jo =)
e osserviamo che v € Cy° (BR (330)). Allora, posto r = }x — xo‘, si ha (cfr.
proposizione 1.7.2)

-1
A= () + "L 1) = 1o [ o)
Assumiamo n > 2 (il caso n = 1 & semplice).
Poniamo
d _
Y (r) = o [t ()] - (7.105)
Osserviamo che ¢ € C§° ((¢,R)) e
R
/ b (r) dr =0 (7.106)

1. Sia ¢ un’arbitraria funzione di classe C§° ((g, R)) per cui valga (7.106).
Definiamo ¢ e v come sopra e usiamo questa v in (7.100). Poiché v =0
in Q\ Bg (2°), abbiamo

0 = /u(m)Av(m)dw—/BR(mo)u(x)Av(:c)d;U

Q
R
o ( G <s>> ar

- /jmwwm dr

dove abbiamo posto

wey=rt [ w@ @),

Dal corollario 1.2.10 segue che

w(r)=c per q.o. 7 € (&, R).
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Poniamo ¢ = nw,u (z°); per I'arbitrarieta di e:
w(r) = nw,u (2°) per g.o. r € (0, R). (7.107)

2. Osserviamo che (7.107) altro non & che (7.104), con @ indipendente da
R. Integrando ora (7.104):

1
a (2V) = dx. 7.108
u(:z: ) R /BR(xo)u(cL‘) T ( )

Da (7.108) segue che u € C° (). Infatti, siano 2’,2"” € Q e sia R
sufficientemente piccolo tale che B (2') U Bg (") C €, risulta

/ u(x) de — / u(x) dx
Br(x') Br(z')

1
wnR™
1

W™ J{Br(a")\Br(e")U{ Br(e")\Br (=)}

[u(z’) —u(2")| =

Poiché u € L' (Bg (2') U Bg (z")), per I'assoluta continuita dell’inte-
grale di Lebesgue per funzioni sommabili, u & continua.

3. Rimane da provare che © = u q.o. in 2. Questo segue dal teorema di
differenziazione di Lebesgue 1.1.13 e dal fatto che u € L _(Q) (basta
far tendere R a 0T in (7.108)).

]

OSSERVAZIONE 7.4.4. E’ evidente che del teorema 7.4.1 possiamo dare an-
che un’altra dimostrazione che usa i rapporti incrementali introdotti da
Nirenberg.

Proviamo ora un risultato di maggiore regolarita interna: u e analitica reale.

TEOREMA 7.4.5. Sia u armonica e limitata in . Allora u € analitica reale
in €.

DiM. Fissato z° € Q, consideriamo R > 0 t.c.
(ne®" ' + 1)R < min {dist (z°,60);1}.

Lo sviluppo di Taylor di u di centro z° in Br(2°) &:
VkeN e V€ Bp(a?)

g, 1,0 ﬁu
u(z) = DTE)(z —a0)* 4+ Y Dﬂ!(y)(x — 208, (7.109)

|| <k |8|=k+1
dove y € Bp(xz").
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Applicando (1.16) alla palla di centro y e raggio ne?” ™! R e la disuguaglianza

8] < elflg 3, (7.109)
abbiamo:
’Dﬁu(y)‘ e 18l
,3 n|B B — o 1B
T|(x |<e‘ I(m) Rl |81g11p|u|76 ||sgp|u|.

Poiché sup |u| < M, abbiamo:
Q

B8
> D/;ﬁ( )(x—x PlsM > emPl< M (|8l +1)" e AL
18|=k+1 ' |Bl=k+1

Per |3] — 400, otteniamo la tesi. O

OSSERVAZIONE 7.4.6. In virtu di questo risultato la soluzione debole v € A,
del Principio di Dirichlet & analitica in Q (regolarita interna). Per quanto
concerne la condizione al contorno, questa ¢ stata acquisita nella forma
implicita u — ¢ € VVol’2 (Q). Sotto opportune ipotesi di regolarita per 2 e ¢
siha u € C°(Q) e u = ¢ su O (regolarita fino alla frontiera).

3Sia B un multi indice n-dimensionale. Vale:

18! < ePlgt.
DiM. Siano z; € R, per i = 1,...,n e sia k € N. Se B denota un multi-indice n-
dimensionale di lunghezza k, dalla versione di Leibniz della formula di Newton, abbiamo:

n k n
=1 1Bl=k Bia

Considerando x; =1, peri =1,...,n:
| |
Z |IB| % - Z lﬁl Pl = 18 < nlBlgl < 1Bl 3.
18l=k FE
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7.5. Regolarita ellittica: teoremi di Schauder e
di De Giorgi-Nash-Moser.
Il caso dei funzionali quadratici.

Riprendiamo ora il problema della regolarita, posto in 7.3, per un minimo
debole di funzionali piti generali (rispetto all’integrale di Dirichlet)

Flul = / F (Vu(z)) dx con F = F(p) quadratica in p.
Q

La maggiore regolaritda di un minimo debole di F|-| & conseguenza della
teoria della regolarita delle equazioni lineari ellittiche.

Infatti, fondamentale per la regolarita delle soluzioni deboli dell’equazione
di Eulero quasilineare (7.78)

D.F,, (Vu(z)) =0 in Q (Eq — quasilineare)

(dove i coefficienti dipendono dalla soluzione), ¢ lo studio della differenzia-
bilita delle soluzioni deboli dell’equazione lineare

D, (Aap(x)Dgu(x)) =0. in Q (Eq — lineare)

Vi sono due tipi di risultati di REGOLARITA ELLITTICA PER LA (EQ-LINEARE).
Il primo (basato su un metodo perturbativo) assume regolarita o-holderi-
ana per i coefficienti A, = Aag(z). Sotto tale ipotesi si confrontano le
soluzioni della (Eg-lineare) con le funzioni armoniche. La regolarita delle
soluzioni dipende da quanto “vicine” esse sono alle funzioni armoniche.
Sussiste il seguente teorema classico (cfr. [64] [35] [34] [31]):

TEOREMA 7.5.1 (IL CASO DEI COEFFICIENTI HOLDERIANI, SCHAUDER,
1934 [64]).

Sia u € WH2(Q) una soluzione debole dell’equazione differenziale lineare
alle derivate parziali del secondo ordine in forma di divergenza

Dy (Aap(z)Dgu(x)) =0 in Q (7.110)

(ossia / Aap(@)Dgu(z)Dov(z) dz =0 Vv € C§(Q)),
dove (Aap()), g1, € una matrice simmetrica a coefficienti
Aup(x) € CP7(Q) tale che

loc
MNEP < Aup()€a & < A€ per qo. € Q,VE € R™ (7.111)

con A, A costanti positive.
Allora uw e CFYH7(Q) (0< o < 1).

loc

Nel secondo tipo (basato su un metodo iterativo introdotto da De Giorgi)
la regolarita relativa alla (Eq-lineare) ¢ dimostrata assumendo i coefficienti
Anp = Anp(x) discontinui (misurabili e limitati).

La dimostrazione & basata su uno studio fine, al crescere del valore k , degli
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insiemi di sopra-livello della soluzione u € W12 (Q) di cui si vuole provare
la regolarita, e cioe (fissato un punto z° € Q) sullo studio degli insiemi

A(k,r) =B, (2°)n{z € Q: u(z) >k}

per ogni livello k.
Osserviamo che:

|A(k,7)| = |B, (z0)| —{reQ: ulx) <k} perqo. k.

Proviamo dapprima la LOCALE LIMITATEZZA delle soluzioni di (7.110), pun-
to nodale della successiva dimostrazione della regolarita.

LEMMA 7.5.2 (DISUGUAGLIANZA DI TIPO CACCIOPPOLI).
Sia Q C R™ (n > 2) aperto limitato e sia N = 1. Sia u € WH%(Q)
una soluzione debole dell’equazione (7.110) dove (Aap(x)), 53—, ., € una

matrice simmetrica a coefficienti Aqg(x) € L>(Q) verificante la condizione
(7.111).
Allora, esiste un costante ¢ = ¢ (n, A\, A) > 0 tale che

+]? ¢ +]?
/ V (u— k) ‘ dxgﬁ/ (u— k) ‘ dr  (7.112)
B (a°) (R—7)" JBr(a")
per ogni k € R, 0 <r < R < +o0o e Br(z®) C Q, quindi
2 c 2
/ |Vu(z)|” de < 72/ lu(z) — k|° de. (7.113)
A(k,r) (R—71)" JA®k,R)

Dim. Fissato 20 € €, sia n € C*°(Q), con

n=1 in B, (z°)

n=0 in Q\ Bg (2°)

0<np<1 inBp (xo) \ B, (xo),
V| < ¢(R—7)"", consideriamo in (7.110) la funzione test v := wn? dove
w:=(u—k)*.

Osserviamo che

w=u—k, Vw=Vu q.o. in {u >k} e
w =0, Vw =0 q.o. in {u < k}.

Allora da (7.110) risulta:

/AaﬁWQDﬁUDaUde = _2/ AopnwDguD,ndz.
Q Q
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Da quest’ ultima relazione, dalla limitazione inferiore in (7.111), applicando
la disuguaglianza di Young abbiamo, per ogni € > 0:

A IV ] de < elldaslimgey [ oIVl Vo) da

IN

c ||Aa[3||Loo(Q) /Q |:52 |vw|2 772 —+ 672w2 |V77|2] dzx.
Scelto opportunamente e, otteniamo la tesi. (Il

TEOREMA 7.5.3 (LOCALE LIMITATEZZA).
Se u soddisfa (7.112), allora, fissato x° € €2, risulta

1 /14 g
sup u<ko+c (R”/ lu — kol dm) <(];.T:R)|) (7.114)
Bry2(x0) A(ko,R)

dove o ¢ la soluzione positiva dell’equazione 20 —n (o +1) = 0,

A(ko,R) == Bgr (2") N{z € Q: u(z) > ko}
c=c(n,\,A) > 0.

R
DiM. Siano 0 < r < R e poniamo 7 = TJ; .

Fissato 2V € Q, sia n € C§°(R™), tale che
n=1 in Br (xo)
n=0 in Q\ Bg (29)
0<n<1 inBR(zO)\BF(:L'O)

e |Vn| < ¢(R—r)""; allora, posto w := (u— k)T, per il corollario 1.3.10,
abbiamo:
n+2

n

/ lnw|? dz < ¢ (/ A% (77111)|"27$2 dac) , (7.115)
Br(20) Br(20)

mentre per la disuguaglianza di Holder risulta *

n+2

/ IV w)[ 2 de) < |AGkR)[F / I () de (7.117)
B#(z9) Br(x9)

4De Giorgi consegue questa disuguaglianza
/ lu(z) — k|? dz < ¢ \A(k,r)|% / |Vu(z)|? dz (7.116)
A(k,T) A(k,r)

ricorrendo alle sue tecniche introdotte per lo studio della misura (n — 1)-dimensionale in
R™ (disuguaglianze isoperimetriche) [19] [20].
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inoltre per l'ipotesi

V (qw 2 dx < 2 Vanzdx
|
Br(2) By(20)
N dx]
Br#(x)

(7.112)
S —— / w|? dz.
(R—71)" JBr(z0)

Ne segue che

2
A n
/ lu(z) — K do < M/ () — K do (7.118)
Alk.r) (R=r)" Jaw.Rr)

Proviamo che, fissato kg, esiste d > 0 tale che
o/ lu(z) — ko> dz =0 o |A(ko+d,R/2)|=0.
A(ko+d,R/2)

Posto

a(h,r):=1|A(h,r)|, (7.119)
u(h,r) = um—hzdx, 7.
(ore= [ e (7.120)

e osservato che per h > k abbiamo A (h,r) C A (k,r), quindi
a(h,r) <a(k,r)eu(h,r)<u(k,r), dala (7.118) abbiamo

w(h,r) <u(k,r) < ﬁu (k,R) [a (K, R)]%

dove h > k; inoltre, da (7.119) e (7.120), essendo
a(h,r)=|B, (2°)N{u—k >h—k}|,

applicando la disuguaglianza di Chebyshev 1.2.2, otteniamo

pertanto per o > 0

[u(h,r)]" a(h,r) <

Posto

® (h,r) = [u(h,r)]” a(h,r), (7.121)
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e scelto per o la soluzione positiva dell’equazione 202 —n (o + 1) = 0 risulta
5

CO’

(R—=7)% (h—k)*
A questo punto si innesca il procedimento iterativo.
Partendo da una coppia (kg, R), siano ora

=(1+277)R/2 ({rj} decrescente),
kji=ko+d—29d=ko+(1-277)d ({k;} crescente)

O (h,r) < [@ (k, R)]""7 . (7.122)

@j = (kj,T‘j) s

dove

22(1+0)2CO' 1
= " [®(ko,R)]". (7.123)

(R/2)

Allora, applicando (7.122) con (h,r) = (k;,r;) e (k,R) = (kj_1,7j-1), si

ha:

o, < ¢ o'ty

[2-i-1R)*" [2-3d]* 7

per 128 92(=1-9) [ (Ko, R)] "+ ®

1% dove v =20 (0 + 1).
Per induzione:
®; <27d (ko, R). (7.124)

Infatti:
se 7 = 1 abbiamo immediatamente

(Dl < 2770 (kOa R) ;
Supponiamo la tesi vera per j — 1, allora

o, < 23U-1-9)[® (ky,R)] "7

’—‘Q\H

<I>
,; [ 1+2

< 2%07170) kOv kOaR)

= 277% (ko, R).

Per j — 400 da (7.124) e (7.121) risulta:

0=® (ko +d,R/2) = [u(ko+d,R/2)]" a (ko +d,R/2).
Ne segue che o u (kg +d,R/2)=0 o a(ko+d,R/2)=0.
Cosl

u(z) <ko+d q.0. su Bg/s (xo)
e quindi
sup u < ko +d.
Bry2(x0)

5A pag.45 in [13], L. Caffarelli scrive che si crea un “effetto non lineare” che favorisce
la convergenza del processo iterativo (citazione da [67]).
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e da (7.123) otteniamo la tesi. O

OSSERVAZIONE 7.5.4. Ripetendo lo stesso procedimento per la funzione —u,
che pure verifica la (7.113), si dimostra anche la limitazione dal basso per
la u e in definitiva la locale (essenziale) limitatezza di .

Proviamo ora la REGOLARITA HOLDERIANA delle soluzioni di (7.110).
Valutiamo dapprima la misura dell’insieme A (k, R), quando k ¢ vicino al
sup della u.

LEMMA 7.5.5. Supponiamo che u soddisfi (7.112) per ogni k e, fissato
20 € Q, poniamo

M (R):= sup u e m(R):= inf wu.
Br(x0) Br(z°)
Se |A(ko, R)| < %|BR (xo)} dove kg := %[M (2R) + m (2R)], allora per
ogni € > 0 esiste 6 =6 (e,n,\,A) >0 tale che
|A (ks, R)| < & |Bag (2°)], dove ks = M (2R) — § [M (2R) — m (2R)].

Dim. Per h > k > kg poniamo

h—k se u(x) > h
v(z) =< ulz)—k se k <u(x) <h
0 se u(z) < k.

Allora
|Br (2°) N {v = 0}] = [{u < k}| > [{u < ko}| > % |Br ()]

Per la disuguaglianza di Poincaré-Sobolev 1.3.9 risulta

n—1

(-/BR(IO)[U(x)]M da:) < C/BR(wO) |Vou(x)| de

c/ |Vu(z)| d.
A(k,R)\A(h,R)

Abbiamo dunque
(/ [v(m)]n”ldx> —  (-DAGRT
A(h,R)

< (/BR(IU)[’U(CC)]n—l da:)

(Holder) 1 9
<7 el R ABRI ([ |Vu@) ds
A(k,R)

1
2

)
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da cui, per l'ipotesi (7.112), abbiamo

2n—2
| n

(h—k)*|A(h, R) < ¢|A(k,R)\ A(h,R)| [Vu(z)]? da

Ak, R)\A(h,R)

(7.112) 9
< c|A(k,R)\ A(h,R)| R fu(z) — k| da
A(k,2R)

< ¢|A(k,R)\ A(h,R)|R"2[M (2R) — k]*.
Scrivendo la relazione precedente per i livelli h = k; := M (2R)—27" [M (2R) — ko]
ek=ki_1 (k; > k;—1), e osservato che
ki — ki1 =27 [M(2R) — ko]
M(2R) — k;_1 = 27"V [M(2R) — ko],
otteniamo

(27%)* [M(2R)—ko]? |A(ki, R)| ™ < c[|A(ki_1, R)| — |A(ks, R)|| R* 2 [M(2R) — k;_1]?,

da cui

|A (ki R)| " <|A(kiR)| ™ <4eR"2[|A(ki-1, R)| — |A(ki, R)|]
per i =1,2,...,1. Sommando su ¢ da 1 a [, otteniamo
[A(k,R)|™™ < 4eR"2[|A(ko, R)| — |A (ki R)|]
< 4cR"?|A (ko, R)|
< 4¢|Br (x| " <c|Ban(a®)| " ;

ne segue che
c
|A (ki, R)| < [ | Bar(2%)] .

Fissato € > 0, scegliamo [ il piu1 piccolo intero positivo maggiore di (E) E
e poniamo § = 27!71, allora ‘

|A (s, R)| = |A (k1. R)| < | Bar (a°)|
dove ks :=k; = M (2R) — 0 [M (2R) — m (2R)]. O

Siamo ora in grado di provare il seguente teorema fondamentale

TEOREMA 7.5.6 (DI REGOLARITA HOLDERIANA, DE GIORGI, 1957 [21]
[22] [25]). ©

6Poco tempo dopo Darticolo di De Giorgi, & pubblicato in [62] il seguente TEOREMA DI
NasH, 1958.
Ogni soluzione debole, limitata dell’ equazione parabolica

Dyu(z,t) = Do (Aag(w,t)Dgu(z,t)) (7.125)
con coefficienti uniformemente ellittici, ¢ holderiana in (z,t).

La dimostrazione si basa su tecniche diverse da quelle introdotte da De Giorgi.
Se i coefficienti A,g non dipendono dal tempo ¢, fra le soluzioni dell’equazione (7.125)



Introduzione al CALCOLO DELLE VARIAZIONI 147

Sia Q C R™ (n > 2) aperto limitato e sia N = 1. Sia u € WH%(Q)
una soluzione debole dell’equazione (7.110) dove (Aap(x)), 5, é una
matrice simmetrica a coefficienti Aqg(x) € L>(Q) verificante la condizione

(7.111).
Allora u € CY7(Q) (0 <o =0(n,\A) <1).

loc

1
DiM. Sia kg := B [M (2R) + m (2R)]. Possiamo assumere, senza perdita di

generalita, che sia
1
A (ko, B)| < 5 |Br (2%)],
perché in caso contrario risultera
1
{2z € Br (2°) : u(z) <ko}| =|Br (2°)] — |A (ko, R)| < 3 |Br (2°)|

e bastera scrivere —u al posto di u.
Fissiamo € > 0 e applichiamo il teorema 7.5.3 con ks al posto di kg, dove
ks & come nel lemma 7.5.5:

A

3 L
A(ks,R)|\ 2

sup u=:M(R/2) < ks+c R_n/ lu— k6|2 dx (Hér:)l)
Bi/a(x0) Alks,R) R

o+1

ks +c[M (2R) — ks] (lA (I;;r: RM)%

IN

< ks % [M(2R) — k]

scelto § > 0 sufficientemente piccolo in modo che risulti
Ak, R)\F 1
c| ———— —.
R 2
Quindi

MR/2) < kst 5 [M(2R)— k] = M (2B) - 2 [M(2R) ~ m (2R)]

= m(2R)+ (1 - g) [M (2R) — m (2R)] .

Allora, posto w(t) := oscp,(yoy)u = sup u — inf wu (oscillazione di u su
By (x0) B (z9)

)
By (xo)) e posto vy:=1— oL I'oscillazione di u soddisfa
w(R/2) < M (R/2) —m (2R) < yw (2R).

vi sono in particolare quelle stazionarie, u = u(z), che evidentemente risolvono la parte
ellittica dell’equazione.

Pertanto dal teorema di Nash segue quello di De Giorgi, limitatamente a quelle soluzioni
che sono a priori limitate (cfr. [67]).
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In definitiva:
w(R/2) <vyw(2R) con 0 <y <1 (7.126)

(i.e. Voscillazione di u, che ¢ limitata poiché lo & la funzione u, si riduce di
una quantita fissa, 0 < v =~ (n, A\, A) < 1, passando da una palla di raggio
2R ad una concentrica di raggio R/2).

Siaora R; :=2""%R  j=0,1,2,....

Da (7.126), per induzione, risulta

w(Rj) <v w(2R).

2
Osserviamo che 7~ = T3 (1,2).
Siano ora z,y € Q e sia j tale che Rj11 < |r—y| < R;. Dalla stima

precedente otteniamo :
lu(z) —u(y)] < w(R;) <Hw(2R) =2771%87lw(2R)

[loga~|
2

2 |lo |
< wer)(g)  le-ul*
Pertanto
lu(z) —u(y)| < clz —y|”,
] ] -1 1 1
con 0 < o i— logoy| _ logoy™" _  logn 1 O

2 2 2log2<2

OSSERVAZIONE 7.5.7. In sintesi, la dimostrazione del teorema di De Giorgi
7.5.6 si basa su due disuguaglianze in competizione aventi differenti omo-
geneita:
la disuguaglianza (7.113)

/ \Vu(z)|? dr < %/ lu(z) — k|? dx

A(k,r) (R—7)" JA®k,R)

perogni k, 0 <r < R,
e la disuguaglianza (Poincaré-Sobolev) (7.116)

/ lu(z) — k|* dz < c|A (k,r) o / Vu(z)|® de.
A(k,r) A(k,r)

Da queste due disuguaglianze ricaviamo la (7.118), da cui otteniamo la
disuguaglianza ricorsiva (7.122).

"Infatti:

a4 — Y _oi 2|z —y| ) 2|z —y|
gl-20+1) < =Yl g12 gy (2le—wl o0, (22—l
R R 782 TR

o1 2|z —y|
= —j<=lo s
J 3 gz( R

allora

o dlogy (22l 2\ 2 1
279 <22 °82\TR :(E) |z —ylz.
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Per dimostrare che u, oltre ad essere localmente (essenzialmente) limitata,
& anche localmente holderiana, De Giorgi prova la stima di decadimento
per ’oscillazione di u (7.126), da cui, iterando, ricava
08CR, (z0)U < cp” per ogni p < R (0 <o < 1).
|
OSSERVAZIONE 7.5.8. Nel 1961 Moser [60] ha esteso a soluzioni deboli e
positive di equazioni lineari uniformemente ellittiche a coefficienti limitati in

forma di divergenza il classico risultato di Harnack per funzioni armoniche
e positive (cfr. teorema 1.8.2).

DEFINIZIONE 7.5.9. w € W12 (Q) & una s(ottoso%uzion)e debole di Dy, (Aap(x)Dg)
soprasoluzione
se

/ Do (Aap(z)Daw(x)) v(z)dz >0 Yoe Wy (Q),v>0 qo. in Q,
Q (<0)

cioe, se

/ Aup()Dgw(z)Dov(x)de <0 Yo e Wy 2 (), v >0 qo. in Q.
Q (=0)

LEMMA 7.5.10. Sia w € W12 (Q) una sottosoluzione debole e positiva in
Bir (mo) C R" e siam > 1.

Allora
A m B
sup w <y (n, ) () ][ [w(z)])™ dz | .
Br(z9) A m—1 Bag(a?)

LEMMA 7.5.11. Sia w € W12 (Q) una soprasoluzione debole e positiva in
Bur (.’L‘O) C R"™.

n
P6T0<m<72, e sen > 3, allora
n—

Bl

1

" A
<][ — dx) < el e,
Baogr(z9) (L—m) Br(z%)

n—2

A
Sen = 2 la stima precedente vale per ogni 0 < m < 0o, con ca (m, n, )

(n: %)

. C2
al posto di

(=2 -m)

Intanto dai due precedenti lemmi deduciamo direttamente il seguente risul-
tato.
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COROLLARIO 7.5.12. Sia w € W12 (Q) una soluzione debole e positiva di
Dq, (Aap(x)Dgw(x)) =0 in Byg () C R". Allora

( A)
sup w<c3|n, 1nf w
BR(ZEO) )\

Osserviamo che la costante c3 ( ) non dipende da R.
Per generici aperti (2 C R™ abbiamo infine il seguente risultato.

TEOREMA 7.5.13 (DISUGUAGLIANZA DI MOSER-HARNACK).
Siano Q C R™ aperto connesso e w € W2 (Q) una soluzione debole e
positiva di Dy (Aps(x)Daw(x)) = 0 Vo € Q. Allora per ogni connesso ',

A
Q' CccC Q, esiste una costante ¢ = ¢ <n, O, )\) > 0 tale che

supw < cmfw (7.127)
Q/

Dim. La dimostrazione e analoga a quella del teorema 1.8.2, utilizzando qui
il corollario 7.5.12. (]

La disuguaglianza di Moser-Harnack (7.127) & utile per dimostrare la locale
holderianita di una soluzione debole u di D, (Ayg(x)Dgw(z)) =0 Vz € Q.
Richiamiamo I’enunciato del teorema di De Giorgi-Nash-Moser 7.5.6

TEOREMA 7.5.14. Sia Q C R™ (n > 2) aperto limitato e sia N = 1.

Sia u € WH2(Q) una soluzione debole dell’equazione (7.110) dove
(Aap(@))y g1, n € una matrice simmetrica a coefficienti Aag(z) € L>(Q2)
verificante la condizione (7.111).

Allorauw € C27(Q) (0 <o =0 (n,\A) <1).

loc

Dim. [METODO DI MOSER]
La limitatezza locale di u segue dai lemmi 7.5.10 e 7.5.11.

Poniamo come prima M(R) := sup uwe m(R):= inf w. Applichiamo
Br(z9) Br(z?)

la disuguaglianza di Moser-Harnack (7.127) alle funzioni w := M(2R) — u

e w := u— m(2R) (positive in Br/, (IO); altrimenti consideriamo w, :=

M(2R) —u+¢e e w. :=u—m(2R)+¢ (¢ > 0) e facciamo il limite per ¢ — 0
dopo aver ottenuto la stima, essendo ¢ indipendente da ¢). Otteniamo

sup [M(2R) —u] < ¢ inf [M(2R) — u]

Brya(20) r/2(2%)
cioe

M(2R) —m (R/2) < c[M(2R) — M (R/2)] (7.128)
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e
BRS/E?IO) [u—m(2R)] < CBRi/I;{:rO) [u —m(2R)]
M (R/2) —m(2R) < ¢[m(R/2) — m(2R)] . (7.129)

Sommando (7.128) e (7.129) abbiamo
(c+1)[M(R/2) —=m(R/2)] < (c — 1) [M (2R) —m (2R)].
Posto, come in precedenza w(t) := M (t) — m(t) abbiamo che

w(R/2) < 2_7_ 1w(2R) =vw(2R) con v < 1. (7.130)

A meno di scegliere ¢ pit grande in (7.127) (possiamo supporre ¢ > 3)
risulta 0 <y < 1 ey~ € (1,2). La (7.130) & proprio la (7.126). Iterando
(come gia visto in precedenza, a partire dalla (7.126)) si dimostra la locale
o-holderianita della funzione wu. O

Ritornando ora al problema della regolarita di una soluzione debole

u € I/Vlif (Q) (cfr. teorema 7.3.5) della (Eg-quasilineare), ¢ decisivo il teo-
rema di De Giorgi 7.5.6 applicato con Ang(x) := Fp,p, (Vu(z)) € L™ (Q)
e U(z) := Dyu(z) € Wh2(Q) (y =1,2,...,n) (cfr. (7.133),(7.132),(7.131)
successivi) per dedurre che o € Cloo’g (Q).

A partire da questo risultato fondamentale si inizia un procedimento di
“boot-strap” cioe una reiterata applicazione del teorema di Schauder 7.5.1,
che conduce alla maggiore regolarita di u in relazione alla (stessa) maggiore
regolarita di F.

Precisamente sussiste il seguente risultato:

TEOREMA 7.5.15 (MAGGIORE REGOLARITA INTERNA).

Sia F : R" — R una Lagrangiana di classe C*° soddisfacente le condizioni
(1.73), (1.74), (7.75). Sia u € WH2(Q) una soluzione debole di (7.78).
Allora u € C2.(Q).

Inoltre, se F' ¢ analitica reale, allora u ¢ analitica reale.

DIM. [PROCEDIMENTO DI LINEARIZZAZIONE]
Nel teorema 7.3.5 abbiamo visto che, posto

u(x) = Dyu(x), (v=1,2,...,n) (7.131)

Aap(x) = Fp, py(Vu(z)) (a,f=1,...,n), (7.132)

e fissato un aperto Q' C C Q, u € Wh2(€)') & una soluzione debole dell’e-
quazione lineare, ellittica del secondo ordine in forma di divergenza

Do(Aqs(z) Dgt(x)) =0 in Q. (7.133)
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Dall’ipotesi (7.75) e da (7.132) segue che Ay € L=®(Y) (o, B=1,...,n) e
verificano (7.111).

Per il teorema di De Giorgi-Nash 7.5.6, abbiamo che @ € C%°(£2") per ogni
Q" c C ; pertanto, tenuto conto di (7.131),

ue Cho(Q).

loc
Ora, poiché F' & di classe C* e Vu € C'IOO’Z(Q), dalla (7.132) segue che
Aup € CY7(Q) (,B=1,...,7n).

Dalla (7.133) e per il teorema 7.5.1 di Schauder segue che u € C’ll.gg(Q), e
quindi, tenuto conto di (7.131),

ue CH(Q).

loc

Ma allora A, g € C’llo’g (©) e quindi sempre da (7.133) e per il teorema 7.5.1
di Schauder segue che

u e CrI(Q).
Possiamo continuare questo argomento detto “boot-strap”, per dedurre che
u € CP7(Q) per ogni k € N, e quindi u € C2,().
Se poi F' e analitica reale, I'analiticita di u segue dai risultati classici di

Hopf [44] e Stampacchia [68]. O

7.6. Estensione del teorema di maggiore regolarita a funzionali
non necessariamente quadratici.

Usando la versione di Moser del lavoro di De Giorgi, si puo provare il
seguente risultato pilt generale del precedente (cfr. [58] pag. 27 e teorema
1.10.4(ii) ibidem).

TEOREMA 7.6.1. Sia Q C R™ aperto limitato e sia F € C* (2 x R x R™),
F = F (x,u,p) tale che per ogni (x,u,p) € Q@ x R x R™ e per ogni £ € R™

w3
s

() e (1+u2 -+ [pP)

) 1Bul s 1Byl (Pl |Fipl < 5 (14 0® + [pf°)

m—2

2
Fual s Fupl < 5 (142 + o) 7,

—cy < F(z,u,p) <cs <1+u2+|p|2> ,

m—1
2
)

m—2 m—2

(i) e (140 +1pl*) 7 167 < Fyups (0,0,0) €abp < 5 (L+u? +1p) 7 Jef?

dovem >2ec; >0 (i =1,2,3,4,5) sono costanti.
Allora un minimo di F [v] := / F(z,v(x), Vu(z))dz in
Q

A, = {v eWh™(Q); u—peWw,™ (Q)} e di classe C7%. ().
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OSSERVAZIONE 7.6.2. Per la regolarita delle soluzioni fin sulla frontiera 952
rinviamo e.g. a [58], [48], [35], [37].

7.7. Regolarita: il caso vettoriale.

Dal 1957 al 1968 altre dimostrazioni del teorema 7.5.6 di regolarita hoderi-
ana di De Giorgi vengono date, anche con l'intento di estendere il risultato
ai sistemi, cio¢ al caso N > 1. 8

Nessuna di queste dimostrazioni, pero, risultava estendibile al caso N > 1:
il motivo non era tecnico, ma sostanziale.

Infatti, che il teorema di holderianita di De Giorgi non valga in generale per
i sistemi ¢ dimostrato dallo stesso De Giorgi nel 1968 con un controesempio
(relativo al caso vettoriale, n = N > 3) di un sistema con coefficienti L™
che ha come soluzione una funzione vettoriale non continua e non limitata.
Successivamente E. Giusti e M. Miranda [38] mostrano, sempre nel caso
vettoriale n = N > 3 e per un sistema ellittico quasi-lineare con coefficienti
analitici reali, I'esistenza di una soluzione che presenta singolarita.

7.8. Esempio di estremale discontinua per un problema
variazionale di tipo ellittico (De Giorgi, 1968).

TEOREMA 7.8.1 ( [24]).
Sia B1(0) la palla unitaria di R™, con centro lorigine.
Pern =N > 3, la funzione vettoriale

1
u(z) = 2 , conoc=—-<(1l—- ————73>1, (7.134)
|| 2 (2n—2)2+1

appartiene a WH2(By1(0),R"), non & continua né limitata nell’intorno del-
lorigine di R™, ed & ['unico minimo del funzionale

3

(7.135)

2
Flv] :/ (n— Q)ZDjvj +n Z T;TQJ Dl | + Z (Divj)2 dx
B1(0) j=1 ;

i,j=1 i,j=1

:=F(z,Vv)
tra tutte le funzioni v € W12(By1(0),R") tali che v(z) = z su 0B1(0).
SNel 1966, Morrey nel suo libro [58] a pag. 27 cosl si esprimeva:

“An unfortunate feature of the De Giorgi-Nash results is that they have been proved only
for N =1".
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DiM. Posto F[v] := / AgjﬁDavi(x)ngj () dx, i coefficienti
B1(0)

1] a L Z; %)
Adp@) = [(n 2) O +nx‘x|:§ ]l(n 2)0p; +nx‘[;7|2j +0apdij € L=(B1(0));

inoltre esistono due costanti 0 < A < A tali che
MNEP < Afjﬁ(a:)gg §é < Al€]? per q.o. 2 € B1(0) e per ogni & € R™*",

Il funzionale F[-] & convesso, e dunque u & il minimo (unico) di F[-] se (e
solo se) u @ soluzione dell’equazione di Eulero (estremale) in forma debole
(cfr. osservazione 7.3.2)

/B o Ay (2) Do’ Dgp? dz =0 Ve € Wy ?(B1(0),R").  (7.136)

In B;1(0) \ {0}, per (2.23)

pertanto le equazioni di Eulero relative all’integrale (7.135) in B1(0) \ {0}
sono

"9 " ot " gpws OV TiTi ovd
n—2 — +n | |(n—2)6j +n"L5 | + =0
; Oz; { [( ); Ot ts=1 |x|2 3563] [( )% |9C\2 Ox; }
(j=1,...,n), da cui:
" Ov Ty s OV
—2)>—|(n=2)) —— — 7.137
(n )axj l(n ) > o, + P a%] (7.137)
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Ora, per v(z) = %, risulta:
T

Av? = (—on+0%) x|z 772
n
ovt Y
- =(n—-o)lz[7;
P 3xt
n t
Ty Ts OV _
> Twg = (oDl
ts=1 |z|” O%s
0 —o —0—2
%le = —ox;|z| ;
J

"9 o o
Z%(%xi'm 2)=(n—<7—1)5€j|$| 2
i=1 "

Quindi le equazioni di Eulero (7.137) sono soddisfatte in senso forte in
B1(0) \ {0} non appena si ponga u(x) = % e lesponente o verifichi
x

I’equazione

(2n — 2)* (—0 + g)Q + (—on+0%) =0.

In definitiva la (7.136) & soddisfatta da (7.134) se ¢ ha supporto in B (0) \ {0}.

Supponiamo ora che ¢ abbia supporto in B;(0), e sia ¢ € C*°(B1(0)), con

(=1 in B1(0)\ B2r(0) (0 < R< %)
(=0 in Br(0)
0< (<1 in Byg(0)\ Bg(0).

e V(| < %.

La funzione ¢ ¢’ ha supporto in B1(0) \ Br(0), e pertanto si ha

— ij i J
0 = /31(0) Ays(@)Dou" D(Cy?) da (7.138)

/ CAZfB(x)Daui Dgcpj dx + / @ Agﬁ(x)Daui Dg( dz.
B1(0) B1(0)

Osserviamo che per 'ultimo integrale vale la maggiorazione:

~/131(0)

B1(0)

(/ IDu¢l? do
B2r(0)\Br(0)

n I 2
< 25+1w%R5 - = / \Vu(z)|” dz
R B1(0)

1

2

1
2

gojAgﬁ(x)DauiD,@C’ dz < sup |p|- sup ’Afjﬁ} / \Vu(z)|® da
B1(0) B1(0)

b

(NI
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pertanto possiamo maggiorare I'ultimo integrale della (7.138) con

1

2
2

c / \Vul?dz| -R™T
B1(0)

e questo, ricordando l'ipotesi n > 3, & infinitesimo per R — 0.
Passando al limite per R — 07 in (7.138), si ha allora la (7.136) per ogni
p € C§°(B1(0),R™), e dunque per ogni ¢ € W&’Q(Bl(O),R”). O

OSSERVAZIONE 7.8.2. Il controesempio di De Giorgi mostra che non & pos-
sibile provare la regolarita delle soluzioni deboli di un problema variazionale
regolare di tipo vettoriale allo stesso modo seguito nel caso scalare.

Il XIX problema di Hilbert nel caso vettoriale non ha in generale risposta
affermativa per n > 3.

Tuttavia, lo stesso controesempio di De Giorgi non chiude ? il problema
della regolarita nel caso vettoriale: eccetto che in dimensione n = 2 (come
gid ricordato, risultati di Morrey), nel caso vettoriale & raro, in generale,
ottenere minimi regolari ovunque; si dimostrano comunque risultati di rego-
larita parziale (ogni soluzione debole u & di classe C1“ in un insieme aperto
Qo C Q e Vinsieme singolare 2\ Qo ¢ di misura nulla).

9La scoperta di un controesempio che smentisce una congettura molto importante rap-
presenta un punto di svolta che apre alla scienza orizzonti pit. ampi ed affascinanti dei
precedenti.

Con una frase un po’ paradossale potremmo dire che la normale crescita della scienza
seque la logica dello “sfruttamento del successo” mentre le grandi svolte della scienza
obbediscono alla logica dello “sfruttamento dell’insuccesso”.

Ennio De Giorgi

pag. 124 in Quaderni dell’ Accademia Pontaniana (n. 18), Riflessioni su Matematica e
Sapienza, 1996.

E’ motivo di riflessione il fatto che in De Giorgi la fiducia nella capacita dell’'nvomo di
ricercare la verita si completa con una autentica visione sapienziale.

Per quanto ricchi possono essere i nostri schemi concettuali, essi non abbracciano mai
tutta la realta.

Questa considerazione é interessante per lo scienziato perché proprio il fatto che la realta
é molto piu ampia delle nostre conoscenze ci induce a tentare sempre di allargare il
campo della nostra riflessione scientifica, ad ampliare l’angolo della realta illuminato
dalle nostre teorie.

Nello stesso tempo dobbiamo riconoscere che comunque quest’angolo tlluminato sara
una piccola parte dell’enorme immensita che rimane oscura.

Vi é in fondo all’origine di ogni progresso scientifico questo atteggiamento sapienziale:
il riconoscimento di quanto grande sia la realta che si trova fuori dall’angolo illuminato
delle nostre teorie.

Questo non ci deve portare a spegnere il riflettore, ma piuttosto a cercare di migliorarlo
ed ampliarlo.

Ennio De Giorgi
pag. 106 ibidem.
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7.9. Un caso di regolarita parziale negli spazi di Holder.

Descrivere le idee nuove e le tecniche per affrontare le problematiche rela-
tive alla regolarita parziale, supera ampiamente i limiti della presente trat-
tazione; per questo rinviamo a [33], [34].

Qui ci limitiamo a enunciare un risultato di regolarita parziale in un caso
semplice.

TEOREMA 7.9.1. Sia Q C R™ (n > 3) aperto limitato e sia F : R™Y — R
(N > 2) una Lagrangiana tale che

(i) Apl* < F(p) < Alp|* Vp € R™N, con A, X costanti positive,
(ii) F e C? (RnXN), |Fpp‘ <c (Cl > 0),
Fyi 3 (D)CACh > ea ¢ (2> 0) Wp € R™N, Wg € RN,

Sia w € W2 (Q,RN) un minimo del funzionale Flu] := / F (Vu(x)) dx.
Q

Allora esiste un aperto Qg C §, tale che u € C1° (QO,RN) e per la dimen-
sione di Hausdorff dell’insieme singolare Q\ Qo risulta
H - dzm(Q \ Q()) S n—2.

Naturalmente i risultati di regolarita parziale aprono nuovi interessanti
problemi riguardanti la natura topologica e analitica dell’insieme singolare:
per una loro formulazione rinviamo e.g. a [33] pag. 118.
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