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PROBLEMI PARABOLICI NON LINEARI DIPENDENTI DA UN

PARAMETRO )

Raffaele PISANI e Maria TUCCI (Bari}{ )

Summary. In this paper a result of P. Hess concerning boundary value
problems of the Ambrosetti-Prodi type (Boll. U.M.I., 1980) 1is carried over

tc the non linear parabolic case, for time periodic solutions.

INTRODUZIONE

P. Hess ha studiato in I-S] la risolubilita in C(Q) (Q aperto limitato
N
di R, N > 1) di problemi ellittici dipendenti da un parametro. In questo
lavoro, si studia il seguente problema al contorno dipendente da un

parametro reale s € R:
P ) Lu(x,t) = g(x,t,u) + f(x,t) + s r(x,t) in QT: Qx(0,T), T>0

dove L e un operatore differenziale lineare uniformemente parabolico del

2 2
secondo ordine, f : T R, r : QT—*E appartengono a L (O,T;L (Q))=

(°) Lavoro svolto nell'ambito del G.N.A.F.A. del C.N.R.

(°°) Istituto di Analisi Matematica, Universita di Bari, Palazzo Ateneo, BARI
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"W=o

— R verifica le condizioni asintotiche del tipo di

2
:L(QT}E g.QT:x:

Ambrosetti-Prodi e l'ulteriore ipotesi:

’ glx,t,s) < i

lim S

|5 [ oo

11 risultato principale afferma l'esistenza di un numero s € R,

0o
tale che il problema suddetto ammette almeno una soluzione in S
2 1 2 2 1
= {uEL (0,T; H (Q)MH (Q)), u'EL(QT}, u(0) = ul(T) } per s < s,
nessuna per 5}5{}.
Il caso s = S si risolve costruendo una successione {uﬁ] di soluzioni
corrispondenti ai parametri s < s tali che s — s ;si dimostra che (u )
n 0 N 0 n
2 \
ha una estratta convergente in L (QT) ad u_€ S e che u_ e soluzione del
problema P5 ).
0
n
Sia @ un dominio limitato in E , N > 2, con frontiera regolare 3§
Se T >0 ¢ un numero reale dato, denotiamo con QT il cilindro di
En X R:
Q. =0 x ]Jo,T[
T
e con I la superficie laterale di QT:
L o= 5 Q :w:] O,T r
Sia X uno spazio di Banach e V = LP(O,T;}(}, con 1 <p < + lo

spazio delle funzioni f(x,t) definite nel cilindro QT tale che per quasi ogni
t €] O, T[ , f(t) = f(.,t) & un elemento di X e

jT e [P dt <+ o

0 X
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Tale spazio, munito della norma:

- T P 1/p
el = (7 )P an
0 X

e uno spazio completo.

Sia P'(0, T ; X) = LA @{]O,T[},X)(” lo spazio delle distribuzioni su

_'[O,T[ a valori in X.

Se fELp{O,T:X), ad essa corrisponde la distribuzione:

T
f@) = [ f(t) o(t)ds V¥ 6 2(]0,T[)
O
, .y L 6 f _ '
Si definisce quindi X come elemento di 9'(0,T;X) nel seguente
modo:
o f 5
<t (®) = - f(—ﬁ“) ‘quE.@[]O,T[]

Denotiamo con A l'espressione differenziale del 2° ordine:

con coefficienti a. = a.. € C (Q).

1] J1

Insieme alle condizioni al contorno omogenee di Dirichlet, essa induce

(1) Con .@‘(]D,T[] si denota lo spazio delle funzioni definite su] O,T[ a

valori reali, infinitamente derivabili, a supporto compatto.
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Ca

un operatore differenziale autoaggiunto su L (Q), che denotiamo ancora con

A, con dominlio:

D(A) - Hgimmf’{m.
, Z 2 | 2 ~ 2 . - _
Sia H = L7(O,T;L (Q)) = L (QT} e H = L (O,T;D(A)), sia inoltre
;: : ﬁ-—-—*li cosl definita:
¥ u ¢ H - {E ujit) = Alu (t) ) q.0. in }O,TE

e ]
A e un operatore autoaggiunto in H.

Sia inoitre AT H D DY dfh'] — H | 'operatore lineare con dominio
[1 , | P - 3 . : .
D{*E"J = ll ue H] ut€ H, u(0) = ulT) b . cosi definito:
d . d
YueD(-——) : —— u = u'
€ dt dt

ove u' e la derivata di u rispettc a t nel senso delie distribuzioni.

Sia
d

(1) L—--—F+ﬂ

| 'operatore associato alla condizione omogenea di Dirichlet su % (2)

L ]

51 consideri il seguente problema al contorno dipendente dal parametro

12} 531 osservi che essendo u€l, u'eH, la funzione wu e, dopo averia

modificata sy un insieme di misurz rulla di [0,T}, una funzione centinua

At

L

di [tﬁ,T] in L (), percid la condizione u{Q)=u(T) ha senso.



Problemi parabolici non lineari dipendenti ecc...

reale s €

=0

P ) L u(x,t) = G(u)(x,t) + f(x,t)+ s r(x,t) in QT

ove (G denota l'operatore di Nemytskii associato alla funzione g:Q

cosl definito:
G(u)(x,t) = g(x,t,ulx,t)

ed f,r sono funzioni date definite in GT con

r > O Su QT, r;.fO.

Siano verificate le seguenti ipotesi:

29

xR—R

T

a) g(x,t,z) € continua in z per quasi ogni (x,t) € Q’I‘ ed & misurabile in

(x,t) € Qps per ogni z € R; r ed f sono funzioni appartenenti

_ L2(O,T;L2{Q})

b) Esiste una costante K >0 tale che per ogni xeQ e ¢ = (.51,52,

n :
appartenente ad R , risulta:

g 2
i E aij[x)’g'i 'gj >K| £ |”.

Per 1l'operatore L definito precedentemente, valgono i seguenti

ti:{S}

(3) Cfr. Lemma 4.3. difl]e Teorema 2. di[2 ]

ad H =

...,gnJ

risulta-
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TEOREMA 1. Se u ¢ tale che

L u(x,t) <« O g.c. in QT

ul(x,t) < O g.o. su X

—

allora risulta ulx,t) < O gqg.o0. “n QT.

TEOREMA 2. ~7a (xn.tﬂ} € QT un punto tale c¢he, se U UM

sottosoluziwone del problema:

, (4)
L. u=20 n S[x t }CQT
0o ©

risult: ul(x,t) < O, gq.0. 7n S{x )

o

) = O " . :; S
Risulta allora u q.o n (x )
O

TEOREMA 3. Fer ogan: A€k, lautospanio di L-A comelde con Tautesp.a—

z10 di A-A , cioé:

N(L-4) = N(A-1)
Dimostrazione .Dalla relazione

(u',vi+(u,v")=(u(T),v(T)) ) -(u(0),v(i0)) )
L71Q) L (€)

2

con u,v ELZ(O,T;Lz{Q}J-H,u',v' e I. IO,T;LZIQ}]—-H, si ha

(4) Con S denotiamo 1'insieme dei punti (x,4)€Q_ che possonc esserc
1

(x ,t )

. . 0, © : .
congiunti a (x ,t ) mediante una curva, diretta verso Ll'alto, che ha come
o ©

punto iniziale il punto (x ,Lﬁ) e punto finale il punto (x,t)
0
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d
(2) [dt u,u) = 0 yueD(

)

dt

Risulta allora:

N(L-2)=N(—%— ) AN(A=2)=N(A=2)
dt
Infatti se (L-A)(u)=0, ciocé - % + Eu-.l u=0, tenendo presente la (2) e
che:
du ~ d ~. (5)
_,PL :0 epD(— ﬁD JE'!.
{dt u) ¥ u (dt ) (A)
s1 ha:
du du du ~
(—, ) = (—,Au-Au) = 0
dt’ dt a0
da cui g—é’i = 0 e quindi (A-=1) (u)=0. Poiché il viceversa & ovvio per

(2), la prima wuguaglianza risulta pertanto vera. La seconda consegue

subito dalla definizione di A.

Sia ora 11 l'autovalore principale del problema al contorno F’E (cfr.

Teorema 3). Sulla funzione g imponiamo la condizione asintotica del tipo:

(3) lim. sup g(X,t,s) < A, , lim in
S > - ® S 1 S -+

uniformemente rispetto a (x,t) E@T.

(5) cfr.[8],pag.537, formula (20).
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Supponiamo inoltre che:

(4) lim.sup. !g(x,t,s} I i
[s |+t S
Sussiste allora il seguente
TEOREMA 4. Nelle <ipotesi su g sopra scritte, esiste 5, € R con la

proprietda che 1l problema Ps non ha alecuna soluzione per S>$S_ ed ha

almeno una soluzione per S < S

Prima di provare il Teorema, facciamo le seguenti premesse:

Osserviamo in primo luogo che dall'ipotesi (4) segue che esiste y > 0

tale che:

(5) g(x,t,8)| < v(1+]s|) ¥ (x,t) EQT , ¥ys eR

—r

Poniamo Lﬁl, = L+YI e g, (x,t,s) = glx,t,s) + ys con (K’t’S}EQTKE‘

Come in | 3 | Teorema 19, dove & considerato il problema dei valori

iniziali, si prova che risulta:

d ~
+ A + Yl) = H
R( T
Inoltre essendo A uniformemente ellittico e y > 0, l'operatore L,r e
monotono. Sia allora
K : H=—H
1'operatore tale che per ogni h € H, u=K h sia l'unica soluzione del
problema:
L,1IF u = h in QT
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Dai Teoremi 1 e 2 segue che K € un operatore strettamente positivo in
H.
Risulta anche, per il lemma di Aubin (cfr. [4] , pag. 58), che K & un
operatore compatto. Osserviamo ora che per l'ipotesi a) su g e per la (5),
l'operatore di Nemijskii: u——rgY (.,u) e continuo da H in H{G) e manda
limitati in limitati; pertanto l'operatore di H in H:

uﬂK{g?(.,u} + f + sr)

e completamente continuo ed il problema P & equivalente alla ricerca di
S

punti fissi di tale operatore. In altri termini il problema F’5 e equivalente

al problema:

F'E] u:K(gT[.,u) + f + sr) in QT.

Fatte queste premesse, dimostriamo i1 seguenti lemmi:

LEMMA 1. Siano ¢ e V¥ rispettivamente una sottosoluzione e una 8o-
prasoluzione del problema PS. Se » < ¥ allora esiste una soluzio-
ne u del problema Ps con ¢ < yu< v.

——

Dimostrazione. Consegue dal Teorema 1 di [ 6], osservando che, nel

nostro caso, poiché la non linearita non dipende dal gradiente, non é

necessario che ¢ e ¢ appartengano a LW(QT}.

LEMMA 2. Siano verificate le ipotesi del Teorema 3. Sia 1inoltre Rl

un numero reale strettamente positivo.

(6) Cfr.[g], Teorema 3.2. pag. 12.
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Esiste allora un numero reale S = S(Rl} tale che:

v # T K(g (.,v) + f + sr)

+ i
per ogni Vv € H, con v ] . = Rl , per ogni t€[0,1] e per
ognt s <95.

Dimostrazione.

Supponiamo per assurdo che fissato Rl’ un tale numero

4+
S non esista. Allora per ogni n €N sia vnEH, cc::n“v 1 = R

n H 1’

e siano ¢ = [0,1] , S € R, con s

-n, tali che
n n = n S ’

Vo= K{gT [.,un) +f+5nr} , ¥ neN

Poiché per ogni (x,t) EQT ed s < 0O si ha per (5):

glx,t,s) < ys+g(x,t,s) < ys +y +y|s| < y

risulta

Essendo K un operatore positivo, si ha:

+

v <1 K(g, (.,v) +2Y+ f + s r)
n — n Y n n
e quindi:
v < | 7 K(g{.,v+} + 2v+ f + s r]]+
n — - n N n

(.,v )) relativamente compatta in H, esiste una
-._.T n EN p
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sottosuccessione (K(g_(.,v )) ed vye H tale che:

K(gT f.,‘m’; )) <y, "quEE

Risulta allora:

v £!y+}i(2ﬂ-f)+sn}<r!*, Y ke N
k k
Essendo K r>0 e lim s = - e, risulta: lim || [—}J+K[2"r +
T+ h k++m )
ul : : : +
+ f) + s l{r]] 1; = 0 e quindi lim, ” \ H = 0 tenendo presente la
n H I+ n, H
k Ko k
precedente disuguaglianza, il che e assurdo.
LEMMA 3. 57a s € R fissato. Estste allora un numero reale E?::-O
tale che:
v 4 Klgy(.,v) + f + sr)
per ognt V€ H con ”V_ ”H = RZ per ognit 1 € [0,1J

Dimostrazione., Facciamo wuna stima a priori per tutte le possibili

soluzioni v di

(6) v o= TK(QY[.,U} + f + sr) T E[O,l]

Dall'ipotesi (3) segue che esiste A <L A e ¢, € R tali che:
(7) glx,t,s) > A's + Cy ¥ (x,t,s) € Q-T X R

Risulta da cio:
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(8) LT(UTJ = tlgyCo,vg ) + F 4 st) > c((A + v)v + c, + f + sr)

in QT. Essendo o A'+y ) < 11+'~f , esiste una ed una sola soluzione W

del problema

(9) L (w )=t A'+y)w = t(c_ +f+sr)
Y 1 T 1
L'insieme {wT}T c 1' 071] ¢ limitato in H. Infatti se 1‘{_1 &
1'operatore inverso di Ly- T(A'+Y)1, per il Teorema 6.7 di |L_?1, la
funzione

v €] 0,1] —K,
e una funzione continua in ’*0,1].
Sia c2 € R tale che

H < C ’ I'ﬁi TE[D,}.]

Da (8) e (9) consegue che

(L, - (34 T}}(VT - wT) >0 in Qr

e quindi per il principio di massimo {(cfr. [1]) si ha

da cui

(10) Vo> W q.o0. in QT . V1 E[O,l}

D'altra parte risulta
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-~ - -
lwg 1= vt =l Tl Iy el o< el o+ Dl = 2,
e allora, tenendo presente che per la (10) risulta v; < w; , si ha:
VI g <l Yol < 26, ¢ xe 0,1
Se si prende R_ = 2¢_, + 1, il lemma sussiste.

2 2

Dimostriamo ora il Teorema 4.

Sia Rl > 0 ed S(RIJ quel numero che verifica la condizione del

Lemma 2. Fissiamo 5 < S(Hl} e consideriamo R2 > 0 verificante la

——

condizione del Lemma 3. Consideriamo l'insieme

+ —
= 2 < < R
1" 2
SE R € un insieme aperto in H contenente l'origine.
172
Poiché, per ogni V&€ 6(5R B ), & Vv # TK(gY[.,v) + f + sr),
1’2

deg(1-K(g,(.) + f + sr), S ,0) =
= deg(I,S ,0) = 1

Di qui il problema Fs e quindi il problema F’5 ha almeno una soluzione.

Sia u una soluzione del problema Ps' Essendo r >0 e K un

operatore strettamente pogitivo, risulta u una soprasoluzione del problema

PS_E , per ogni e €R,
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Proviamo che esiste una sottosoluzione w di F'5 ] con W < Uu.
Sia w l'unica soluzione del problema:
L w = 1'w+c1+f+{5—r:)r
dove At < 11 e ¢, € R sono i numeri definiti in (7).

e quindi w € una sottosoluzione di P

Allora

Lw<gl.,w) + f+ (s —¢)r

S—¢g

Essendo
Lu>gl.,u) + f+ (s -¢)r > A'u + c, + f + (s-e)r
risulta
(L-2")(u-w) >0 in QT
Per il principio di massimo di [ 1] risulta u - w >0 e quindi u > w.
Per il lemma 1, esiste allora una soluzione del problema Ps . > per
ogni e € Ef

e

Come in |5] (cfr. dim. Teorema 1) si prova che

s = sup { seR| P ha una 5D1uziﬂne}
o =" s

il numero che verifica le condizioni richieste dal Teorema 4.

Proviamo ora che il problema F‘5 ammette soluzione anche per s = s .
O

Sia (s ) una successione di numeri reali tale che lim s = s .
n HEH =+ N O
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Siano u le corrispondenti soluzioni del problema:
n

L’fun = g?(.,un} + f + s T

Per (7) si ha:

(11) LT(unJ > (A +~f]un +oCy o f + s T

Detta w 1'unica soluzione del problema

(12) LT(WJ—[l'+Y}w=cl+f+qr

ove q < s ¥neN , consegue da (11) e da (12):

(Ly =(A" +y)){u_ - w) >0 q.o. in Qrp

Y n
e quindi per il principio di massimo di [1] , si ha:
0. 1 Y
(13) U > w q.0. in QT n €N
Risulta (u ) limitata in H. Infatti se per assurdo
n neN
}_11_& ”unHH = +o, posto v = un/ 1 u_ ||H , per l'ipotesi (4) e per (13) si

e limitata in H.

ha che la successione (Ly(u y/1lu |},,)
n n ' H neH
Essendo un = l{{g?(.,un} + f + Sn r) e K un operatore compatto, si
ha che (vn}n c N é relativamente compatta in H. Allora per una
sottosuccessione (vn )kEN si ha
l¢ —
vV  —s Y in H.
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Da (13) segue che v >0 q.o. in QT.

Per (7) si ha inoltre che:

v > K(A'" +Y) up N K(cp + f + s, r)
lu lu
Passando al limite per n-—sow si ha:

vV > K(a' +w,r}v

da cui, per il principio di massimo di [1] , si ha:

Y 0 .0. 1in
e quindi v = 0 q.o. in QT. Ma cio contraddice il fatto che ” V H H=1.
La successione (un}neN risulta dunque limitata in H. Per la com-

pattezza di K si ha che esiste un'estratta convergenza in H ad ueH e

inoltre

u = K[g?[.,u) + f + scr]

u ¢ allora una soluzione del problema Ps
o

Con cio resta completamente provato l'asserto.
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