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Summary. This paper 1s concerned with linear elliptic boundary value prob-
. . . n

leme 1rn unbounded domains in R .
They have been 1investigated within suitable Sobolev weight spaces. A priort

estimates for the solutions have been proved.
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in un dominio non limitato 0 di R .

Lo studio e fatto nell'ambito di una classe di spazi di Sobolev con

r . 1 . : _
peso, denotati con W ,p, dove il peso ha il ruolo di prescrivere il
s

comportamento all'infinito delle funzioni che vi appartengono e delle loro

derivate.

consente di ricondurre

r
Un'opportuna caratterizzazione degli spazi W P
S

lo studio del problema a quello dei problemi ellittici dipendenti da un

-
parametro in domini limitati e negli ordinari spazi di Sobolev W"’p, per i

guali e poessibile usufruire di risultati noti quali quelli di A. Alvino - G.

Trombetti [2].

Per la possibilita di utilizzare i risultati di [2] si & ristretta la
trattazione alla classe dei problemi per i quali sia ellittico (cfr.[2]),in
Q e all'infinito il sistema di operatori con parametro q€ R

+.

2m-| u| u ] u
( 1u|§_2mq a,(x)D", {“”{Em q bju(x) D }jzll'

La prima parte del lavoro e dedicata ad un preliminare approfondimento
di alcuni aspetti degli spazi di Sobolev con peso. Stabiliamo in particolare

un teorema di immersione compatta:

(1) wi'Pa) & = 1P(a), reN, s,teR e t<s.
5 t

I1 problema viene trattato al n.b6.

Assegnati un intero 9,_3_:_ sup{Zm,mj}, pe]1,+m[,5,tGR con tes, 1in

opportune ipotesi sui coefficienti di A e Bj proviamo che:
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u — (Au,B u‘ yeeey B u‘ )
1 190 m 1gq

definisce un operatore, che indichiamo con &, lineare e continuo da h’s’p

=

_ em -
ir E (a) = wﬁ Zm’p{ﬂ} x W T 1/p,p(an] e che:
*Esprs S ]J=

1) esiste una costante ¢ tale che:

2) ful e el Fu] g @ ] g vueW P () ;
s (Q) i.,p,s 's
- _ -m:—1
2) se uewli’cp(ﬂ)ﬂLf{ﬂ}, Auewf 2m, P (q) BJ_UEWE M5~ 1/P5P a0y allora

UEWE?p(ﬂ].

Osserviamo che cuando sussiste la (1),la(2)imnlica, per notirisultati,

che l'operatore & ha nucleo di dimensione finita ed immagine chiusa.

r,p

Nel n.l sono introdotti gli spazi di Sobolev W con norma dipendente

da un parametro qe[R+.

Nei nn.2 e 3 vengono stabiliti dei teoremi di densita e di immersione

compatta per una classe di spazi di Sobolev con peso.

Il n.4 & dedicato alla trattazione degli spazi WZ'p(n).

wr_l/p'p(a n).

Nel n.5 sono introdctti gli spazi .

Il n.6 & dedicato allo studio del problema.

1. GL1 SPAZI CON PARAMETRO W' 'P(E,q).

Sia R lo spazic reale euclideo ad n dimensioni di punto X
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——(‘::1,.. ,xn}.
. . n (1)
Per ogni multi-indice a= {ﬂl,...,un) €N porremo:
_ a _ 41 ®n
[u|_u1 + . ta X=X e X T
a Qa a a El1 nﬂ
'a - a 1+ *ax n, D = D}: D:{ »
*1 n 1 1
cove:
6}{ = d ' Dx = -1 5}{ (i = Vv=1), k =1, ,N.
k9% k k
Se E & un aperto di IFtn, p e [1,+] e r e N_ , indicheremo:

con W'P(E) 1c spazio delle distribuzioni u su E tali che 8% uelP(E)

per |u| ¢ r, munito della norma:

u = X * u ;
" ” wrrp(E] la] <L ”a ” LP(E}

con wlr’p(ﬁ} 1'insieme delle funzioni ueW 'P(E') per ogni sottoinsieme
oc

aperto e limitato E' di E;

(1) Indicheremo con N 1'insieme dei numeri interi positivi, con Ng 1'insieme dei nu-
meri interi non negativi, con R l'insieme dei numeri reali, con R+ l1'insieme dei
numeri reali positivi, con R 1'insieme dei numeri reali non negativi, con C

+
T - » . - -
l'1insieme del numeril complessi.
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con LB () 1o spazio %OG’CP{EJ.

loc

Useremo le notazioni:

j .
u . =,au = g @ u y
I IJ,p,E lp,.E lal =] H@ “ LP(E)

]
il o= B lulep e -

r,D :
“(E) e per ogni a ¢ R porremo:

Per ogni ueW .

Meelal

=], A)
| u = qr o u .

LEMMA 1.1. Se l'aperto E dzi R" & limitato e dotato della proprietd dt

cono, allora, fissato qOER+, per ogni uewr’p(E) e per ogni ¢ E[q0,+m[, 81 hau):

(1.1) u | “ldu o +q |u
” -.wr,p{E’q}] o, * 4 [%p,E

~ epe * @ Mully o g

r

~ r-}
200 "1 Ny,p.E

(2) Se f e g sono due funzioni definite in un insieme X ed a valori in ]f{+, di-
remo che per ogni veX risulta f(v)ng(v) se esistono due costanti positive
c. ec tali che:

1 2
c1g(v) < f(v) < czg(v) Yv € X.
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Infatti da noti risultati (cfr., ad es., il teorema 4.15 di R.A. Adams [1])

si ha che, fissato € €R , esiste una costante ¢ tale che:
Qo +

=~/

R r r-j)
(1.2) |6 U‘p,E < cl=lg u|p,E + |ulp*E}

per ogni ueW 'P(E) e per ogni € €]0, ¢ |

Q

Dalla (1.2) si deduce che esiste una costante CD tale che:

r-j, ] r r
(1.3) q "o ulp,E7£~CO(|a u'p,E + q [u{p’E)
per ogni u €W 'P(E) e per ogni qE[qO,+.:ﬂ [

D'altra parte si ha:

i r .
/ T r—] . r=)
4 j=0 1 ”u”j,p,E i jqu k=0 v ik,pr,E
L J kj rk
< ifokfo % @ ‘”‘kai‘:l“”"r ’

dove < e una costante indipendente da u e da q.

Dalle (1.3) e (1.4) si deduce in modo ovvio la tesi.

LEMA 1.2. Se sono verificate le ipotesi del lemma 1.1, assegnati

kENo e un multi-indice uENE talt che k+[ﬂ | < r, per ogni uEWr’p(E}

¢ per ogni qe[q.,+oo[ s7 ha:

0
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(1.5) k+| | -r

B *

'P(E,q)

||3“u|| )
wk'p(E,q]

dove ¢ € una costante indipendente da u e da q

Infatti, in conseguenza del lemma 1.1 si ha:

< cl(]ak(anuJ‘p,E - qk\auulpiE]

r—u\nlia]ﬁlul ),

ul + q n,E

dove Cl € una costante indipendente da u e da q; da tale relazione e

dalla (1.3) si deduce la (1.5).

LEMMA 1.3. Se sono verificate le ipotesi del lemma 1.1, assegnati k, reN:

con K<r, esiste una costante c tale che:

1.6 | pul” o~
; | u u u
| W< P(E,q) & 'P(E,q) LF(E)
¥ueW 'P(E) e }quE[qO,+m[.
Infatti, dalla (1.2) si deduce che, fissato un LDE R+, esiste una
costante ¢, tale che qualunque siano A E]O, lﬂ] ; qe[q0,+u::-[ ,

uew 'P(E) e j < k si ha:

qr_]IaJulp,E < cl(h|a u
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U] LA k/(r-k)-j/(r-j) ,-k/(r-k) quul E],
P

e quindi:

(1.7) u < c.q (A3 ;
‘ “Wk’p{E,q} 2 l lp,E

h—k/( r-k) r

dove <, e una costante indipendente da u, q e a.

Ponendc nella (1.7):

si ottiene la (1.6).

Osserviamo che dalla (1.6) e dal lemma 1.1 si deduce evidentemente

che ner ozni £ € JR+ esiste una costante c(e) tale che:
k-r, r
(1.8) ”u“ < €q ]}3 u!
kj - L]
W p{E,q] p.E
+ c(€) qk,u! }v‘uewr’p(E) e Nqe] +00|
p,E 1o’ '

2. GL1 SPAZ1 CON PESO H''P(E,m) e W 'P(E,m).

. + . : n n
Assegnati una funzicne misurabile m : R = R e un apertc E di R
+

¥

qualunque siano reN. e pe[l,+o| indicheremo:

0

con W 'P(E,m) 1o spazio delle distribuzioni u su E tali che mlfpaﬂUEI:pCEJ
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per ,ul-: r, munito della norma:

a 1/13
u = 11e® ux) P mix)dx)P;
| ”Wr’p(E,m) lal<r El

con Hr’p(E,m} lo spazio delle funzioni u che sono restrizioni ad E di

I",p(RH

elementi di W ,m) munitc della norma:

u = inf || v | *
“ “Hr’P(E,m] wi PR m)

dove l'estremo inferiore e riferito alle vEWr’p(Rn,m) tali che le = u.
Porremo:
n
LPE,m) = wOP(E,m) , B(x) ={y e R%/|y - x|<1}

Sussiste il seguente noto teorema di compattezza (cfr.,ad es., il lemma

1.7 di S.Matarasso-M.Troisi [5]):

LEMMA 2.1. Se risulta:

lim mis(E NB(x)) = 0O

! }[I—}-I' 0o

¢ se esiste un dER+ tale che:

m(x )
sup —= < +00,
X,y € E m(y)
| x-y|<d
(3) .

allora per ogni P E:]1,+-‘:ﬂ|_- st ha

() Se X e Y sono due spazi normati, scriveremo: Xe»Y per indicare che X &
un sottospazio di Y e che 1'immersione di X in Y & continua; X<+<Y per indi

care X Y e che 1'immersione di X in Y & compatta.
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U P(E m) < < LP(E, m).

Pcniamo ora per ogni a €R :
+

E(e) = {xeE| |x|<a}

e consideriamc la seguente ipotesi:

1) per ogni fissato a € E+ si ha che E(a) & contenuto in un sottoinsieme

aperto e limitato di E dctatc della proprietd di segmento (cfr.pag. 54 di [1]).

1

LEMMA 2.2. Se m,m el (E) e se & verificata l'ipotesi 1), allora ,

loc

per ogni r€N_ e per ogni pell,+c[ Z(E) é denso in w 'P(a,m).

C

Infatti, assegniamo una funzione W e @{ﬁ+} tale che:

wit) = 1 per t ¢ — | suppuJCEO,zt

e poniamo per ogni KkeN:

x|

& - e e
L X w( )
A . . r,p
ssegniamo inoltre una u€eW T (E,m).
Si verifica facilmente che:
lim " 6 u - u” = 0
K K Wr’p(E,m)

D'altra parte per ogni k€N risulta:

ﬁkuewr’p(E}, suppﬁk u ¢ E(2k).
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Da noti risultati (cfr., ad es., il teorema 3.18 di [1]) si deduce,
tenendo presente l'ipotesi m-IELiC(E}, che esiste una successione
(k) =
C E tal he:
(uﬂ )nEN 9P(E) ale che
(k)
SUpp u c E(2k) ¥neN,
1hn||u(k} - 6 u" = 0.
Il Il k wr!P(E}

D'altra parte dall'ipotesi mELTGéTE) segue che esiste una costante c

k
tale che:

(k) k
”u -—”u < c IPJ - 6 u
n ”wr’p(E,mJ ki n k "wr,p(E}

+ 8w - v ¥neN.

k r
w O P(E,m)
Dalle precedenti relazionl con ovvie considerazioni si ottiene la

tesi.

3. UN TEOREMA DI COMPATTEZZA NEGLI SPAZI w'P(a ,m).

. : n : : . ‘v s g
Assegniamo un aperto © di R e due funzioni misurabili e positive m,o

definite in Q

Porremo per ogni €€ R+:

Ag :{xen‘ﬁ(ﬂ >E}

m(x)

e supporremo che siano verificate le seguenti ipotesi:
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a.) Z e1®(a);

] m

az] fissato €€]0,1], esistono un dER_l_ e un ricoprimento di A
mediante due sottoinsiemi aperti Q' e di Q , di cui uno

eventualmente vuoto, tali che:

(3.1) o' é limitato e dctato della proprieta di cono,

(3.2) o €1, (m..) lel®@"),
o |0

(3.3) lim mis(Q" N B(x)) = 0,
x| o0
(3.4) dist(a",00) > 0,
(3.5) sup méx)] < 400,
KiYEd' e
]K-y|<d

TEOREMA 3.1. Se sono verificate le precedenti ipotesti, allora per ogni

pE] 1,+( s ha:
(3.6) w'P@a,m e e 1P(a,0).

Dal teorema 2.1 di [5] applicato con:

I
-1

a = m, B=Dj Y = ’ E

+]
m

. . _ [
segue che e sufficiente provare che per ogni successicne (u CW 'p(ﬂ,m)

k}kEN

1,
debolmente convergente a zero in W P@, m) si ha:
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(3.7) lim S ‘u {:{)|P o(x) dx = 0 Yee ]0,1[
K A k
E
Fissato EE]O,I[ , consideriamo il ricoprimento di A, mediante gli

apertl Q' e Q" definite dall'ipotesi az).

In conseguenza della seconda delle (3.2) si ha che:
u —lU.‘th
. . I . " ® % . 1!p - - l!p ]
definisce un'applicazione lineare e continua di W (a,m) in W (a').
Per la (3.1) e per un noto teorema di compattezza si ha:

whiP(a) esesP(a).

Consegue che, assegnata una successione (ukaE“CW 'P(a,m) debolmente

1, .
convergente a zero in W p(n,m], si ha:

(3.8) lim Jlluk(x]‘p dx = 0 .

D'altra parte, con considerazioni analoghe a quelle tenute per dimo

strare il teorema 1.3 di [5] , si deduce dalla (3.4) che

u —ruln”

1, . 1, \
definisce un'applicazione lineare e continua di W p{n,m) in H p(n',m),

mentre per le (3.3) e (3.5) e per il lemma 2.1 si ha:

Hlip[nu’m} <, <, Lp{n”,m}-

Ne segue che:
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(3.9) lim f,|u {x}|p m(x) dx = O.
k Ja' K

Dalle (3.8) e (3.9), dalla prima delle (3.2), dall'ipotesi a?} e dalla

relazione:

L|uklpﬂ(x)dx ii_f![uk(x]'pa{x]dx+ ‘u (:n:]"p o(x)dx
€ 0

< |lof f u ) [° ax + = f]u x) |7 m(x)dx
1(a') ol " ) Jor K

si deduce la (3.7), e quindi si ha la tesi.

Osserviamo che nel casc in cui ﬂE ¢ limitate, il teorema rida un

risultato di V.Benci - D.Fortunato [3].

I1 seguente esempio riguarda un semplice caso in cui Al ¢ non limitato

e sonc verificate le cendizioni alJ e a?J.

Esempio 3.1. Se =R x R e:

+ +
a b ¢+l .
o(x) = Ix‘ (1+|}:]) X (1+x_. )cC
1 1
m(x) = |x T 1+ |x ]b X" (1+x JC+1 (1+4(14x. ) - x_D
| l ‘ 1 1 1 |E] 21 ’

dove a,b,c€R, allora sono verificate le condiziont a]] e a?}.

Infatti, la al) & di ovvia verifica.

D'altra parte fissatc €€ IO,I[ e posto:

t — €(1+4t)
E(1+t)2

®(t) =
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si ha evidentemente:

A, = {(xl,xz)e R xR | x>e, , X, - m(x1}{x2¢x1+¢(x1)},

1" 0 1
dove €y = e/(1-€),
Assegnati allora a€ ]ED' +o0 [ e B € R_I_ tali che:
inf (t~-@(t)) > 0 , sup (t + w(t)) <P ,
te o+ te]gatl|

con semplici considerazioni si verifica che i sottcinsiemi aperti di R+ X R+:

o' =]ED, a+ 1 [x] O,ﬂ[,
Q' = {{xl,le |x1>u Xy = m(le < X, <x1 +¢(x1)}

soddisfano le cendizioni dell'ipotesi a_); la (3.5) si ottiene osservando che

2
per x,yea'" si ha:
c c+1
b 1+
n(x) 1 f1x] ® [1+1x| 1 "1
m(y) Y| 14| y| Y, 1+y1
b + |c+1]
< e (1 +|xy]|) | || (1+|x -y, |) el | ;

dove CO € una costante indipendente da X e da vy.
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L. GL1 SPAZI wZ’p(ﬂ).

Assegniamo wun apertc @  di R" e una funzione p 0 — R,

scddisfacenti le seguenti ipctesi:
00 — -1 o

i ) PEL. (@) e p € L (a);

1 loc

. . c . :

12) esistcno fl v Yy R+ tali che

1’1#(}:] < Ply) < vzmix} Hxe n e Myel(x),
dove:
[(x) ={y e o | |v-x| < p(x)}

13] per ogni X € Q , 1{x) & un insieme dctato della proprieta di

cono, 1inoltre l1'apertura e il rappcrto tra p(x) e 1l'altezza del cono

caratteristico di I(x) sono indipendenti da x.

Osserviamo che le precedenti ipotesi implicano che @ e un insieme

dotato della proprieta di cono.

Fissati xeQ , AC Q e u : A— C  porremo:
- 7= %
® : zEQ — + X , A = ® (A) ,
X p(:.;) X X

* Ly eA” (x+p(x) (y-x)) ;
u, oy L ulx+e(x) (y-x ;

Y . , * * o
quando ncn vi sia possibilita di equivoci, scriveremo A e u in luogo
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% %

di Ax e u rispettivamente.

In particolare porremo:
* %
[ (x) = (1(x))" = (1(x)) .

Assegnati r € ND , P E ]:1,+nc:+[e seR, indicheremo con W];’ptﬂ)lﬂ spazio

delle distribuzioni u su @ tali che psauu € LP(QJ per |a| < T, mu

nito della norma:

9] erpg, = e [FTRTu0OIP a0 'P
ws’ (Q) TN
Porremo:
LP(a) - w2 P(a)
S s

Osserviamo che risulta:

4.1) WPy e wPa) per kcr e t < s.
S t - -

Useremo le notazioni:

S CL PRI T A

lu'P,s LEin] 'P*E lal=) lP-S'

Sussistono i seguenti lemmi;
P € 0 * Pray. i .
[LEMMA 4.1. uELS{ﬂ) se e solo se (x —rl u Ip,I* {x)]ELs( ); inoltre:

~(f|=5p(>c) ] u*|P dx)lfp.

(4.2) ”u *
”Lf{ﬂ} ) , 1% (x)
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Infatti, procedendc ccme per le dimostrazioni dei lemmi 1.1 e 1.2 di M.

Troisi [9] si prova che:

| N (fpspwn{m [UIP I{K]dx}lf’?!
Lp{ﬂ} 0 P
>
da cui ovviamente si deduce la tesi.
LEMMA 4.2. u €W _'P(@) se e solo se (x€~fux| JELY (),
s woP R, o)) T2
“noltre
1/p
(s-r)p s D dx)
(430 v - fp GO VI P (1% (), 0 (x))

rC,P
W 0
Py

Infatti, dal lemma 4.1 segue:

]aju] *[IPEP{:{] ] [&ju*}, P dx}lfp
P,S p,1 (x)
0
. . 1/p
- f o STIP G Pl 9
A p,1" (x)

= {fﬂ'{s_r}p{x} p{r—]]p (x) ]ajuﬂp * dx]lfp,
9]

da culi ovviamente si deduce la tesi.

LEMMA 4.3. Se k,reéN e k< r, per ognt EER_I_ estste una costante

c(e) tale che:

r,p
(4.4) ”u"wk’p galau|p Yuew ().

(Q)

S
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*

Infatti, dalla (1.8) applicata con E = 1 (x) e q = p(x) si deduce che
per ogni J*-ER+ esiste una costante f:l{h) tale che si ha qualunque siano
X E Q e ue w‘;P(n}:

(k-r) ’
u*p k-r)p r %
*
T U WO L A W S
Kp 1P
A) P
+ cli ) (x) |u 5, 1% (x)

Se ne deduce che:

Jp{s—k)p “u*”pk . dx < hfp(sbr)p(xﬂaru*lptﬁ(xjdx
0 WP (1%(x), p(x)) o P

Sp ®
. clmfp (x) [u*[p
0

(x) 9%

~ Sp r x SP P dx;
= hfﬂ (x}‘{a u) ’E,I*(x)dx + cl(h) E!n [x)lu*lp’fk(x].
o

da quest'ultima relazione e dai lemmi 4.1 e 4.2 si deduce in modo ovvio la

tesi.
Porremo per ogni a,d € R+:
o ={xEﬂ |n(x)<a} ,

a

Bg = (x€R'| |x[<8) , a (8) = a\Bg

LEMMA 4.4.8e risulta:
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(4.5) lim mis(@ NB(x)) =0 5@‘aER+

P T

€ se esiste ﬁER+ tale che:
(4.6) dist(na{al,am >0 ’ﬁ‘aER+ ,

allora, assegnati p € ]1,+m[,k,rENC, s,teR tali che k<r e tg¢s, si ha:

(4.7) w';’p(ﬂ}‘-’—r '=~+w}:’p{n}..

Cominciamo col provare che:

(4,.8) W Plo) < < LP(a).
Poniamo:
m(x) = oP(x) ,  e(x) = pP(x).
Siccome Q e dotato della proprieta di cono, esiste un sottoinsieme

aperto e limitato @' di 0 dotatc della proprieta di cono tale che ANB,CQ;

inoltre in conseguenza dell'ipotesi il} si ha:

o g€ L7 (a') , (m

D'altra parte dalle (4.5) e (4.6) si deduce (cfr. il lemma 1.6 di[5])

che esiste un sottoinsieme aperto 0" di @ tale che ﬂa{ﬁ) ca' e:

lim mis (0" N B(x)) = 0,

‘Ei++m

dist (@', d0) > 0.

Posto:
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-1

-1
d. = (2 ” P "Lm(ﬂ)} y

dall'ipotesi 12) si deduce facilmente che esiste una costante ¢ tale che:

m(x) _ : p(x)}sp )

c Mx,yea tali che l}t—}"q d .

m(y) p(y)

Sono pertanto verificate le condizioni al) e 32} del teorema 3.1, e

quindi si ha:

wl,P(n) = wl'P{n,nsp} S c-pr(n,ptp} - LP(0),
S t

cioé la (4.8).

Dalla (4.8) e dal lemma 4.3 con note considerazioni si deduce la (4.7),

e quindi si ha la tesl.

5. GL1 SPAZI w:'l/p’p{an).

In questo numero e nel successivo supporremo che siano verificate le

ipotesi il), 12), 13} e la seguente ipotesi, dove L denota un fissato

intero positivo:

if.i) esistono un ricoprimento di 90 mediante una famiglia finita {Ui)ie

di aperti Ui e, per ogni 1i€f , un omeomorfismo x ——rﬂ’i(x] di classe ct

= + . N o .
di Ui sulla chiusura di un aperto convesso Bi di R tali che:

® n) = M n }
1) (U.no) =B {yEE y >0
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n
mi(Uiﬂaﬂ) = B,ﬂ{yER ]y =0} ;

1 I'l

. -1 L , ,
2) le componenti di ® e O sono funzioni uniformemente continue e
i i

limitate insieme con le lcro derivate di ordine <_E .

3) esiste un ﬁER+ tale che:

U foerD | as Y .
< g Ui:} leR [dlst[x, 0N < ﬁj.,

L) se 1 £ j , U. N U, & limitato.

Per ogni X €Q porremo:

MNx) = @ﬂﬂ{yERn[ [y = x[( p(:x:}} ,

F(x) = (r(x))".
Se r*(x) ¢ ¢, per ogni intero r S_E , per ogni pEe ]1,+cr:~[ e per
- * - e
ogni q€R_ indicheremo ccn W' 1/p,p(l. (x),q) 1lc spazio W' l/p.p{r (x))

munito della ncrma dipendente da q analcga alla norma dipendente da q

introdotta e denotata ccn | al n.l1 di [2], a cui rinviamo.

L ]

| r-1/p,p

_]- ’ . .
Per ogni @ € W;E/p P(30) indicheremo ccn:

X —> [[o*
Il ”wr—lfpsp(r*(x),g(X)]

% |
la funzione che ad Xx€e0 associa: zero se F (x) = £ , la ncrma in

_ %
Wr lfp,p( ' (x),p(x)) della restrizione di ¢ *= ¢:: a r*(x) se r*(x) £ 0.

W 1/P+P(3a)

] lo spazic delle

Assegnato inoltre s € R, indicheremo con



Limitazioni a priori per una classe ecc... 247

funzioni @ EWTUP’p(aﬂ} tali che:
oc

(x €a—0"T(x) [lo"] e 1P@)

WP 0% 6y o (x))

munito della norma:

~ % 1/
|| r-1/ i (f & F)P{X} -] ’ r-1/ % ax) 7
W, "P'Praa) v WP P (r(x), e(x))

Sussiste il seguente teorema di tracce:

LEMMA 5.1. Se sono verificate le 1ipotesti il) = i&.‘), allora qualun—
que stano reN, pE J1, +o[e s€ER L'applicazione:

u—ul

definita 1in Y(a), si prolunga per continuitd in un'applicazione, che

. . : . : r-1/p,p

indicheremo con u—+y0u, lineare e continua di WS p(n} in W (o) .
Infatti, nelle ipotesi poste,in conseguenza del lemma 2.2 si ha che P ()

. + r, . .. :

é denso in W, P(a).E" percio sufficiente provare che esiste una costan

te ¢ tale che

< c ful Vu E2(0)
r-1/P+P (5 0) WErP (0)

S

(5.1) lujo ol
W

Assegniamo u € 2(0). Da noti risultati (cfr. il n.1 di [2]) si deduce

che per ogni fissato xe€n sussiste la limitazione:

(5.2) ”(UIBQ}* ” -.a:
r-1/p,p,  * < ¢ ful
W (r (x), e(x)) 0 ” wfrp (l'*(x),ﬂ(x}) ,
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dove ¢, € una costante indipendente da u e da x.

Dalla (5.2) segue:

- % -
-{; p(E I‘)P (E) ” {U)(aﬂ) ”p dx _‘S CE.{; p{ﬂ r)P(K) ” u% “
W PP (R (%), p(x) )

P d
* %
w P17 (%), (X))

da cui per la definizione degli spazi wr-lfp,p(aﬂ} e per il lemma 4.2 si

deduce la (5.1), e quindi si ha la tesi.

6. LIMITAZIONI A PRIORI PER UNA CLASSE DI PROBLEMI ELLITTICI.

Assegniamo: in @ un coperatore differenziale lineare di ordine 2m:

su ¢0 un sistema {Bl,...,Bm} di m operatori differenziali lineari, con

B. di ordine m_. € N

] oo
B, = Z b, (x) D" : i=1,ee.,m ,
] fu]ﬁmj JH
suppcnendo che siano verificate le seguenti ipotesi, dove £ denota un

fissate intero > sup {Qm,mj}:

15) i coefficienti a“(:-:], per ||-1\-.—;; 2m, e 1 coefficienti bj (x), per
= M

|yl < m., sono continui rispettivamente in Q e su 3R e convergono
- )

all'infinito.

i6] per ogni x €q, le derivate (nel senso delle distribuzioni):

6ua:E L7(1%(x)) per lat< L-2m e |u|< 2m,
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a & e * .
d bjuEL (r (x)) per ]ufi E—-mj, jc{l,...m} e lu'i mj

ed hanno ncrme in detti spazi limitate da costanti indipendenti da x;

i) gli operatori:

7
2m—|u| "
- z
A(x,D,q) ] <2m q a,(x) D ,
mj—lur "
Bj(x,D,q) = Iul‘Emj q bju{x)D , j=1,...,m,

soddisfano le ccndizioni di ellitticita espressa al n. 4 di [2] rispettc a

qeR_in o e all'infinito.

Osserviamo che nelle ipotesi poste si ha per ogni u ew:’p(n}:
|1P1LU” < C Z D"u
wﬁ—Zm,p(n} 1 |u|<2m ” HWE—Zm,p{ﬂ)
5 s
< ey fluf :
g w-'P(q)
S
” Yy B.u P
0 J ”w{sf—m]—]./prp{an)
(s=%+m )p TN
< ¢ ) fp i"F(x) | (y.DTu)| P
S lMImy 4 ° WS PCexx), e(x))
= C by H P
2 |uj<m, " vy~ D U
s
) P P
A <, ”D"u” ¢em < e | u '
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Se ne deduce che comunque si assegninc un intero £ > sup{Zm,m.},
)

peJl,+ | e s e€R:

B u)

(6.1) u — (Au, v_. B u,...,vy
O m

0 1

i
definisce un cperatere lineare e continuc da W_ Pra) in

. m _ .
wf" 2m, () x L WF‘ mj “p’p{aﬂ) che indicheremo con of .
S j=1 s ¢,n,s

TEOREMA €.1. Assegniamo un intero £ > sup{ﬂm,mj}, pell,+c [ ¢ supponia

mo che siano verificate le ipotesi i.,) - i_).

1 7
Qualunque stano s,teR, se:
(6.2) aew™ P (3) N LP(a) |
loc t
(6.3) Auew AP gy
S

(6.4) Y B_UEWE_mjhl/p’p (@ Q) , j=1,...,m,

0 g

. £,p

allora 1 ha uews (Q) e:
(6.5) lu ] < e (Jlau] ,_

wf"’(n) WP (@)
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dove ¢ ¢é una ccstante indipendente da u.

Infatti, assegnato X € @

2m=ip!
S B T 00 a0
- 2m—1u1 X
Bju=lu Em p (x) bju (y) D¥ j o= 1,...,m.
— ]

Poniamo inoltre per ogni r € ]0,1]
%
I:{K) ={yeI {x)l l}r - x,{'r} ,

*
Fr(}{) ={_1;E I'*(K)] ,}? - x'{_r}

. : ’rP i q
ed assegniamo una funzione u €W *Pay,
loc

Cominciamo col dimostrare che sussiste la limitazione:

*
(6.6) "“ I wﬂ’p * (co(ﬂzm(x) "(Au)*"

(L)), = WP (1% (%), p(x))

m

p ]
(x) ”(vo B u)

]

#] ] ,

- N op i
- wo i PP erT(x), e(x)) LP (1% (x))

1

dove o € una ccstante indipendente da u e da x.
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n
Assegniamo r,r'E]O,l[ , con r < r', e una funzione we€ Z(R ) tale

che:
w(y) = 1 per |y, < r, Suppr{yERnl Iy] < r'}.
~lal
sup |3 w]|< cg (r'-r) ",
dove ¢, €& una ccstante indipendente da r e da r', e indichiamo con
& = Qx la funzicne y — wly-x).

Nel seguito di questa dimostrazione indicheremo ccn ¢ .,C, delle

1’

costanti positive indipendenti da u,x,r ed r'.

Le stesse indicazioni date in [2] per ottenere la dimostrazione del
teorema 4.1 di tale lavoro, c¢i ccnsentono evidentemente di dedurre dai

risultati dei nn. 2 e 3 di [2] applicati cen q =p(x) la limitazione:

*

6.7)  Jleu | ce (JACsuD | 4,

WP ), e(x)) | WP () p(x))

N TRETS
J‘}:I ] ll'*(}{) " wi-mjpifp’p(r*(}t),i:(x))

lou” | )
+ Su - %
WP (), p(x))

Osserviamo che:
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;(Q u*) = QEU* + 2, )X Zm-‘"‘ (x) a (v) D" ..:I‘;IZ::’LL:R,t
0<ivl <2m  a<k \a
e che:
A u*s 0?Mix)(a w*

Ne segue:

IACgu ) ]| (er-r) ¢ My | (a )|

qu F—2 < c (r -r P X u E
WP (), e(x) 2"“’9( (%), p(x))
) 5 o2 lv] S
* O< ' <2m  a<p P OF N f’. 2m,p )

(x) p(x))

e quindi per il lemma 1.2 si ha:

-~ +* _Qz *
(6.8) | Agu ) | 2o < cz(r'-r) (P " (x) u(Au) |l ?

W ’p(I*(x},p(x)) W ~2m,p

(I L (x),p(x))

p_(lpl"‘ l'ﬂl _1) (}[) ” u* ll ‘E_—1 . )

" 0< |uf€<2 < H
m o
= W ’P(Ir.(x),n(x))
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Analogamente si ha:

- %
15, cu®) .
) Ir*(x}n WE "3 1/p’p(f*(x)-ﬂ(x))

- *
< c (] (6B.u) ”
- 4 ] lr* -
OO T PP (% ) a(x))

m, — |, P a *
' D<Fiy£m. n§pﬂ . () b e )h* "

_ %
: (%) wE mjfp,p

(r (x), pe(x))

_ ] *
< ¢ (r'—r)lj%pmj(x)uw B,u)

; | e :
5 0 j 'HE m ; 1fPaP(|}J (x),p(x))
m - K a *
N ¥ XoP (x) 0% (-
U<Iu|£mj adH wf mj’p(I:,{K),P(K))} '

da cui per il lemma 1.2 segue:

-~ *
(6.9) | 8. (cu) o
. | r*(x)llwﬁ MR (r Y (), e(x))

N |
< Cﬁ(r"r) (P (E)“@h B.u) Il L-m -1/ %
] W j PoPirr (x),p(x))
- (1l =1al ~-1) ” * H
+ » 2 p u _ }
o< Emj T HE 1’p(lj,(xJ.P(x} )
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D'altra parte in conseguenza del lemma 1.3 si ha la limitazione:

(6.10)

<

1,
W *Pfxi;,fx>,;:<x>)

1/4

*

o)
Lp(Ir, (x))

o :
W P(ITT(K),E(K})

Dalle (6.7), (6.8),(6.9) e (6.10) si deduce la limitazione:

(6.11) -y | (0“™(x) || (au)

ﬁic

i
|, _.
w“u:(x), o(x)) O i 2“‘"’(1:, (x),P(x))

+ ij(:{) || v B,u)*I
0 3 l wﬁ-mj—T}’p:P(r:'(K),ﬂ(x) )

. 1-1/2

+|lu || ”u*"”‘E ).

Lp,  *
W (Ir,(x),p(x)) Lp(I:I(x))

Dalla (6.11), per un noto lemma di crescenza di C. Miranda (cfr. il

lemma 3.1 di [6]), si deduce la (6.6).

Dalla (6.6) segue che si ha per ogni a€R

- - *
L,p, . * - 0
W (I”

£-2m,
,(x), #(x)) wo P

(1% (x),P(x))
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a-f{+m:

m *
+ j_E P I (x) IItBju) . !
- ? .
" (x) W mj I‘fp,p(r*(x),p(}{))

A Y

Pty )

Da quest'ultima relazione, dai lemmi 4.1, 4.2 e dalla definizione degli

-1 1 . . .
spazi W: /P P(3a) si deduce che per ogni funzione u tale che:
£,p _ .
ue W, (@Q)nNL" (),
lec a- 4

A u EWEEEm’p(ﬂ} ,

f-m -1/p,p
s Bju&'wn ] (0 9Q)

si ha che uEWE’p(ﬂ} e:

Q
(6.12) n u ”
woP (o) W Zm,p(ﬁ)
s | n
+ I Y B.u - ”u ” ),
=1 0 l-m.-1/p,
] o™ /PP (50) LT; ¢ (0)

dove ¢ € una costante indipendente da |u.

Consideriamo ora una funzione u soddisfacente le (6.2), (6.3) e

(6.4)



Limitazioni a priori per una classe e€eCC... 257

Se t 2 s - £, risulta:

. P
LP(a) &L (a)
t 5""'6
e quindi, applicando quanto sopra stabilito con a = s, si deduce la tesi.
Se t < s -, denotato con k 1'intero positivo tale che:
s=-t s—=t
7 - 1 < k < ¢
risulta per 1 = 1,...,k:
F-2 £-2 L-m:-1/p, L-m.-1/p,
WP gy es w2 gy TR oy gy MTHRIR (g0
s t+1 s t+if

e quindi si ha successivamente che uElﬁ.{f'p(ﬂ},...,uEWﬁ;EE (Q)

t+if (i =1,...,k).

Il

e che sussiste la (6.12) per a

Siccome 1inoltre:

P P
wt+k£ (Q) & LSHE(n)

{1
wn

si ha che uEWE’p(ﬂ] e che sussiste la (6.12) per a
s

Dalle precedenti considerazioni si deduce in modo ovvio la tesi.

COROLLARIO 6.1. Assegniamo un intero £ > sup{Zm,mj}, pell, +of, ser

e supponiamo verificate le (4.5),(4.6) e le ipotest 11) - i?).

Allora 1l'operatore Lﬁi':. _— definito in Wf’p( Q) dalla (6.1), ha

nucleo di dimensione finita ed immagine chiusa.
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La tesi consegue da un ben ncto risultato osservando che, fissato un numero
reale t<s, 1in conseguenza del teorema 6.1 esiste una costante c ta

: : z, ,
le che sussiste la (6.5) per ogni UEWS p[ﬂ) e che, in conseguenza

del lemma 4.4, risulta:

W Pa) < =1 P(a)
S t
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