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PSEUDOCONNESSIONI DI UNO SPAZIO FIBRATO VETTORIALE

(*)
Innocente CANDELA

Summary. We can define a pseudoconnection 04§ a vecton bundlfe, we
pind propenties analogous to those 0§ a Linean pseudoconnection ona
diggenentiable mandifold 0§ class C~ and we obtain the parallel tran-
sport notion of gibres along opportune curves of Zthe base space.
Finally, fon each (r,s) e N such that (r,s) # (0,0), we deal with
the pseudoconnections of the vector bundle of the tensons of type

(r,s) on a difgerentiable manifold of class c .

INTRODUZIONE.

Sia M Una varieta differenziabile di classe C . Si indichino con
T(M) 1l fibrato vettoriale tangente, con w : T(M) + M la proiezione

canonica; con #(M) 1'algebra delle funzioni reali differenziabili
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su Me con Z(M) 1'algebra delle sezioni differenziabili di, T(M),

ossia dei. campi vettoriali differenziabili su M.

Una pseudoconnessione lineare su M fcfr.[1j) pud essere defini-
ta assegnando un endomorfismo A : T(M) » T(M) di fibrato vettoriale
tale che 7eA = 7T e un # (M) -omomorfismo V : X - Vy di X (M) nel
1" % (M)-modulo degli R-endomorfismi di Z (M) tale che

¥Vt e (M), VX, Y e (M) : ?XfY=f?XY + (A-X) (£)Y.

In questa nota, indicati con E uno spazio fibrato vettoriale di
base M, con w' la proiezione canonica e con (M) 1'% (M)-modulodel
le sezioni differenziabili di E, si generalizza la nozione di pseudo
connessione lineare su M, introducendo la nozione di pseudoconnessio

ne di E.

Una pseudoconnessione di E & definita assegnando un omomorfismo
A+ E -+ T(M) di spazi fibrati vettoriali tale che moA = 7', detto
B-omomorfismo (cfr. L2J), e un % (M)-omomorfismo V:g =~ vg di (M)

nell" % (M)-modulo degli R-omomorfismi di (M) tale che
VE e F(M), Vo,T e S(M) : V £1 = £V 1 + (Aeo) (£)t.

Per le pseudoconnessioni di spazi fibrati vettoriali si trovano
proprieta analoghe a quelle delle pseudoconnessioni lineari e, 1n
particolare, si perviene a definire il trasporto parallelo di fibre

lungo curve opportune dello spazio base.

Si considera, infine, il fibrato vettoriale T;(M) dei tensori di

specie (r,s) su M, con (r,s) # (0,0), e si prova che unalpseudﬂCﬂn-

nessione (A,V) di TE(M) ¢ costituita da un campo tensoriale diffe-
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renziabile A di specie (s+1,r) su M e da un FM)-omomorfismo

V : H~ ?H dell' #(M)-modulo delle sezioni differenziabili di TZ(M),

IZ(M), nell'{ﬁTM}-mndﬁlu degli R-endomorfismi di ZL;[M) tale che

Vfe #(M), VH, Ke I;fM) . v fK

’ £9, K+ (¢ (HBA)) (£)X,

ove $(H m A) &€ 11 campo vettoriale contratto del campo tensoriale
H @ A ottenuto saturando ordinatamente gli r indici di controvarian
za di H con gli r indici di covarianza di A e 1 primi s indici di con

trovarianza di A con gli s indici di covarianza di H.

1. PSEUDOCONNESSIONI DI UNO SPAZIO FIBRATO VETTORIALE.

Siano M una varieta differenziabile di classe C e dimensione n
ed % (M) 1l'algebra delle funzioni reali differenziabili su M. Si in-
dichino con T(M) il fibrato tangente su M, con 7 la prolezione cano-
nica di T(M) su Me con FM) 1' F(M)-modulo delle sezioni differen
ziabili di T(M), cioé 1'1§1M5~mudulm del campi vettoriali differenzia
bili su M.

Siano V uno spazio vettoriale reale di dimensione r ed E uno spa-
z10 fibrato vettoriale di fibra tipo V, base M e proiezione canonica
m'(cfr. [2]). Si indichi con ¥(M) 1' £(M)-modulo delle sezioni dif-

ferenziabili di E.

Si da la seguente definizione:
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Defindizione 1. Sia A : E » T(M) un B-omomorfismo dispazi fibrati

vettoriali (cfr. [2]) e sia V : o = vgrun (M) -omomorfismo di F(M)

nell' #(M)-modulo degli R-endomorfismi di %¥(M) tale che
VE e #(M), Vo,t € FPM) : ?ﬂfT = f?UT + (Aea)(f)T.

La coppia (A,V) si chiama pseudoconnessione di E, per ogni oe¥M),

?G si chiama pseudoderivazdione covariante nispetio a o e, per ogni

T e M), FGT pseudodenivata covardiante di 1 ndspetto a o.

Ossenvazione 1. Se si prende E = T(M), una pseudoconnessione di E

¢ una pseudoconnessione lineare su M (cfr. [1]).

Siano (A,V) e (A' , V') due pseudoconnessioni di E e sia f e #(M).
Si possono definire la pseudoconnessione somma di (A,V) e (A', V'),
indicata con (A+A', V+V'), e la pseudoconnessione prodotto di f per
(A,V), indicata con (fA,fV), le quali operano nel modo seguente:

Yue E : (A+AY(u) = A(u) + A'(u)

Vo,t e ¥M) : (V + V') 1=V 1+ V' ;
o o] o]

Y¥ue E : (fA)(u) = £f(n'"(u))A(Cu),

Vo,7 € M) : (f?)GT = fV T.

a

Pertanto si ha:

PROPOSIZIONE 1. L'insieme e@h[E) delle pseudoconnessiondi di E

& munito in modo natunrale di una struttura di % (M)-modulo.
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Per ogni aperto non vuoto U di M, si indichino con % (M) 1l'alge-
bra delle funzioni reali differenziabili su U, con T(U) il fibrato
tangente su U e con ¥(U) 1' ¥(U)-modulo delle sezioni differenziabi

11 di1 E su U. Sussiste la seguente proposizione:

PROPOSIZIONE 2. Sia (A,V) una pseiudoconnessione di E e sia U un

aperto non vuoto di M. Esiste un unico F(U)-omomongLsmo ?U di £(U)

nell' #(U)-modulo degli R-endomornfismi di £ (U) Zalke che, per ogni
(0,7) ¢ M) x ¥ M), risultdi:

(v..)

U’c/U /U = (?UTJ

/U’

Indicato con AU:W'-1(U) + T(U) A& B-omomongismo tale che, per ognd
u € w'-1[U), AU(UJ = A(u), £a coppia (A

di ﬂ'-1(UJ.

U,?U) ¢ una pseudoconnessione

2. COMPDNENTI DI UNA PSEUDOCONNESSIONE.
 Fissati una base (ei)1<i<r di V e un aperto non vuoto U di M, sia
o : Ux V- n'"1(U) un B-isomorfismo. Per ogni i € {1,...,7}, si indi

chi con Ei la sezione di E su U cosli definita:

Vp e U : Ei(pj = p(p,ei).

Per ogni p € U, la famiglia'(ai(p]) €. una base della fibra su

1<iﬁr

P, Ep'

Sia 0 € ¥(U). Per ogni p € U, si ha: o(p)

1 |

o] [p}ei(P); pertanto
. i . i |
risulta o = o e_ e, per ogni i e {1,...,r}, o

; e #(U). La famiglia

(e.).

17 1<i<r

e una base dell' % (U)-modulo libero & (U), la quale si di

ra base associata alla coppia (U,p) e alla base (eiJ1<i<r di V.
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1

Per ogni o € (M), le funzioni o e %#(U), 1<i<r, tali che
oy " ulei si diranno Le componenti di o nispetto a (U,p) e alla ba
se (eiq”bci<r d4 V, o semplicemente le componenti di o rispetto a (U,p).

Si consideri un'altra coppia (U',p'), con U' aperto di M e con
o' : U' xV =» ﬂ'-1(U'} B-isomorfismo, tale che U N U £ . Si in

dichi con {Ei,) la base di &(U') associata a (U',p') e alla

1<1'<r
base [61)15_1ir di V.
- = 3 1 - i
Per ogni i' e {1,...,r}, Sla Ei!/UrWU' uifﬁijurﬁU'

Le funzioni uii appartengono a Z(UNU') e, per ogni p e UNU',1la

: 1 . :
matrice [mi,(p)) € non singolare.

= |
Per ogni p € UNU', sia [ui (p)) la matrice inversa della matri-

. N |
ce {ui,(p)). Anche le funzioni u; appartengono a %(UNU').

. . . . . , i .
Se una sezione differenziabile di E, o, ha componenti o~ rispet
B |

to a (U,p) e componenti o't rispetto a (U',p'),risulta:

i i
O sunut T % Yunue

Tenendo conto della Prop. 2, si pud dare la seguente definizione:

Degfinizione 2. Siano (A,V) una pseudoconnessione di E, U un aper

- 1 - -
a # T ="y E‘
to non vuoto di M,.p : Ux V » m (U) un B-isomorfismo ed ( i]1<i<r

la base di < (U) associata a (U,p) e alla base (eiJ1£i£r di V.
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Kk .. _k |
Posto [?U)Eisj = Fij € le funzioni Fij’ che appartengono a %#(U),
si chiamano £e componenti di V ndispetto a (U,p) e alfla base

(ei)1<i<r di V, o semplicemente le componenti di V rispetto a (U,p).

In aggiunta alle notazioni precedenti, si ponga, per ogni

i.e-ﬂ,...,r},xi = Auﬁi. Risulta ovviamente che Xi € un campo vetto

riale differenziabile su U.

Si dimostrano facilmente le seguenti proposizioni:

PROPOSIZIONE 3. Pen ogni (o,t) € (M) x M), {ndicate con o Le

componenti di o nispetto a (U,p) e con 11 quelle di T, 84 ha:

i jk k
(Vo©) yy = LTI+ X (1))

PROPOSIZIONE 4. Siano U e U' due aperti di M tali che UNU' # @

¢ aLano p : U x V » w'_T(U) e o' : U' x V- ﬂ'-1EU') due B-iaumuiﬁi-

AmA.

- ' | o K |
Per ogni pseudoconnessione (A,V) di E, 4Andicate con rij Le compo

k 1 * r ’
nentd di V nispetto a (U,P) e con Fi'j' quelle di V rnispetto a (U',p'),
nisulta:
k' k i §j k) i k! k
! . = . . ){ ' .
(2.1 Ty uny = Tijunu %% % * %% Kiung? O50)



152 I. Candela

3. TRASPORTO PARALLELO.

Degindzione 3. Sia (A;?l una pseudoconnessione di E sia vy:I-M
una curva differenziabile su M; con I intervallo(apert o chiuso )
di R. Si dice che y & una curva ammisdsibilfe pen (A,?);se esiste una
sezione differenziabile di E su y;ﬂ = (ﬂ(t))tei’ tale che

(3.1) Vtel : A(o(t)) y(t).

Siano vy : I + M una curva differenziabile su M ammissibile per

(A,V), o = [G(t}tEI una sezione differenziabile di E su y soddisfa-
cente la (S.T}; T = (T(t))teI una qualunque sezione differenziabi-
le di E suy e t, € I.

Posto y(t,) = p e indicato con U un intorno aperto di p, siano

= ‘] L L -
: 1 - . | -
p : UxV ~» m (U) un B-isomorfismo ed (Ei)1<i<r la base di £ (U) as

sociata a (U,p) e alla base (Ei)1<i<r di V.

Per ogni te Y_1(U), posto: o(t) = Uitt)ei(TIt)}fxtﬁt)=rlct)aitv(ﬂ3,

utilizzando le (2.1), si dimostra la seguente proposizione:

PROPOSIZIONE 5. L'efemento 7t'(t,) deginifo da

k
\ P j k dt_ (t),
(3.2) 1'(t,) = (o (t )t (tu)Fijﬁy(té))+( P )tﬁ)Ek{Tit?))
non dipende né datflfa coppia (U,p) né€ dalla base (Ei)1<i<r di V.

Con le notazioni precedenti si possono dare le seguenti definizio
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ni:

Definizione 4. L'’elemento t1'(t,) si chiama pseudoderivata cova-
niante d4i t in direzione o(t_,) e si indica con ?G(t )T
o
Definizione 5. La sezione 1 di E su y si dice parellela nispetto

a o, se,per ogni t € I, risulta: 0.

?G(t)r =

Sussiste la seguente proposizione:

PROPOSIZIONE 6. Sia vy : [a,b] = M una curva differenziabile am-
missibile per (A,V) e sia o una sezione differenziabile di E su vy

doddisgacente La (3.1). Posto y(a) = p e y(b) = q e indicate con

P
esiste un'unica sezione T di E su v parallela nispetto a. .o tale che

V e Vq Le g4ibre di E nispettivamente su p e su q, per ogni v € Vp’

1(a) = v.

L'applicazione v = t(a) + t(b) di Vp in Vq ¢ un Lsdomongismo di
spazi vettorniali. Questo Lsomonfismo s4 dind trasporto parallelo Lun

go y rdispelto a o.

La dimostrazione & analoga a quella relativa al trasporto paralle

lo per le connessioni e per le pseudoconnessioni lineari.

Ossehvazione 2. Per E = T(M) si riottengono noti risultati relati

vi alle pseudoconnessioni lineari (cfr. [1]).
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4. PSEUDOCONNESSIONI DI T:(M].

Sia T;(M), con (r,s) € Nz tale che (r,s) # (0,0), il fibrato vet

toriale dei tensori di specie (r,s) su una varieta differenziabile

M di classe C . Si indichi con ZLZ(M) 1" % (M) -modulo delle sezioni
differenziabili di TZEM), cioé 1'% (M)-modulo dei campi tensoriali
differenziabiii di specie (r,s) su M.

Sia (U,¢) una carta di M e, per ogni p e U, posto I={1,2,...,n}

(con n si indica la dimensione di M), siano (ei(p})i la base natu

el

rale relativa a (U,¢) dello spazio tangente in p a M, T(p),

j o]
ed (e, . S(p))
- 1" Ty

. . . r+s la base dedotta da
(11,....,1r,31,..,.,353 e I

T
(e.(p)), ; dello spazio dei tensori di specie (r,s) in p, T (p).

Risulta allora che [ei)i ¢ una base dell' #(U)-modulo libero del

el
le sezioni differenziabili su U di T(M), ossia X (U), ed
jT"'jS ~
(e. D R .. ) T+S & una base dell' % (U)-modu
Lyeeed (11,...,1rﬁj1,...,35)51 | =

lo iibero delle sezioni differenziabili su U di T;(M), 0ssia :L;(U}.
. T . . . .. . r+s
Sia A:TS(M}+T(M} un B-omomorfismo. Per 5gnlh(11j..,1v531,¢§35)el ,

j‘!-"js ' , j__lnn-j
Ace . . appartiens a A (U), per cuirrisulta A » e,
11-'-!' T _.E-“l!:-l

=1
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j1-l-l-j .t j‘]--.jst

. . , ove con A. : si indicano funzioni, che sono dif

1 s« o 1 t 1 llll -
1 r 1 r

ferenziabili su U. Queste funzioni, al variare della carta (U,¢),

determinano univocamente un campo tensoriale differenziabile su M

di specie (s+1,r), che si indica ancora con A.
Si noti che in tal modo 1' #(M)-modulo dei B-omomorfismi di TE(M)

in T(M) risulta isomorfo all' ¥ (M)-modulo dei campi tensoriali dif-

ferenziabili su M di specie (5+1,r],fﬁz+1(M).

Siano (U,¢) una carta di M e H efL;(M). Con le notazioni preceden

ti, posto:

H = H. e i ,
/U 3qeeedg 1geeeiy
si ha:
i,...1 ° N 1,001 J,e...j t
A o H/U = H.1 T A e eiT is = H.1 .rAiT is et=‘€(HnA)/U y
Jqeeedg EEES 1 P

ove ¥(H=®mA) & il campo vettoriale contratto del campo tensoriale
differenziabile su M di specie (r+s+1,r+s) HmA ottenuto saturandb
ordinatamente gli r indici di controvarianza di H con gli r indici
di covarianza di A e i primi s indici di controvarianza di A con gli

s indici di covarianza di H.

Pertanto una pseudoconnessione (A,V) di T:(M)_é una coppia costi-
tuita da un campo tensoriale differenziabile su M di specie (s+1,r)

e da un #(M)-omomorfismo V : H » ?H di TI;(M) nellftﬁTM}mﬂduln de~
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gli R-endomorfismi di I;(M] tali che
vfe Z(M), VH, Ke 3;@1) ;7 FK=£7 K+ (€ (HmA)) (£)K.
Altri esempi di pseudoconnessioni di spazi fibrati vettoriali si

possono avere considerando il fibrato vettoriale di base M dei vet-

tori osculatori di ordine <1 (con r fissato).
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