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SUI (k,n;f)-ARCHI DI TIPO (1,n) DI UN PIANO
PROIETTIVO FINITO (*)

. L**}
Grazia RAGUSO - Luigia RELLA

Summary. In th«is papen (k,n;f)-axncs o4 type (1,n) An a pindte
profective plane ane Lnvestigated and some 04 them are charactend-

zed,

INTRODUZIONE. La nozione di 1nsieme con punti dotati di peso di
uno spazio proiettivo di dimensione t > 2 e ordine q & stata intro
dotta per t = 2 nel 1970 da M. Tallini Scafati, [12], e ripresa da
A. Barlotti nel 1972, [2]. Per t=2 tali insiemi sono anche chiama
ti archi con punti dotati di peso. Lo studio di tali archi & stato
proseguito da M.Barnabei [3] e da E. D'Agostini [5], [6], [7].
Quest'ultima ha ottenuto alcuni risultati sui (k,n;f)-archi di ti-
po (0,n) dando successivamente, una caratterizzazione delle (k,n;f)-

calotte di tipo (n-2,n).

Dopo aver richiamato, nel paragrafo 1, le nozioni fondamentali,

nel paragrafo 2 della presente Nota si studiano gli archi con peso

(*) Lavoro eseguito nell'ambito del G.N.S.A.G.A. del C.N.R.

(**) Dipartimento di Matematica - Via Nicolai,2 - Universita -BARI-
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di tipo (1,n) determinando una condizione, sul peso totale del pia-
no, necessaria per la loro esistenza. Infine, nel paragrafo 3, si

danno caratterizzazioni di particolari (k,n;f)-archi di tipo (1,n).

1. ALCUNI RICHIAMI DI CARATTERE GENERAILE.

Sia m un piano proiettivo di ordine q e si denotino con 2 ed £,
rispettivamente, l1'insieme dei punti e delle rette di w . Supposta
assegnata una funzione f di n nell'insieme N del numeri interil non
negativi, si dice peso del punto P eZ2 il valore f(P) e supporto

di f 1'insieme del punti del piano di peso non nullo.

A partire da f si pud considerare la funzione F : # -+ N tale

che, per ogni r ¢ # ,

F(r) = P&y £(P);

F(r) si dice peso della retta .

Degindzione 1. Si dice (k,n;f)-arco del piano m un sottoilnsieme

K di punti del piano tale che:

i) K & il supporto di f,
ii) k = |K| ,

iii) n = max {F(r) : r e ¥}

S1 osservi che un {k,n}l-arco K &€ un (k,n;f)-arco se si sceglie la

funzione f definita da

)U se P ¢ K

2

f(P)=

se P e K.
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Nel seguito, per escludere casi banali, si assumera n > 2 e
1 <k < q2 + q + 1, E' noto [5] che, in tal caso, se p = max f

allora @ < n-1 e che se si pone

P, o= |f"1(iJ| per i = 0,1,...,0

e
L i
W = PEQ?E(P) (peso totale del piano),

si ha

0 W
(1.1) W = 121 i Ri k = i£1 Ri

Deginizione 2. Un (k,n;f)-arco si dice monoidale se Im f={0,1,un}

e L =1,

W
Si denoti con t. (1=0,1,...,n) 11 numero delle rette di peso 1.

Gli interi t.1 si dicono caratteri del (k,n;f)-arco.

Defindizione 3. Un (k,n;f)-arco si dice di tipo [n1,n2,...,nh=nj

con n. < nj, per 1 < j, se ImF = {HI’HZ""’nh}'

D'ora in poi si studieranno (k,n;f)-archi di tipo (1,n).
Da alcuni risultati di E, D'Agostini ([5],[6],[7]) si ottengono

le seguenti proprieta per i (k,n;f)-archi di tipo (1,n):

a) Im £ c {0,7,0};

b) se P & un qualunque punto del piano,

[T T E®,
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ove [PJ denota l'insieme delle rette per P;

c) per 11 peso w di un (k,n;f)-arco risulta:
g+ 1 <w< (n-w(q+1)+ w= (n-w)q+n;

C : S S : . .
d) indicati con v, € v rispettivamente il numero delle rette

di peso 1 e di peso n passanti per un punto di peso s, risulta:

q(n-s)-w+n
1 n - 1 ’

S q(s=-1)+w=1

<
n

n - 1

e) condizione necessaria per l'esistenza di un (k,n;f)-arco di

tipo (1,n) €& che sia
qQq = 0 mod (n-1);

f) 1 caratteri di un (k,n;f)~-arco di tipo (1,n) sono dati da

2
_ 9+1 q +q+1 _
tT n-1 (n q+1 W),

-

2
- 9+1 . 94 *9+1
th = aq q+1 )

g) 11 peso w del piano deve essere radice della seguente equa-

zione di secondo grado

(1.2) wz-w [h[q+1)+1] +n(q;+q+1)+qm(m-1) %ﬂ= 0
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Infine si1 pu0o verificare, con semplici considerazioni, che
|Im £| > 2, RD > 0, RT > 0 e quindi dalla a) segue che Im f={0,1}
oppure Im f = {0,1,0w} , w > 2.

2. PROPRIETA' DEI (k,n;f)-ARCHI DI TIPO (1,n).

Se K € un (k,n;f)-arco di tipo (1,n) in un piano proiettivo T
di ordine q, con Im f = {0,1}, & immediato che K & un ordinario {k,n} -ar-
co di tipo (1,n). Tali archi sono stati studiati da Tallini Scafati
[10], [11]. In particolare, per q = n-1 K & una retta e per q =
= {n-1}2 K & un arco hermitiano oppure un subpiano di ™ di ordine

n-1.

Sia, ora, K un (k,n;f)-arco di = di tipo (1,n) con Im f={0,1,u}

ed w > 2.

PROPOSIZIONE 1. Condizione necessardia pernché esista, in un pLanc
procettive m  da ondane q, un (k,n;f)-arco di t4po (1,n) con w > 2

¢ che A€ peso totale del piano s4a w = (n-w)g+n.

Poiché per un punto di peso w passano tutte rette di peso n, es-
sendo K di tipo (1,n), ne segue che vi = q+1 e quindi 1'asserto,
tenuto conto di d).

S1 vogliono, ora, determinare delle relazioni tra n,q € w che

consentano la costruzione di (k,n;f)-archi di tipo (1,n).

Per la Proposizione 1 occorre mettersi nella ipotesi w=(n-w)q+n

con 2 < w < n-1. In tal caso si1 ottiene
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1 qlw=-1) 1 q(n-w)
v :
1 n-1

q
] n-1

-+
1l

(Qw+ w- nj, tn = E%T [ (n-w-1)(q+1)+n| +1

Si osservi che 1 precedenti parametri sono interil per ogni valo-

re di q,n e w , poiché per 1la e) (n-1)]q.

Per calcolare, inoltre, 1 parametri 11 ed £ , si osservi che,
()

poiché 11 peso totale w del piano & soluzione dell'equazione (1.2),

s1 ha:
2 2
[ (n-w)q+n] = - [[n-m)q+n][n(q+1]+{] + n(q +q+1)+qm{m—1)£m = 0

da cui

2
_ qnw=-n - @ ) + w(n-1)
(2.2) ﬁm wlw=- 1)

Dalla (1.1) segue allora

(n-w) 9 +n - 2

=
i

1 W
e quindi
(2.3) p, = e o nrl Ly
1 w=1
Si osservi che 21 ed ¢ per definizione, sono interi. Pertan
" L

to dalle espressioni ottenute per essi s1 possono trarre nuove con-

dizioni di divisibilaita.
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PROPOSIZIONE 2. Conddizione necessaria perché esista, An un pLanc
prodettivo m di orndine q , un (k,n;f)-arcoe di tipo (1,n) con

w > 2 ¢ che wing e (w-1)(q-n+1)..

Da (2.2) segue che w|nq, mentre da (2.3) si deduce che

(w=-1)(wg-n+1) e quindi (w-1)(g-n+1). Onde 1'asserto.

Si osservi che le condizioni di divisibilita della Proposizione

2 non sempre danno, per £ , un'epressione intera. Per esempio,per
(ud

w = 2, poilché:

- _ _ qn-4)+2(n-1)
(2.4) £1 = 2q n + 2, 22 = 5 '

la condizione 2|nq da 2, intero, mentre, per w = 3, essendo:

¢ = 3(q+1)-n . q(2n-9) + 3(n-1 )
1 2 ’ 3 6

le condizioni 3|nq e 2|(q-n+1) non rendono intera 1l'espressione

di E3 se qed n sono entrambl pari.

3. CARATTERIZZAZIONI DI ALCUNI (k,n;f)-ARCHI DI TIPO (1,n).

PROPOSIZIONE 3. In un pianc prosefiive n di& ordane q , ddispa-
nd, 4 (k,n;f)-archd di tipo (1,n) con n = q+1 e w= 2 sono tutltl e
504 quelldi che hanno come punti di peso 1 4L puntd di un'ovale €

e come punii di peso w L punii inteand a €

Sia K un (k,n;f)-arco di tipo (1,n) con n = q+l e w = 2.



314 G.Raguso-L.Rella

Dalle (2.1), (2.2) e (2.3) si ha

0 o 1 1 2
ve =2, v o=q-1, vo =1, v =q v = q+l,
(3.1)
9 _ ¢ - _q(q-1) 9 q(q+1)
1 q+1, 2 2 y 0 7 y
i 2
t,l = l'.:.'|l'|‘-|:|I tn = q .

Fissato un qualsiasi punto P di peso 1, per c¢sso passa un'unica
retta di peso 1. Ognuna delle rimanenti q rette per P deve ave-
re peso n. Ma da n = q+1 e q dispari segue n pari. Allora ognuna
di queste q rette contiene almeno un altro punto di peso 1.Poiché
si sono individuati cosl q+1 punti di peso 1 ed il = (+1 cCiascuna
delle q rette per P contiene un unico punto di peso 1. Allora, per

la genericita di P, 1 q+1 punti di peso 1, sono a tre a tre non al

lineati e formano un'ovale € di =

Una retta di peso n o non contiene punti di peso 1 oppurc nc con

tiene due, per cul le tangenti a % sono le q+1 rette di pcso 1.

Due rette tangenti a ¢ si incontrano necessariamente 1n un punto

: C e L. : : 1
di peso 0, quindi 1 punti di peso 0, che sono in numcro di q{q; i ,

sono 1 punti esterni a ¢ . Segue che 1 rimanenti punti del piano,

quelli interni alla ¥ , sono quelli di pcso due.

Infine, sia K un (k,n,f) arco avente come punti di peso 1 quclli

di un'ovale ¢ e come punti di peso w quellil internl a 6

Da (2.3) ponendo 21 = q+1 segue che n=q+1. Sostituendo pol nel-
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la (2.2) si ha

9 - q(n- w)
w g-n+1- g )
Poiché, per ipotesi, 'au = H(q;1], risulta ® = n-g+1, e quindil

w= 2, Si verifica immediatamente che K & di tipo (1,n).

PROPOSIZIONE 4. In un pianc proiettivo m d4 ondine q( ¥ 2), pa-

2 sono tutti e

H

i, 4 (k,n;f)-archi di tipo (1,n) con n = q+1 ¢ W

5084 quellAL che hanno come punti di peso 1 L puntd d4 una neftta r

q(q-1)
2

e come punti di peso w A puntli di4 un {

9
(0, 2].

, % }~arnco di Zipo

Sia K wun (k,n;f)-arco di tipo (1,n) con n = q+1 e w= 2. Dal
le (2.1), (2.2) e (2.3) si ottengono, come nella Proposizione 2 le
(3.1).

Se P @& un qualsiasi punto di peso 2, tutte le rette per esso

hanno peso n. Da n

q+1, q pari, segue n dispari. Allora ognuna del
le q+1 rette contiene almeno un punto di peso 1. Poiché si sono in-
dividuati tutti 1 g+1 punti di peso 1, ogni retta per P contiene un

unico punto di peso 1.

La retta r congiungente due punti di peso 1 ha peso n e non con-
tiene punti di peso 2 per quanto detto prima. Pertanto i punti dipe
so 1 sono tutti e soli quelli della retta r.

Inoltre su ciascuna delle gq+1 rette per P c1 sono % punti di pe-

so 2.

Le rette del piano rispetto ai punti di peso 2 si suddividono nel



316 G.Raguso~-L.Rella

seguente modo:

2 : . g
q -1 rette di peso n che contengono, ciascuna q/2 punti di peso 2,
1 retta di peso n che non contiene punti di peso 2,

q+1 rette di peso 1 che non contengono punti di peso 2.

q-1)
2

Pertanto i punti di peso 2 costituiscono un {9{

tipo (0,3).

, %*}—arcn di

Infine, sia K un (k,n;f)-arco avente come punti di peso 1 quelli
di una retta r e come punti di peso @ quelli di un {ﬂ—(%-—-l-l, %]—az

co di tipo (0, %). Procedendo come nella dimostrazione della Propo-

sizione 2 si ha:

e quindi K & di tipo (1,n).
COROLLARIO 1. Eadistono (k,2h+1;f]-amchi, h > 2 di tdipo (1,2h+1)

con w = 2 An un pLlano di Galois, di orndine Zh,S h

2,2

Per h = 2 siffatti archi sono costituiti dai puntl di un'ovale e

dai punti di una retta esterna ad essa.

Per h > 2 1'asserto segue dalla Proposizione 3 e dalla esisten-

za degli archi di Cossu-Denniston (cfr. paragrafo 2 Propp. IV e V

di [4] [8]).

PROPOSIZIONE S5. In un piano proiettivo m di orndane q, 4 (k,4;f)

anchd di t4po (1,4) con w = 2 s0ono tuttd e s0li quelli che hanno
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come puntd di peso 1 £ puntd di un  {2(gq-1),4} -arco di tipo 0,1,2,4)
avente trhe rneitfe O-secantdi e 3(q-1) neitte 2-secantdi e come pun-

14 dd peso w 4 punitd di Antensezione delle 0 -secantd,

Sia K un (k,4;f)-arco di tipo (1,4) con w= 2. Dalle (2.4) si

ha 12 = 3, £1 = 2(qg-1) e dalle (2.1)

n
"i
L
<
—

2
v2 = g+ ¢ 2q(q-1) ‘ q +59+3

L]
—

> 1 3 ’ 4 3 '

I tre punti di peso 2 non sono, ovviamente, allineati.

Sia P un punto di peso 2, per esso passano due rette di peso 4

con due punti di peso 2 e q-1 rette di peso 4 con un solo punto di

peso 2.

Sia K= 1'insieme dei punti di peso 1. Una retta del piano di
peso 4 con due punti di peso 2 non ha punti di K*, una retta di pe
so 4 con un sol punto di peso 2 ha due punti di K* e una di peso 4

che non contenga punti di peso 2 ha quattro punti di K', una retta

di peso 1 ha un solo punto di K*.

Quindi le rette del piano, rispetto a K*, sono o O-secanti o

1-s3ecanti o -2-secanti oppure 4-secanti,

Pertanto, K* risulta un {2(gq-1),4}-arco di tipo (0,1,2,4), aven-
te tre O-secanti. Poiché per ciascun punto di peso 2 passano gq-1 ret

te 2-secanti il numero totale delle 2-secanti & 3(q-1).

Infine sia K un (k,4;f)-arco avente come punti di peso 1 1 pun
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ti di un {2(gq-1),4} -arco K* di tipo (0,1,2,4) con tre rette 0-se
canti e 3(q-1) rette 2-secanti e come punti di peso w i punti di in

tersezione delle 0O-secanti1.

Sia P un punto di peso w., Le tre 0O-secanti non formano fascio
essendo w < 3 e tutte le rette per P di peso 4,Pertanto L= 3 e quindi
w = 2. Per ciascun punto di peso 2 passano, allora, due 0O-secanti
e q-1 rette 2-secanti. Allora le rimanenti rette del plano sono ne
cessariamente 1-secanti e 4-secanti K e quindi di peso 1 e 4 ri-

spettivamente. Pertanto, K & di tipo (1,4).

PROPOSIZIONE 6. Tuttdi e s0f4 4 (k,n;f)-anchi di w di L4po (1,n)
con w =n-1, n >3 sono 4 (k,n;f)-archi monoidali avenii come pun

LA di peso 1 quelli di una rnetta.

Sia K wun (k,n;f)-arco di tipo (1,n) con w = n-1 ed n > 3,

Da (2.2), poiché w = n-1 si ha:

. . _-n’-q
n-1 (n - 1)(n - 2)
Poiché Rn—1 > 1 risulta q < n-1 e per la e) q = n-1. Sicché
g = e dalla (2.3) &, = qg+1.

1

.. : _ : 1
I q+1 punti di peso 1 sono allineati. Infatti, essendo v, = 2,
per ogni punto P di peso 1 passano due rette di peso n, di cul una
contiene necessariamente 1'unico punto di peso n-1el'altra deve con

tenere n-1 = q punti di peso 1 distinti da P.

Infine un (k,n;f)-arco monoidale, con w = n-1 avente come punti

di peso 1 i punti di una retta & ovviamente un (k,n;f)-arco di tipo
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(1,n).

PROPOSIZIONE 7. Non esdistono, 4in m di ondine q(3 2), (k,3;f)-ar
chi di t4ipo (1.3).

L'asserto segue banalmente dal fatto che pern =3 e q % 2 &

RZ < 0,

Lavoro pervenuto alla Redazione L 7 OtLobnre 1983
ed accettato pen La pubblicazione 4L 30 Maggio 1984
su parene gavorevole di M. Biliotti e di G, Tallind
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