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SULLE (k,n;f)-CALOTTE DI TIPO (1,n3( ]

(**)
Grazia RAGUSO - Luigia RELLA

Summary. This paper deals with (k,n;f)-caps (n a Galois space
St, (t > 3), zthat (s caps of type (1,n) with weighted poinzts. A ne-
cessany condation por the existence of (k,n;f)-caps L4 found on zhe
weight of the space. Finally, two parnticulan classes o4 (k,n;f)-caps

of type (1,n) are exhaustively Lnvesitigated.

INTRODUZIONE. Nel 1977 A. Barlotti in [2]| ha introdotto la nozio
ne di {k,nl-insieme con punti dotati di peso di uno spazio proietti-
Vo, St,q’ di dimensione t > 2 e ordine q, generalizzando cosl quel-
la classica di {k,n}-insieme. Per t = 2 e t > 3 tali insiemi sono
detti rispettivamente archi e calotte. Tale nozione, per t = 2 e con
nome diverso, era gia stata introdotta da M. Tallini Scafati in [12]
allo scopo di dare caratterizzazionl grafiche per le curve algebri-
che dei piani di Galois. Lo studio di particolari insiemi di punti

con peso e stato affrontato successivamente da M. Barnabei e da E.

D'Agostini (cfr.|3],[5],[6],[7]). Le autrici in

'8 | hanno dato alcu

ni risultati sugli archi con punti dotati di peso di tipo (1,n).

(*) Dipartimento di Matematica - Via Nicolai, 2 - Universita degli
Studi - BARI

(**) Lavoro eseguito nell'ambito del G.N.S.A.G.A. del C.N.R.
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Nella presente Nota si danno risultatil sulle calotte con punti do
tati di peso di tipo (1,n). Pill precisamente, dopo aver richiamato,
nel paragrafo 1, le nozioni fondamentali sulle (k,n;f)-calottc dit1
po (1,n) in uno spazio di Galois St,q’ t > 3, si studiano nel para-
grafo 2, siffatte calotte, determinando una condizione, sul peso to-
tale dello spazio, necessaria per la loro esistenza. Nel paragrafo
3 si prova la non esistenza di alcune (k,n;f)-calotte di tipo (1,n),

¢ infine, nel paragrafo 4, si caratterizzano le {k,n;f}—balatte mo -

noidali di tipo (1,n).

1. RICHIAMI DI CARATTERE GENERALE.

In uno spazio lineare St q (q = ph], t > 3, si denotino con

3

P e AR , rispettivamente, l1'insieme del puntl e delle rettEIdiSt,q.
Supposta assegnata una funzione f di 2 nell'insieme N del numeri
interi non negativi, si dice peso def punto P e 2 il valore f(P) e
supporto di f 1'insieme dei punti dello spazio di peso non nullo.

A partire da f si pud considerare la funzione F : .# -+ N tale che

per ogni r € A,

F(r) = & f(P);

F(r) si dice peso dellfa retta r.

DEFINIZIONE 1. Si dice (k,n;f)=-cafotifa dello spazio St, un sotto
insieme K di punti dello spazio tale che
i) K & i1 supporto di f,
ii) k = |K|

iii) n = max {F(r) : r e#A}.
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Si osservi che una { k,n}-calotta K (cfr. [11] & una (k,n;f)-calot

ta se si sceglic come f 1la funzione caratteristica di K.

Nel seguito, per escludere casi banali, si assumera n > 2 e

t t-1
+.

1 < k < Qt’ ove Qt = q + q ..+q+1. E' ovvio che, 1in tal caso,

s¢c w = max f allora w < n-1 e che, se s1 ponc

b = |£_1(i)| per i = 0,1,...,uw
e
W o= p%;ﬂf(p) (peso totale dello spazio o peso
della calotta),
si ha
ud ()
(1.1) W = iE] 1 il, k = 121 L
DEFINIZIONE 2. Una (k,n;f)-calotta si dice mono«dafe se Imf =
= {0,T,w) ¢ 2 =1,

]
Si denoti con ts (i =0,1,...,n) 1l numero delle rette di peso

i. Gli interi t si dicono caratterd della (k,n;f)-calotta.

DEFINIZIONE 5. Una (k,n;f)-calotta si dice di tipo (n ,n,,...n =
= n) con n, <n, < ...<n, se 1 caratteri diversi da zero sono Sol-
tanto tn (per 1 = 1,2,...,h).

1
D'ora 1in poi si studicranno (k,n;f)-calotte di tipo (1,n).
Da alcuni risultati di E. D'Agostini (cfr. [6], [7]) si ﬂttengnl
no le seguenti proprieta per le (k,n;f)-calotte di tipo (1,n):
a) Im £ ¢ {0,7,w} .

b) Se P & un qualunque punto dello spazio si ha
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rgpp) Fr) = wr Q-1 2P,

ove [P] denota 1'insieme delle rette per P,

c) Per 1l peso W di una (k,n;f)-calotta risulta:

Qu_q S w 2 (Mw)Q o+ w3 (n-w) q Q. _, *+ n.
d) Indicati con v? e vi rispettivamente 11 numero delle ret-

te di peso 1 e di peso n passanti per un punto di peso s ri-

sulta:
) (n-s) q Qt—z ~ W +n
Vi © n - 1 ’
(1.2)
. (s-1) q Qt—Z + w - 1
v:
on n - 1

e) Condizione necessaria per 1l'esistenza di una (k,n;f)-calotta
tipo (1,n) & che sia
q=z 0 mod. (n-1).

f) I caratteri di una (k,n;f)-calotta di tipo (1,n) sono dati da

R AL

1 n-1 Q1 ’
(1.3)

t — Qt-T w_QL

n n-1 Q1 ’

g) I1 peso w dello spazio deve essere radice della equazione di

secondo grado
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Q
2 t
- + . - = 0.
(1.4) w -wi(n Qt—1 1) + n Qt—] Q1 + q Qt'2 w (w 1)Rm

Infine, si pud verificare, con semplici considerazioni, che

[ Im f| > 2, ED > 0, L, > 0 e quindi dalla a) segue che Im f ={0,1}
2.

oppure Im f = {0,1,0} , w

v

2. PROPRIETA' DELLE (k,n;f)-CALOTTE DI TIPO (1,n).

Se K & una (k,n;f)-calotta di tipo (1,n) di St, con Im f =
= {0,1}, & immediato che K & una ordinaria {k,n}-calotta di tipo
(1,n). Dai risultati di Tallini Scafati (cfr. [11] Propp. IX e X)
segue che siffatte calotte non esistono per n < q, 1nvece per Nn=q+]
esistono e risultano iperpiani di St,q'

D'ora in poi K indichera una (k,n;f)-calotta di St,q di tipo-(1,n)
con Im f = {0,1,w} ed w > 2.

PROPOSIZIONE 1. Condizione necessandia pernché esdista 4in St,q una
(k,n;f)-calotta di tipo (1,n) con w > 2 & che 4L peso Ztotale dello

spazio s4a W = (n-w) q Qt_2 + n.

Dim. Da w > 2 segue n > 3 per cu}, posto j = n - w , risulta
1<j< n-2. Tenendo conto della c), si conviene, per comodita, di scri
vere 11 generico elemento dell'insieme dei valori di W nella for

ma w = j q Qt-z +n-1i con 0 <1i < (j-1) ¢q Qt—Z +n -1.

I1 numero delle rette di peso n passantli per un punto di peso
w = n-) € dato da
1
n - 1

n-j
n

v = Qe -
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Poiché per un punto di peso  passano solo rette di peso n, c¢ssen
, : n- | .
do 1la (k,n;f)-calotta di tipo (1,n), deve cssere v - = Qt 1 da cul i=0,
n -
onde l'asserto.

E' di 1mmediata verifica la

PROPOSIZIONE 2. Se K ¢ una (k,n;f)-calcetta d« St,q’ t > 5,dd4 A
pe (1,n) £'intensezione di K con une spazic subcead{natc Sh,q’ h > 2,
contenente un punto di4 peso w ¢ una rnetta di pesc 1, ¢ una (k',n;f")
~calotta d4 tipo (1,n) con f{'=f

e Im f' = {0,1,.;.

S
h,q

E' opportuno, per 1l seguito, determinarc 1 paramctri v
., 2 .
tq,tn,i1 , in-j per t = 3 e w = jlq +g)J+n con i = n-y ¢
< n-2 (cfr. Prop. 1).
Dalle (1.2) e (1.3) si ha

: 2 . 2
WO = (n-3j)(q +q) , WO - (i-1)(q +q) P
1 n-1 n - n-1
. 2 .2
'v1 _ (n-5-1)(q +q]’ v1 _ jl47+q) | I
1 n-1 n n-1
(2.1)
n-ji 2 q(q2+q+1](nq-iq-i:
Vn - o= .q +q+1, ‘!:,I = B e

=+
]

2 q .. . X

+ + ——(1a - q+ +

(q q ) [—70a - a+j) .

S1 not1il che 1 valori che esprimono 1 suddetti parametri risultano

effettivamente degli interil per ogni valore di g,n ¢ i tenuto conto
che, a norma della e),(n-1) divide q.

I parametri RT e En ; si ottengdno tenendo conto delle (1.3) ¢

(1.1). Pilh precisamente, poiché il peso totale w dcllo spazio o
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soluzione dell'equazione (1.4) si ha:
2 2 .2 e 2 : 2 2 _ _
L@ +q)+n]” - [j(q7+q)+n [[n(@ +q+1)+1]+ n(q +q+1)(q +TJ+q(q+1)En—J)(n—J-1)£“_j=U

da cuil

2
T 'Y =) R R e ) B S n g
) n-j (n-j) (nh-j-1) n-j-1 (q+1) (n-j) (n-j3-1) °?

ove n > j + 1, essendo w > 2. Dalla (1.1) allora

: 2 .
RT = j (g +q) + n - (n-j) Rn-j
e quindi
¢“(n-1) - j (q+1) n g
2.3 g, = — .
( ) T n-j-1 * (q+1) (n-3-1)
S1 osservl che £1 e En—j’ per definizione, sono interi. Pertan

to, dalle espressioni ottenute per essi sl possono trarre nuove con
dizioni di divisibilita del tipo della condizione e).
Nei due paragrafi successivi si studieranno le (k,n;f)-calot-

te di tipo (1,n) con w = 2 e con w = n-1 rispettivamente.

3. (k,n;f)-CALOTTE DI TIPO (1,n) ED w=2 IN S .
PROPOSIZIONE 3. Se K & una (k,n;f)-calotta di tipo (1,n) d«

S3 ‘ con w=2 allora rnisulia n = q+l e q panrd.

]

Dim., Da w = 2 segue ] n-2, e quindi, per la (2.3),
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L, = 2 q2 - (n-2)(q+1) + a%% .

Poiché £1 ¢ intero si ha (gq+1)ln e quindi q + 1 < n. D'altronde

dalla e) n < g + 1, pertanton = q + 1.

Sostituendo nella (2.2) j = n-2 e n = q+1 si ha

2 T
L, =q° + % [q (q-3) - 1]

E' evidente che, per q dispari, RZ non € intero, onde l'asser-

to.

Dalla Prop. precedente segue

PROPOSIZIONE 4. Non esdistono 4«n SS,q’ q daspards, (k,n;f)-calol
te di tipo (1,n) con w = 2.

PROPOSIZIONE 5. In SB,q,q (# 2) parnd, non esistone (k,n;f)-calot
te di Zipo (1,n) con w = 2.

Dim. Si supponga che esista una (k,n;f)-calotta K, di tipo (1,n)

con w = 2. Dalle (2.1), (2.2), (2.3) e per la Prop. 3 si1 ricava

v? = 2(q+1) , vs = qz-q-l
v1 _ . 1 T2 U2 . 42, o1
1_q » Vn“q: I'l_qq
2 2 2
t, = (@+q+)(a+1), t = (q +q+1)(q -q)

o= a’vast, 2, = 3 (@Peamm

Sia P un punto di peso 2 e si consideri il piano m passante per P
€ per una generica retta r di peso 1. Per la Prop. 2 1'intersezio-

ne di K con m € un (k',n;f')-arco, K', con 1 < k' < q2 + q + 1, di
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: : . L h . :
tipo (1,n). S1 noti che, poiché q = 2, h > 1, archi siffatti posso-

no esistere (cfr. Corollario 1, [8]). Inoltre per la Prop. 3 di (8]

1 punti di1 peso 1 di K' sono quelli di una retta e 1 punti di peso 2

sono quelli di un { q(g—T] . *%~} -arco di tipo (0, %}. Su m ci so-

no esattamente +1 rette di peso 1 (cfr. le (3.1) e la Prop. 3 LS]},

per cul, esscndo t1 = (q+1][q2+q+lj, s1 deduce che le t, rette si di

1
stribuiscono a (q+1) a (q+1) sul q2+q+1 pianl per P.

E' immediato che le [q2+q+1](q2-q) rette di peso n di 53 q SO-

no distribuilte su cilascun piano per P in numero di q -(q+1) rette non

passanti per P ¢ gq+1 rette passanti per P.

In definitiva, le rette dello spazio, rispetto all'insieme, K*,

: L. + . C . :
deil punti di K di peso 2, sono o O-secanti o d secantl, per cuil
P . 7 p

K* risulterebbe una { % {qz—q-T}, %} -calotta di tipo {ﬂ,-%), 11 che

contraddice 1l risultato di Tallini Scafati (cfr. Prop. VIII n.5 ,

[10 ) secondo cui in S non esistono calotte di tipo (0,n*) con

, 3,9
2 <n < g-1 onde 1l'asserto.

PROPOSIZIONE 6. Nen esistono <n S_ , t > 3, q # 2, (k,n;f)-calot

t,q
te d4 tapo (1,n) con w = 2.
Dim, Se esistesse una {k,n;f)-calotta K di tipo (1,n) con w = 2
in S , t > 3, q # 2, 1'"intersezione di K con un S contenente

t,q’ 3,q°
un punto di peso 2 ed una retta di peso 1, sarebbe una (k',n,f')-ca-

lotta di1 tipo (1,n) con w = 2 1n SS q’ qQ # 2,contraddicendo la Prop.
3
4 o 1la 5,

4. (k,u;f)-CALOTTE DI TIPO (1,n) CON w = n-1 1IN S
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PROPOSIZIONE 7. Tufte e scle Le (k,n;f)-calotte dd St ' t > 3,
di tipo (1,n) con w = n-1, n > 3 sono Le (k,n;f)-calotte monodda-

04 aventd come punitdL di peso 1 £ puntd di un {peapdlanc.

Dim. Sia K wuna (k,n;f)-calotta di tipo (1,n) con w = n-1,n>3,

Dalla (1.4) per w = g Qt*Z + n (cfr. Prop. 1) si ha:

2 nQy
+ n) - (q Qt-z + n)(n Qt_1+1) + +

(a Q. _,

+ q Q (n—IJ{n—2)En = 0.

t-2 -1

Con calcoll privi di difficolta si ottiene

r 1Y . 11T = (D e
Q, [0 Qp_,(n=1) + 1+ (=11 - n(Qra)

(2.6 Ay F Q, (n=1) (n-2)
Essendo £n~1 > 1, risulta
Q, @ Q_,m-1) + 1+ n(n-1)7-n(Q +q)-Q, (n=1) (n-2)
t-2 t 1 -
Q, (n-1)(n-2) -
da cuil
QLa Q_,(n=T) + Zn-1 [ -n (Q_ + qJ > 0;
poiché

Qt = q Qt__-'l + .[!

s1 ha
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Q. _,(-q +qn - q) + n - q - 12>0,

cioeée
q' + (2-n)q Q,_, - n+1 < 0.

Si verifica facilmente che 11 primo membro della preccdente dise-

quazione s1 fattorizza come segue

(q—n+1]Qt_1.

Poiché Qt- >0 e (n-1)lq si ha q n-1.

1

Sostituendo n = gq+1 nella (2.6), si ottiene En_1=1f?dulhlprhw1

delle (1.1) £1 = Qt_]; pertanto, K & una (k,n;f)-calotta monoidale.
Si prova, quil di seguito, che 1 Qt—1 punti di peso 1 appartengo
no ad un medesimo iperpiano di St q

Siano P,P],...,Pt_1 t punti di peso 1 non appartenenti ad uno

stesso spazio subordinato di dimensione t-2 (certamente esistenti) e

sia St 1,4 1'iperpiano da essi individuato. Si prova che 11 suddet-
LA

to iperpiano & formato da punti di peso 1. Si procede per induzione

rispetto alla dimensione degli spazil subordinati, Sd q’ d > 1, di
3
St—T q individuati da d+1 punti dei t punti fissati.
Per d=1, 51 q ¢ la retta congiungente due dei t punti di peso 1

scelti. Tale retta ha peso n = gq+1 e quindi non pud contenere 1'uni-

co punto di peso n-1, per cui ognil punto di S ha peso 1.

1,d
Sia, ora, S d > 2, il sottospazio di S - 1ndividuato da
drq: - t-1,q
P,P1, ...... ,Pd ed Sd-i,q quello individuato da
P1,P}, ,Pd. Per 1'ipotesi di induzione, Sd—1 . ha solo punti

d1 peso 1; pertanto tutte le rette per P e per ciascun punto di
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di Sd_T q hanno 1 loro punti di peso 1,; dunque Sd . ¢ costituito da

punti di peso 1. Poiché |Sd-1 q| = £, i punti di peso 1 sono tutti
e soli quelll di un 1perpilano.

Infine, sia K wuna (k,n;f)-calotta monoidale avente come punti di

peso 1 1 puntil di un 1perpiano. Per la prima delle (1.1), essendo

Q-] ) Qt—1’£m )
Detto P 1'unico punto di peso n-1,
n(= q+1) a seconda che incontrano 1'iperpiano

1 ew = (n-wu)q Qt—Z + n (cfr. Prop. 1) s1 ha ,=n-1,

le rette non passantl per €sSso

hanno o peso 1 o peso

in un punto o appartengono ad esso; mentrc le rettc pcr P hanno ov-

viamente peso n, dunque K & di tipo (1,n). Onde 1'asscrto.
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