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DISEGUAZIONI VARIAZIONALI PER FLUIDI VISCOSI INCOMPRIMIBILI
CON CONVESSO DIPENDENTE DAL TEMPO

(*)
Rodolfo SALVI

Sunto. S« damostrna L'esistenza di una socluzdione debole di dise-
quaziond vandiazionald pen fluldi viscosd AncomprimibilL omogened e

non omogened con ostacolo dipendente dal tempo.

1. INTRODUZIONE. Sia 2 ¢ R (n = 2,3) un tubo con sezione ini
ziale T1, sezione finale TZ e parete laterale FS; si assume che

11 tubo termini 1n Fz. Si considera il moto di un fluido viscoso

incomprimibile che attraverso ﬁ scorre 1n { e passa nell'atmosfera at

traverso la sezione F2 con un vincolo sul flusso del fluido su

T2 dipendente dal tempo.

Nel § 1 si considera 1o scorrimento in Q di un fluido viscoso in
comprimibile omogeneo (nel senso che la densitada del fluido & costan

te) retto dal sistema di Navier-Stokes,

Nel § 3 si considera lo scorrimento in Q di un fluido viscoso in-
comprimibile non omogeneo (nel senso che la densita del fluido non
¢ costante) retto dal sistema. 3,1), 3.2).

Il modo con cul i1l fluido entra ed esce da  sara precisato in se

guito.

(*) Dipartimento di Matematica - Via Bonardi, 9 - MILANO
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Un problema di scorrimento di un fluido viscoso incomprimibile omo-
geneo 1in { con convesso 1indipendente dal tempo ¢ con diverse condi-
zionl al bordo rispetto a quelle considerate in questa nota & stato
trattato in [2] [3].

Inoltre per 1 fluidi di Bingham, il problema del § 2, ma con con

vesso indipendente dal tempo, & stato trattato in |5].

2. PFLUSS0O IN @ PER FLUIDI VISCOSI INCOMPRIMIBILI OMOGENETI.

I1 moto di un fluido viscoso incomprimibile omogeneo & retto dal

sistema di1 Navier-Stokes

+ u*vu -y Au = - VP
3t 4
Veu = 0
ove u = u(x,t) = [u1{x,t), u_(x,t]...un[x,t]} e 11 vettore veloci-
ta, P = P(x,t) € la pressione ¢ u la viscositld (considerata costan-
au .. . .
te) e u-+Vu =% u, f la forza esterna. Si considera il seguen
1

te problema

PROBLEMA 1. Trovare 11 campo delle velocita u ed 11 campo delle
pressioni P in un flusso di un fluido viscoso incomprimibile omoge-
neo in @ soddisfacente le seguenti condizioni iniziali ed al contor

no

a.) u(x,0) = z(x) x € 0

b.) u(x,t)

|
<
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du
c1] (P v-y Sxi uiJ = X € FZ, t > 0
d1) u(x,t)-v >0 , ulx,t) v < P(x,t) X € Fz; t >0
l 2 au W o
CT]u([P + 2|u| Jv =1 E;I i)- o v
X € T1; t >0
ju-v| = fu]
ove v € la normale esterna ad Q e ; , . sono funzioni date. Diamo

l'interpretazione fisica delle condizioni sopra esposte.

La condizione 31] assegna il valore della velocita in tutti i pun
ti di @ per t = 0. La condizione b]] impone che sulla parete F3
la velocita del fluido sia nulla. La condizione <, ¢ la condizione
dl equilibrio sulla superficie Fz tra la forza interna e la pres
sione atmosferica (considerata nulla). La condizione d1) interpre-
ta 11 fatto che 11 fluido esce da Q2 attraverso F2 col flusso con-
trollato dal vincolo VY. La condizione e1) assegna la densita del
flusso di energia del fluido su r, e si assume che la velocita su

T2 ¢ diretta come la normale a Q.

Diamo la formulazione variazionale del problema 1.

Introduciamo qualche classico spazio funzionale. Siano

= T Em . . = . by . = . Y =
¥ {viv e (C (2)) vF3 0; |v U]ﬂ. IV|E" 7 0}
S i . : + 2
H™ = (Q) = {spazio di Sobolev di ordine S su L (Q)}
n;(s‘z) = {chiusura di C () in H' @)}

V = { chiusura di ¥ in (HT[Q])H}
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H = {chiusura di ¥  1in (Lz(ﬁjjn}

Si pone
(u,v) =J*u v, dx ; |u]2 = (u,u);
1 1
((u,v)) = (ui,v ) ) ; ({u,v1]1 = (u,v));
H™ (Q)
2 2
lufly = Cu,w) 5 fluf]” = ((u,u); alu,v) = ((u,v))

(s1 usa la convenzione della somma sugli indici ripetuti).

Consideriamo per 1 vettori u,v,z l'espressione (quando ha senso)

Bvi
b(u,v,z) = I uj axj Zs dx

Vale la seguente relazione

5 3 ) ,
beu,v,2) | o<oe flu ll fal? el 2t v
2
ed assumendo V-.u = 0 si ha

b(u,v,z) = -b(u,z,v) + J (v.z)u.v dx

I
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Sia Y(x,t) una funzione definita in o e Yo o(x,t) > 0
(?T (x,t) e la traccia di1 Y¥Y(x,t) su I',); s1 pone
2
2 r |
K(t) = {v|veL"(0,T;V); 0 < vev, < ¥_ (x,t)
LT L2

n 2

2 I\ 2 R
W(t) = {viv e K(t)NH () ; Tt € L (0,T;H)}
I1 problema 1 si riduce a trovare una funzione u = (u_(x,t),

|
uz{x,t],...,un(x,t) appartenente al convesso K(t) tale che

j
ul V=) > (0, v-u)
11 —

SR -

J
2.1. {—g%,v-u)+Ua(u,v-u)+b(u,u,v-u} + (o -
¥ ve K(t).

S1 ha, cosi, una disequazione variazionale con un ostacolo sul

bordo T, dipendente dal tempo.

Diamo la definizione di soluzione debole del problema 2.1,
u ¢ detta soluzione debole del problema 2.1. sc u e K(t) ¢ sod
disfa V¥v e K(t) 1la seguentc disequizione
oV

2.2. .[T { ( 1 ,v-u) +pa(u,v-u) + b(u,u,v) + (a,v-u)_ -
‘1

[~

0
1 Iv(0) - u(0)!
5 |

2 1
(Ju| ",v), } dt > - =

Dimostriamo 11 seguente teorema

TEOREMA 1. Siano

7 1
u(x,0) = 0 ;  a(x,0)=0;5 a(x,t) e L7(0,T;11 “(r,)}
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Y(x,t) e Lz(U,T;H1(Q)) : ?(x,t)r > 0

y =

f(x,t) e LZ{D,T;H)
Allora esiste una funzione u tale che
ue LEC0.T:V)NLT(0,T:H) NK(t)

e soddisfacente 2.2. Vve W(t).

S1 considera 1]l seguente sistema di equazioni differenziali ordi-

-

narie

0
um 1

N ) +U .)+b : a- — TW .
2 ( oW ) wHatup LW )b (up W)+ ul W

dt

1 2 + -
- U T e mCCup V-9 T w ) e ()™ w0 =

I
—
(o Y
=
s
-

(j = 1,2,3,...,m)

Il
ove w1,w2,... W & una base di VFW(HT(QJ)si Il sistema 2.3.

ammette una soluzione u_ per tm sufficientemente piccolo. Proviamo
l'esistenza della soluzione u_ in tutto (0,T) con stime a priori

standard.

Posto

m
u =vc. (t)w.
m 4 Jm )

moltiplichiamo 2.3. per cjm(t) e sommiamo su j da 1 ad m, si ottie-
ne

1 2 2 +
2.4. 5 —¢ |u | +u|ium|| +b(u ,u,u )em((uav -p) ,.umJI,2
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- 1 2 1 2
' m({uﬁxﬂ ’umjm + (o 2|um! ’um}EL- E([uml ’um%} - l:f’*]"lrntj'
Dato che
b(um,um,um] = % J |um|2 u eV dx ;
rur,

(Quev=9) ,u V. =((uev=-9)" ' :

Usv li’l jum rg - U-v T.I,l_] :[um"u-w].}rz +((uﬂ;u_¢') ,’J—‘)TE '
- -2
((Um'v) ’um}ﬂ; l |(um-u} |7 dx
2

La 2.4 diviene

1 d 2 2 + 2 -, 2
2.5. 3 %EE|um| +Lﬂ|um|[ + Jl[uau—$) | “dx+m f Kum-u) | “dx Ef,um)—&gum)
PE TE
da cui segue che
2.6. u appartiene ad un insieme limitato di LEHLTjVJﬁLfTU;EH)

m
indipendente da m;

inoltre si ha

T - T
) _
2.7. m [ ( f |[um' u-¢:}+| dx)dt < ¢q ; mj [[ ][um-u} |2dxic2
0 Iy o I,
c],cz costantil indipendenti da m.
Proviamo che
ou A,

2.8. appartiene ad un 1insieme limitato di LZ[G,T;V'} indi-

ot
pendente da m.
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", %
(V! & i1 duale di V = {v] v e Lz[O,T;[HEXE(ﬂj]S); Vev = (0 .

M
Infatti, sia v € vrwvm ove Um ¢ lo spazio generato da wI, wz,

allora si ha

3!" m!‘
T
J Elum (T
=t < ] Gellu f N e el flu Iy (Dt
0 m m m 2
D —
2
da cul segue
$ Ju
m
0 £l
2
cosi € provata la 2.8.
Dalle 2.6, 2.7,2.8, ne conscgue che
2.9. 1im u = u nella topologia debole
Moo L4(0,T,V)
2.10 1im u_ = . .
v m Lm{D,T,H] u nella topologia debole
2.11 1im u_ = .
oveo m LZ[Q) u nella topologia forte
2.12. lim (u-vy -w)+ = 0 nella topologia
—_— L%(0,T,T, )
m » 22 forte
2.13. lim {”ﬁ Vo= o, 0 nella topologia forte
m-+co L (0,T;T, )
2.14. 1im u = y u
m->co L (0,T;(H°(Tr)) nella topologia

debole
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2.15 lim u_ = u nella topologia forte.

m Z -
M -+ L. [U,T,H il:l_'l))
Dalle 2.12, 2.13 ne consegue che u e K(t). Ora, con procedimen-

tl1 standard, s1 ottiene che u € soluzione della disequazione.

Consideriamo, ora, 1l seguente problema.
PROBLEMA I1. Trovare 11 campo delle velocita u ed il campo delle
pressionl P in un flusso di un fluido viscoso incomprimibile omoge-

neo i1n  soddisfacente le seguenti condizioni iniziali ed al contor

no
HEJ u(x,0) =12 (x) X € Q
bz} u(x,t) = 0 X € Tg5 t > 0
cz] v ((P+ %¢L1|2 ) v-u gii 1H):= e X €= T, U rz;t>0
dz) u(x,t) v < plx,t)sv X € FE; t >0
ezj lu (x,t)|= |ulx,t)v] x € T= T, U Tz;tiﬂ

ove v & la normale esterna ad @ ed a,y sono vettorl assegnati.
L'interpretazione fisica delle condizionl sopra esposte sono quelle
del problema 1I.

Siano inoltre

A
V= {vlveVv, |[v.v |F= RY% 1F}

" ,
K(t) = {v|] ve K(t)n V}
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" n
v

{v] v e K(t) N (H® (Q}]n , — € LE[G,TJ; H)

o
W(t) T

Il problema II conduce alla disequazione Vv e K(t)

2.16. j{(—%%,v—u)+ua(u,v-u)+b(u,u,v—u]+(u— %|u|2,v-u)P

O

- (f,v-u)dt > 0,

Si dice che u & soluzione debole della 2.16 se soddisfa le seguen

ti relazioni

1
2.17. I {(~—§%,v-u)+ua[u,v—u)+b(u,u,v}+(ﬁ.,v—u)P
0
- %(|u|2,vjr - (f,v-u) dt > - |[v(0) - u(0]|2
v A\
¥v € W(t), u € K(t).

La esistenza di una soluzione debole della 2.16 si ottiene proce-

dendo come nel teorema 1., Diamo il seguente risultato di regolarita.

TEOREMA 2. S{ assume che n = 2

u(x,0) = 0;  a(x,0) = 0; a(t) e H'(0,T;(L2(r))3

1 v 32y
v(x,t) € H' (0,T,V) ~ e LY(0,T:H); w.v,. > 0
Btz Rri

fe H (0,T:H)
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ALLora esiste una unica so0luzdone della disequazione 2.16 fale

che

2 v = v
ue L(0,T;V)NL (0,T;H)NK(t)

AY L o)
%%— e L2(0,T;V) NI0,T:H)

Riprendendo la parte iniziale della dimostrazione del teorema 1)
r‘u

si ha che esiste una soluzione u_ dell'equazione Vv e V,
9 U 1, 2
2.18. ( Ty v)+ ua(uEV]+b(uE,uE,v)+ (o= 5 mg ,vjr
i +
+=((u «v-yp.v ) V) = (f,v)
£ T,

Differenziamo rispetto a t l'equazione 2.18 (ovvero si considera-

no i1 quozienti differenziali) ed otteniamo

32uE Blﬂ: auE BuE
2.19. ( 'E?T’“3+ al( 31 ,V) + b( 5;—,u£,v)+h(u£, v ,V) o+
1 0 + 3 1 Z of
e Cgg e v-v v+ (e (a Zlu 1TV = GG Y)
‘ EUE BIIJ . .
Poniamo nella 2.19 , v = =t T Tt ed integriamo tra 0 e t
11 risultato si ha
Y32y su oy 5u_ du_ 3y 3u du_ Ay
J{( 2 f —)+pa( ==, =——- —=)+b(s—,u = )
ot ’ ot ot ot ’ 3t ot at g’ 9t ot
0
du 3y 3 . 3u 3y
£ £ 1 o + €
- 2 -t e = )
*blu = ot -315*‘5( VTV e - e
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au Y Ju i
a T 2 € o f £
— {a- = - — —— - ——)}dt = 0
v (g fo AIRE ot -0 =% 0 ot TR
Osserviamo che
T
2.20 r(i(u )", T-(u_-y)dt J]——(u R R I
' ) ot Ue¥ T gt TY o etV ,
0 L (T,)
Inoltre da ben noti teoremi di immersione s1 ha
EIJE BUE BUE ) auE 2
b0, =9 <= N T v ellu 1] 5= |
auE auE ' Bu 4 auE >
bu , , < -Il + ¢ lju_ || | |
g at Jt 8 £ Ld(g) ot
2.21. auE . ' auE 5 5 auE 5
[ ~ e
(ol e = Il v et 17 1 5
I
f13“||auldx11la“||z B E | 2
- ot 2 at 5 8 ot at
L(T,)
1
Dalle 2.20, 2.21 segue che
222 b A [ e <) i) 2 e [ (2R R 2,
2 ot 2 J — 2 ot J 2
0 0 ot
gu
oY £ 2 2 4
5 I+ s Pafluli ™ Jlull o+ lUE|l|UE:| )}dz
L ()

da cuil
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ou o, eu (0t e S0 2 9%y
lat[-{—{lat | J”at e B
o] ot
(b 2 4 2
c | Q+]lull” +|ju] + Ilugl-llug| ) dt
J £ £ s

0 Ld(Q)

Dato che
UEE L4{0,T;[L4{Q))3J:.LE[G,T;V)r‘LukU,T;H)

s1 ha

ot

Ponendo nella 2.18 t = 0 si ottilene

Ju (0)
£

2.23. ( V) = (£(0),V).

Dalle 2.22, 2.23. scgue che

T ou

( £
1 ; Jo |I at

ldt < ¢,

Ora, con procedimenti standard, si dimostra che u soddisfa la

disequazione 2.16 ed € unica.

3. FLUSSO IN @ PER FLUIDI VISCOSI INCOMPRIMIBILI NON OMOGENEI.

11 moto dei fluidi viscosi incomprimibili non omogenei € retto

257

2, Y 2
|7+ ] aﬁ | ) dt}exp
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dal sistema

3.1. 0 g: + pu Vu ~uAu = £ - Vp
p -
5.2, ot + u Vp = 0
equazione di continuita
V . u=20

ove u = [u1(x,t),u2(x,t3,... un(x,t)) e la velocita, P=P(x,t) 1la

pressione p = p(x,t) ¢ la densita del fluido, y 1la viscosita
(considerata costante) f la forza esterna e pu.Vu = Epui ﬁ%h u
1

Consideriamo il seguente problema per i fluidi viscosi incompri-

mib1l1 non omogenel.

PROBLEMA III. Trovare 11 campo delle velocita u, 1l campo delle
pressionl P e delle densita p in un flusso di un fluido viscoso in-
comprimibile non omogeneo 1n  soddisfacente le seguenti condizioni

iniziali ed al contorno

as) u(x,0) = z(x) X €f
b.) v -((p + lD|U|2J V-u du_ = q.V xe =l _UT_;t>0
3 2 3X Vi 17720 =
C z) ulx,t) v < p(x,t) v x e I,; t> 0
dS) lu(x,t)sv| = Julx,t)]| x €= I‘1Ul“2
) u(x,t) = 0 x e T t>0
'ES , 7

ove Vv & la normale esterna ad{l ed @ e ¥ sono vettori assegnati .
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L'interpretazione fisica delle condizioni sopra esposte sono quelle
del problema I).

I1 problema III) conduce al sistema

3.3.(;3—2% + pu Vu,v-u)+pua(u,v-u)+(a- %p|u|2,v—u%, > (f,u)
ap _
3.4, =1 + u.Vp = 0.
Veu=0

Diamo la definizione di soluzione debole del sistema 3.3.,3.4. .
Si dice che (u,p) & soluzione debole del sistema 3.3, 3.4 se soddi-

"\
sfa le seguenti relazioni Vv e W

! ERY BVi
3.5. J {(p E"",‘I'U) + J’ pu.

3 ax*(v—u)idx +[;}uiviu.u dx .
0 ] I

i %Jpwﬁu dx + (a,v-u), +u a(u,v-u)} dt >[V8(0) (u(o)-v(0)) |
r

9p

e+ u.Vps 0 in forma debole

v 2 A,
ue LO,T;VMNL(0,T:HYNK(t)

0o e L (Q)

La disequazione 3.5 si deduce dalla 3.3, formalmente, nel seguen
te modo. Moltiplicando per wu(v-u) la 3.4 ed integriamo il risulta-
to in x e t e ne sommiamo il risultato alla 3.3. cosl s1 ottiene

adpu au

T
3.6. [ { ( EE—,V—u]+ jpuj E;T[v-u]dx+J uVpu (v-u)dx+ uya(u,v-u)

o) J



260 R.Salvi

+(a v-ul_ - l[ﬂ]u|2,v—u) -(f,v-u)dt > 0
r 2 I —
! d
Aggiungendo e togliendo J {E%E,v—u)dt alla 3.6. si otticne
0
" oy 3p oy (0
J (pg?—,v—uj+(v —Eg,vuu]+{puj F [v—u)idx+J ax‘ui[v—u)i dx
O ] J
1 2
+ ua(u,v—u)+[u,v—u)r - E{p|u| ,v—u}F = (f,v-u)} dt >
T
1 J _3p
5 i ( v (v-u),v-u)dt

da cuil segue

2

J Jpu. : BDU_ 5
— u. (v-u) . dx+pa(u,v-u)+ = [ B—J lv-u| dx+{ﬂ,v-u)r -
xj 1 1 Kj

- %{D!u|2,v*u]r -(f,v-u)} dt 3i¢5f5)(u(n)—v{633|2-

Ora, si ha

dpu . aui Ju .p
- I vi(v-u]i —Eg%dx + Jauj o (v-u)idx+f ugg%ui{v-u)idx +
J J ]
Jpu . Jpu ou .
1 3y 2 __11_2 j j i, :
5 l ij lv-u] dx = 5 | v-u] axj dx + guj ij{v u]i dx
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. J|v—u]2 u vdx + r u aiv“u)l[v—u] dx+{ u 3Ui (v-u). dx =
2 g JPU5 Tax, TR B P i
I ] J
31..
1 2 1 2 ( i
Z‘E]V| u vdx 2[!U| u vdx + Jm{v uwju v dx +Jgjuj ax.[v u}i dx
r r r ]

per cui la 3.7. diventa la 3.4.

Dimostriamo 11 seguente teorcma.

TEOREMA 3. S assume che
2 v o0
f e L7(0,T;H) ; u(x,0) e HNK(0), QDEL ()
D{ﬁEQDEB o € LZ(D,T;(LE(TJ]3

" )
vetto,my ;e af@" ;v v 20
I

ove 6,8 sono costanti strettamente positive.

Allora esistono funzioni u,p tali che
oo 2 N
uelL (0, T;H)YML (0, T;V)NK(t) ; o € L (Q)
e soddisfacenti 11 sistema 3.5.

"
Si considera una famiglia di approssimazioni 1nternc Um di V. Si

assume che

3"

Vm ¢ un sottospazio di V di dimensione m;

v oy

Vv e V esiste una successione v = Um tale che Vm + v 1in V;
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tutte le componenti delle funzioni v in Vm appartengono a CT(ﬁJ.
v
Poiché V & denso in H ed u, e HFWf(U), € possibille trovare u,y

€ Vm tale che u,, - u, in H per m »« .

Sia WisWoseeo,W o UNA base di Um. Consideriamo 1l seguente siste

ma (indichiamo con u = u )
m em
aum r Buim
[Dm 3t wkJ J F:Jm qu Exj Yik dx +u ﬂ(um’wk) *
Loy =) w ) v (e - 2o ju lfw) = (F,w,)
£ A 2 "m' "m' ? kF >k
(k=1,2,...m)
ap
m
at * u&Fﬂm =0
Con procedimenti standard si ottiene (cfr. [1])
N 2
lu || < s | I gt at <,
L (0,T,H) ‘0o
3.8.
1 1 + 2 < C
. j |[umfu-$-u) dt < ¢4 ; Upm . - 4
0 L (Q)
con C,,C,,C4,¢, costanti indipendenti da m ad € ;

3.9. l1im u_ = u nella topologia debole
meo " L2(0,T;V) €
*
3.10 l1im uoo= u_ nella topologia debole
m->o L (0,T;H)
11. 1im ©p = 0 nella topologia debole*
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+
3.12. 1im (u .v -y-v) = (u v-0v) nella topologia
oo LEo, Ty Lo )y ©
> 2 debole
3.13. 1im u = u nella topologia
m 2 ! 3. €
m—+ L(0,T); (H°(I')) ) debole

Inoltre, con procedimento analogo a quello seguito in | 4 | si ottie

ne

T-h ,
3.14 J lu (t+h) - u_ (t)|" dt < c_h
. m m - €

ove C_ € una costante che dipende da € ma non da h e m. Dalla 1.9,

e dalla 3.14 s1 ha

3.15, 1im u o= u nella topologia forte
m-+oo 2 3 ¢
(L,Q))
3.16. 1lim u - u nella topologia forte
mee ™ oT L2(0,T: (LY ) e T

N
Per cui UE,ﬂE soddisfano 11 sistema ?veHT{U,T;V}

I 3V f oV - 1 +
3.17. - J {( —7 »P.u )-| o u. u. dx+ua(u v)+ —((u-v-y.v) )
o t € € ; € Jg 9X. 1 3 € € I

] € 2

1 2
+ (a- Epelu5|,v]r+ {p,uEv uE)r—[f,vJ}dt > c(V(T)| +|v(0)])

ap

.+ Vo = 0 (in forma debole)
gt € £

. : r 5
Mostriamo, ora che u converge fortemente a u 1in (L (Q))
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con r > 2. A tale proposito, mostriamo che u_ soddisfa la relazio-
ne 3.14 con ¢ 1ndipendente da € ¢ da h.

Posto nella 3.17

]
Vs o Jt-h (u_(s) - ¥(s))ds
ed osservando che
T T
t
f ((u v-y w2+ o ~y)ds). ds < = r | ( NS MERPT:
I 4 £ > h Jt—h € °T > 2 vh JD UE v v

con procedimento analogo a quello seguito in 14] si ottiene la rela-

zione

T-h )
( |uE(t+hj - uE[t}| dt < ¢ h.

Jo

Allora si ha

lim u_ o= . , U nella topologia forte
€0 (L (Q))
1im u = 1, nella topologia forte

3 I

©ir L%0,T; (LA (M)

£+0

Usando i1 procedimento considerato per ricavare la disequazione

3.5 e passando al limite e+0 s1 ottiene 1l risultato.

Osservazione - Il teorema 1 vale per n arbitrario ed il teorema

3 continua a valere per p > 0 con u € LZ(U,T°,V).
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