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*
CAPPI E PERMUTAZIONI (*)

(+%)
Rita CAPODAGLIO DI COCCO

Summary: The main nesult of this paper L4 a characterdzatdion o4
all findite Roops. 1t is shown that everny finite Loop of ornder n L5
{somonphic to a Loop in which the elements are penmutations oven

n-1 objects and the operation 44 convendiently defined.

INTRODUZIONE. Il presente lavoro & diviso in quattro parti. Nel-
la prima si mostra come un qualunque insieme ¢ possa essere dotato
di una struttura di cappio, mediante la considerazione di opportune

permutazioni su di esso.

Nella seconda parte, viceversa, si dimostra che ogni cappio fini
to @ di ordine n e isumurfp a un cappio Md 1 cul elementi sono
permutazioni su n-1 elementi e in cul l'operazione & opportunamen-
te definita. La considerazione del cappi Md € molto conveniente quan
do si vogliano determinare cappil soddisfacenti particolaril proprie-
ta. Cid viene fatto nella terza parte, dove, dapprima si determina-

no le condizioni necessarie e sufficienti affinché un cappio Md

1) contenga 1'inverso di ogni suo elemento

2) sia commutativo

(*) Ricerca eseguita nell'ambito del G.N.S.A.G.A. del C.N.R.

(**) Dipartimento di Matematica Universita di Bologna.
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3) goda della proprieta inversa sinistra
4) goda della proprietad inversa destra

e pol s1 costruiscono cappl che soddisfano tali proprieta. Tutti 1
cappi trovati hanno ordine € e ci0 € interessante 1n quanto 1 cap-
pi di ordine n < 6 sono noti (cfr. [2]).Rileviamo inoltre che ilcap
pio dell'esempio II possiede un'applicazione completa (secondo 1la
terminologia di [6]) e quindi il quadrato latino che ne costituisce
la tabella di moltiplicazione ha una trasversale. Cid ha interesse
in quanto € noto [6] che tutti 1 quasigruppi diagonall e 1n partico
lare 1 gruppi di ordine dispari e i quasigruppi commutativi di ordi-
ne disparl possiedono applicazioni totali, mentre 11 cappilo 1n que-

stione € di ordine parl € non €& diagonale.

Infine nella quarta parte del lavoro si fa vedere che 11 cappio
@ individua anche un altro cappio MS, i cul elementi coincidono con
quelli di Md, ma in cul 1l'operazione & definita in modo diverso. La
considerazione del cappio MS puo essere utile 1n quanto alcune pro-
prieta di Q@ si traducono piu agevolmente 1n proprieta di M_ piutto-

S

sto che in proprieta di Md‘

I.51ia ¢ un qualunque 1nsieme finito con n elementi (n>2). Senza
perdere di generalita, possiamo supporre Q = {1,2,...,n}, Sia I il
gruppo delle permutazioni su @ . Fissato una volta per tutte un ele

mento x di @ , sia 01 lo stabilizzatore di x 1in I .

Defindizione I. Chiamiamo insieme rappresentante di @ in £ un in-

sieme M c § tale che

1) M3 1 = permutazione identica

2) M e strettamente 1-transitivo su .
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TEOREMA I.. Se M 2 un A{nsLeme nappresentante di Q 4n f allforna na-

sul ta:

1) |M]|=n
2) Ognd Raterale destrho (sindstrno) di Tl 4n Econtsene uno ¢ un solo

elLemento di4 M.

Dim. Banale.

Se M & un insieme rappresentante diQ in g, sia ¢ : M » Q

l1'applicazione definita da
VTeM, T-> xT

Poiché ¢ & una biiezione, presi comunque a,b in { , sono univocda-
mente determinati T e S in M tali che a=xT e b=xS. Definiamo al

lora un'operazione in 2 ponendo

a-b = xTxS = (xT)S = xTS

TEOREMA 11. La strutturna (Q,:) rdisulfta un cappic.
Dim. Poiché IeM e xI = x, Vae Q con a = xT e TeM risulta

xTI xT = a

il
H

a-x = xT.xI

x.a = xI.xT = xIT = xT = a

e quindli x ¢ elemento neutro.

Si consideri in 9 l'equazione (1) ax=b dove a=xT con T in M. Sia
' e M 1la permutazione (esistente ¢ univocamente determinata) tale

che aF = b. Se c

xF s1 ha:

a.c = xT.xF = xTF = b

e quindi ¢ & soluzione della (1). Viccversa sia d = xL (con L in M)
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tale che a.d=b. Risulta a.d = xT.xL = alL = b. La permutazione L,
mutando a in b, deve coincidere con F e dunque d = ¢, c10é 1'equa-

zione (1) ha una e una sola soluzione.

Consideriamo ora in & l'equazione (2) x.a = b, dove a=xT con T
in M. Sia m 1'elemen£u (univocamente determinato) tale che mT=b.
Se m = xG con G in M, risulta m.a = xG.xT = xGT = b, e quindi m &
soluzione della (2). Se poi @ n.a = b conn =xQ e Q in M, si ha

xQ.xT

j

xTQ = b e quindi P = Q e n = m; anche la (2) ha una e una

sola soluzione. Cid basta per affermare che @ & un cappio.

Degindzione II. Se M & un insieme rappresentante di Q@ 1n § e X

¢ un elemento fissato in o, allora (Q,.) si chiama struttura as-

sociata alla coppia (M,x).

Vogliamo definire un'operazione in M. Presi T,S in M, sia xTS=a;
se ¢ a = xIF per definizione poniamo T*S = F. Si vede subito che in

tal modo M diviene un cappilo isomorfo a Q

TEOREMA III. (M, % & un gruppo se e solo se L'operazione * codn

cide con L'ordinandia composszione punzionale.

D.im. La sufficienza della condizione € ovvia. Per dimostrarne la
necessita supponiamo che esistano P,Q in M tali che P*Q = F#PQ. C1id
significa che esiste almeno un a € tale che aF = b # ¢ = aPQ. Se
a = xH, © facile vedere che la permutazione H+(P#*Q) = H«F muta
X in ¢, mentre la permutazione (H*P)=*Q muta x in b. Poiché 1n
M risulta H*(P+Q) # (H*P)«Q, 11 cappio M non & un gruppo, donde la

conclusione.

D'ora in poi, senza perdere di generalita, supporremo sempre x=1,

Sia Ta la trasposizione (1,a).Poiché i !aterali destri di T in £ sono
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I[, IiTZj HTS:ll*j HTHI
per la 2) del teorema I risulta
M={1I,HT,,H,T .,H T }

2223 37" n'n

dove gli Hi (i =2,3,...,n) sono opportuni elementi di 1T e Hi#Hj
se 1 # j.

Sia Md

Il

{1 ,H H} 1in modo che M, c1.

277777 "'n d

r — T .
TEOREMA 1IV. CNES a{f4nché M {I’HZTZ’HSE?' ’HnTn }, dove Hle]r

-

e H.1 # Hj per 1 # j, Ada un Ansdeme nappresentante di O 4in L @

che Md = {-I,IIZ,HE,...,Hn bosoddishi Le seguentd proprietad:
1) ognd Ha, oltnhe all'elemento 1, f4issa al pia L'efemento a
(per a = 2,3,...,n).

2) Va,b 4inm 2, a #1 #b, a#b =>3! c £ b ztale che aHC=b.

3) Va in Q, a # 1 => "4! ¢ tale che al . = c (eventualmente

con ¢ = a).

Dim. Sia M un insieme rappresentante di o in 3y . Poiché M & stret

tamente 1-transitivo su § , s1 ha

¥a,b in 9 ,a# 1 #b => bHaT1 # b
da cui se b # a, si ha bHa # b cioé la 1).

Inoltre se a,b e o cona # 1 #b e a #b, 3! ¢ tale che

aH T = b. Se fosse aH = ¢ si avrebbe 1'assurdo aH T =1=b#1. E'
C C C C C

dunque aH_ 4 ¢ e quindi aH T = aH b.
C e C
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Se¢ infine a#1, 1! ¢  tale che all_ T_ =1 e questo comporta

la 3).

Avendo dimostrato la necessita delle condizioni, passiamo alla

sufficienza.

L'insieme Md soddisfi le 1),2),3). Basta dimostrare che M & stret

tamente l1-transitivo su . Siano a,b in €. Se a = b, 1'unico ele-
mento di M che muta a in b & I. Sia allora a#b e anche a#1#b. Per
la 2) 31 c #b tale che ch = b e quindi 1'elemento HcTc di M
muta a in b, mentre evidentemente, se aP = b c¢con P 1in M, e

P = HcTc' Se invece a = 1 #b, 1'unica permutazione di M che muta

L

ain b & HT . Se infine a # 1 = b, 1'unica permutazione di M

-

che muta a in b @& HcTc’ dove ¢ @& 1l'elemento univocamente indi

viduale in base alla 3), per 11 quale aHC = C,

COROLLARIO. Se aHa # a, allora esdste un'unica ccppia b,c take

che b # ¢, b # a #c e aHb - aHC

Dim. Per la 3) del teorema precedente 1! c#a tale che aH_=c;

per la 2) dello stesso teorema 1! b # ¢ tale che aH, = c, da

cul l'asserto.

Introduciamo adesso in Md un'operazione ponendo per definizio-

ne:

I

Ha* Hb = Hc con C aHb se aHb £ b.

€ un cap

S1 verifica senza difficolta che, cosi strutturato, Md P

pio isomorfo a M e quindi a .
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Notiamo che 1'operazione * introdotta in M., colncide sostanzial-

d
mente con quella considerata da Bacr in |[3].

IT. Sia ora (2,.) un cappio finito di ordine n. Senza perdere di
generalita, supporremo che gli elementi di & siano 1 numeri natura-

11 1,2,...,n e che 1 sia 1'elemento neutro.

In armonia con [1] e [3], per ogni a in Q , chiamiamo traslazio

ne destra di coefflficiente a la permutazione Ra tale che

¥x e @ , xR = x,a.

Sia M = {Ra,a €}, In M definiamo un'operazione * , ponendo

Ra " IH} - Rab

essendo ovviamente Ra la permutazione tale che

b

¥x € Q,xRﬁ =x.{a.bh).

b
TEOREMA V. (M.*) ¢ un cappdo «somorbo a (Q,.).

Dim. Basta osservare che 1'applicazione v : @ + M, definita da

a -+ Ra @& un i1isomorfismo.

Detto Z 11 gruppo delle permutazioni sull'insieme sostegno di @

e ricordando la definizione I, s1 ha 1l
TEOREMA VI. M & un 4nasdeme hrappresentante di § An I

Dim. Evidentemente I = R,. Inoltre, se a,b e @, {! c taleche

a.c = b, e quindi Rc ¢ 1'unica permutazione di M che muti a in b.

Analogamente Va in ©, si chiama traslazione sinistra di coctliciente

a la permutazione L, definita da

Vx € & , xL = a.x.
a

In N = {L,, a e 2} definiamo un'operazione =« ponendo
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cssendo ovviamente Lab la permutazione tale che

¥Vx e Q x L = (a.b).x.

’ ab
E' immediato verificare che, cosi strutturato, anche N & un cap-

pio 1somorfo a &,

Sia A la tabella di moltiplicazione di £ . Usando la terminolo-
gia di [8] pag. 131, notiamo che la permutazione Ra ha come deno-
minatore la colonna a-ma di A , mentre la permutazione Lb ha come de

nominatore la riga b-ma di A,

TEOREMA VII. 1£ cappdo (R,.) coincide con La struttura assocdlata

alla coppaa (M, 1),

Dim.Con 1 simboli del paragrafo I, consideriamo 1'applicazione

$: M - @ 1individuata dalla posizione

VGeM, G+ 16

cilo¢ b = Y dove Y & 1l'isomorfismo considerato nella dimo-

strazione del teorema V. Da c10 la conclusione.

COROLLARIO. Med«<ante «£ procedimento descrnittoc nel paragrafo 1

5L oXtengono Tuttd L possibili cappd finLitd.

Sia 11 1o stabilizzatore dell'elemento 1 €2 in I

TEOREMA VIII. Ogne cappico ginaefo Q d4 oadine n & Lsomorbo a un cap-
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pio M, che gode delle seguenti proprieia:

d

1) g€i efements H, ,H

1 2,...,Hrldi M sono anche elementd d4 1IN,

d

2) H1 = I = {dentitd di I

3) 0gnd permutazdione Ha pissa al pia L£L'elemento a (a=2,3,...,n)
4) se a#1#b e a#b, aflora ! c#b tale che aHC=b.
5) se a#l, allora ]! ¢ tale che aH_ = c

6) £'cpernazione * in M, & definita dalla posizione

d

. b Y aHb = b

an
*

e
|

i

-
*
-
H

Hc’ dove c=aHb Y aHb # b.

Dim. In base al teorema V e VII, Q risulta isomorfo a un cappio
M il cul insieme sostegno € un insieme rappresentante di Q in I .
Per 11 teorema IV, allora © risulta 1isomorfo a un cappio Md soddi-

sfacente le 1),...,60).

IIT. Per quanto visto nei paragrafi precedenti, lo studio dei cap

i

pi finiti pud limitarsi a quello dei cappi M, soddisfacenti le 1),

d
2),3),4),5),6) che compaiono nell'enunciato del teorema VIII. Voglia

mo ora vedere sotto quali condizioni un cappio M, gode di particola

d
ri proprieta.

1. Esdistenza delflf'invenaso.

Secondo la terminologia usuale, diremo che un elemento H, di Md

ammette inverso se, per tale elemento, l1'inverso destro coincide
con l'inverso sinistro. L'inverso di Hy; nel cappio Md sara indicato

con 11 simbolo H; per distinguerlo da HEl (1'inverso di Ha nel

gruppo 1I).

TEOREMA IX. L'efemento Ha d{ Md ammette Ainvenso se e so0lo se @
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verndificata una defle condiziond seguentd

i) al, = a e in tal caso H; = H_

11) postc b = aH;ifa, nisulta aH, = b; An tal caso A4 ha H;=H

b b’

Dim. Se & aH = a, per definizione si ha H_«H_=I, sicché il =1l .
a ~ a a a a
~1

aHa. Risulta allora

I

Se aHa # a, sia b

Il
-y

Ha * Hb I <= aHb

i

Hb * H;1

I
&)

I «<=> bH
a
da cui la condizione voluta.

ESEMPIO I. I1 cappio (20) di1 iZ] ha 5 elementi ciascuno dotato

di inverso in quanto & verificata la 1i).

ESEMPIO II. Cappio di 6 elementi ciascuno dotato di inverso 1in

quanto € verificata la 11),.

H2 = (2::&1:533:6): HS = (2:5:4:6): 1-14 = (216:3:5:4]!
H5=(2,3){ﬂ,5,ﬁ), Hﬁ = (2,6,5)(3,4). Notiamo che la permutazione (3,4,0) ap-

plicata agli indici deglil elementi Hi (1=1,2,...,6) da luogo a una

applicazione completa (cfr. (6] pag. 28). Pertanto la tabella di
moltiplicazione di questo cappio & un quadrato latino che possicde
una trasversale,

2. Commutativita.

Chiaramente il cappio Mdrdﬁultu commutativo se e solo se

Va,b in © => aH, = bH .
b a

ESEMPIO III. Cappio commutativo con 6 clementi



Cappi e permutazioni 239

H, = (3,4,5,0), H3 = (2,4,3,6,5), Hé1 = (2,5,3,4,0), H5 = (2,6,5,4,3

He = (2,3, 5,6,4).

3. Forme deboldi della proprietd associativa.

TEOREMA X. Nel cappio M, & verdficata La proprieta (associativa)

d
Anvensa sindstnrna

1
Ha * [Ha * HbJ

Hb (con aHb £ b)

se e s0lo se vafe una defle condiziond seguentd:

1) aHa = a, e,posto C = aHb, nisulta ch = b

. , -1 -

11) aHa # a, e, posto ¢ = aHb, nisulta aHa Hc = b,

Dim. Se aHa = a, per 11 teorema IX e H;1 = Ha . Pertanto si ha
i
Ha * [Ha * Hb) = Hb <==> Ha * HC = Hb <==> ch = b

cioé la condizione 1).

: . . 1 .
Se 1nvece aHa # a, sempre per il teorema IX, si ha Ha = Hd con
d = aH ', sicché

1
Ha * (Ha*Hb] = H

cioé la 11).

ESEMPIO IV, Cappio di 6 elementi che gode della proprieta 1inver-

sa sinistra, ma non della destra

.

H6

(2,3,4,5,6), Hy = (2,5,4,6), H, = (2,6,5,4,3), H=(2,4,5)(3,06),
(2,6,4)(3,5).
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TEOREMA XI. Nel cappio M, ¢ vendficata La proprietd (associativa)

d
inveansa destra
1
{Ha * Hb) * Hb = H

d

s¢ ¢ 5000 se vale una delle condiziond seguentd:

i) be =b e aHi = a (questo caso @ possibile s0fo e n @€ pa-
A
ii) bH #b ¢ H' = H,
t2 Phy b~ b
Dim. Sia be = b, Allora H; = Hb’ e, posto ¢ = aHb, risulta

1 N 2
[Hﬂ * Hh] " Hb = Ha {=> Hc * Hb = Ha <==> aHb = a

cioé la 1i).
Se invece be # b, si ha, sempre ponendo ¢ = aH

b!

i i :
= =i = == Hl =
(Ha * HDJ > Hb Ha =D HE * Hh Ha < aHb 5

J
o

cioé la 1i1).

ESEMPIO V. Cappi di 6 elementi che godono della proprieta inver-
sa destra ma non della sinistra. Imponendo la i) si trova 1l capplilo

H, = (3,4)(5,6), H, = (2,5)(4,6), H, = (2,6)(3,5), H, = (2,4)(3,6),

2 3 4 S
Hﬁ = (2:3)(415)-
Imponendo 1invece la 11) si ha
H2 = (2,3,4,5,6), HS = (2,5)(4,6), H4 = (2,6,3,5,4), HS=[2,4,5,3,6},
H = (2,6,5,4,3).
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IV. Riprendendo 1la notazioni del paragrafo I, sia M un 1insieme

rappresentante di © in I. Poiché i laterali sinistri di II in Z

SONo
I, Tzﬂ.,TSH....,TﬂH
risulta
M = {I,IZKZ,TBKS,...,IHKH}
dove 1 Ki (1 = 2,3,...,n) sono opportuni elementi di II e K1¥Kj
se 1 # 3.
Sia Ms = {I’KZ’KS""’KH} in modo che M, ¢ T

TEOREMA XII. Condizione necessaria e suppsiciente appinché M =
= {I,T,K), T Koy, T K}, dove Ky e e Ky # Ko se 14, sda
un Ansdieme rappresentante di Q An I , & che M = {I,KZ,KS,...,KH}-

soddasg4 Le proprieta:

1) ognd Ka’ cltre all'elemento 1, f4ssa al pii £'elemento a

(a=2,3,...,n)
2) s¢ a # 1 #b ¢ a#b ==> 31! tale che aKc = b

3) s¢e b # 1 => 31! ¢ tale che cK_ = b (eventualmente c=b).
Dim. Analoga a quella del teorema IV.

TEOREMA XIII. GE&A Ansiemi M, e MS hanno gli stessd elementd, dip

d
fjernendo sc0lo pen £'ondine degli sitessd.

Dim. Sec P € M, esistono a,b in Q tali che P=H3T3=Tbe' Risulta

pertanto

11
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a = 1P <=> a = 1Tbe = be <==> be = a

Da c10 si deduce esplicitamente la corrispondenza biunivoca tra

Md ¢ M_ che si stabilisce chiamando corrispondenti H in M, e

S a d
K, in M se risulta H T = T K . Precisamente noto a, 1in base al-
b S a a b'b
la 3) del teorema XII b & individuato dalla th = a, mentre noto b,

in base alla 3) del teorema V a € 1individuato dalla bHa = a.

Vogliamo mostrare ora che se HaTq = T, K ¢ addirittura Ha = K

b'b b’

Infatti1 VYc e @ si ha

-::Ha se ¢ # 1,b (essendo cHa £ a)
CKh=CTbHaTu = ] se C = |
a se C =D
quindil in ogni caso s1 ha cH = cK cioe H = K
) a b a b
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