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RAPPRESENTAZIONE INTEGRALE DELLA SOLUZIONE DI UN SISTEMA
DEL SECONDO ORDINE DI TIPO IPERBOLICO IN DUE
VARITABILI INDIPENDENTI

*
Gaetano CARADONNA (*)

Summary. We establish an integral nepresentation forn the so0lution

of a hypenbolic sistem of the second ornden.

In [4] ho stabilito un teorema di esistenza per un problema al
contorno relativo ad un sistema di equazioni non lineari alle deri-

vate parziali del secondo ordine di tipo iperbolico della forma

AAu-=+¢£f,
Xy
essendo ﬂt 1'operatore differenziale relétivn alle condizioni di Cat

chy-Riemann. A tal fine ho utilizzato 1 risultati contenutil nei la-

vori [1], [2] e [3] di A.Avantaggiati.

In questa nota utilizzo 1 risultati stabiliti per tale problema,
relativamente al prodotto cartesiano di due cerchi SxS e limitata-
mente ad equazioni lineari per ottenere una formula di rappresenta-
zione come nel titolo. Si tratta del problema in cui 1 coefficienti_
dei dati al contorno dgk] sono definiti localmente sulla frontiera
di S (cfr. 1.c.) ed in corrispondenza dei quali si ha esistenza ed

unicita .

(*) Dipartimento di Matematica - Universita degli Studi - BARI.
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Ho voluto esplicitare la formula di rappresentazione in quanto
mi pare interessante trattandosi di un sistema iperbolico, ma anche
perché nel caso semplicemente ellittico e omogeneo (cfr. § 2) tale

formula richiama in un certo qual modo 1l'integrale di Poisson.

Nel n. 1 viene formulato il problema, nel n. 3 si dimostra per es
so un teorema di esistenza, mentre nel n. 4 si determina la giadcita
ta rappresentazione integrale della soluzione. Il n. 2 e dedicato ad
esprimere 1in forma particolare la rappresentazione integrale della
soluzione di un problema al contorno per i sistemi ellittici delpri
mo ordine di cul ho gia parlato; tale rappresentazione €& alla base

di tutti 1 risultati stabiliti in questo lavoro.

. . : Y, : ..
1. Indicato con S 11 cerchio di R~ avente 11 centro coincidente
con l'origine di un sistema di assi cartesiani ed il raggio uguale

ad 1, detta C 1la sua circonferenza, siano D, e D, le due semicir

conferenze di C aventi per estreml 1 punti P1 e P2 per 1 quali nT=0

e rispettivamente n, = + 1, essendo n, ed n, 1 cosenl direttori del

la retta normale a C in un suo punto qualsiasi orientata verso 1il

suo interno.

Indicato con @ 1'angolo che 11 semiasse positivo delle ascisse

forma con la normale esterna a C nel punto & , si ha

n1(£} = - C0sO , nz[E) = - send

—.  In base ai risultati di [4] (cfr. § 1), ponendo rispettivamente

su D1 g D2

(£) = sen %, dgﬂ(g)z - cos 2. dtz](aﬁseni,d;a

(1)
d 2’ 1

| ()= - cos = ,

s1 verifica su Dk
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Z 2
(k) (k) (k) (k) _ ~ *
n1(d1 - dz j + 2 nsz d2 = 1, k - 1,2,
consideriamo quindi 11 problema
2 2 2 2
a9 0 0 9
~ Ju, (x,y)+( + Ju, (x,y)=f_(x,y)
ax1ay1 axzayz 1 3x13y2 Bx23y1 2 1
(x,y) € S x 8§
", 2 Yu. (x,y)+( 0”2 Yu. (x,y)=f. (x,y)
Bx]ayz 8128y1 1 3118y1 szayz 2 2
LN ) (k) 3 3 (K)
‘ '-"'_'_ =
dT (&) ( 3y1 u,+ ayz uE(E,YJ+d2 (&) ayz‘ﬁ*‘ﬁifﬁﬂ{£=}]ﬁi (Ey)
(E,u) € Dk x S
(k) (k) (k)

d (n)u1[x,n}+d2 (n)uztx,n3=h (x,n) (x,nlesxﬂk, k=1,2

1

essendo f = [f1,f2J una coppia di funzioni definite in S x § 1limi

(1 (k k
¢, ¢t [h{ ]

tate e d1 classe una funzione definita 1n

Dk x S [S x Dk] di classe C“J tale che 1n P1, P2 risulta
. (D @ (@
assumendo il segno - [+] in P, [P - ()

- 1 7

- 1
(') Osserviamo (cfr. § 1 di [4]) che in Pl e P_ si ha d{ ]

2 Y
(2)
= idr (r = 1,2), scegliendo il segno cosli come per le
(k k
g ] ed h{ }.
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Diremo soluzione-del problema (1.1) una coppla u = {ui’UE} di
o O
funzioni definite in § x S, di classe C(ZJ(S x §S) e tale che u.,
u -—E-u + 9 u e - o u, + 0 u sono holderiane ri-
2’ 8y1 1 ayz 2 ay2 1 ay1 2

spetto ad x[y] uniformemtne rispetto ad y [x].

2. Essendo per ogni coppia di funzioni s = (51,52)
3 9 -3 3
A s = ( S S. S ),
t 8t1 1 atz 2 8t2 1 BtT y/
consideriamo 11 problema
% s (1) s_(t) = F_(t)
ot, 1 at 2 1
1 2 o
t € S
(2.1) -
" Sl(t} Y Sz(t) = - PZ(t]
2 1
k k k
a™ers @) + a0 @s, ) = ¢y, ged, x = 1,2
1 1 2 2 k
con F_ e C[D’a](SJ, G[k] € C(ﬂ’u][Dk) e tale che in_P1 e P2
G(I] = + G(z), con la scelta del segno fatta come per le funzioni
g(k) ed h(kj.

L'equazione secolare associata alla forma quadratica relativa
.l sistema formato dalle prime due equazioni di (2.1), che indiche-

remo (2.1'), ammette solo le radici semplici Py = 1 e m; = - ]

(cfr. § 1 di [4]). E' percid soddisfatta 1'ipotesi I, contenuta nel
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§ 6 di [1] e quindiil problema (2.1) ammette, in virtlh del teorema
(7.4) del lavoro ora citato, una ed una sola soluzione di classe

C(U,u) (1)

(S)y 0 C (S) Tale soluzione & rappresentata mediante le for

mule (5.5) in esso contenute, che 1in questo caso S1 scrivono

3 S
1 (27 d log r(6,t) (1) 1 (2" dlog r@ 1), (2)
{0 = =7 | 1 (0)do+ — d1 (6)d9
L 2 T
2 2
1 [ ¢ 3log|z-t| dlog|z-t|
C o 2m J - 3z Fi(Z} ' az FEEZ)]dE
1 2
S
: 5,
(3 ( ¢
‘(6 - 1 {2 dlog r(8,8) (1 g 4as (2 d log ri8,1) 6(2) 4146
AL J dl 2m J dl
n 2 3, 2
2 2
1 dlog|z-t| dlog|z-t|
21 J - 0z £, (2) Jd Z FZ(ZJIdE
2 1
S
essendo v = (cos6, senf), r(6,t) = |v-t], 11[12] la retta orienta
i i i : 0 0 - 0 0
ta di coseni direttori (- sen =, CoOS E} (~-cos 5 » ~ sen E}J e
o .2
311 822
M(z-t) = loglz-t|
R :
322 BET
: , (2) : :
una matrice fondamentale del sistema (2.1') . Basta infatti osser
vare che
2
LM, (- t)d( = = —lﬂﬂi—hJ sen Ef(alﬂglz tl cos -
5=1 971 Z=V 2 A z=u 2

(2) cfr. (41,82, [2] e [3].
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~d log r(6,t)
dl1
2
(q) d3log|z- t[ R dlog|z- t| 3
- (V)= - A Aol
5§1M25(u t}ds (V) ( 822 z=u >en 2 ( 321 z=u €03 2

_ d log r(6,t)

dl2

e che (¢(1J,¢(2J}

2 1'unica soluzione del sistema (7.3) di [1] da-
ta da

(.
(2.2) ¢(q](e)=c(q}[5) - % JLd log r(6,z) F (z)- d log r(6,2z)

d1 : d1 F,(2)dz
. : )

in quanto si dimostra facilmente che

"}

=

(q) (k) _ -
. 5 rs[v E)d (v)d5 () = 0, q, k= 1,2.

OSSERVAZIONE. Gl1i integrali a secondo membro della (2.2), come
le G(q), si raccordano secondo la (1.2) nei punti P1 e Pz; cid se-

1 ed 12.

La formula (2.2) si deduce dai teoremi di traccia del potenziali

gue dal valore dei coseni direttori delle rette 1

curvilinei tenendo presente quanto dimostrato in [1].

Alla soluzione del problema (2.1) pud darsi quindi la seguente
rappresentazione

3 5
i’_ﬂ |

S (1)= [2 d 1og r(8,t) (1) gy4q, —1_ {2 lng r(8,8)6(2) (6yq0
1 2 ] dl,l Al 13
. .
5 2"
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1 0 loglz-t]| _ dloglz-t| _
+ 211.] {[ - HH{t,z)JF1(z}-[ > Hu(t,zJ]Fz(z)}dz

S 1 2
s, 5,
S,(t) = — [ 2 d1ogr(®,t) (g 1 (27 dlogr(8,8) (2,0
2 21 | d1 2 | dl
v : 3 2
2 2

1 o log|z-t|_ _r_dloglz-t]| _
- JS{[ Bzz H21{t,z}]F1(z} I 321 sz[t,z}]Fz{z) Mz

5
1 Jr'T'”d log r(6,t) d log r(e,z)

Ay (t2) = =0 at. a1 a6 .
n 1 ]
2
3. Considerate le funzioni
3 5
(3.1) u, (x,y) = —— 2" d log £(6,y) ' (x.8)des —— (2’ _d 1og r(8,Y)1,(2) y 4y40
WY = o d1, x5 21 J 1. s
e 2"

1 [+ 2 log|z- 3og | 2-
* = U *;;.;Iz vl H O, 2)]v, (x,2) -] ”ﬂ; /| - H,, (v, (x,2) }dz

2m
S 1 2
5, 5
(>
(3.2) u,x,y) = S | 2 d lﬂg—r(ﬁ’y}h“){xﬁ}d8+ 1 Jz d log r(elﬁh[a(x,ﬂ)dﬁ
2 2m dl 2m dl
m 2 5, 2
2 2

1 0 log |z-y| dlog|z-y|
+ ZTT'E‘[ {[ 322 HZT (Y:Z)]VT (x,z) '["‘ 32] szfy,Z)]vzfx’zj}dz
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3 5
T
1 {2 dlog r(8,x) (1), . 1 {2°d 1og r(8,x) (2),
(3.3) v1(x,y) == J d11 g (e?y)da+ - J d11_ g "7 {0,y)ds
2 | >
2
1 [, 3log|z-x| dlog|z-x|
1 2
S
; 5
(3.4) vo(xy) = [ 2 dlog (8,0 (1) o i T J2 d log r(8,X),(2) 4 140
2 21 dl 2m dl
i 2 5 2
E 1

2

1 ¢ dlogle-3
il B B e
S 2

al =
H,, 06,0 E, ()= ogle-x] _

13 szix.c}] £,0c,y)} dg

e rilevato che sono funzioni continue in S x S, a-hdlderiane rispet
to ad x[y] uniformente rispetto ad y[x](3), dimostriamo il

TEOREMA - Se [u1,u2] ¢ una soluzione def problema (1.1), esse »4L
pud nappresentare mediante Le (3.1),(3.2), con Le funzdiond v

e Vv
1 2
date dalfe (3.3),3.4); vdiceversa La copp4da (ul,uz) data datle (3.1),

(3.2) & una so0luzione pen £ problema (1.1) allorché v

; eV, so0no
date datfle (3.3),(3.4).

Posto
(3.5) Ayu(x,yJ = v(x,y) (x,y) § x §,

(3) Cfr. L'osservazione del § 3 di [4].
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dove u € una soluzione del problema (1.1), si ha

3 3
3Y1 u1(x,yj Hyg uz{x,yj -—'v1(x,y)
(x,y) € S x §
U (x.y) - — U (x.y) = - V. (X.Y)

dgkl(n)u](x,ﬂ}+d§k}{n)uzix,nilah(k){x,n), (x,n) € S x Dk

n

k 1,2

e quindi, per quanto stabilito nel paragrafo precedente, sono veri-
ficate le (3.1), (3.2).

In virtu della (3.5) e delle (1.1) risulta

Axv[x,yJ = Axﬁyu(x,y) = (fT[x,y),fz{x,y)}, (x,y) € S x S
e quindi
2 v,(x,y) + 0 v, (x,y) = £, (x,y)
8x1 17 sz 277 177 . o
(x,y) e S x S
v (x,y) © v (x,y) = - f
ax, 1070 T T X,y) = = £,(x,y)
ai v gy, ey = ¢™e,y, @y en x s

k = 1,2.

Sono perci0o verificate anche le (3.3), (3.4).
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Viceversa, indicate con u* e v* le coppie date rispettivamente
dalle (3.1), (3.2) e dalle (3.3), (3.4), si ha per le proprietad

dei potenziali di dominio e di doppio strato

Ayu*{x,y) = v*(xX,Yy) (x,v) € Sx §
(3.6)
d{k]ﬁﬁju*(x,ﬂ]+d(k)(rﬁu*[x,n] = h(k)Gx,n), (x,n) e S xD
1 1 2 2 Kk
k =1,2
Axv*{x,y) = f(x,y) (x,y) e S » S
(3.7)
iy + ) vy = g Em, €y en xs
k =1,2
da cuil segue
AKAyu*(x,y] = Axv*(x,y] = f(x,y) (x,y) € S x § ,

Per la prima di (3.6) e per la seconda di (3.7), risulta infinc

(k) I T LK) 8, 3 .
di " () By, ayzutha,})+d2 (£) ( 5yt Ty, u3) (£,y)
= g(k)(gsyjj(gp}') € Dk x S ¥ k=1,2.

4. Sostituendo nelle (3.1), (3.2) le Vs date dalle (3.3),(3.4),

s1 ha
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3 5
_ 1 2" d 10g r(0,y), - 1 12"d 1og v(8,y). (2)
(4.1) u, (x,V) T }" dl {x,ﬂ]d6+ > JS d]1 ~"h " (x,6)d8
2 7
2 2
1 t rdlog|z-y| _ (2 dlqgrfﬁ x), (1)
= J (Lo (1) [ < LY )1{ J (9,2)d9 +
T
S
N
] { 2 dlogr (6, xJ (2) 1 f 2 t - dlog|z-v!
t o dr, (0,2)d83dz = =0 | Fy 51 3z, '
3 S
ETT
. 1 v, 3log|z-x|
- (v, 2] (v J L ag M (G E (2,2)-( =3
S t+1
- He, (x, 2001, (z,2) [dgdz
3 2
1 (2 dlﬂgf[ﬂ ¥, (M . 1 27 dloer(s y), (2)
7 Py = —— ~ —— ’
42 0,009 = 0 | 5 SR e sidos o [ SR Do)
2 2
‘_'i*"l'
] - t - dlog|z-t| o 1 (z-dlﬂgr{ﬂ,x] (1),
AR T B = e et BT
t+1 m t
S >
2 2
1 (2 dlogr(6,x) [2] ] ( t rolog|z-t]
T i ¢ (9,2)d0}dz - —— 1 T (1) | == +
= 3 e
2
1 dloglz-x| dlog|z-x]
(3 z)j( ?_'rrJ L( 3 [[ﬂtx,i",lli'1[£;,z}-( Y
3 t t+]
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-thix,alJfZ{C,zJ] dgldz

essendo per convenzione 9 _ _ 9 J d
) P 9 0z, 9z

£3 1

Al fine di verificare che le (4.1), (4.2) forniscono una rappre-
sentazione 1ntegrale della soluzione del problema (1.1) s1 osserva

che risulta V¥y € S

: : )
(4.3) 3y1 ui(x,y) + EYZ uz(x,y) -
1 [%ﬂ Eﬂ
—— dlogr(8,x) (1) 1 [2 dlngr(e x) ,(2)
2m . 1] (8,y)de + —— J (6,y)de
2

H

1 - 93log |z-x| dlog |z-x|

S 1 2
-H o, (x,0)] £,(z,y)} de
(4.4) u, (x,y) - =—u,(x,y) =
' 3y, 4 oy , 2 24
5 5_
1 dlorg(s, x) (1) o1 f2 dlﬂgr(e x) (2)
e [ 11 (6,y)de 5o J (8,y)ds
m 2
‘ 3"
. ] J{[_ 8log|z-x|, . | (x, Q)]f (z,y)+[- 2log|t-X _y (x,z) £ (z,y)}dg
2m BQZ BQI 2277 27"
S

e percio, essendo per 1 = 1,2
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(4.5) m%— JLH (x,0) £, (2,y) -1, (x, D)0 (2,y) | de
5

i~ | L

"I'!'
- _l_r -~ dlogr(9,x) 1 f dlogr(8,z) . dlogr(8,2) e
- EWJ dl {TT II[_ d1 [:,I'[[,‘;}J'I" d1 fz[*?—:-#}Jng'dB,
i i 5 |
2
o o
si ha, V(x,y) € S x §
9 r_29 o o 3 T
ax L a"_u-l(x ) '5:‘112(}{,})1 + 3 x | _5';_"*1,11[1,".J+ lef?{,}]_! 11[};,}f]
] 1 2 2 2 1
J J d - 9 9 3 L. N
i [ ay1d1ix,}] + E;EUZ(x,yJJ— ix. - ayju1fx,}} . ", u,(x,y)] = -f,(x,¥);

inoltre dalle (4.3), (4.4) scgue, tenuto conto delle (4.5)

(h} ) ) ! ka ) 3 LK),
(5)( zo—u,+ ——u,) € y) +d (£) (- o—u,+ Sy u,) (£,y)=g (£,y)
.-"; 12 'E 1
( s ( € [ . .
o boprilosr(8,n) oy vy dosrl0, 8 vy lag-L o8l (o oy
. dl 1 d] 2 7 ) d1 1
S 1 2 S ]
dlz 2 K

in{ine dalle (4.1),(4.2) consegue, in for:za delle (4.3),(4.4) non-

ché dalle (4.5),

dgk)(n]u](x,n) + dékj{n)uz[x, ) h{k}{x,ﬁ)

-
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1 ( dlogr(6,z) 3 3 ~ dlogr(8,z) d
+ = [{—=2—2—=[—u_(x,2)+ u,(x,z)]- == [- —u, (x,z) +
m g ::111 821 1 332 27 d12 E}zz |
3 1 [ .dlogr(®,z) 3 d
' az1uz(x=131}dz T é { 1, [321”1(1’Z}+ 32, u, (X,

dlogr(6,z) + 9 0
- d [ 577w () v gou) (x,] ) dz
2 2 1
(k)

= h (x,n), (x,n) € § x Dk (k = 1,2).
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