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INTERPRETAZIONE GEOMETRICA DELLE CONDIZIONI DI
EQUILIBRIO PER UN SISTEMA LIQUIDO-VAPORE

*
Gabriele PELLICIARDI( )

Abstract. By using some qualitative properties of Lthe thermodi-
namic potential, Zthe necessary and suppicient conditions determd-
ned in [1] and [2] fon the equilibrium of a Liquid-vapour system
with plane or sphernical intenface are given geomeindical Aintenpre-

tation.

INTRODUZIONE. In due recenti lavori A. Romano ha rivolto la sua
attenzione a problemi di transizione di fase. In [1] 1'autore, iden
tificato un sistema bifase con un continuo con interfaccia, ne ha
ricavato l'equazione generale di moto da cui seguono facilmente le
equazioni di equilibrio. In [2] ha dimostrato che il sistema comple
to-delle equazioni di equilibrio per il suddetto sistema pud essere
risolto prefissando i valori delle densita p e p+ sSu ogni parte
dell'interfaccia, cosl che tali valori si presentano come condizio
ni al contorno per il problema di equilibrio per ognuna delle due

regioni separate dall'interfaccia.

. L - + . :
I predetti valori di p e p  possono essere ottenuti dal si

stema dei '"'salti"

(*) Dipartimento di Matematica - Universit3d degli Studi - Lecce.
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T pCo) Il = 2Hy

[ vio) ]l

(1) b (p)

P

n

dove H & la curvatura media dell'interfaccia %, <y la tensione su

perficiale, p la pressione, y 11 potenziale termodinamico specifico
+ - : . . . + - .

e [AJ]= A" - A 1la differenza tra le determinazioni A" ed A di A

sulle due parti opposte di & .

Le condizioni sufficienti per 1l'esitenza delle soluzioni del si-
stema (1) sono stabilite in [2] per sistemi con interfaccia piana o

sferica in termini del potenziale di Gibbs.

p
o(p)

v
g(p) = v(p) +

In questa nota le condizioni per la risolubilita di (1) sono da-
te usando proprieta fenomenologiche del potenziale termodinamico
y(-,T). Ovviamente 1 risultati cosi dedotti sono equivalenti al ri
sultati ottenuti in [2]. Comunque, facendo ricorso al suddetto po-
tenziale termodinamico & possibile dare una interpretazione geome-
trica al sistema di equazioni (1). Sulla base di questo approccio,

i .+ - i . . .
1 valori p e p che risoivono il sistema (1) cosi come le cor-

rispondentl determinazioni p+ = p(g+] ep =p(p ) della pressio-
ne, possono essere valutati con un procedimento grafico a partire
dal diagramma della funzione ¢ = y(v,T) ove v = 1/p. Infine si fa
vedere che le ipotesi che conducono ai predetti risultati sono in

effetti verificate per un fluido di Van der Waals.

1. - PROPRIETA' DEL POTENZIALE TERMODINAMICO.
Supponiamo che il potenziale termodinamico ¢(-,T) per cuil

E%E = -p, espresso 1n funzione del volume specifico v = 1/p e del
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la temperatura assoluta T, sia definito in un sottinsieme

P c (b,»)x(T*,=)

dove b > 0 e T* > 0 dipendono dal particolare fluido preso in

considerazione. Su di esso facciamo le seguenti ipotesi:

i) esiste un valore critico T > T* della temperatura assoluta T

0
tale che
U+ T) € C'(b,e) VT T
2
) 3
'?Tji < 0 e i >. 0 in (b,»)
Vv 2
a Vv
lim ¢ (. ,T) == e 1limy (.,T) = -« ;
v »b V 2o

ii) per ogni valore T E(T*,TC} vi sono due valori V1(T),V2(T] per

cuil:
v(.,T) e C su b, v, (1] U [v,(T), =),
1im v1(T} = 1im HZ(T},
=T T+ﬁ:
o 0%y 0 ] b,v.(T)] U [v,(T),w)
o <0 e > > in [ WV, (T 5
A
2
. 0 U . . T
dove 1'uguaglianza vale solo quando > sia calcolata 1n v1( )
oV
e 1in vZ(T);

iii) esistono solo due valoril u?[T] = {b,vg) e HE(T) e (vz,m) in
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corrispundenza dei quali le tangenti alla curva y(v,T) coincidono

Le proprieta introdotte implicano che il potenziale termodinami-
co per T > T. @& una funzione decrescente del volume specifico da
+0 g - e rivolge la sua concavita sempre verso 1'alto; per
T < T. questa funzione, benché continui a decrescere ed a volgere
la concavita verso 1'alto (fig. 1), non risulta definita nei punti

dell'intervallo £VT’V2)‘

v, Y [+, 7]
\/

Fig. 1
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Dalle menzionate proprieta uel potenzilale discende anche che la

: 9 .
funzione p(.,T) = - _E;E per T > R: ¢ sempre decrescente da |+«

1 - ¢ rivolge la sua concavita verso l'alto per T < TE la funzio

1¢ p(.,T) & decrescente ¢ regolare in tutti i punti dell'intervallo

(b, ») ad eccezione di quelll dell'intervallo (v vz) dove non & de-

-I ¥

finita ed 1inoltre, dalla 11) cioé per 1l'essere 32¢(v},T]/

v

2 : + :
) w(vz,T)/avz = 0, segue che nei punti v, ¢ v, la funzione ammette

1 2
tangente orizzontale, laddove da 111) scgue p(v?,T) = p[vE,T} C
juindi UT < v, <, < vg comporta p(v],T} < p[v?,T] = p(v2,T) <

< p(vz,T}, perché essa ¢ decrescente in [h,v]] U [vz,m ) .

Si riconosce facilmentce che le proprieta introdotte per y compor
tano per 1l'equazione di1 stato p = p(v,T) propricta che qualitativa-
nente sono 1n buon accordo con 1 risultatl sperimentali. Piu oltre

51 vedra che le suddette propricta sono cffettivamente possedute da:

fluidyl di1 Van der Waals.

2. ESAME DEL CASO DI INTERFACCIA PIANA £ DETERMINAZIONE DEL "SAL
(0" NEL CASO DI INTERFACCIA SFERICA.

51 supponga T < R: ¢ si sottintenda T per una maggior semplici-
a formale delle varic relazioni. Allora la retta 1r tangente alla

‘urva  W(.) in (v, %(v)) ha equazionc:

(1) Y = w(v) + w'iv)(X-v)

> 1'ordinata y(v) del punto di intersezione N(O,y(v)) di r con 1'as

se 0Y risulta data da
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(1) y(v) = Y(v) - v (v)v

Inversamente, fissato ﬁ{ﬂ,?) e OY, se 1'equazione

2) y = y(v) = $(v) - ¢'(v) v

ammette uno o piu soluzioni v, allora l'equazione

Y = y(v) + ¢'(v)(X-v)

rappresentera una retta r tangente alla curva ¢(°) nei punti

(ﬁ,w(ﬁ]] con Vv soluzione di (2) e passante per ﬂ(ﬂ,?).

Poniamo
y, = ylvd, oy = ylvi), vy, = ylv,),

stante 111), risulta anche:
o o
y V{vzl.

PROPOSIZIONE 1. Per la funzione y(+), che & decrescente in cia-

scuno degli intervalll [b,vT) e {vz,m), risulta:

ysye]l = F([F?:Vlj} c y([v5,=)]) =[-=,y°]

sy, = yvy,vs ]y e y([b,vi]) = [ye,=].
La decrescenza della y(v) = ¥(v) = ¢¥'(v)-v & ovvia perché
y'(v) = - 9"(v):v con Y"(v) > 0 per ii).

Inoltre, poiché v? < v, < v, < v

8 ] . - "
1 1 5 5 € y(+) @& decrescente in
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o

> y1 ed yz > y°,

o

v, ) ed in (v,,v>), risulta senz'altro vy

1’ 22

da cui seguono subito le altre affermazioni (fig. 2).

[ = e e o e e —

-
=
o
rf"b el L T —

PROPOSIZIONE 2. Sia X; € (v?

T,V1] U [vZ’VE)' Sia r 1la tangente

nel punto (xi,w(xi)) della curva yY(-) ed Ni = (U,y(xi)) la

sua intersezione con l'asse delle ordinate. Allora esiste una ed una
sola ulteriore retta s, distinta da 7r, passante per Ni e anch'

essa tangente alla curva y(-).

Inoltre il punto di tangente fra Y(*) ed s ha ascissa

! : L] O
X3 € {vz, | se  x, € (vi 1] ed ascissa x; € {b,UI} se
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. o
X. € ve).
i - 27 2

Per la precedente proposizione, infatti, si ha che per ogni y(xg

con  x. € [v;,v1] esiste un ed un sol valore xi € [}E,MJ tale che

y[xi) = y{xi]. Da questa osservazione discende l'asserto.

PROPOSIZIONE 3. Nel caso in cui 1l'interfaccia risulti piana v?

e v% sono 1 valori che all'equilibrio corrispondono ai volumi speci

fici del 1liquido e del vapore rispettivamente.

Inoltre si ha:

p(v1} < p(xiJ < p(v§3 , p(vz} < p(xiJ < p{vg).

Infatti, com'e noto, in condizioni di equilibrio, nel caso di in

—

terfaccia pilana, 1 valori v, € v, dei volumi specifici del 1i-

quido e del vapore sono le soluzioni del seguente sistema di equa-

zion1i:

p(v,) = p(v, )
(3) © 1
w(sz + p(vz}vz = w(v1J + p(v1)v1

Poiché la generica tangente r alla curva y{+) nel punto di

1scissa v ha equazione

Y-p(v) = " (X-v)

e taglia 1'asse delle ordinate OY nel punto

N = (0,y(v)-¢"(v)v)
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e poiché p(v) = -¢'(v), 11 suscritto sistema conduce a due rette TT

ed rz

tangenti alla curva ¢(*), passanti per lo stesso punto N del
‘1'asse OY e parallele tra loro; difatti proprio per (3) deve risul-

tare w'(vz} - —p[vz)-z -p(v1j = w'{v1) e contemporaneamente deve
essere  y(v,) -v'(v,)v, = Wv,) + plv v -plv,)v,) - ¥'(v,)v, =

‘$(V1J - ¢'(V1)v1.

In definitiva si1 tratta di due tangenti coincidenti e questo, per
O

l1'ipotesi 111), si verifica se e solo se v, = V. e V, = V5

PROPOSIZICNE 4. Nel caso di interfaccia sferica a ciascun valore

i -

1] del volume speficico del liquido corrisponde allo

equilibrio un solo valore vi € [Vé,m) del volume specifico del va-
pore, Co0sl come a ciascun valore vi € rVZ,VE] del volume specifi-
co corrisponde uno ed un sol valore v, € [b,v?j del volume spefici

1

co del liquido.

Se infatti R e y sono 11 raggio dell'interfaccia e la tensione

superficiale rispettivamente, allora all'equilibrio i valori v, €

v, dei volumi specifici del 1liquido e del vapore sono le soluzioni
del sistema ( ):
p(v,) = p(v_ ) + 2Y (plv,) > p(v,))
2z 1 R 2 1
(5) w{vz) + p[sz-vz = w(v1) + p(vT}-v1

(*) Qui si fa il caso che vi siano bolle di vapore nella massa flui
da. Nel caso inverso di bolle di liquido nella massa di vapore,
risulta p(v, ) < p{vl} e la {51} si scrive: p{v1]=p{v2)$2T/R.
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Quest'ultimo sistema, quando si ricordi che p(v) = -¢'(v), equi-

vale al seguente:

: _ o o 2Y
Yy (vz) ; (v1) R
! - 1 - - 1
w[vzi U (vz)vz w(v1) v (v v,
11 quale 1implica 1'esistenza di due rette r, ed r, di equazione

1 2

Y—wtvij = w'{vi}{x-vi}, 1= 1,2, tangenti alla curva ¢(-), passan
ti ambedue per lo stesso punto N{U,w[vzj] = N(U,w(v1}J dell'asse 0OY

con coefficientl angolari diversil e comunque tali da risultare

w'(vz} < $'(V1J.

Che pol esista e sia unica la coppila di rette tangenti alla curva

p(+) nei1 punti v, e v, e passanti per lo stesso punto N dell'asse
7
I

OY quando v, € [v?,v14 e, quindi, con v, € [v;,m], & conseguenza

1
della precedente proposizione 2. Che inoltre queste due tangenti ri

spettino la (6), segue dall'essere ¢(v2] < w(v1} per la decrescen-

za della funzione e, poiché r ed r, passano entrambe per N, la ret

ta tangente r, é sempre al di sopra della retta Ty Ci0€é appunto

w'(vzj < w*(v1], (fig. 3).
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3. - IL CASO DEI GAS REALI SECONDO VAN DER WAALS.

In conformita dell'equazione di stato del gas reali secondo Van
der Waals, in un diagramma volume (v)-pressione (p), per ognil pre-

fissato valore della temperatura assoluta T, l'equazione della cor-

rispondente 1isoterma e€:

(7) p = ;%E RT - az (a,b,R costanti positive).
v
Posto:
oY -RTV2 + av - ab
8) Ty T 2
v (v-b)
ed indicato con © (©) un'arbitraria funzione non dipendente esplici

tamente dal volume v del gas, si ha allora:
(9) o(v,T,0) = -RT 1n(v-b) - % + 2(0)

Chiaramente, le variabili che compaiocno nelle relazionl suscritte

soddisfano, per il loro significato fisico, alle relazionl seguenti:

, T >0

0s1 che in (8) deve aversi -RTv2 + av - ab < 0, cioé T > EEﬁEET*;

pertanto la funzione (9) risulta definita 1in un sottinsieme

P c(b,o; x (T*,=).

Rispettata questa prima limitazione 1mposta al valori della tem-

peratura assoluta, si ha gﬁ < 0 e quindi y(v,T) & sempre de-

crescente.
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Si indichi ora con P(v,T) 1l polinomio di 3° grado che compare

in parentesl nel secondo membro della relazione:

2
3 R T 3 2a 2 4a 2a 2
= (v - Vo o+ bv - b7).
sz Vs[v—bjz RT RT RT
Intanto sign Bzwfavz = sign P(v,T) e, inoltre, risultando P(0,Tk
Zab2 3

<0 e P(,T) b > 0, 1'equazione Bzw/avz = 0 ammette

RT

sempre una radice reale v, positiva e minore di b, chiramente pri-

va di signficato fisico. Le restanti due radici vV, € vV, possono in-

vece essere reali, distinte o coincidenti, oppure complesse coniuga

te e c10 dipende dal segno del discriminante dell'equazione P(v,T)=0.

| _ . 3 2 .
Per una equazione generica v + av + Bv + vy = 0 s1 ha:

(a® -38)(8° - 308) - 3(aB-9y)° ,

[=>
{]
A |

quindl per l'equazione considerata risulta

3 2a. 2 8a
nullo soltanto per
8 a _
=7 ™~ Lk

cosli che per:
T> T. @ A < 0 e le radici v, e v sono complesse coniugate ed

1 2

¢ verificata la condizione i), mentre per

-

T < Tc e A > 0 e le radici v1 e vz sono realili ed e verificata

la condizione i11i). Infine l'equazione
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dP(v,T) v? 4a v o+ dab
oV RT RT

1
=

ammette come radici

- _ 2a (11 /{i 35 b RT )
1/2 3RT a

reall se e solo se

a _
T =
S T3Rb o
Quindi per T = TD e GI = GE = 2b, mentre per T = TC s1 nota che
- 2a J// 53 Rb Te,
V. = 3RT, (1 + Y1 ” ) = 3b
¢ anche soluzione (doppia) di P[v,TC) = 0.
da 8
L CY ol ediRs A RLA
,."r
/
/
/
I
| /
l /
/
/
/
0 e 7 =
lfve / Va (V)
| /
! /
I
1_.--"‘
-2
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