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SULLE SOLUZIONI GENERALIZZATE DI EQUAZIONI

*
ALLE DERIVATE PARZIALI DEL PRIMO ORDINE (%)

* %
Antonio LEACI (77

SUMMARY. In this papen we study twoe dif4erent boundary value pro-
blems fon f4nst onden pantial differnential equations on sets of "fA-

nite penimeten”.

The second ZLype o4 boundarny value problems has been suggested by

{ssues about the bounce problem,

0. In questo lavoro vengono dimostrati 1 risultati annunciati

in [10] sulle soluzioni in un insieme E dell'equazione

(0.1) U,y . ULl .
: o i1 i 3x,

che verificano la condizione

(0.2) n(t,x) = oa(t,x) (t,x) e #,E

.+

A
+ . . . ; . .

anzjﬁﬂE ¢ la parte della frontiera di E in cui il versore normale
i

a FE v = {ut,ul,...,un) (diretto verso l'interno di E) veritica

la relazione

(*) Lavoro eseguito mentre 1'autore usufruiva di una borsa

di studio del C.N.R.

(**) L'autore & membro del G.N.A.F.A - C.N.R.
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. . . . ) - ot
e g € una arbitraria funzione definita S”'?ﬁE‘
r
Come & osservato in [2] le difficolta nel risolvere 1'equazione

n
(0.1) in un insieme E provengono dal fatto che la forma ut+i§ a ;v

X .
i

cambia di segno su %E. In [2] questo problema viene risolto

utilizzando il teorema di Sard nel caso di aperti con frontiera

di classe Cl a tratti e di coefficienti lipschitziani.

[L'utilizzazione di risultati di teoria geometrica della misura
ci permette di dare una nozione di soluzione generalizzata
del problema (0.1)(0.2) (comprendente diversi casi trattati
in [2]) e di ottenere per tali soluzioni un teorema di esistenza,
unicita e dipendenza continua dai dati iniziali (teorema 3.4).

La classe degli insiemi in cui il problema (0.1)(0.2) viene
formulato e risolto €& quella degli insiemi di perimetro finito
che, oltre ad essere assai piu ampia di quelle <considerate
in precedenza, ha la proprieta di essere stabile per unione

e intersezione finita che & assai utile nelle applicazioni.

Nel paragrafo 1 vengono richiamate le nozioni fondamentali
della teoria dei perimetri e vengono stabiliti alcuni risultati

. e . i
sulla regolarita delle sezioni di un insieme EcR" 1.

Poiché sui coefficienti ai{t,x) dell'equazione (0.1) facciamo
l'ipotesi che siano limitati e lipschtziani per quasi ogni

t, nel paragrafo 2 viene dimostrato un teorema di traccia che

n

ci permette di considerare anche in questo caso la forma vt+iglajux
i

su %E (teorema 2.2) e viene estesa al caso dei coefficienti

considerati una nota formula della teoria delle equazioni ordinarie
(prop. 2.5). Risultati dello stesso tipo di quellil esposti
nel teorema 2.2 sono stati ottenuti in diverso contesto da
G.Anzellottiin [1].

Nel paragrafo 3 viene quindi formulata la nozione di soluzione

generalizzata del problema
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"y r]. Py
g + .L, A ou_ bu = ¢
gt i1 i 3 )
i
(1) {
U . = B
\ A
e viene dimostrato un teorema di esistenza, unicita e dipendenza
continua (teorema 3.4).

Nel paragrafo 4 infine viene formulato un diverso tipo di
problema al contorno e si da un teorema di esistenza e unicita
della soluzione generalizzata (teorema 4.3)., Piua precisamente

i n
se¢ poniamo '?H.E = {(t,x) € FE Ve T iglai Vo< 0} & indichiamo
‘ i
di #,E ed #,E
- A A

rispettivamente

L due sottoinsiemi
allora possiamo

L, una applicazione biunivoca,

[
T
W wt

COTrl
Lo

Y
L
-

COTl
il problema

considerare

3 u ; d u
L. a. =
T boLLqa, 331 + bu C
(1) »
U ) _ A u = u o T
‘ FAEN 1, L+ L o-

Questo diverso tipo di problema al contorno e stato utilizzato
in [3] per 1lo studio dell'equazione del trasporto associata
al problema del rimbalzo.

Ulteriori risultati sui problemi trattati in questo lavoro
sono contenuti nella nota [4].

le utili

il Prof. Ennio De Giorgi per

Desidero ringraziare
conversazioni avute sull'argomento.
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1. 0 questo paragrafo richiamiamo la definizione di insieme
di perimetro finito e ne vediamo alcune proprieta utili nel
seguito, Stabiliamo in particolare wuna formula per il <calcolo
di integrali sulla frontiera di wun insieme e mostriamo come
per un insieme di perimetro finito EC]Rﬂ+1 si possa scegliere un
rappresentante canonico le «culi sezioni risultino opportunamente

regolari.

Indichiamo con Y™ la misura di Lebesgue su R"™ e con _.;'E""k
la misura k-dimensionale di Hausdorff (cfr. [8],[9]); per ogni
punto z e R" e o >0 1indichiamo con Bﬂ[z} la sfera aperta di
centro z e raggio p e per ogni EcR™ misurabile definiamo

m
¥ (ENB,(z))
(1.1) E = {zeR™; 1im ° = 5 } se[0,i] .
(s) 1 m
e+0 & (BD)

Sia ECIR un insieme boreliano e XE la sua funzione indicatrice:

in [6] E.De Giorgi ha introdotto 1la seguente definizione di

perimetro di E:

(1.2) P(E) = lim, j DX, |dg"
A=) RT
dove
(1.3) Xy (2) = (M) 2 exp(-]2]%/2) % g (2)

Dai teoremi II e IV di [6] si ha che E & di perimetro finito
se e solo se la funzione indicatrice XE ha come gradiente
nel senso delle distribuzioni una misura vettoriale (che indicheremo

m

con DﬁKE] la c¢cui wvariazione totale su R ¢ finita e si ha

P(E) :J}Rm“}}iﬁf .

Lo studio della struttura della misura Dx. & contenuto in (7] .
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Lk I o , . o _ o
ce ECIRT ¢ un insieme di perimetro finito ed m > 2 si definisce
frontiera ridotta di E (e si indica con #*E) 1l'insieme del punti

2R per cul per ogni 0 ?[]I fUXE) > 0, esiste determinato
B (z)

8
DX ..
. JBD(E) t
11m+ ' = v (z)
o0 [ DXy |
B (z) E
0
e risulta |v(z)| = 1. Valgono allora le seguenti proprieta:

se z € #*E allora gli insiemi

(1.4) {r e Esv < vw(z), = - z><0 1} e {ge:mme:{u(z}, r-z>> 0}

hanno densita zero nel punto z e quindi, 1in particulare,.@*ECE{i);

L. . . m
per ogni insieme boreliano BCR

(1.5) [ bxg < v(z)d# #" (BN % E) s

ﬁ

B ‘BN % E

]
e
=
e
iy
H

esiste una successione di compatti Kj contenuti in ipersuperfici

di classe El e un insieme N con J?m-l[N} = 0 tali che
1.6) F*E = Mo K.Y N
(-0 7 j¥1 )

e sul compatti Ki il vettore v coincide con 11 versore della
normale alla ipershperficie contenente K., e diretto verso l'interno
di E.

Vale anche

1

(1.7) #TT RS (E g UE U F*E) ) = 0.

>Sempre in [7] ¢ dimostrato che se ECR & di perimetro finito allo
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ra £ & fl-equivalente all'unione di un numero finito di intervalli

aperti e %*E = E = %E

(1) 0y “FEq)y-

Ricordiamo infine che per la classe degli insiemi di perimetro
finito valgono le due proprieta seguenti (cfr.[B]):

se E ¢ R" & di perimetro finito, F €& wun insieme misurabile
e " (EAF) = 0 allora P(F) = P(E) e #*F = &*E;

se E,F C R™ sono di perimetro finito, allora tali sono anche
EMF ed EUF.

Nel seguito consideriamo il caso in cui E & un sottoinsieme

: n+1 : . i
di R e ne studiamo le sezioni.

Indichiamo con (t,x) il generico punto di IR“+1 con t € IR

n (1)

n+1 . . . . 1
e x € R Se ECIR @ un insieme misurabile, ha senso conside-

rare, per quasi ogni x € R" e per QCIRHH', Oc R aperti (cfr.

[12])

_ n+1, 00
(1.8) J Dy xgl = SUD{J&RH+1 xg Dy ¢ 47 75 geC (), lg]l <1}
Q
e
1.9 ) - X g' d&t; C (O) |
(1.9) 1Dxg | sup{] g & g e CO(O), gl < 1)
X X

Da [6] e [12] segue immediatamente

( [
(1.10) P(E) l_l ]Dt )(E| = | nd_ﬁf”n(x) J |DXE I
IR X

]Rn+1 R

per cui, se E e di perimetro finito in ]Rn+1, allora Ex e di

perimetro finito in R per quasi ogni x e R" .

n+1

1 .. n i
( ) Per ogni insieme ECIR e x€ IR poniamo

E_ ={te R ; (t,x)eE}
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Utilizzando la proposizione 3.2 di [12] possiamo definire
. . . . L n
una successione di funzioni misurabili su R che saranno spesso

usate nel seguito:

(
(1.11) cp(x) = sup {teR 5 J .y [DXg |<h} h=1,2,...
’ X

Possiamo ora dimostrare un risultato riguardante le sezioni

di un insieme E.

1.1. LEMMA. Sia E un boreliano di perimetrno §inito in ROT'. Pen

. , n :
gquasi ogndi x € R nisulta

(E(SJJK = [Ex)(s} s €[0,1].

Dim, Utilizziamo le funzioni Xy definite da (1.3) per m=n+i.

Per quasi ogni xeR" si ha che Xh(- ,X) converge q.o. in IR
a xg e che per ogni aperto OCR (cfr. prop.3.2 di [12])
X

lim [ D%, (t,x) [d L (L) = [(IDxg [ < +e.
A>070 O X

Inoltre per (1.4) e (1.7) si ha che, per quasi ogni xeR™,

R = (EgywEyuEyy)y

Sia allora x e R" per cui valgono 1le proprieta suddette
e sia t € (Ex](ﬂ): mostriamo che t € {E(D))x' Poiché Ex &

di perimetro finito in R esiste & >0 tale che (E—@,E+s)::(5x)(0T

Allora deve essere

t+§ ] t+6
}(l(*r.x]df (1) ZJ’T;—:SXE d¥ =0

lim, |
X

A+0 t-6

per cui esistono t'< t <t" con lim x.(t',x)=1lim x.(t",x)=0.
A+ 0+ A+ 0+ A
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Se per qualche successione JH + 0 fosse lim Xy (t,x) >0 allora
' i

avremo 1>
E+6
liminf [ |D X, (1,x) &' (1) >0
] o0 t= & i
mentre deve essere
- (
. 1
1im Jf_‘* D, X, (T, x)|d &7 (1) =] Dxg | = 0.
NN t-§ (E-8,t+8) X

Dunque deve essere l}k‘_l%rﬂ(}F Xy (t,x) = 0 e quindi (Ex)([}} C (E(U))

Analogamente si dimostra cke (E

.
A
K][I) E-[E(f)fr Resta solo da far
vedere che {EKJ(%) c (E(i))x' Per la definizione (1.11) basta
far vedere che, fissato h e IN, per quasi ogni x € R per cui
. . . . Il . .
Th{x) ¢ finito si ha Th(x) £ {E(i))x' Sia N < R" misurabile

limitato con 7, finita su N e Th(}{) & (E(é))x per ogni x e N.

[l P L L} L} & n
Modificando eventualmente N per un insieme dimisura & nulla.

possiamo supporre che S = {(1,(x),x); x e N} sia un boreliano
con S F‘IE{%) = @, Sia ¢ 50 e © un aperto di ]R"T+1 contenente
S tale che

[ [
£

|D | + €
‘ & E

Utilizzando il teorema 3.3 di [}2] si ottiene

- _ ( n ) - n i
0 jslvtxﬁ| > [ IDxgloe 2> (AL [ DX [ 22T () -
2 O

da cui, per 1l'arbitrarieta di ¢, si ha 5FH[N} = 0.

Vale inoltre il seguente
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1.2. TEOREMA. S«a Ec:Rn+1 un sottoinsdieme Limitato d4L perndimeitrno 4

fito. Pen ogna g € C”ﬂRn+1) nisulta

(P(E_) i
(1.12) | g v, aX = | [E -nh *gf.-rhﬁx),x)] 4™ (x)
1

F*E g R=
(P(E.)
[ X
(1.13) | g |D. x.| = [[ roglr (x),x}de”(xJ.
J t ok n- h=1 h
IR;1+1 R

Dim, E' sufficiente fare la dimostrazione nel caso gECl.

Da (1.5) segue

gV, d#" = - Li‘ XDy 8 dg "1
1
F*E '

e per il teorema di Fubini-Tonelli

f n+l [ n ( 1
| Dgd ™l - 4t | Dg d(n).
X

Poiché per quasi ogni x e R" Ex e ﬁFl-equivalente a

3P (Ey)

)
h = 1

dalla formula di integrazione per parti si ha

{T 2}1_1(}{) ’ Tzh(x)]

P(E
(pgdel(r) = SO gy (0.0

JE h=1
X

da cui segue (1.12). Per dimostrare (1.13) basta osservare
che dal teorema 3.3 di [12] segue che
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r

( cp 1 (
gD xpl = dZ7(x); glDxg
] rO+1STNE N IR Lx|
. | n | PE .
¢ che, per quasi ogni x € R, |DEEK1 = h‘: iﬁTh[xJ dove &Th{x}

¢ la misura di Dirac (concentrata) nel punto Th[x).
Il caso geC® segue per approssimazione tenendo presente
: 1 0
che P(Ex) e L (IR ).

n+1

Per un insieme E < IR di perimetro finito definiamo

(1.14) F'E

((t,x) eF*E; v (t,x) >0}

(1.15) ¥ E

{(t,x) e #*E; ut(t,x] < 0}
Possiamo allora dimostrare la seguente

1 3. PROPOSIZIONE. Sia ECR™' wn insieme Limitato di perimetro

findito con E(1) = E. Pen quasd ognd X e R nisulta:
%P[EK}
L) By = U (gpa s 1 (X))
h = 1
P[Ex)
(b) f:#*EJK= L {1.h{xj}
h = 1
N }Ijiﬁﬂj
FEy = o
5 |‘: h}:{ h L_:J] 2}1_1[1{J1
(C )
) - 1P (E
(# E) = EL; x) (Toy (XD
' h=1 -

Dim. Il punto (a) segue immediatamente dal lemma 1.1, dalla
caratterizzazione deil sottoinsiemi di IR di perimetro {finito

e dalla limitatezza di E. Analogamente .si ottiene (b) tenendo
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1§

presente che H (IE[_._} ~ %#*E) = 0 e quindi per quasi ogni
s
x € R"
(% -
FE) = (Ey)),
Dimostriamo infine (c). Sia M < R" con £"(M) = 0 tale

: ¥ . .
che in IR —~ M valgano (a) e (b) e poniamo, per ogni h € N,

(1.16) dumfh - {x e R"~M: - ©<T(X) <+ o)

(1.17) “h = {(Ih(x),x]; X € dom Ty

Per la (b) [”a c %#*E. Possiamo sempre supporre, a meno di

modificare le funzioni T, Su un insieme di misura nulla in
n . : . . . . . . .
R, che le 1y, siano funzioni boreliane per cui boreliani risultano

anche gli insiemi Gh. Utilizzando la rappresentazione di

#*E data da (1.6) si ottiene che per ogni ¢ > 0 esiste un compatto

n+1 n, . . . : ,
K< IR tale che W (bhx K )J)<e. Indichiamo con = la proiezione
3 3
mT(t,x) = x e con | ¢i) una successione di funzioni continue
. . N . n+1 .
per cui ]Nﬂ¢1 = ¥, puntualmente 1in IR con |dﬁ| < 13 dal

!
. . i B0 +
teorema 1.2 si1 ottiene per ogni g € C GR” 1)

gy, d#"=lim g pv. dAT =
JK: i o0l *E :
| r-tl{Exj l_,! | - .
= lim j e 2 CGDY T gl (), x) e (1 (), x) [d & (%)
1 <o R~ - I K ol

1

. , . il .
e quindi, ricordando che P(EK} e L (R') e usando il teorema

di convergenza dominata,
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." _’I f
(1.18) | gv, ax™ = (M g(r, (x),)dL " (x).

K. W(KE}

Da questo, per l'arbitrarieta di g e di ¢ , segue immediatamente

(c).

1.4. OSSERVAZIONE. Da (1.18) si ottiene che se J & un sottoinsie-

me boreliano di R"™ con £™(B) = 0 allora si ha

J' gV, d#" = 0
F*E N (BxR)

oo

e quindi, in particmlare,ﬂﬁncﬁ+ﬁﬂx(ﬁgl GZh_l)) ZAFHC?fEH{hEﬁGZh)):O‘

In base all'osservazione precedente possiamo definire wuna

trasformazione TE : #'E > F FE nel modo seguente:

(1.19) Tp(Ty 1 (X),x) = (T, (x),X).

-—

Utilizzando (1.6) si verifica che TE e TF sono definite

. e n _ . e e

#'-quasi ovunque e trasformano insiemi y -misurabili in insiemi
n

H -misurabili.

2. In questo paragrafo dimostriamo alcune ©proprieta di

IHn+1

un campo di vettori A = (l,al,...,an) su per «cui vale

l"ipotesi

aieLmﬂPn+1) ed esiste k>0 tale che, per quasi ogni teR

(Hy)

lai(t,x)—ai(t,y)| < k[x-y| x,ydﬂn (i=1,...,n).

Nel caso in cui le funzioni a; sono lipschitziane su tutto
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+ .

R" 1 si ha
a N i 1 { n
:r' i.

(2.1) j (5t+ ., =5 (a;0)} 4L oo b<Aw> d

E ‘ e i # *E
o . .. : . o . n+1l
per ogni insieme E limitato di perimetro finito e U eLip(R ).

Vogliamo provare che una formula analoga vale quando A verifica

l'"ipotesi (HIJ‘ Per fare questo dimostriamo dapprima il seguente

2.1. LEMMA. Se [fe S{dunzdond a, verifdicanc (Hy)  (i=1,...,n)

eaLstonc n SUCCeALLONL {a?}hdwﬂﬁﬁﬂR”+l) Ver cud
(1) (ah) cenvernage ad 4.4n LY gﬁ”*lw;

i“heN - 1 loc ’

. h .

dd ada,

T . 1 n+1 1 . i

j —————— 1 F ! 4 3 < =1gl-i-i'|-n ¥

[:'-‘) { Ti:’{}hE]N convetaoe L1 llDE{]R ) C | 3}:‘]| - k (:_] ]

. . . h
(3) per quasdi cgnd teR (a,(t,+))y .y converge uniformemente  Sud

I

compatts uE#éﬂ,ﬂiita'J-

Pim. La dimostrazione di (1) e (2) e standard una volta

d a. o
—Lel RNy (i, 5=1,...n);

osservato che esistono le derivate deboli
J

(cfr. ad esempio DJ] Lemma 1.2 e Lemma 1.3). Per avere (3)
basta osservare che ¢ possibile scegliere le successioni approssi-
manti in maniera tale che, per quasi ogni t € IR, a?[t,-} convergono

1

loc
Arzela, segue la tesl.

in 1 MR") ed allora, dalla (2) e dal teorema di Ascoli-

Possiamo ora dimostrare il seguente

2.2. TEOREMA. Sia A = {l,al,...,ﬂ ) un campo d4 vettord pen

I

cud vale (H,) . Pern ognd insdeme E Cimditato di perdmetno 44An4to esd

1
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ste una punzione YA Limi tata #" -misunabile su 7 *E pen cud
54 ha:
oy n d n+1 n n+1
(2.1") [ * 35y o @01 427 = [y, d#" Vyelip®™ )
E . F*E

TA(I,K) = <A(t,x),v(t,x)> V(t,x)e F*E se¢ Ae[Lipad“Jj””

Nel seguito la funzione sara sempre denotata con <A,v>.

T

PDim. Siano (a?)th c C” GRH+1)(1=1,...,n) le successioni di

funzioni (equilimitate) date dal lemma 2.1. Poiché a? e C%
vale per i campi di vettori Ah = (I,a?,....aﬁ) la formula

(2.1) e dal Lemma 2.1 segue che & possibile passare al limite

per h -+ nel primo membro.Per passare al limite nel secondo

membro osserviamo che

I
,?*E = JI':Jl {(tgl} e #*E : ij(t,x]}{[}} u{(t,}{) EFE:Ut(t,K}:,l}

Su {Ut=1}':si ha =< Ah.,u:= = 1 per ogni h € N, Fissato

A
poi j, dalla (3) del lemma 2.1 e per 1l'osservazione 1.4 (con

xj al posto di t) otteniamo che le funzioni a? convergono }fn-quasi

ovunque su {'ux #0} e 1in definitiva ﬁn-q.ﬂ. su E risulta

univocamente determinata la funzione Y DPer cui vale (2.1").

Mostriamo alcune proprieta delle soluzioni del sistema delle
caratteristiche associato all 'equazione (0.1). E' ben noto
(cfr. &ﬂ cap.ll) che nell'ipotesi (}HJ il sistema di equazioni
ordinarie

dyi(t)
dt
(2.2) ¥Y(0) = & £ = (£1,...,6p) € RD

= a; (t.y(t)) (i=1,...,n)
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. Il . . .
ammette una e wuna sola soluzione R -+ R lipschitziana.

g

\ . , . . \ . : 4+ +
Possiamo allora definire un cambiamento di variabili T . R" l*an 1

nel modo seguente

(2.3) P(E.E) = (ty, (1)) (t.g) e R",

Nello studio delle proprieta di I' sara utile il seguente

2.3. LEMMA. Siano gy, : R" > R" thasgornmaziond AinventibilL Local-

mente equilipschitzdane insieme con Le Anvernse. Se La successione

{gh}héw convenge uniformemenie sudl compatti venso una applicazione

g aflora pen ognd apento Limitato o=

. m ~
I%F £ (g(a) A gh(ﬂ]) = 0,

Dim., Poiché g, € 8y sono localmente equilipschtziane si
ha che g & invertibile e gﬁl converge uniformemente sul compatti
VETso g_l.

Sia ora K un compatto contenuto in @ e d = dist(g(K), g(2))>0.

Esiste h € N tale che Igh(z) - g[z)]q% per ogni z € K e per

ogni h > h per cui definitivamente si ha gh{K}(:,g(Q) ed allora,

per l'arbitrarieta di K e l'equilipschitzianita delle gy S i
ottiene

Limsup ™ (gy (@)~ g(2)) = 0.
h > 0O

Analogamente si ottiene ¢(K) ¢ gh[ﬂ) definitivamente e quindl

limsupZ " (g(Q) ~gp(@)) = 0.

h +o
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2.4, OSSERVAZIONE. Nelle ipotesi del 1lemma 2.3 si ha che

se fh ¢ una successione di funzioni misurabili equilimitate

che converge ad f in L%Dc(]Rm), allora le funzioni fhn g, Ssono
misurabili e la successione (fhn gh}hﬁﬂ' converge ad fog in
1 m
LchGR ) -
2.5, PROPOSIZIONE. S4a A = (1,&1,,..,anj un campo di vettond che

verdgica L'ipotesd {HIJ' L'applicazione T dafa da (2.3) & un cambia-

mento di vardabdli Localmente Lipschitzdiano insdieme con 4L suo0 Anver

50 ¢ AL suc facobiano Jr ¢ dato, pen quasdi ognd gem“, da
t n Bai
(2.4) J (t,E) = exp[J I 3 (s,y,(s))ds]
o i=1 °%j ¢
. . . . . . : _ h h
Dim., Consideriamo i «campi di vettori Ah = (l,al,...,an}

ottenuti a partire dalle funzioni approssimanti date dal lemma

2.1 e i cambiamenti di variabili Ih{t.i) = (t,Tg 1,...,Th ) ad

E,H

. . : . : : . 1
essi associati. Le applicazioni I, sono di classe C° con le

derivate prime localmente equilimitate e per ogni (t,gg)dR“+1
vale (cfr.[5]):

t

7 (tag) J - 331(5‘T2 (s)) <]
t, = eXp - s | .
rooh [ o 1=1 3 X4
Mostriamo che lim T (t,g) = T (t,£) per ogni (t,g) e rOHL.
h o
si ha:
t
(
NIORERARORE RIHCIONEENCRNONII
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t

h. . _h h h
< L[Iai(s,YE(S)) - ai(say () I+laj(sy(s)) - a;(s.y, (s))]]) ds <

t
t :
k | Iy (s) -y (s)lds + | |al(sy {(5))-a;(s.v, (s)) |ds.
o ¢& 3 0
Poiché (] v | ) & equilimitata, dalla (3) del lemma
£ L% (0,t)

2.1 e per il teorema di convergenza dominata si ha, per ogni
e >0 e per h sufficientemente grande

t

WD) oy, )] <k [y, () Mds + e
‘(;11 E;il o 0 g E

da cui, per 1il lemma di Gronwall e 1l'arbitrarieta di e , si

ha la convergenza richiesta. Poiché 1le applicazioni 'y, sono

localmente equilipschitziane, si pud usare il teorema di Ascoli-

Arzela per avere che r, converge verso T uniformemente sui

compatti per cui, in particolare, I' risulta localmente lipschitzia-

no. Analogo risultato vale anche per r-l. Mostriamo infine

che vale (2.4).

Per 1'osservazione 2.4 e 1la (2) del 1lemma 2.1 si ha che

Bah 1 aa,

i . n+1l
(axi rh}haﬂ converge in L (R ) verso X

-

loc ; o T (i=1,...,n)

e quindi, passando eventualmente a una sottosuccessione, otteniamo
h

ada. aa .
lim _1 (t, n (t)) = l(t,y (t)) per quasi ogni (t.g;]émn+1.
h +eo 3?{1 ‘5 axi E"
h
ga,
Poiché | aTl < k possiamo usare ancora il teorema di Lebesgue
i

per avere, per quasi ogni gejmn e per ogni t € R

t 11 pa, ﬂ oa ;

t
(2.5) ;ifmexp[ L i 21 3% (E-YE(S)]ds] = BKD[JD i 21 % (s,Y (s)ds].
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Se indichiamo con g(t,g ) la funzione definita per quasi

ogni £ € R" da (2.5), dal lemma 2.3 risulta, per ogni Q aperto

limitato di]Rn+1
n+1
jg d}t‘"n+l = ]im J’JF dﬂ’nﬂ = limfnﬂifh[ﬂj):.&? (T'(R) =
£ h o h h e

- [ . ae™' ¢ quindi 1a (2.4).
> )

2.6. O0OSSERVAZIONE. Si wverifica facilmente che &esiste 1la

&%
derivata debole T e vale
BJT n ga.
= (.°T .
ot (1=1 3X 4 T}Jf

Dimostriamo infine una formula che c¢i permette di effettuare
il cambiamento di wvariabili T negli integrali sulla {frontiera
di un insieme E.

2.7. PROPOSIZIONE. S{a A = (1,a ...,an] un campe d4 vetlond ve-

-lj'

higicante L'ipotesd (H1), I' 4€ cambLamento dA{ vardabifi definito 4An

(2.3) e JF A suo jacobdanco., SeE & un insieme Limdltato dL peni-

metho fAndto 4An Eﬁ+1 ed E = T_T[E] allora pern ogndi wELipURn+1] 54

ha

(2.7) J W<A,v> dAF " = I{u.- o T)I v, d#"
F*E Z E
Dim. (1) Dal teorema 2.2 sappiamo che

1 n+1
(1) E' sufficiente fare la dimostrazione nel caso YEC (R ).
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- r n -
. no_ _ | 9y d n+1
g;*[:ljj {A‘U} d# - 'JE[ L ! iz=1 B}Ej{aidﬂjdf
e quindi, usando 1'osservazione 2.6,
v avar = - 2D ¢ (wor) L, (e L n)u a# ™l
j?*E * et Y voiJizg x, r

—— [Wor)J Jag™t,

Dall'espressione (2.4) di JT , con una dimostrazione analoga

a quella del teorema 2.2, si ottiene che esiste una funzione
. + - C e
definita JWn—q.D‘ su ¥ E U % E che indichiamo ancora con

J. per cuil vale, per gwn-quasi ogni (t,&) e:?+ELJ§fE.

t
n 3a.

1
Jo(t,8) = exp[i i 4 'é'f‘i‘(S:Tg(E])dﬁ*]

d o] n+l _ n
_IE [(930)3.1dZ —lii*g(wofjjrutd‘# .

3. Possiamo ora formulare la nozione di soluzione generalizzata

per il problema di tipo (I) e intraprenderne lo studio.

IRn+1

Sia A = (1,31,...,aﬁj un campo di vettori su per

cui vale 1'ipotesi (EH) e sia E un insieme limitato di perimetro

finito in R"! contenuto in [0,T]xR".

In tutto il paragrafo sottintendiamo sempre tali ipotesi.

In analogia con le definizioni (1.14) e (1.15), utilizzando
il teorema 2.2 poniamo:

+

(3.1) Fil o= {(t,x) eF*E 5 y,(t,x) >0} ;
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(3.2) fAE = {(t,x) e F*E; vy, (t,x) <0 }.

» + o ¥ 1 ]
Evidentemente fAE ed ?Ab sono determinati a meno di un
. , . . n
insieme di misura » nulla.
Sui sottoinsiemi 2 di F*E possiamo considerare lo spazio

Ly(Z) delle funzioni 8 #"-misurabili tali che

HGHLI(E)Ei 6] |<A,w> |[dA" <+ o

Infine, per ogni V¥ ELip(IRIHl), definiamo

ﬂw ﬂ + ;;: a aw

at i=1 18xi

H

Y n D
%t ik BN (a;¥ )

It

o* Y

3.1, DEFINIZIONE.Assegnati b e LW(E), C € L1{E} e 6 € L;(?;E]

dinemo che u € LI(EJ ¢ s0fuzione genenalizzata del problema

ou n Ju
ot T iZ1 3 x, tbhu~sc
(1) '
u . - 6
# E

n+1)

se essste T € L;\EFF;‘E) tale che pen ogni Y e Lip(R 34 abbia:

f [
| [uar*y-by)rcylag ™4 ] OU<A,v>d A

E :FﬁE :?AE

n
(I*) CY<A,v> dHf = 0.
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Nel seguito useremo anche la notazione u

|
Ui

tﬁkE

Vale 11 seguente teorema di approssimazione,

3.2. TEOREMA. Pex ogni b e L”(E) , c € L1(EJ e BELA{J?AE) 244~

sfe una successione {wh)héﬂ ::LipﬂRn+1) tale che

convenge 4in L1(E]

(11) J¥¢h + bwn convenge a ¢ 4n L1(EJ ;

. 1 +
convenge a 8 4Ln LAﬁiﬁhﬁj e wh conveige

#,E #,E

Dim.Utilizzando la trasformazione I studiata nel paragrafo
precedente si verifica <che basta dimostrare il teorema nel

caso del campo AD = (1,0,...,0): inoltre ©possiamo supporre
E = E .
(1)
Sia 04 una successione di funzioni continue e limitate
su 5*'1; E che converge .;fn—q.ﬂ. e 1in Li( 9‘; E) verso 6 e sia
0 0 0

C;, una successione di funzioni continue e 1limitate su E <che

cCoOnvergono verso cC £Fn+1—q.ﬂ. e in Ll(E}. Utilizzando le funzioni
Ty date da (1.11) possiamo definire i seguenti sottoinsiemi

misurabili di R"

f
Bh = {EE]RH; 0 {JRIDXEEI i 2h, |T2j(£’]'T2j+1(E]‘| :’_'%
se 1 <j< h e sz+1[€) < + o},

E' allora possibile per quasi ogni £ € Bh considerare le

funzioni uh : R >R ottenute nel modo seguente:

2
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uz coincide 1in ( TZj—l( £), sz(g)) con la soluzione del
problema

du(t
L) 4 b(g)u(t) = cp(t,e)
(3.3)

U{TZ_]-l(E)) = eh(sz_l(gj 1‘5..}

mentre sugli intervalli rimanenti & ottenuta per prolungamento

lineare. Poniamo ora per ogni (t,&) e R

u, (t) se fe B

#_,..-'"
T~

o I I

¢h(t,E) =
altrove

Dalla misurabilita delle funzioni Ty © dalla rappresentazione

di #*E data da (1.6) si ottiene che le ¢y sono misurabili

ed inoltre:
(a) le funzioni cbh sono limitate e per ogni h € N esiste 1(h)

(indipendente da & ) tale che
|¢h[t,g) . @h(a,g)[ < l(h)lt—sf per ogni £e€ R"; t,seR ;

(b) la successione (¢h) converge in Ll[E) e la successione

ad
( 82 + b%,) converge verso c in Li(E}.

I1 punto (a) segue immediatamente dalla costruzione delle
funzioni ¢11' Mostriamo che {:¢h) ¢ una successione di Cauchy

in LL(E).

Per j>h risulta:
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(
J |¢h-¢.|dﬁF”+1 =f |¢h-¢.|d9“+1 ¥ E |¢j|dﬁﬂ*1.
F ] E N (RxB, ) ] fW[Rx{Bfaﬂh)]

Maggioriamo il secondo membro di questa uguaglianza; applicando
il lemma di Gromwall alla soluzione di (3.3) e wusando il

teorema 1.2 si ha:

[
| -t ag™b o] agm@) | oy - glafr) -
E N (RxB, ) B, E,
. (£)
JP(E_) (' 2i
*h T2i-1t?
(35.4)
1P (E,)
I e )~ ( (£),8)] +
<ly (Zi0 Tty 1 (8) 8- (1, L (E),E
T25(8) ‘ Ibl_T
. ep-cldf]ds Me)e T 0T o
Jo ey RO 0
2j-1
o . bl
_{ [ |8h- B'lutd‘#n + J |Eh'E-ld£fn ]E TD
g;;[E J E J
O
e analogamente
1 ( n
(3.5) f | . ]de™™t < [ | 16 .| v.d#" +
Jﬁn[ﬁx(ajw B )] ?iﬂE,ﬁ[Rx(BijhJ] ot
Ib leT
+I _fc.]dfn+1] e DTD.
En [Rx (B, ~ By)] !

Tenendo presente che le successioni (Bh) = (ch) sono convergenti
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e quindi equiassolutamente integrabili, si ottine che (d:h)

¢ una successione di Cauchy in Ll(E). Per concludere la dimostrazio
ne del punto (b) notiamo che

beh

1I| - +* bo - ¢ |d$€n+l =
E

r
- |y -c|de™ s Ic|dgn

E[n{]Rth) h EN(RXB, )

da cui segue immediatamente la tesi.

Come nel lemma 2.1, ©possiamo ora ottenere, per ciascun

heN, una successione (¢, j)jEﬂ:LipﬂRnﬂ] tale che,per j - +w,

1 n+1l ElIq’h i 8¢h
{bh.j converge a ¢, in Ly @R ), st~ converge a —— in
LIoc®™ 1) e o 1, converge in Ly () E) verso &, .
“]:thi 0 0 jﬂkE
0 0

Esiste allora una applicazione crescente j : N 5 N tale che,
posto wtl = ¢]n i(h)* le funzioni wr] soddisfano (i),(ii) e 1la

prima parte di (iii).

Infine, poiché

3 1 ( [ n
IE 'é"{-:” M"h "tbildfm = 'J +E |¢h‘wilutd%‘£‘7_ |¢h"”i|”tdf

2 E
Ao An
ne segue che
n
||wh-¢iuL1( . =-f§_E [y v v, A iff . W0 v AT+
AD?A Aﬂ AD
0
Y oy,
o2 L et
E ot ot
e dunque (¢h| ) & una successione di Cauchy in Li LFE'E).
F\ E o "o

0
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3.3 OSSERVAZIONE. E' ©possibile anche ottenere che, per

; ‘ I . . : .
quasi ogni x € R le funzioni u-'h(- ,X) convergono uniformemente

su
1P (Ex)

jl‘;“'l [ sz_l(}() 'TZ_]' (J{)]

e che il 1limite & una funzione assolutamente continua su tale

insieme,

Utilizzando il teorema 3.2 possiamo dimostrare il seguente

teorema di esistenza e unicita.

3.4. TEOREMA. Per ogni b e L°(E), ¢ eL'(B) e 0 el,(%,E)

erdirte ed @ undica La soluzdione ueLl(EJ def problema (I*) e

vale La maggiochazdione

(nk+Jbl )T,
) < (14T )e (el ; , +lchq ).

(3.6)  (lul ; +lzl +
LAQ?AE) L"(E)

L1 (E) Li(ﬂﬁ)

Pim. Sia (IL‘h) la successione data dal teorema 3.2 e siano

ueL'(E) il limite di (¥,) e ZeL,(#iE) il limite di ).

(v
hlg;
AE
Per ogni vye Lip{Rn+1) si ha

(
Iﬁ[mhmwh} b -hw)]dg’wl}}gwh b< Ayv> d#" = 0

da cui, passando al limite per h »«» , si ottiene che u verifica
(I*).

Sia ora VELI(E) una soluzione generalizzata del problema

ou
g t
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Poiché nel teorema 3.2 ¢& possibile scambiare i ruoli di

.?EE EL?;E, per ogni f e [(E) possiamo costruire una successione

di funzioni lipschitziane $11 tali che (¢w}hﬁiﬁ ) converge
1, - W, no Yy no9ay
a zero in Ly(FB) e (55 + 52 50 ¢ Gi o 7 P ¥n)nen

1

converge ad f in Ll[E].

Da (I*) si ha:

_ b < Ap>dAT = 0
L E

J n+l |
T CTA RN LE
A

'L—_'\
£
<
)
=
| =
=+
[
ne1 3

per cui, passando al limite per h -»«, si ottiene

o

I vfdfn""l:{] per ogni f e L (E)
E

e dunque v

i

0 g.o. su E.

Infine dimostriamo la maggiorazione (3.6). Se u € la soluzione
del problema (I*), effettuando la trasformazione I' in (I%)

e ponendo U = uol, V' =yol e cosl via, si ha:
f{.._,[a"”+ A D b)0]+TT) I dg
= ulst *(2 axiﬂ Vit r

=~ >~ n _
+j§+,}§ Oy JF Utd}’f;l +L}“'E ) Jrutdi‘f = (

g a .
1 g;iur , la funzione U JF risulta essere
i

i1 =

per cui, posto E = b - i

4

soluzione generalizzata su E del problema
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< L

| YFE
Utilizzando per u J ~le funzioni approssimanti $h

costruit

nel corso della dimostrazione del teorema 3.2 e usando 1

stesso procedimento seguito per avere (3.4) si ottiene:

aJ | T (nk+”b”m)T“(n5J | HGAN )
wolh g o 2T, e Hie =
L) 0 F i (FE) TLE)

e gquindi

(nk+{bJ )T
(3.7) hull < T, e (hel el 4 ).
L™ (E) A(“”"'A ) L™ (E)

Analogamente, usando ancora le funzioni approssimanti ¢h’ si ha

o[ PR :
eyl [d# ™ = fB (Elen (g (0.0 142™ ) <
h

3P (E,) 75, 8)

£ .
h '29-1(8)

{nkﬂthgib
1LH,LJT (s.£)ds]e dﬁgi
' I

per cui risulta

(nk+Ib] )T,
tel ;)

(3.8) el . s (sl g,
Ly (#FpE) Lo (#F\E) L™ (E)

sommando (3.7) e (3.8) si ha (3.6).
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3.5. OSSERVAZIONE. Dall'osservazione 3.3 segue che la soluzione

e ﬁFn+1-equivalente

a una funzione assolutamente continua su quasi ogni linea

del problema (I*) data dal teorema 3.4

caratteristica che, ristretta a tali linee, assume il dato
al bordo con continuita.

Definiamo ora per un generico campo A = (1.a1.**.,an) verifican-

te 1'ipotesi (Hlj l'analogo della trasformazione TE definita

in (1.19).

3.6. DEFINIZIONE. Pen ognd 4insdeme E Limitato di pendimetro gfindito,

posito E=P'Hi33 indichiamo con T ::F;E + S?AE La Ztrnasformazione

E,A
data da:

-1
TE,A =T o TE o T

E facile verificare che TE A & ben definita an—q.n. e che go-
¥

de delle stesse proprieta di T.. Vale infine la seguente

E*

5.7. PROPOSIZIONE. Eséstono m > 0 ¢ o e L' (F,E) tali che mitji%

an—quadi ovungue su :?;E e per ogndL Y € LipﬂRn+1j nisul ta:
(3.9) I P<A,v> ax¥" = - J YoT <A,v>0 dor",

- +
:FAE ;FAE

E,A

Dim.Dalla proposizione 2.7 si ha

( n | n
JﬂE w< A, v>dH -Jﬁ_»ﬁ (wor}Jrut d#

mentre risolvendo su E il problema
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J u 0

L

u| 7T = (on)JT

utilizzando la trasformazione Tg, si ottiene subito

Jv, d#" = - T - n
J (vorl) V¢ J (YoTo ,.E_J (JoTg)v, do .

gﬁ*ﬁ FE
Per la (2.4), wvalgono ﬁFn+l-q.0. su E le disuguaglianze
¢~ kT <Jr < e"klo ¢4 allora, posto 0= (J.0TgoO T_I)(JFDT'I) -1

utilizzando ancora la proposizione 2.7 risulta:

f p< A, u>d # " = J (voro Tg) (J_oTp)v, A = - @o Tp a) <Avsod#]

= 7'E F\E

4. In quest'ultimo paragrafo affrontiamo 1o studio del

problema di tipo (II) ottenendo un teorema di esistenza e
unicita.

Dati un campo vettoriale A = (l.al,...,an) per cui vale
1'ipotesi (Hlj, un insieme E limitato di perimetro finito
in R"! ¢ due sottoinsiemi #"-misurabili Zfﬁlﬁ e E_:?AE. sia
8, una funzione #"-misurabile e limitata su § = fEE‘\E N

O

e T : 7 4 g, una applicazione bigettiva »#"-misurabile insieme

con la sua inversa.

4.1. DEFINIZIONE. Assegnati b,c € L (E) e 0 e L“’{SDJ, diremo che

uel (E) & s0fuzione generalizzata del problema
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n
f AU au
T b =
vt 71219 ox TP C
(I1) ﬁ
-
= B u = u T
“s 0 | 2 P
0 —- =

se esisrte T € Lm(E+Lh?;E} tale che pen ognd weLipﬂRn+T] valga

r r
(11%) | [ula*p-bp)+cyplde™ + | eﬂwm,wd#%fz L <A, v>dA =0
E g ﬁﬁilg

ed Anolitne

Per avere un teorema di esistenza e unicita per 11 problema (II) fac

cliamo su T la seguente 1potesi:

.. , no . , S
) T ¢ =+ 1% ¢ bAigettiva, H -misurabife insieme con La sua

vensa ed Anolitne:

(a) poste T(t,x) = (t',x') 44 ha t' > t;

an-q.o. s L (dove m > 0 e t' come 4n (a)) ftafe che pen

ogni wELipﬂRn+1] 54 ha

(4.1) j LI'{A,U}d?f?n = —J' (weT)ao {A,U}d#n.
L z

+ —

Ricordando che TE A ¢ la trasformazione data dalla definizione

5.6, possiamo dimostrare 11 seguente

4.2, LEMMA. Sia E un insdeme Limitato di perimetro pAndto 4An

ZB“+1 e suppondamo che A verndplchd £'4potesd {H1) e T wveadfdcha
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C'ipotesd [[{)J. Poste:

0 A T+ S2j+1 ) TE,AESZj}’ S2j+2 ) T[523'+1[r‘]I E—}
(j =0,1,2,. ), 44 ha
n + - o
. H 3 P _ -
(4.2) (( AE1J AEJ N\ ng SJ} 0
_ . _ + ‘ - * .. . + N 3
Dim.Sia N (F,E u.‘ﬁAE}mijSj e definiamo z : #,Eu& 7% E Ut
nel seguente modo: z;TE A SU ‘ﬁgﬁ e z=T su p_ . Dalla proposizione

3.7 e dalil'ipotesi (Hz) segue che esistono m> 0 e ?ﬁ:*?;E Us-> R

#"-misurabile con
(4.3) 0 « Z(t,x) < emlt' -t

dove t' ¢ dato da z(t,x) = (t',x')) per cui si ha

(4.4) ( Ul<Aws |da#" = J (boz)|<Ayps|s da".
FAEL L, FAEUS.

E' immediato verificare che zml(N}'C-PJ ed allora sia N' < N

tale che z(N') = N. Se inchiamo con 7 la proiezione T(t,x)=t,
risulta, per m'»> 0:

. _(m Py _ f _[ﬁﬂ]‘l'}ﬁuz ~
J! e (m+m?) |-::H,1'}:d??'n = | e <A V>|o d#" <
N N

~-(m+m"' )~ m(me z - -m'T g
iJ e {Tﬂ-!-m ) ﬂziﬁ:A,U}IEm(Lﬂz "TJd%;;:( Em Uzem liA,U}Id#n{

N' N° -

[T © “m T -m'Ter -mT , n
e T P e AL s [do! +j e e <A,u> | d A <
NF E N'M# E
A A

Fg

<,

e
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—m! T ( -m " -m
jJ e ™ T T AL us |d# " + | g ™ T M <A, v>|do#"

NF' Na¥ -
N AE N AE
e nell'ultima maggiorazione vale la disuguaglianza stretta

SEJFH[Nrﬁ_?iﬁj # 0. Ma in questo caso avremmo:

o~ ( o~ '
j E-(m+mjﬂ1{A,v} |d)¥n < e—(m+m ﬂ.[iAqu} |den
N N

e quindi deve essere ‘gﬁ(NfiﬁiE) = 0, D'altra parte NruF’E:E:z(Nﬁﬁzﬂ

0.

I"n

per cui, per (4.3) e (4.4), risulta anche ,;{Fn(N ﬁ,FAE]

Possiamo ora dimostrare un teorema di esistenza e unicita
per il problema (II).

4.3, TEOREMA. Siano A un campo di vettord vendificante L'Aipotesd
(H1], Ef:[D,Ta] x:m“ un AinsLeme Limitato di perndimetro g4indito e T
una trasgormazione verigicante L'ipolesd (HZJ. Pen ogndi b,c e Lm(E)

e BD € LW(SD} esiste unica u € L (E) soluzione generalizzata del

problema (II1).

Dim, Utilizzando le notazioni del lemma 4.2 abbiamo che, a meno

di insiemi di misura }ﬁn-nulla, :F;E = jﬁﬂSZj' Poniamo allora
6 su S
- O 0
8, =
T ) u.s
" 321723

Dal teorema 3.4 sappiamo che esiste unica u, soluzione generaliz-
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zata del problema (1) con u!giE = 91 e sia Ql = ulL?;E'

Per induzione possiamo ottenere tre successioni ( ﬁi).(ui).

(Ci] tali che:

i- 2
/81-1 SU- 50525
0, =—— ¢ 7-1 su S )
i \ i-1 2(i-1
0 su jEHSZj ;

u, & la soluzione generalizzata del problema

3t i=l i axi
u = 6
|F;E 1
e ciy = Uy . Inoltre, come nella dimostrazione del teorema
JaE 11,1

- © "0 . _
3.4, posto C, = € (||E3D||m + HchTD), si ha:

husl, » 180g s 15le = ¢4
ed allora, per la definizione di Bi’ se h»>1i otteniamo
6 -6 < ne o
! y 2 c o (jgﬁszj)-

h™ i 1r@gfry —
LALFEIIJ

Utilizzando la maggiorazione (3.6) otteniamo quindi che

(u;) converge in Ll(E) e (Bj).(lzi} convergono in L,. Poiché

per ogni ieN e per ogni wELipﬂRn+1) risulta

{
j [u, (2 *V - b¥)+cv]de "l 4] 6, ¥< A,U}d;&"“+[ CY< ALV BF =0
E
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passando al limite per i -+ + = e tenendo presente come sono

state costruite le funzioni Hi € L si ha che esiste una

soluzione generalizzata del problema (II). L'unicita segue

immediatamente dall'osservazione 3.5 e dal lemma 4.2.
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