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SULLA NOZIONE ASTRATTA DI DENSITA' IN N* E SUL PROBLEMA DELLA
PRIMA CIFRA DECIMALE.

R. GIULIANO ANTONINI ()

O. Introduzione. E' un risultato sperimentalmente accertato

che, se siamo in presenza di un insieme abbastanza ampio di
dati numerici (ad es. dati statistici), 1la frequenza fk con

cui la cifra k (k=1,...,9) compare come prima cifra significativa
(tra 1 numeri appartenenti a questo insieme) non & data, come
ci attenderemmo, dal valore fk = 1/9, bensi, approssimativamente,

dal valore
f. = 10810(1 + 1/k) (k=1,...,9).

k
Parecchi autori hanno cercato di dare una spiegazione teorica
di questo risultato sperimentale. Citiamo, fra gli altri,
R.S.PINKHAM [1], R.BUMBY-E.ELLENTUCK [2], R.A.RAIMI [3], R.
* &
SCOZZAFAVA [4], A.FUCHS-G.LETTA [5], A .FUCHS-Ph .NANOPOULOS [ﬁ]{ :

Come osservano A.Fuchs e G.Letta in [5], la prima questione
che si pone a proposito di ogni problema di questo tipo consiste
nell'introdurre, in modo pid o meno naturale, una funzione
d'insieme finitamente additiva (definita su una famiglia abbastanza
ampia di parti di N¥*) (**%*) che permetta di dare un senso
alle probabilita (legate ad un numero ''scelto a caso' in IN¥),

che costituiscono l'oggetto del problema.

Cid porta ad introdurre la nozione di 'densita'" nell'insieme

N*, e questo & cid che viene fatto, in particolare, negli

(*) Istituto di Matematica "L.Tonelli" - Via Buonarroti, 2 - PISA

(**) Per un'ulteriore bibliografia sull'argomento, si pud consulta-
re R.A.RAIMI [3].

(*%%) Con il simbolo N® si denota 1'insieme dei numeri naturali
strettamente positivi,
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articoli di A.FUCHS-G.LETTA [5] e A.FUCHS-Ph.NANOPOULOS [6]
da una parte, e R.SCOZZAFAVA [4] dall'altra.

Nei primi due lavori il problema viene risolto facendo
uso della nozione di densita '"analitica', nel terzo per mezzo
di quella di densita '"logaritmica'" ud essa associata (questa
terminologia verra chiarita nel §i}).

Siamo cosi condotti, in moda  naturale, ad analizzare i
rapporti fra la densita analitica e la densita logaritmica
associata.

Nel presente articolo si mostra come assegnata una parte
E di N*, che goda di certe proprieta, peraltro abbastanza
generali, le due densita coincidano su E.

Il contesto in cui c¢i si pone €& un po' pilt ampio di quello
richiesto dal problema della prima cifra decimale. Precisamente,
si introduce la nozione di densita analitica generalizzata
e quella di densita logaritmica ad essa associata, e si dimostra
la coincidenza delle due densita su un'opportuna classe di

sottoinsiemi di IN*,

Il risultato riguardante 1'insieme dei numeri che ''cominciano"
per un'assegnata cifra k rientra in questo contesto come caso

particolare.

Desidero ringraziare il Prof.G.Letta, <c¢he mi ha proposto
questo argomento di studio, per 1'aiuto fornitomi durante
la stesura del lavoro.

1. Sulla nozione astratta di densita in IN*.

(1.1) DEFINIZIONE. Sia data una famiglia (UHJKEE di leggi
o-~additive 1in P(N*), e un filtro % sull'insieme degli indici.

'Si supponga che risulti

lim yu {n}= 0
X
X ,#
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per ogni elemento n di IN*,

Sotto queste ipotesi, si chiama denadita generata dalla

coppia (( U ) #) (o, piu semplicemente, da (Ux}xex' nel

xeX'’
caso 1in cuili sia chiaro qual e 11 filtro % sull'insieme X),

la funzione definita da

§(A) = lim ux(ﬂ)
X %

nella classe & costituita da tutte le parti A di N* per le

quali tale limite esiste.

ESEMPI .
(1.2) Ladenscta asintetica

Consideriamo, per ogni intero m strettamente positivo,

la misura ( o-additiva) T Ssu IN*, che assegna massa unitaria
a ciascuno dei punti 1,2,...,m. Sia lﬂn la legge di probabilita
ottenuta normalizzando T La densita generata dalla famiglia

[Hm)m}I viene detta densitd asintotica.

(1.3) La densdita analitica.
Questa densita e definita abitualmente nel modo seguente.

Si considera, per ogni numero reale X strettamente positivo,

la legge di probabilita PK definita da

-1 1
z(1+x) pl*x

Px{n}z

(dove r rappresenta la funzione di Riemann).

Se con % denotiamo il filtro degli intorni destri di O,
la densita generata dalla coppia [fpﬁ)K}{)ﬁﬁ) viene detta densida

analifica.

Esiste poi un'altra caratterizzazione della densita analitica,
dovuta a Ph. NANOPOULOS [7].
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Consideriamo, per ogni numero reale x strettamente positivo,
la legge di probabilita Q, definita nel modo seguente:

Q {n} = ()" - (n+ 1)77

per ogni intero n strettamente positivo.
Si na allora il seguente

(1.4) TEOREMA.Sia A una parte d« ZN*, e considendamo, per ognd nu

meno reale x sthetftamenie posdilivo, AL numeno QK(AJ (dove Qx ¢ La
Legge di probaoilitd su ZN*, definita sopra).

Affinché A ammetta densitd analitica, & necessarndio ¢ sufpicden

te che, quando x tende a 0 pen valorni sireitamente positivi, Q (A)

ammetta Limite; questo Limite codncdide aflora con La densita analdl-

tica di A.

Per la dimostrazione, si rimanda a A.FUCHS-G.LETTA [5].

(1.5) La densitd anafiftica genernaldizzaia.

La caratterizzazione di Nanopoulos della densita analitica
¢ suscettibile della seguente generalizzazione.

Sia ¢ : N* -» R una funzione crescente, non limitata, con
$(1) = 1.

Per ogni numero reale x strettamente positivo, denotiamo
con Qx la legge di probabilita su IN* definita da

Q {n} = [BmI™T - pm+n]™

per ogni intero n strettamente positivo.

Se con % denotiamo ancora il filtro degli intorni destri
di 0, la densita generata dalla coppia ({QK)I}O,5F) verra detta

densitd analitica generalizzata, associata a ¢; nel seguito essa ver

ra indicata con 6¢.
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(1.6) La densita Loganitmdieca.

Sia py una misura positiva su IN*, di massa totale infinita.
Per ogni intero 7T > 1, tale che la misura I[l r[_u non sia
y

nulla, denotiamo con Izﬁ la corrispondente misura normalizzata.

La densita generata dalla famiglia (Pr) verra detta densditad

r>1
Logaritmica.

Si noti che, per ogni misura positiva u su N*, di massa
totale infinita, resta individuata una ed wuna sola funzione
¢ con le proprieta richieste in (1.5), tale che sia

$(n+1)
¢(n)

u{n} = log

per ogni intero n strettamente positivo.

Questa osservazione ci permettera di collegare le due nozioni
di densitd analitica generalizzata e di densita 1logaritmica,
e rende anche ragione della denominazione assegnata a quest'ultima;
parleremo anzi di densita logaritmica associata alla densita
analitica generalizzata 6¢.

I1 caso particolare in cui @& p{n} = log(l+1/n) (cioé il
caso della densita logaritmica associata alla densitda analitica,
definita in (1.3)) & quello preso in esame in R.SCOZZAFAVA [4].

Riguardo alla nozione generale di densita,data all'inizio di questo
paragrafo, valgono 1 seguenti risultati, dovuti a G.Letta,
per la dimostrazione dei quali si rimanda a A.FUCHS-Ph.NANO-
POULOS [6].

(1.7) TEOREMA., Se 4 f§4iltrho ¥ possiede una base numerabile, 44 ha
o #P N*).

(1.8) TEOREMA. Pen ognd gunzione f Limitata, deganita in N ¢

ammetitente £ come Limifte aﬂi?inﬁinita (cio0é £ = 1lim f(nlJ,hiﬁuita
T1-+co
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]jjljf du =12
X
X, ¥

(1.9) TEOREMA. Si{ supponga che, pern ogndi x e ogndL n, 44 abbia

]

w {n} > u {n+13.
AlLorna Ra densita § generata dalla famiglia di Leggi {“x)xex prO -
Lunga La densitd asintotica. PLl precisamente: penr ognd funzione f,
Limitata e positiva, definita in N" e ammettente £ come Limite di

n
1

Cesano (cioé tale che 44 abbia £ = l1lim = L

K f(k) nisulta

.

T1=»=00

1im J £ du_ = 4
X,# |

2. la densita analitica generalizzata.

(2.1) TEOREMA. Sia ¢ : N* » R una gpunzione crescente, non £imi

tata, con  ¢(1) = 1. Sia (Q ) ., La famiglia di Leggd suN" dedi-

nite Ain (1.5).

*
3

Poniamo po4i, pern ogni parte A di N

6'(A) = 1im inf QX(A) ;  6"(A) = 1im sup QK[A]

¢ X440 ¢ X440
Sia ingine E = ngﬂ [bn,qn[ , dove (pn]nzo’ (qnjnzo 50Nn0 successio
ndL da intens stretlamente positivi, con P, < <P_,q

S{i ha altlona
¢(qn)
¢(an

n
1lug¢(pn3

(1im inf
-0

).(1im inf log

I1—+o0

) < 6$(EJ < 6¥(E) <



Sulla nozione astratta di densita in N¥... 103

¢(qn)
¢o(p_)

< (1im sup lng¢(p }).(lim sup log ),

T+ n I oo

dove L'ultima uguaglianza vale a patto che L'ulitimo membro non sdia

deffa forma 0.(+=) (oppure (+x).0).

Dimostrazione. Dimostriamo la prima diseguaglianza. Per
questo possiamo naturalmente supporre che i due limiti inferiori
che figurano al primo membro siano entrambi maggiori di 0.
Basta allora provare che, comunque si fissino a, R, con

¢(q,)
0 < a<lim inf L , 0 <B<lim inf lﬂg—(—
Moo lﬂg¢(pn) N0 )
risulta aB 5_6$(E} . Osserviamo, a questo scopo, che esiste

un intero m tale che, per ogni n > m si abbia

0 ¢(q,)
*<Togé(p_) B <log ¢(p )

Si ha allora, per ogni x>0

¥

¢(p,)
QK(E) Qx(n{m [pn*an + n}m( ¢'(D ) ) (1 - ( 3(q )—) ) 2

X
>0, (U [p .o, D+ (1-e®%) £ e @™ -
-Bx g~ Xm/a
) Qx(nymfpn’qn[) +(1l-e °7) | o-x/a

Risulta d'altra parte

|
<o

lim Q . y.[p .2, [
x-'*“ﬂ n<m n I
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e, per x++40,

o B3

ﬁ
[
v
N
¢
b
T
o
1l

Di quil segue

§'(E) > aB.
¢

E' cosi provata 1la prima diseguaglianza. In modo analogo

si prova l'ultima.

Di evidente dimostrazione & il seguente

(2.2) COROLLARIO. Neftle ipotesd del teorema (2.1) se esistono 4

due Limiti

f{qn)
¢(p_)

I
y
10gv(pn]

; (b) 1im log

Tl oo

(a) 1im
I —*co

b

allora L'insieme E ammette densitda analitica generalizzafa 6¢ (secon
do La 4amiglia di Leggd {Qx}x>0) e vale L'uguaglianza

¢[qn3

J+ (1im log ¢[pnj ).

6¢(E] = (1im

Il
naw L1OEO(P )

I —-co

a patto che AL secondo membro non sia della goama 0-(+<), oppure

(+)- 0.

(2.3) ESEMPIO

Sia ¢ : N* » R una funzione avente le proprieta richieste
nel teorema (2.1); supponiamo inoltre <che esista un numero
reale o strettamente positivo, tale «che, al tendere di n

e . . a
all'infinito, si abbia ¢(n)~cn (con ¢ costante reale
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strettamente positiva).

Fissato un intero k, con 1 < k < 9, poniamo
In n
E, = :L'i[k 107, (k+1) 107 [.

Ek ¢ evidentemente l1'insieme dei numeri interi strettamente

positivi, il cui sviluppo decimale ammette k come prima cifra
significativa.

Si ha allora, con facili calcoli,

_ 1

Se poniamo invece, per ogni m > 2

3

2 Zn+1 *
GTR:E[‘mn’mn-‘- E()

si trova

1
G¢ (Gm) =5 .

Pid in generale, se poniamo

E = ulpy.q,l s

e se le successioni (pn)ndﬁ*' (qn)ném*' verificano le ipoteéesi
seguenti
95

(2.4) lim —— =1 < ¢+

Il <co pn
%* Tt P _ EI"I 21']+1 o + = - +
(*) L'insieme G, = U [2°,2 |l & stato introdotto da J.KU-

oL

BILIUS [8]. E' noto che tale insieme non _ammette densita
asintotica (si veda A.FUCHS - Ph.NANOPOULOS [6]
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1/n L -
(1) 1lim P = p > 1, oppure (cio che ¢ lo stesso)
[2‘5:} < N +wx
(2) 1im H;Xﬂ = p > 1,

I oo

allora E ammette densitd analitica generalizzata 8¢ data

da
*
5 (E) = log 1 (*)
¢ log o
3. La densita logaritmica.
(3.1) TEOREMA. Sia p una misura positiva auﬁN*, a4 massa totale
infindta. Pern ognd Antenc r>1, ztale che La misura IU p[-W non

sLa nulla, dencoctiamo con Pr La connispondente misura noramalizzata.

Pondlamo pod, pern ognd parte E di N

P'(A) = 1im 1int PFEA) , P'""(A) = 1lim sup P (A).

T =0 T =

q ) A0N0 SUCCRASLONL dL

Sia indine E = [ =l o
A _ U P ,q {, dove (p n'n>0

n>0 ~“"n’ n- n 11:‘:-[]

ntend nettamente posdtiva, con < < .
nferns stne e P A, P qn < pn+1

S{ ha altfora

(3.2) (1im inf ETTﬁﬂﬁ_[) (1im inf u[[b q_ D) < P'(E),

oo T —+o0

(*) Per la densita analitica (in senso stretto), questo risultato
segue 1immediatamente dal teorema 3.2 di A.FUCHS - Ph.NANO-

POULOS [6].
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(putché L€ primo membro abbia senso] e

Il

(3.3) P"(E) < (lim sup )+ (11m sup U([Pn,qn[J,
n-— u{l:‘ijljn_[j T} =00

(punché L secondo membro abbia sensc).

Dimostrazione. Siano a,b due numeri reali, con

0 <a <lim inf L , 0< b <lim infu(p o« D).
n oo Ll[[lrpn[:' I = Il

Esiste allora un intero positivo m tale che, per ogni n>m,

si abbia

n

> a, u([p.,q.[) > b.
W(Ilp ) 7 o

Per ogni intero r > 1, denotiamo con Vo l'intero determinato

dalla relazione

Py I<Py 41
Y

Si ha allora, per r abbastanza grande,

hvr"'] s T }'”UT > ‘Ur?" m, u( [1,1’[) > 0,
e quindi
P(E)>P ( U [p,q[) =— s ow(lp o, D >
r — T m<n<v n’'n M<A <V n’ 'n ~
="y u([1,rD = 'r
> 1 Looul [p q [] > 4 b(v -m) ~ ab
— - m<n<y ' n’'n v+ T T
wClp, D = r
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per T + «,
Ne segue
P'(E) > ab,

ci0 che, per 1l'arbitrarieta di a,b, dimostra la (3.2). In modo ana-

logo s1 prova la (3.3).
Dal teorema adesso dimostrato segue immediatamente il

(5.4) COROLLARIO. Nefle 4ipotess def Leonema (3.1), se esdslono 4L
due LimitL

n

(a) lim , (b)  1im u([p ,a_[),
11 —+co U[ ]:1 ,pn[) I oo

allona L'insieme E ammette densitd P (secondo La famiglia di Legg<

, .
(Pr]r>1} ¢ vate L'uguaglianza

n

P(E) = (lim — )+ (Lim w(fp_,aq [)),
n--o u{:L’l’pn[] T+

a patto che L seconde membro non sfa della forama 0 ° (+x), oppure
(+) .0,

Assegnata la misura u , godente delle proprietd richieste nel teo
rema (3.1), sia ¢ la funzione N~ -+ R crescente, non limitata, con

¢(1) = 1, tale che sia

¢(n+1)
¢(n)

u{ﬂ} = Jo

per ognl intero n strettamente positivo (si veda il punto (1.6) del

§ 1). I1 teorema (3.1) e 11 corollario (3.4) possono essere allora

ritormulatil rispettivamente come segue:
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(3.5) TEOREMA. Neflfe stesse Apotesd e con Le stesse notaziond del

Leonema (3.1), risulta

L. n L. ¢(qn) :
[11:+;nf 1Dg¢[pn]}' [112+inf log ¢uHﬂ ) < P'(E)
(purché {L prime membrno abbia senso) e
N . n , ¢£qn]
P"(E) < (112+2up 10g¢(Pn)) '{11E+iup log ¢(pn] )

(punché 4L secondo membro abbia sensco).

(3.6) COROLLARIO. Nefle sftesse ipotesd e con Le stesse notazdond

del fteorema (3.1), se esdstftono 4 due Limiftd

n ¢(q_)
(a) lim : (b) 1lim ,
N 1080(P ) ¢(p_)

T} =00

alforna L'insieme E ammette densitd Logaritmica P (assoclata afla
densitd analitica genenalizzata 6¢ )] e vafe £L'uguaglianza

¢Ean

)+ (1im log ¢(pn]}

g
lﬂg¢(pn3

P(E) =(11im

[1-+o0 e

a patto che £ secondec membro non sia della foama 0.(+x) oppure

(+2) 0.

I corollari (2.2) e (3.6) possono poi essere riassunti nella se-

guente

(3.7) PROPOSIZIONE. Nefle Aipotesdi e con fLe notazlond ded teoremd

(2.1) e (3.1), se esdlstono 4 due Limitd
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¢(q )
1 L : (b) lim log qﬂ
0g¢£pnj oroo $ﬁ%ﬁ

(a) 11im

n+'-'II'

allorna £'insieme E ammette densitd analitica generaldizzata 6¢ , am-
mette densitda Logaritmica P (associata a 6¢ ], e valgono Le ugua

glianze

cb(qn]
6 (p, )

n
P(E) = 6 (E) = (11 . '
(E) ¢( ) [niz 10g¢[pn) )+ (1im 1log

),

T} +c0

purnché L'ultime membro non sia della forma 0.(+») oppure (+x).0,

(5.8) ESEMPIO.

Sia d(n)=n. La densita ¢ ¢, come sappiamo, la densita
analitica. La densitda P (cioé la densita logaritmica associata
a ﬁ¢} ¢ lo strumento di cui si fa uso in R.SCOZZAFAVA [3].

Gli insiemi Ek‘ Gm considerati nell'esempio (2.3) ammettono

quindi densita analitica e logaritmica (associata), e tali

densita coincidono.

Piad in generale, se ¢ ¢ del tipo considerato nell'esempio
(2.3) e se l1'insieme E verifica le ipotesi (2.4), (2.5), allora
E ammette densita analitica generalizzata e densita logaritmica
associata, e queste densita coincidono (sono entrambe uguali

alla quantita lEE_E]_
logp

OSSERVAZIONE. I risultati del presente lavoro forniscono
condizioni sufficienti ad assicurare 1'esistenza, per un dato
insieme E, della densita analitica e logaritmica associata,

e la loro uguaglianza.

Resta per ora aperto il problema di indagare sulle eventuali
condizioni necessarie, e, piu 1in generale, suil rapporti tra

le due densita.
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