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QUESTIONI DI SURIETTIVITA' DI UN MORFISMO CANONICO TRA DUE
COMPLESSI APPROSSIMANT1 ()

* %
Lucia DORETTI (**)

Summary. In this paper, we introduce the concept of 1-couple
for two ideals, J,l, JDI, in a local noetherian ring (R,m). This
concept 1s expressed in terms of the structure of Higﬁq (where M
is an approximation complex for the double Koszul complex £ asso-
ciated to the system of generators of J), and it generalizes

the idea of (d,i)-sequence introduced in [M'R]-

We study the relationship between the following properties:
1) (J.,1I) is an i-couple of ideals in R ; 2) (f,l} is an j-couple
of ideals in R=R/I , more generally, in R/I', 1 c I. So we get

some sufficient conditions for the "ascendent" and "descendent"

properties of the j-couple. In particular, we study the surjectivity

of the natural morphism @1 : ngﬁj -+ Hlbﬁﬁ, since the surjectivity

of éi is a sufficient condition for the "descendent" property

of the j-couple from R to R.

(*) Lavoro eseguito nell'ambito del G.N.S.A.G.A. (sez.3) del C.N.R,.

(**) Desidero «ringraziare la Prof. Carla Massaza per gli
utili suggerimenti e la critica costruttiva.
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Nella presente nota si introduce il concetto di (d.ilﬂ_-sug
cessione (i,deN) Z=Zysee-sZgreseszy di elementi di un anello locale,
noetheriano (R,m )., Tale concetto & definito in termini di
struttura di Hibﬂ) con # complesso approssimante del doppio comples
so di Koszul ¥ associatoalla successione z (cfr.def.l.4),ed estende
quello di (d,i)-successione introdotto in [M-R], che & relativo
all'i-esimo modulo di omologia del complesso di Koszul. In
particolare si osserva che z & una (n,ilﬁ,—successicne se e solo

se Higﬁﬂ = 0, e che, per i=1l, questo implica l'esistenza di un

isomorfismo tra algebra di Rees e algebra simmetrica dell'ideale

generato da z = Zyse-erZp.

Si dimostra che il concetto di (d,i)ﬁ -successione dipende,
oltre che dall'intero i, solo dagli ideali J={31“"’Zd""‘zq)
e I=(zd+1,...,sz e non dal loro sistema di generatori, cosicché
si pud parlare di i-coppia riferendosi alla coppia di ideali (J,I)

(cfr.def.1.13).

Nel lavoro si studiano le relazioni esistenti tra 1le due
proprieta: (J,I) & una i-coppia in R e (J,I) & una i-coppia

in R=R/I e, piu in generale, in R/I', con I' ¢ I.

Si osserva che una condizione sufficiente per il passaggio delle
i-coppie da R a R/I', & una specie di suriettivita debole
del morfismo @i:Hi(Jﬁ(J,R}J > Hi(ﬁ?(j,Rfl‘)), che coincide
con la suriettivita del caso I'=I. Si prova che la suriettivita
di &i dipende solo dagli ideali J e I' e non dal loro sistema di

generatori.

Per i=1, si da un esempio di l-coppia che non passa all'anello
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quoziente R=R/I (ovviamente il morfismo él non & suriettivo).

Nel caso i=1, si dimostra inoltre che c}l ¢ necessariamente
suriettiva se (21,*..,zn) = m , mentre se (21....,zn)=J#m.
si trovano una condizione (solo) sufficiente ed una (solo) necessa

ria per tale suriettivita.

Se (J,I) & una i-coppia di ideali in R/I', si ha il rimontamen-

to della proprieta, se esiste in R una successione Z=Z9se s ZgreesZpsee

con (z)=J, (zd+1....,zn)=1, (zh+1,....zn)=1' per cui, indicato con P 5
il morfismo da Jﬁh-in Jﬁi, i bordi i-esimi di jﬂ_ provengono,
tramite P ;o dai bordi i-esimi di J{i e 1 cicli sono ottenuti
come mi-immagini: in particolare, se I'=1, la <condizione
di rimontamento & quella sui bordi (in tal caso ¢, infatti,

Hit@) = 0).

Si prova, infine, che per i=1 se Z=Zy,...,Z, € un sistema mini

n

v Z

nale di generatori per m, la condizione "z & una (d'llﬂ -suc

cessione in R'" & equivalente alla condizione "Z=Z1,...024 @
una (d,1), -successione in R=R/I" e <cid equivale ancora
all'esistenza di un isomorfismo tra algebra di Rees. e algebra

simmetrica dell'ideale generato da El""’id‘

N.1l. - In questo paragrafo, richiamiamo definizioni e

proprieta usate nel seguito.

Siano (R,m) un anello 1locale noetheriano e Z=ZsenesZ una

successione di elementi di R, tale che J=(z)#R.

Indichiamo con AR" e Sym(R") = R[T,,...,T ] (anello dei poli-

nomi in n indeterminate a coefficienti in R), rispettivamente,
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l'algebra di Rees e l'algebra simmetrica dell 'R-modulo libero R

con base {el,....en}. e con A'R" e Symt(Rn) le loro componenti
di grado t.

DEFINIZIONE 1.1.- Si definisce complesso di Koszul in

R rispetto alla successione z, l'algebra graduata differenziale:

d d d d
K(z,R) : 0 » ADRD Bapn-lpn_n-l, 0, p2pn 2, pn_1,p 4 g

generata da €5 i=l,...,n, con differenziale ¢ definito come segue:

3. : ALRM » pl-lgn

Alla stessa successione 2z & anche possibile associare

un doppio complesso.

Consideriamo a tale scopo 1'algebra ARM ER Sym(Rn] =
= r=0“®“‘nhar & Symt(R“) e su essa 1 differenziali 9 e 3d°'
t>0
cosl definiti
> : ATR™ @ Sym_(R™) » A""1 R™ @ Sym_(R")

€. .....e. 8 h + = (-1)%*1 A& .. .ae. @h

Z. e. ...
I I k=1,...,1 Tk 1 Tk Ir

3': ATR™ @ Sym_(R™) + ATT'R™ @ sym_ . (R™)

Semplici verifiche mostrano che tali differenziali commutano,
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ovvero 9d¢' = 3'd ., L'algebra graduata differenziale che ne risulta

si indica con ¥ (cfr. [H-S-V]).

DEFINIZIONE 1.2. - 11 complesso & sopra definito & detto doppio

complesso di Koszul associato alla successione z.

Una parte del cnmple55m¢3’é rappresentato dallo schema seguente:

r+240 n, d' r+l,n n, o' ) i ¢ n
A R_ & Symt_l(R ) ——= A R™ @ Symt(R )—> AR & Symt+1(R )

|2 J2 |3

ATHIpn g Sym,_; (R™) 2, ATRD g Symt(R“)—i+ ATTIRY @ sym o (R™)

I3 I3 13

ATR™ @ Sym,_, (R") 2= AT7IR" @ Symt(R“)—ﬁ+ ATTARM @ sym . (R™)
Osserviamo che &(3) & semplicemente l'ordinario complesso di
Koszul associato a 1z, tensorizzato con 1l'anello dei polinomi

er—

R[Tl,...,Tﬁ]: Sym(Rn), mentre £ (93') & l'ordinario complesso di
Koszul associato alla successione {Tl....,Tﬁi di elementi di
R{T,,....T ].

Dall'ultima osservazione, segue che, essendo {'Il,..,,Tn:} una
successione regolare, il complesso £ (3') & esatto, e quindi tale

& ogni suo sottocomplesso

_ 5 PN § n
Z r+s-¢ M (R7) @ Sym (R7) t > 0.
Per la commutativita di 9 e 9', alcuni complessi che si origina

no da IK(z,R) danno luogo a complessi piu ampi se si tensorizzano
per R[Tl.....Tn] e si considera il differenziale indotto
da 3'. In particolare, considerati i complessi Z(K), B(K) e H(K),

rispettivamente, dei cicli, dei bordi e delle omologie del complesso
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di Koszul K(z,R), si hanno i seguenti complessi, con differenziale

indotto da 9 "':

Z= Z@) @ Sym(R") ~ Z(K) ® R[Ty.....T |:
A= BE) & Sym(R") = BI&) @ R[T;,...,T T;

A = HEK) 8 Sym(R") ~ HEK) @ R[Ty.....T | ~ 2/5 .

DEFINIZIONE 1.3. - I complessi Z,%4,# sono detti i complessi ap-

prossimanti rispetto a z.

Nella presente nota siamo interessati al complesso approssiman-

te.

3 3 ) aé Bi 3’
#H: 00— H LI R o, — —92, 0, dove, per

ogni r, r=0,...,n:
M, = Z /B =7 ®)R[T;,...,T ]/B_(K) @ R[Ty,...,T ]=H (K)ER[T,...T ]

e o' 1 M > Jﬁr_l ¢ definito da:

R N () e, ..e. apl(T —
[j 0<j< +v v < <N a Jl...JI_E_]l PJr . D] 2,

(J) qyI-i Y () (1y1 4
[ 0% 2. jen 3575 (FC-1)" Tey avviney aeaiey BT, PRID]A L,

r 11 J4 r i

Se Zyse.--2Z_ SONO elementi fissati di R, con .R, h=0,....,n,

h
si indica 1'anello quoziente Rj(zh+1,...,zn) (nR=R) e con

Eiehﬁ 1'immagine di z; tramite il morfismo canonico R = LR

Rappresentati con K=K(z,R) e cnn.ﬂﬁK(i,hﬁ), rispettivamente, i

complessi di Koszul relativi a z in R e a z = z R,

z 1902y 1n h
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il morfismo w: K -+ K definito da:

=0

Ty = proiezione canonica R »

f,», 1 <1<h

0 , i > h

dove €1scves€ € fl""‘fh sono, rispettivamente, i generatori li-
beri di K e K, & un morfismo tra complessi. Tale morfismo
induce, per ogni i, wun morfismo tra i moduli di omologia
HiﬂK) +> HiﬂR). da cui ha origine un morfismo tra complessi,

o : M ~ M (# ¢ il complesso approssimante .# relativo a

=

X

= ZgseensZy in hR):

3.
M., *H ) @ R[T] —— H, ,®) @ R[T] » ...
l¢ 'lmi lfPi-l

9
’ > K DT — TK RIT >
T Y] Hi(]K) ﬁ thll Hi_l(]K) ﬁ hR[I] *« B W

EN

dove T = T,,...,T e T="T,,...,T

1’ h’

T., 0 <i <h

con wi(Ti) =
0, i > h

DEFINIZIONE 1.4.- Siano 2z = Zyse++2Zqr---»Z, UNasuccessio

ne di elementinon invertibiliin ®R,m), i, d interi, taliche l<i<d<n

e M il complesso approssimante relativo a z. Si dice che z

—

¢ una (d,i) gy -successione se ogni elemento di PH&JK] pud essere

rappresertato nella forma {u]lma' con
i+1
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ae(T! Nz +B./B.) & R[T] + (H (K(z.R) & (Tq,;.....T IR[T]

dove T? ¢ il sottomodulo di AR generato dagli elementi

ej nere n€j o con ji<ev.<iy; e 35 >d.

OSSERVAZIONE 1.5.- (i) Per n=d, 2z @& (n,i)ﬂy -successione
se e solo se Iii(ﬂﬁ (z,R)) = 0. In particolare, se z ¢ (n,l)iy -
successione, da [H-S-V], 1l'algebra di Rees, :?R{J), e l'algebra

simmetrica, SymR[J}, dell'ideale J={zl,...,zn) sono isomorfe.

(ii) Ogni (d,i)-successione (cfr. [M-R], def. 1.1) & una (d,1i) , -suc

cessione,
(iii) Ogni (d,ilﬁ -successione € una (d"ihﬁ' -successione,
per d' < d.

Si prova che il concetto di (d,i) 4, -successione dipende,
oltre che dall'intero i, solo dagli ideali J:(zl....,zd,....zn)
e I = (z4,7++----2,) e non dalla successione z considerata.

LEMMA 1.6. - Siano z = zl’ . _zn e z' = Zi'* _,zﬁ due successioni
in R, tali che (z) = (z') = J. Esiste allora un isomorfismo
tra M =4 (z,R) e H' = #(z',R) che induce un isomorfismo tra

H. (#)) e H. ('), 1 > 0.
pimostrazione, Dal Lemma 1.2 di [M], esiste una trasformazione 1li
neare L, invertibile, di matrice (a.

1j)
c: K=K (z,R) - K'= K(z',R), definita come funzione di R-algebre

i,jeR" tale che la funzione
graduate a partire da 0, = L, & un isomorfismo di complessi;

come conseguenza il morfismo indotto 0 : H@') = H@) & un isomorfi

SMo.
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Usando la stessa matrice (aijJijeR di L, si definisce un
o ) n
isomorfismo X :R[ T'] » R[T] con I'=T;,..., T , ponendo [ = jélaijTj’
i = 1,...,n. Gli isomorfismi g e X inducono un isomorfismo
v oy - M che risulta essere un morfismo di complessi, poiché
¥ 3' = Y. Segue allora 1l'isomorfismo tra H(#') e H(4).

. — | - ] I |
PROPOSIZIONE 1.7. Siano Z=ZqseeerZgrenesZ € Z FZysccenlgaeasl

due successioni taliche(z) = (z') = J e (zd—l'”"sz = (zcrl+l"“}:1:l)

Allora : 2z' &  una (d‘i)ﬁ’ -successione se e solo se z €& una
e

era—

(d,i) p -successione,

Dimostrazione.Supponiamo che z

' sia una (d‘ilﬁ -successione, al

lora ogni elemento di Hi(ﬁﬁJ ¢ della forma:

!
..Tn),

d+1’°

izalMerte p(M(ry « 3 (3 p{K) ep) @ p()(r

con J ¢ [1,...,n], Jn[d+1l,...,n]#@ e ordine di p (k) > 1.

L'isomorfismo ¥= o & X : #"' *.# definito dal Lemma 1.6 ha la

proprieta:
¥ ' :E ) ' = il A
l(Ei & Th) 1(ei) & XlﬁTh) 2 aijEj ﬁ_§ ahJTJ‘
j=1 j=1 |
dove 1 > d implica a. = 0, per j < d (e quindi, se h > d,

1]
ahjzﬂ per j < d); cosi, se Jn[d+l,...,n]#@, allora E(Ej)=

= iCJKEK‘ KO[d+1,...,n]#8.
Come conseguenza, applicando 1'isomorfismo tra Hi(ﬂﬁj e

Hi(,ﬁ“) del Lemma 1.6, otteniamo che ogni elemento di Hi(ﬁ)

ha la forma:

%{%agh] E(Ej]}ﬂ K(P(hJ(IIJ) + E{E bEk)G{EL}} & x(p(FJ(Té+1*"*Tﬁ))=
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g (k) T )

d+1’°" """ n

-
=
2
o
pon
po—
——
|3
o
+
= 1
e

z ( N } (k)
h J ©J [ dp et B QT
con ordine di Q(k} > 1, cioé z & una (d,ijuﬁ -successione.

Il viceversa €& analogo.

COROLLARIO 1.8.- Sia 2z = ZyseeonZpvenerZoy dove zh=ighaizi’
< = ,L 211 =
h <do zp i%q @;Z3» h>d. 2llora, posto z'=z,,...,2; 1,0,2 1+.0.52,,
i#h
z € una (d,i) -successione se e solo se A e una (d,i),, -

successlione.

e M.

LEMMA 1.9.- Siano  z = zq, 0,z

e TS SR V5 RERREES

= Zl“"’zh-l’zh+1""‘zn due successioni in R, Allora, per

ogni i > (), wesiste un isomorfismo
ofM i H Ca(z,R)) - H (2N R,

Dimostrazione. Supponiamo h=n. Indichiamo con .# e K i comples-

si relativi a z e con .#' e K' quelli relativi a E(h}.
Dalla definizione di .# , la sua componente A ¢ data da

(cfr. [S-V], Prop. 4.1):
M. = H.(K) @ (R{Ty,...,T 1), = (H.&) @ H (') & Re ) &

t
@(.z

3 R[T

0 1""‘Tn-1])j n

che possiamo scrivere come somma di tre sottocomplessi:

t-1
[H (KD&R[Ty,....T 1), ] @ [Hr(K‘)ﬂ(jEO(R[Tl ..... T

| I
K4
M ¢ r,t
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t :
I L ¢
f
Si osserva chetm}'t = o) 1+l (nell'isomorfismo 1ol Pl g 41

con

succede che f(en) Tn}. Il complesso € ={lﬁ}

d t OFL ¢ ret=d)

differenziale d definito da:
d(x,y) = (9'x,d'y + fx)

soddisfa alle ipotesi del Lemma 1 di [W] e quindi &, in particola-
re, un complesso esatto. Passando ai moduli di omologia di ./,
abbiamo, allora, un isomorfismo naturale (che si ottiene
eliminando le componenti in cui compaiono e 0 Tn) con 1

corrispondenti moduli di omologia del complesso #'.

COROLLARIO 1.10. - siano Z5ZyseeesZpsenesZ € Z7=Z9,000021 1

“ o due successioni in tali che . e ... =
Zh+1| ,zn Rf (zli 12h1 |zn)

= {zl""'zh—l'zh+1"”'zn) = J. Allora, per ogni i>0, Hj(“‘?’tirp‘)}:

: Hi(ﬁ(ii |R))-&
Dimostrazione. Segue dai Lemmi 1.6 e 1.9,

PROPOSIZIONE 1.11. Si hanno i seguenti fatti:

(i) zZ = U.zl,.,.,zd....,zn & una (d"'l‘i)ﬁ" successione se e solo se
z' = ZyseeasZgsenesZy é una (d'i),/f{ - successione.

(ii) z" = 21""‘zd‘“”zn’0 & una (d,i)ﬂ—suc{:essic}ne se e solo se
z' = 31,___,zd___,,zn_é una (d‘i)/é" - successione.

Dimostrazione. (i) Segue dalla definizione di (d,i) , -successione,

applicando 1'isomorfismo @:'), con h=0, del Lemma 1.9.
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(ii) Segue dalla definizione di (d’i)A? -successione, applicando

l1'"isomorfismo Egh), con h=n+l1l, del Lemma 1.9,

TEOREMA 1.12. Siano z=z,,...,Z3s.0.22 € 2'527,..0320n.vsZ0n

due successioni tali che (z)=(z')= J e (%h&,.“”znyﬂjé,+1“..,ab)=[.

Allora: z & una (d,ihy—successione se e solo se z' & una (d),

i -
) 1
successione.

Dimostrazione.Si procede come nella dimostrazione della Prop.1.9

di [M], sfruttando il Cor. 1.8, la Prop. 1.11 e la Brop. 1.7.

Il Teor. 1.12 mostra che il concetto di (d,ikﬁ- -successione
dipende solo dall'intero i e dalla coppia (J,I) di ideali;

si pudo allora dare la seguente definizione:

DEFINIZIONE 1.13. Siano J e I due ideali di R con J 31 e 1
un intero, i > 0. Si dice che la coppia di ideali (J,I) €& una
i-coppia se, per una successione z=zy,...,Z4,...,Z  tale che
J=(z) e I = (z4,7+---127) (e quindi per ogni tale successione) si

ha che z & una (d.ilﬂr ~successione.

OSSERVAZIONE 1.14. Dalla def. 1.13 & ovvio che (J,0) & una

i-coppia se e solo se Hi(mﬁ(J)} = 0.

N.2. In questo paragrafo si affronta lo studio del seguente pro
blema: "Se (J,I) & una i-coppia di ideali in R, (J,I) & una

i-coppia di ideali in R=R/I, e piu in generale in R/I', con

I' ¢ I?7",
Se ZEZyseeenZgseeenly ¢ una successione di elementi non invertibi
li in R, J=(z), I=(z ,2_), ¢ h & un intero con d<h<n, si indi

d-’-l!‘.‘ I_l -

cano con K ¢ con # rispettivamente il complesso di Koszul e il com

plesso approssimante relativi a z in R,e con K e # rispettivamen-
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te il complesso di Koszul e il conmplesso approssimante relativia

e —

Hni]R = R!(zh+1,..‘,xnj (per h=d, }lkﬁhﬂifl).

av |

7 =

1 = [ ] - L]
AL

Per ogni i si denota cun.i%(vﬁ) il sottomodulo difﬁi costituito

da elementi della forma (%], QR [T] dove
1

Ue(T{NZ, @ R[T])+(Z, @ (T4, +....T IR[T]) c 2, & R [T]

X

e con fl'“i(ﬂ} & ;?2"1(,/#) l'insieme dei cicli i-esimi di “’Wi e i,

rispettivamente.
Consideriamo 1la seguente <condizione relativa al morfismo

¢i s M. +.éﬂ:

1 1
(*) "Sia a € ffi[,i?). Allora esistono ae Z,(# ) e y e T ()

tali che ¢,(a+y) = a',

Si osserva che se &i : Hitﬂﬁ > Hiﬁﬁﬁ ¢ un morfismo suriettivo,
allora vale la condizione (*); in particolare, tale condizione
equivale proprio alla suriettivita di 51 nel caso in cui

si consideri 1'anello R=R/I e, in esso, 1la successione

LEMMA 2.1, Siano z = ZysewesZgseees2 ~ UNA (d,1) 4 —succ?ssinne

in R ed h un intero, d < h < n, Allora, se & soddisfatta la con

dizione (*), z = z é una (d,i) , -successione in R,

Lree iy
Dimostrazione.Sia ae ﬂa(A?); poiché vale 1la condizione (*),
esistono a € fri(aaﬁ’f) e Y € @i(.,ﬁ) tali che -:pi[u +vy) = a. Per
l'ipotesi che z sia una (d,i}ﬁ-successiune, esistono u'EEZ;(/#Jﬁé'i(m
e Be# , tali che a = a'+3; ,B. Pertanto: a = p;(a+y) =
= ¢ (o -bai+1 B+ v ) = P (") + 9. (Y) '*Bi+1wi+1(83 e poiché
9. (') + 9.(YV) e E&&E}ﬁiﬁjﬁh. segue la tesi.
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COROLLARIO 2.2. siano z = ZisesesZgses.sZ UNa (d,i) g —successio

ne in R e h un intero d < h < n, Allora, se il morfismo

mi : Hi(ﬁj -+ Higﬁj é suriettivo, z = Z1s+--2h e una(d,ilﬂ,-succeg

sione in R,

h
TEOREMA 2.3, sia (J,]l) una i-coppia di ideali in R . Allora
(j,I) & una i-coppia di ideali in R/I'.,I' ¢ 1 se vale la condizio
ne * - er i'l IH{]I"fiSIﬂD : : o : -+ . Z = I o w9 L I |
(*). »p o M (2) * M (2), z=24, ¥ Zyv a2

essendo una successione in R tale che (z) = J, (zd+1,____3n) = I

= I'.

e

(zh+1,...,zn)

In c¢ci0 che segue si dimostra che 1la suriettivita di &i
dipende solo dagli ideali J e I(h} = (zh+1,....zn) e non

dal loro sistema di generatori.

LEMMA 2.4.S5ia z = ZyseeesZgreeosZy o Siano inoltre:

L

Z“_l=zi""‘zé*""z;l dove (£)=(£']! (zh_l_li---tzn) = (31!1+11---tzl!l]t

con d < h < n;

Allora:

¢, H, (#(2)) ~ Hi(JQ(El,___,Ehi) & suriettiva se e solo se
Hi(J@(Ef) > Hi[JF(Ei,____Eh)] & suriettiva se e solo se
&; : H&(Jﬂ(Eﬁ}) > H&(Jﬁfil,...,ﬁh)) & suriettiva se e solo se

%ﬁ_: Hi(dﬁ(z”]) +H1(J?(ﬁ'£1'*"iﬂ) & suriettiva.

Dimostrazione.Segue dal Lemma 1.6, dal Cor. 1.10 e dalla commuta

tivita dei seguenti diagrammi:
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Ho (M (2)) ——= H. ((2'))

H 1 |

Hi(Jﬁ(El,....Eh})—zé H

H (A (z2")) — H.(#(z))

2) | J
Ho (M (2, ....2,)) 28 Ho (M (Zq5...02))

Ho(#(z")) —  H (#2))

>) 1 l

H, (# (0,zy,....2.))= H (i (zy,...,2))

Dal Lemma 2.4 segue:

PROPOSIZIONE 2.5. Sia 2z = z4,...0Z44.0.,2, con J = (z) e

I(h) - (zh+l‘“”zn)' d <h<n e sia éi:Hi(ﬁ(EjjaH{fﬁ(El....,ih))

suriettivo, allora se la successione z=}.f1,__.,yd,,___,yn, e tale che J = (y)

—— ———

e I[h} = (th+li*«-1yn'); d' < h' < n', il morfismo @i:Hiﬂ@(IJ)-rHiﬁdg(§1‘_*§HJ)

& suriettivo.

Come 1immediata conseguenza dei risultati ©precedenti si

ha:

PROPOSIZIONE 2.6. sia (J,I) una i-coppia di ideali in R. Allora

J,I) & una i-coppia di ideali in R/I', I' ¢ I, se il morfismo

( c
9, : H (M (J,R)) ~» Hi(ﬁf(j,RfI')) ¢ suriettivo.

Siano z = 7 .,2Z una successione in R,h un intero,

z 1ree
d <h <n e R =R/(z

_,zn); i risultati seguenti mostrano che
il morfismo @i: Hi(ﬂﬁ(z)} + }HIQ%(E)) non &, in generale, surietti

vo, anche se il morfismo da cuil deriva, ¢i’ lo é.
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LEMMA 2.7. SE'% : HiGK(E]) > HiﬂKfE)), i >0, € un morfismo su-
riettivo, & suriettivo anche il morfismo indotto:

o, :#, = H.K) @ R[T] >~ = &) @ R[T]

1 1 —

pimostrazione.Segue dalla suriettivita del morfismo R[T] + R[T]
e dal fatto <che 1le applicazioni tensoriali <conservano la

suriettivita.

LEMMA 2.8. Il morfismo ¢y HlﬂK) E.REI] + Hlﬂﬁ) ﬂhﬁ[ i ] é

suriettivo.

Dimostrazione. Dal Lemma 2.7 e sufficiente far vedere
che :ﬁl : HlﬂK) - Hlﬂﬁj ¢ un morfismo suriettivo:; la tesi segue

allora dalla prop. 2.5 di [M-R].

Costruiamo ora un esempio di morfismo '@1 ; Hlbﬁd > Hl(ﬂﬁ)
non suriettivo, corrispondente alla presenza di una l-coppia di

ideali che non passa al quoziente.

ESEMPIO 2.9. Sia A = k[X,Y,Z.TEK(X2+Y2-TE) ~ klx.,y,z,t].

In A consideriamo la successione x,y,z e sia J = (x,y,z)
(#m) e I = (z). Dimostriamo che 1'applicazione @1:}11{«#{) *HIM)

non € suriliettiva.
Esaminiamo, infatti, l'elemento:
a =(}-{f1 + *}fz} @ 1. Tale elemento appartiene a 31{1_{) @ A[T]

(dove A = A/(z) ~ K[X,Y.T1/(X2+Y2)), perché x-x + y.y = x°+y%=0.
Inoltre 3ja = xT,+yT, e (x,y)A[ T ], quindi o & rappresentante

di un elemento in Hl(ﬂéj.

Facciamo vedere che non esiste un elemento in Hl(gﬂ'} la
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cui immagine in ¢, sia [ @ ].
Osserviamo che un generico rimontamento a di a in A%']Hi la

componente di grado 0 (come polinomio in Tl,Tz,T3) cosi fatta:

HU = ((x+llz)el+[y+lzz)ez+lse3] @ 1, dove aﬂﬂ = 0, ossia

xz+y2+l33+(klx+l2y)z = 0, cioé (t+lz+llx+12y}z= 0.

Poiché Ann(z) = 0 (infatti: fz = 0 <+ in k[X,Y,Z,T]
FZ = (X%+Y?-TZ)G, per un certo G <« (F+TG)Z = (X2+Y%)G =+ per
la fattorizzazione unica di k[X,Y,Z,T], G = ZGy, per un certo Gl.
Si ha allora F = (X2+Y2—TZ)G1. ovvero f=0), 1la condizione
diventa dunque:
(*) | t + Ay + X + Ay = 0

Se risultasse « Ef?'lfﬂ), dovrebbe anche aversi a g€ fl(t,ﬁ},
ossia 3 ay = (x+Xy2)T;+(y+A,2)T,+A;T;e(x,y,z)A[T]; ma verrebbe
ASTe[x,y,Z)A[ T ], ossia X;e(x,y,z) e, per la (*), te(x,y,z),

il che & falso.

Facciamo ora vedere che (J,I) & una l-coppia in A.
Un elemento generico di HI(A?(J)} ¢ rappresentato da:

_ j ] j ,
a =L (a el+a292+3333) & Pj{Tl‘TE’TSJ dove

(i) per ogni j, a{x + a%y + a%z= 0 e

(i1) 370 e JA[T], cioé j*:(a{T1+a-21T2+a%T3) @ P, (T),T,.T5)e(x,y,2)A[T]

Notiamo che, in (ii), non & restrittivo considerare i

Pj tutti monomi, dello stesso grado, con coefficiente 1.
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I caso: grado di Pj = 0,

In questo caso, si pud supporre che <c¢i sia wun addendo
solo, cioé:
a = a; e, *+ a, e, + az €5 con
. _ . .
(i') a X + ayy + azz = 0 e (ii'") a; € (x,vy,z), i =1,2,3.

Si hanno i seguenti fatti:

,
a) per la relazione x2+y“ - tz = 0, si pud supporre che nell'espres

sione di ajsag,az, X compaia al piu a primo grado;

b) poiché a z ey aaZ(ESa el) t a X eg

a z e, a 32(53;532) tay eq

si pud anche supporre che a,,a, non contengano addendi in

cul compaia z, cioé che siano serie in x e vy.

Da a) e b), segue allora che a;,aj,az Sono cosil esprimibili:

(al=311x+312Y

a,=8,1X+a8,,Y dove: aij non contiene x, per ogni ij, e

-

| @z=8@z1X+aAq,Y+ar42Z 411+812+891+899+43, NON contengono z.

La condizione (i') diviene, pertanto:
a (-y2+tz)+a Xy+a,q Xy+a y2+a Xz+a zZ+a zz=0 che equivale a:
11 12 21 22 31 32747233 * d '

(a),%ay))y + azyz = 0

2
(-apy+ayy)y” + (ag t+az,y+agzzz)z = 0

Dalla prima equazione si ha: 81,857 = 0 e azq = 0; dalla

seconda equazione si ottiene: ay9 = a5 € allt+a32y+a33z=0.
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— - 1 - i : .
OVVEro a, = 0, ajq1 = Yayqs € agy = tall. Si ha dunque.
{ - 1
a1 T anXy T a1y
[ ] = - ' 2
(¢) { a; = -a1,x *+ ayyy
- az = —ailty da cui:

' 2 ' . : - —
a = alz(yel-xezj + aqq (xyel + Yy ez) + (-allty)e3, poiché ye,-xe,=
= 82(52 A el) si pud sostituire @ con:

B= aj,(xye; + yzez - tye;), o anche, trascurando il fattore a;,,

con:
) 2 . . . ,
Y = Xye; + y'e, - tye;. Se si aggiunge a Y il bordo:
B = 3 [(-x+ 2+x2)9 A e + (t-xt)e,ae, + yte, ae. | =
2 y ‘2 1 2 4 €3 T YLE3z AEy
= -Xye; - yzez * Czeq
si ha:

T-+E==(—ty'+ CS)ES*

[I caso: grado di Pj = 1,

In questo caso é:

3 i . :
I X J J J
a j=1(alel + ase, + 3363} Tj con
(i) aix + a%y + a%z = 0 per ogni j, e

(ii'™) 3la = aiT§+(a%+ai)T1T2+[a%+ai)TlT3+(a§+ag)T2T3+azT§ +

+ 33T§ e (x,y,z)-A[ T ], ovvero:

1

44

.ag.ag e (x,y,z) e (aj + a%) e (x,y,z) per ogni i,je{1,2,3}, i#j.

Facciamo vedere che per ogni i,j, i#]j, aj € (x,y,z) cosicché ci
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si riconduce al caso 1.

Per le osservazioni fatte nel caso I, si ha:

1_
417411778127
(=) al=a X487 ¥V+Q (L) dove: a non contiene Xx er ogni
27921%7822Y% 23 ij ne X, per og
1_ ij, € ay4,8497,874,,8,5,,4 non con-
33—331x+332y+a333+ﬂ34(t) 11°721°712°722'732

gono z.
da cui, sostituendo nell'espressione a%x+a%y+a%z=ﬂ si ottiene

il sistema:

(ay,%azq)y*agyz = 0

2

2 2
a1 (-y"*t2hay,y e g (t)yrag,yzraggz-rag, (t)z = 0

-che equivale a:
a9 = ~857> 331=0 e (—all+322)y+u23(t)=0, da cui all=322,u23(t)=0‘

apqtaz,yragzz+tag, (t)=0

Pertanto, a% e (x,y,2), da cui ag e (x,y,2).

Analogamente si ha pure che:

a3=b1x+by 48,5 (t)
(+0°) ag=b21x+b22y+ B,z (t) dove: bij non contiene x,per ogni ij,
ag=b31x+b32y+b3sz & bll'b12'b21'b22‘b32 non contengono z.
e sostituendo nell'espressione aix+a%y+a§z = 0 si ottiene

il sistema

[('t‘11”“’z;::)3"*‘823”3)3‘“’(’3’11t”‘3’323"”“’:f>:-'."“)z =0
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da cui si ha, in particolare: b31 = 0, 813(t] = 0, b12+b21=0,

e b11=b22,523(t)=0. Se ne conclude che: ai,a%&(x,y,z) e quindi
1 2

anche 33,a3e(x,y,z).

III caso: grado di Pj = n, n>1.

Si ha:

o= k1+k2§k3=n(aikl,kz'k3)31+a;k1’k21k3)32+a§k 2’k3]93]Tk TE TES
dove:

(i''') per ogni (kl.kz,kjLaikl'RZ‘RS)x+aZ(k1’k2’k3)y+a;k ‘2030 g
e

(a (j;-1 12.33) (11.32 .j3)+ (j1235+35"1) JlT12 33
+52§3—n+1 1 *a) as I, T T57e

' (hli 29 3] '
e (x,y,z2)AL T ], con a; = 0 se uno degli h,
¢ negativo, il che equivale a:
(31-1239532) (J7s35-14d=2)  (§q:d9.03-1)
(%) a, 1 273 ta, 1*Y2 3 +a, 1°72°73 e(x.y.z2).

+ _ * (.]1_1!.]2:.]3) (.]lf.]z"la.]:i)
Facciamo vedere che, per ogni J1939933+24 x:P ,

[jlajzijS'l}

a- e (x,y,z) cosicché c¢i si riconduce al caso 1I.

Osserviamo che nei calcoli fatti sui sistemi (*°* ) e (+**)

l'unica ipotesi usata (oltre alle solite condizioni alx+a2y+332=0
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e x2+y2—tz=UJ ¢ stata che aie(x,y,z), i=1,2,3. Questil stessi
calcoli si possono allora Tripetere sui sistemi seguenti,

poiché da (*) si ha che

a{n’ﬁ’ﬂ), agD,n.U}‘ agD.D.n) e (X.y.2):
ra{”*0=03 _ r a%U,n,O) _ a{D,U.n) _
{ agn,U.D) _ . ago,n,o) _ { agﬂ,ﬂ,n} _
Lagn'g‘ﬂ} = ... \ agﬁ‘n’ﬂ) = L. \ agﬂ‘ﬂ‘n} = ..

e si ottiene che:

agn,ﬂ,ﬂ}’ agn,U,U) agﬁ,n,ﬁji agﬂ,n.ﬂ)‘ aj{éﬂ.ﬂ,n]1 a%U,D,n)

e(X,Y,2);

¥

da (*) segue quindi che:

(+%)  o(1,1,0) ,(n-1,0,1) . (1,n-1,0) agﬂ,n—l,l)‘ (1,0,n-1) _(0,1,n-1)

1 sal . E12 ,33 . 3

appartengono a (x,y,z).

Se si ripete il ©procedimento sui sistemi originati da

ciascuno degli elementi di (**), si ha che:

a{n—2,2,0), a%n-Z,l,l), a{n-Z,U,Z)

1 1 ‘

agZ,H-Z,U)’ agl,n-Z,l)’ agﬂ,n—Z,Zji

agZ,U,n-BJ* agl,l,n-Z)‘ agU,Z,H*Z) e (x.y.2),

e quindi, se si continua in tal modo, operando sui nuovi
sistemi che, di volta in volta, si originano, si ottiene

che
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a{n—r.r—s,s), agr-s,n-r,s)! agr-s,s,n-r) e (x,y,2)

con 0 < r <n, 0 <s <r, cioé la tesi.

(J,I) e, pertanto, una 1l-coppia di ideali in A, mentre

(J,I) non lo & in A = A/(z) (Hl(AE) £ 0).

OSSERVAZIONE 2.10, Dalle Propp. 2.2 e 2.5 di [H—Rl, segue invece

che se z e una (d,l)-successione in R, allora 2z & sempre

una (d,l)-successione 1in hR.

In cid che segue, si affronta lo studio della suriettivita

di @1 e si ottengono risultati diversi a seconda che z sia,

0 non, un sistema di generatori per il massimale m di R.

PROPOSIZIONE 2.11. Sia 1z = Zyse+vsZgsee.sZ Un insieme di ele-

menti non invertibili di R che generano minimalmente il massimale

m di R . Allora il morfismo  § : H,(#) = Hl(,é) (dove

JE: Jf(il,...,ﬁh,hﬁj, d< h <n, & suriettivo.
- - () 5(3) (1 1. &[T
Dimostrazione. - Sia aq = )i 121 1j f. @ pY (T) e zlfﬂ()@hR[I:[

rappresentante di un elemento in Hl(JE). Allora:

h .
1) 1215£J)Ei = 0, per ogni j, cioé, rimontando a(J) in H(J}ER,
3G, . b (1), er p(3) L0 g
i=171i i k= ﬁ+1 Zy» P€ h+1’°°"° " n € K.

2) Jz 2,311,800 (1) e By(R) @ (R[T] = @ R[T]
L'elemento:
h : n : .
¥ = % (1213£J]Ei - k=ﬁ+1b£J)Ek) @ P(J)(I) e Z;K) ® R[T]
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dove P{j)(l) rimonta F(j)(i}, ¢ tale che

“10%08 k) @ r{T) = [¥B a@0) @  R[T]

Se proviamo che ;¢ € B,(K) @& R[T] = mR[T] segue la su-

riettivita di @1. Si ha:

n

f(lz a(J)T _ k3£+lh£j)TkJ 9 P(jJ(IJr

r—t-

dove

h
I(l E EJ)T Pt”LT)J e mR[T], per la 2).

n . .
Resta da far vedere che ?(k=ﬁ+lb£J)TkP(J)(I}) e mR[T]

Dalla 1) segue che, per ogni k, k>d+l1, bﬁj)zke(zl,...,ik,...,zn)

e poiché, per ipotesi, z @& un sistema minimale di generatori

(J)

per m, bk ¢ non invertibile, quindi appartiene a m.

OSSERVAZIONE 2.12. Sa Z = ZyseeesZygsecesZp € un sistema

minimale di generatori per m, e 2z' = zl,...,zd,...,zn,ﬂ,

allora Epl : Hy (") +H1(Jf?'), dove M#' =#(z') e Jﬁ'_‘=vﬁ(51...”5h).

d < h < n, e un morfismo suriettivo (si procede come nella

dimostrazione della Prop. 2.11).

TEOREMA 2.13. Sia m = (zl,_,_,zd,‘__,zn) il massimale di R ;
allora il morfismo &1 : Hl{,{() + Hl(ﬁ) dove uﬂ_’-=.,r§'f(£1,__,,ih),

d <h <n, ¢é suriettivo.

Dimostrazione. Si hanno due casi:

(i) z = Zysee+1Zgsr-+-2Z € un sistema minimale di generatori per
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m: la tesi segue allora dalla Prop. 2.11.

(ii) z non & minimale: poiché un qualunque insieme di generatori
di un ideale di un anello locale contiene una base minimale
(cfr. [Sa]), esiste k < n tale che z' = zy,....,2 & un
sistema minimale di generatori per m. Indicati con M' e

#H' 1 complessi relativi a z' e a é', sistema di generatori

di J in (R, d < h < n, dalla Prop. 2.11, il morfismo ¢;:H; (#)~+ H, (#')

e suriettivo. Dalla Prop. 2.5, segue allora la suriettivita
del morfismo ¢, : H,(#) » Hy(A).

COROLLARIO 2.14., sia (m,I) una 1l-coppia di ideali in R , allora
(ﬁ,i) é una l-coppia di ideali in R=R/I e, pia in generale,
in R/I' , con 1' ¢ 1

COROLLARIO 2.15. sia (m,I) wuna 1 coppia di ideali in R. Allo-

ra Sym (J) ~g (J).
R R

pimostrazione. Dal Cor. 2.14, in R, (m,I) (m,0) & una

il

l1-coppia di ideali e quindi HI(JE) = 0; il risultato segue
allora dall'Oss. 1.5(i).

Supponiamo ora che 2z = 2Zy,...,Z4,...,Z2, Sia un sistema

di generatori per un ideale J di R (non necessariamente
il massimale) e studiamo, anche in questo caso, la suriettivita

del morfismo @1.

Un primo risultato & formato dalla proposizione seguente.

PROPOSIZIONE 2.16. siano ZZZqseeesZgsenesl € J=(zl,...,z ). Se

n

2! = Eh+1""’£n con h intero, d < h < n, & una successione rego
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lare in Q[(zl,___*zh], allora il morfismo &ﬁ:Hlﬁj?LE])qhHlﬂj?(El,._.,Eh}) €

suriettivo.

Dimostrazione.Con le notazioni della Prop. 2.11, la relazione

% a(j)z = E b(j)z letta 1in R*=R/(z z, ) diviene
if1%i %y keh+1°k ™ %k’ | 1oeeerZp) ne
§os€i)s i i v )
k:h_l_lb'k Zk - U t} ln R* — R*X(zh'l_l‘iii,z‘k‘ili‘szj E"SSﬂ
. -* . -* _ _
¢ della forma 5 J)Z = 0. Poiché zf ¢ regolare in R*,

segue che 517 ¢ (z ; Zz_) cioé b(j)eiz z z )cJ
g ’ k h'l"]_"..' kt---!n k 1,---1 kp--n_-

Con il procedimento usato nella Prop. 2.11, si ha la suriettivita
di ¢y,
COROLLARIO 2.17. se J =(zl,...,zd,.*..zn) € Z = Zy,...,Z €

una successione regolare in R , allora (ﬁrﬁﬁﬁﬁj-*Hluﬁjl"““ih))'
d <h <n , & suriettiva.

COROLLARIO 2.18. sia (J,I) wuna l-coppia di ideali in R per

cul esiste una (d,ljjq—ﬁﬂccessiane z che soddisfa alle ipotesi del
la Prop. 2.16, allora (J,I) & una l-coppia di ideali in R/I',

I ¢ I.

In particolare, si ha Sym (J) ~ '@7 (J).
R R

I1 risultato che segue fornisce un'altra condizione sufficiente

per la suriettivita di o,.

TEOREMA 2.19. Siano 2z = ZisevesZygsen.,2 UNA successione in R
ed h un intero, d<h<n , tali che J=(£J'I[h}=(zh+l""‘zn) e
H(h) = (31‘__,,th_ Supponiamo inoltre che valga la seguente proprie

ta:
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2

(o) )ty € Py Tyt Ty
allora @1:H1L4?(£}) > Hl(ﬂy[il,,,,_ih)) & un morfismo surietti-
Vo.

Dimostrazione. Sia a = I h (J)f & P{j}(T)EZ (K) & ,R[T]

] ~1 1 — 1 h™ ==4"
rappresentante di una classe in Hlfd?). Allora:
h i

1) iéla{j)zi = 0, per ogni j;
2) & 2001 )Ty e B (K) @ R[T] = J.R[T)

§i51%i 4y 2 0 LS ht L2
Dalla 1), segue che, per ogni j, i 1 &J} i € I, e quindi,

dall'ipotesi fatta, esistono n-h elementi bﬁii,...,b(j)ej

I
. ), o5 ()
tali che ;2jai"7z; = 1 f, 10 "2y
Posto allora:
1§ \ . .
( E (J] 1 _ k=ﬁ+1bﬁj)ek) 8 P(J}(I]* con P(J](I)

rimontamento di P(J){I), si ha:

Il :
1') I,a EJJ " xofarbidz, = 0, per ogni j (cioé aeZ; (K)ER[T])
% () T () G)
2') ¥a-= Jz(ig:lail T, - Lo b? /T ) PY(T) e J R[T]

Segue'che @ ¢ rappresentante di un elemento di PHIJW ), la cui

immagine tramite ¢, & la classe di equivalenza di «.

COROLLARIO 2.20. se I(h)fWJ = J‘I[h]' allora 51 & un morfi

smo suriettivo.

COROLLARIO 2.21. sia (J,I) una l-coppia in R per cui esiste
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una (d'llﬁ -successione z che soddisfa alle ipotesi del Teor.2.19,

—

allora (J,I)é una 1-coppia di ideali in R/I', I' ¢ 1.

In particolare, si ha Sym (j} ~ R (j].
R - R

Il teorema seguente fornisce una condizione necessaria

per la suriettivita di &1.

TEOREMA 2.22. Siano z = ZysererZgreserZ UNA successione in R e

h un intere, d < h <n, tali che J = (E)* I(h)=(2h+1“"'zn) e

H ,2,). Allora, se il morfismo ., (2) > Hy (A (2q,..,2)

(h) = (zl,...

é suriettivo, vale la seguente condizione:

2 2
M
(00) ™oy € By Ty * Tw
n
Dimostrazione. Sia Q@ = iélaizi € I(h) e a, € 110£]. per
ogni i, allora l'elemento a = .E a.f. 8 1 & un rappresentante di

i=17171

una classe in HI(A?). poiché:

1)

1717i

g =

1

=

2) ;Z,a;T; € J

Per la suriettivita di 9y, esiste a € Zlﬂ](] @ R[T] con

it

3;a e JR[T], tale che ¢,([a]) = [a]. Allora

1

a = ( g a.e. - ; e,) 8 1 + I 5 c(8)e g P(S)(T) +
i£12i%i " k=K+1°k®k & k=h+1%k ©k 1

+ &
r j

N pg3

. dgr) ¢ 8 QU (Ty 1 0eeehT))

dove, per ogni k e per ogni j, P(SJ(Ij e Q(r)(Th+1,...,Tn)
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sono polinomi di ordine > 1 nelle indeterminate 'Tl,...,Tn

e Th+1""’Tn’ rlspeptlvamente.

Scrivendo @ in modo che le sue componenti siano ordinate secon-
do le potenze crescenti dei monomi in ]}f""]}ﬂ si osserva che

il pezzo tensorizzato per i monomi di grado 0 & dato da:

_ h n
Y0 % i%1%i%1 T k=ke1Pk®k ¥ 1

Si ha allora:

h n
1212325 = k=K+1%%k € T(n)-

Inoltre essendo

319 = ( b aT. - . 3 boT ) R 1 + 2 : c(S)r g p(S)ry 4
19 = (el - gDyl s k=H+1°k 'k i
vz 2.0 g o(f) (1 T ) e J R[T]
¢ 21945 7T, hel® ' lp 1l

considerato solo il termine di grado 1, si ha:

h n h ]
21850 = f oo T € I R[T] e poiché 2,2, T, € ] R[T],
] | :
segue che , % .b T e J-R[T], da cui b, e J, per ogni k>k+I.
h 2
Si ha allora iélaizi e Jelipy = (H(h)+1(h)JI(h)=H[h)I[h)+I(h)'

cioé la tesi.

OSSERVAZIONE 2.23. Notiamo che nell'esempio 2.9 non &

soddisfatta la condizione (0) del Teor. 2.19. Considerando,

infatti, 1'elemento x2+yZEA, vediamo che: xz+y2 = Xe Xty -+ y=
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= tz € I e x,yedJ. Se {fosse tz € IJ, si avrebbe tz=zj con
j € J, ovvero z(t-j) = 0. Rimontando in k[X,Y,Z,T] si otterrebbe

7(T-J) = (X°+Y®-TZ)G; per la fattorizzazione unica dell'anello

delle serie formali, Z dovrebbe comparire come fattore nel

2

secondo membro e, per 1'irriducibilita di K2+Y -TZ, dovrebbe

dividere G, cioé:

2

7(T-J) = (X%+Y%-TZ)6'Z da cui

2

T-J € (K2+Y -TZ), ma cid & assurdo.

Il risultato che segue fornisce una condizione sufficiente

per l'equivalenza delle proprieta (o) e (00).

PROPOSIZIONE 2.24. Siano z. J, I(h) e H(h) come sopra. Suppo-
niamo che in hR , la successione il""’ih sia tale che Ei e
regolare mad(él""’ii"‘*'in)‘ i=1,...,h, Allora le seguenti con-
dizioni sono equivalenti:

(0) H,oo NI c H,o .1 ¢ 12
(h) (h) = (h) " (h) (h)

(o00) H2 I | c¢c H I + 12
(h) (h) = "(h) “(h) (h)

Dimostrazione. E' ovvio che (o) —s (00)

Supponiamo che valga (o0o0). Sia cer(h) N I(h)* cioé
h
a = L ’ : ' ' i y 3
j2183%2; € I(h)’ passando al quoziente mod I(hj si ottiene
_ h _ _ _ W '
— — & ¥ L] *_ _— - = i
a = iélaizi = 0 e quindi in Ri-Rf(zl,.*..zi.'..,zh), si
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a;e(zy,...02y5...,2.) ¢ J. Per la condizione (o00), si ha allora

i i n
2

Ry Ty T Sy

COROLLARIO 2.25. siano z, J, I(h) e H[h) come sopra e sia
El""’ih una successione regolare in hﬁ. Allora valgono le due
condizioni eqguivalenti della Prop. 2.24.

Dimostrazione. Poiché El,...,ih ¢ una successione regolare,
segue che HIUK(EI,...,Eh))=0 e quindi 'ﬂﬂ(il“"'ih} = (Q da
cui Hy(#A (El,...,ih}) = 0. Si ha allora la suriettivita di

9. Per il teor. 2.22 ¢ pertanto soddisfatta la condizione

(00) e per la prop. 2.24 & soddisfatta anche la condizione (o).

N.3. Nel presente paragrafo si affronta il problema della conser
vazione delle 1i-coppie di ideali nel rimontamento da R/I',

I'cl, a R.

Siano z = zl....,zd.....zn una successione in R, h un intero,

d < h < n, e hE=R/(zh+1,...,zn). Si indica con A4 il complesso

approssimante relativo a z in R e con .# il complesso approssimante

relativo a Zyseeoszy in hR.
LEMMA®' 3.1. Sono egquivalenti le seguenti condizioni:

—

(1) Im(®; 1) + Ker 9.4 = i,

(ii) ﬁ% = qﬁ(iﬁi), dove ﬁ% e ﬂ% rappresentano, rispettiva
mente, 1l'insieme dei bordi i-esimi di Jg{i e Jﬁ?i_

bDimostrazione. (i) -+ (1i). Sia ai+1éefai con R € .AE

i+1° Per

la (i) possiamo supporre B = ¢, .8, 8Be 4, ,. Ma allora 3', 8=
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9:,1(0;,18) = 9;(31,18) € ¢,(B;), ciuégéi_g ¢; ( B.). Poicheé

(Pi(ﬁi) c éi’ segue l'uguaglianza.

(ii) » (i). Sia a e #,. Risulta allora, per la (ii):

31, = 9,(9;,00) = 3: .(9;,49) e quindi 3 .(d-9, @) = 0,

i = o, Y . a T 9! gue . . T 3!
da cui « ¢1+1(u) ey, dove a, € Ker HAE Segue.ﬁ% EquH+l+Ker i+1

caﬁ%. vale l'uguaglianza.

e poiché Im %L1 ¥ Ker 3i+1 c

Il risultato seguente da una condizione sufficiente per

il rimontamento delle {d.i)Jg-successinni.

PROPOSIZIONE 3.2. Siano 2z = ZyseeeslygserasZ € h un intero con
d*‘i_ h i n., Supponiamo inoltre che :z; = El,__,_ih sia una (d,i}‘/ﬁ, -
successicne 1in hR . Allora, se:

' ﬂ. = . B o equivale.itemente, _i = ) + 3!

(1) B =9.(B) (o eg M, =Im @ +Ker ¥

(cfr. Lemma 3.1));

(ii) 32_1 Clm{pi,. dove fj"i rappresenta l'insieme dei cicli

i-esimi di 4%_, la successione 7 & una (d’i)ﬁ? -succes

sione in R.

Dimostrazione. (Consideriamo il seguente diagramma:
*H; ;&) @ R[T ] >H@meR[T] »H & @R[ T]-~
Lo, i U
+Hj @) R [T ] » H@®) R[T]» H; ;@ R[T] » ...

Sia a € ‘/ﬁi con B‘l.u = 0, Allora ¢, é¢ tale che a‘ifpiu= 0,
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e poiché ZysenesZy & una (d,l)/ﬁ. -successione, esiste v Ei’e‘f’i
che & combinazione di elementi del tipo:

. I‘ E: A R S ﬂ'p(T} e
1<jq2ese<issh™iqe0ndi ]y J; =

jd

. z d. . f. a..af, & P'(T : ,T.), dove
1<jq< {Jijh A ETCR PR B J; d+1 h
Pt(Td+1,...,ThJ ¢ un polinomio di ordine > 1 in Tage1r-- Ty
con Tcpiu = a' +Bi+1B. Per la (ii), esiste Q@' ¢ in tale che
@; = @' e quindi anche a' risulta essere una combinazione
di elementi del tipo:

. ) a. . e. a..ae. 8 Q(T) e
1i.]1{j-i*:;dﬂiiﬂ IR PR Y Jj

. )2 . b. . L A ... AE, 8 Q'(T yo..sT_), dove
1jj1§ c. <JyEnTiy.adq 0, Ji d+1 n
Q‘(Td+1....,Tn) ¢ un polinomio di ordine > 1 in Td+1“"’Tn‘
Dalla (i), si ha che esiste B € Lffffiﬂ con aiﬂﬁ: 3i+1 C{Ji+lB=
=¢,3!,,8. Quindi g, - @' = @(o-a') =93 B e percio
a- ' - d! . B= Y, con Y € Ker ¢, .

i+1

Poiché gli elementi di KerfPi sono generati da elementi

del tipo:
. . a' . e. s2..4e. 8 S(T);
1=J1"~'--‘1£'{.]'__‘{§n Jl!...,JiEJIA *E.]i {_)
j.>d

1
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ijlﬁ .%_ {jiinbil""'jiﬂjl A ess A Ej & S'(Td+1,...,Tn], dove

S'(Td+1,....Tn) ¢ un polinomio di ordine > 1 nelle indeterminate

]-i_]l'{l%-{]iid(t=a+1(a_]l,...1J.ztejlﬁ‘.'Aejl)}@S {:I)'r

la tesi segue tenendo presente che per ogni k#jl,...,ji e:

2y Hjlﬁ...aeji = ai+1{ej1ﬂ...ﬂeji) +g 8 ey

per un g € ﬂl_an.

Dai risultati precedenti segue:

TEOREMA 3.3.5ia [j,I} una i-coppia di ideali in R/I', I' ¢ I,

allora (J,l) & una j-coppia di ideali in R , se esiste una suc-

cessione  2=Zy,...,Z4s.c03Zps...52 in R con J = (z) ,
[ = (zd+1,___‘3n}‘ I1' = (zh+1""’zn} tale cae, indicato con
01 il morfismo da ‘ﬁ%{EJR} a hﬁg(éiﬂjlr}, si abbia:
(i) Egi - ¢i(3gi) (o, equivalentemente..ﬂa+1=lm¢i+1+KerBi+l)

(ii) ﬂ% c Img, .

COROLLARIO 3.4. sia (J,I) una i-coppia di ideali in R=R/I,
allora (J,l) €& una j-coppia di ideali in R , se esiste una suc-
cessione Z 1in R per cui & soddisfatta una delle due condizioni

equivalenti al Lemma 3.1.

Dimostrazione. Per 1'Oss. 1.14, si ha che Hi{m%- ) = 0,
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OVVEero ﬂ] = ;ﬂi, e quindi la tesi segue dal teor.3.3.
COROLLARIO 3.5. sia (J,1) una i-coppia di ideali in R/I',
I c I, allora (J,l) & una i-coppia di ideali in R se esiste
una sSuccessione z = Zji,...sZgseesslpsesasZ 1D R con J=(z),
I = (zd+1"“‘zn)’ ' = (zh+1‘ "'zn) tale che:
s ﬁ . -+ ' [ 1 : . . L
(i') iv1 Hi+lﬂk(£,R)) Hi+lﬂK(z,R/I )) sia un morfismo su

riettivo;

(ii) ﬂ% E;IHI%.

In particolare, la (i') & wuna condizione sufficiente per

il rimontamento delle i-coppie di ideali da R=R/I a R.

+ M

Dimostrazione. Dal lemma 2.7, il morfismo ¢i+1: M. 41

ij+1

¢ suriettivo, ed & quindi soddisfatta la (i) del lemmz 3.1.

Il risultato segue dal Teor. 3.3.

Dai Corr. 2.14 e 3.5, nell'ipotesi in cui 1l'ideali J sia

il massimale m, si hanno i seguenti fatti:

1) z & una (d'llﬂ -successione in R * z & una (d,l)ﬁ -successione
in R=R/I.
2) z €& una (d’llﬁ -successione in R e m, HZGK) +> HzﬂK)

¢ un morfismo suriettivo + z & una {d.l)A¥ -successione in R.

Ci chiediamo se, in questo caso, possa valere un enunciato

del genere: "z & una (d,l)y -successione in R se e solo se

Z & una (d,1) g4 -successione in R; in tal caso, ﬁz ¢ un morfismo

suriettivo'.
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I risultati seguenti danno una risposta affermativa.

PROPOSIZIONE 3.6. Sia 1z = ZyseresZgseensZy UD sistema minimale

di generatori per 11 massimale m , allora:

Z €& una (d,l)é{ - sSuccessione <« 2 @ una (d,l)- successione.

— —

Dimostrazione, <+ Segue dall'Osserv. 1.5(ii).

n n
N . 5 e _ .
Sia (2128, € Zl(K}, e quindi 1 iZi 0. Poiché z & un
sistema minimale di generatori per m, si ha che a;em, per
n
ogni i. Posto, allora, ¢ = ;Lq13;€, @ 1, ¢ €& un rappresentante

di un elemento in Hl(ﬁﬁ), in quanto si ha:

I

3'(a) = #(Ljae; @ 1) ;2

n
. Z;a;T; e mR[ T ]. Per essere z

una (d,1) , -successione, segue che esiste B,
M

(k) (k) kM) (k') (k")
B = i h= 5+1 n P (I) + E‘ j= 1 ] J ] 2 Q (le+l""'T )

[ I n
con [a] = [B] e ordine di Q(k ) > 1. Ma allora ;Ija;e.= _% (Dye,,

e quindi z & (d,1)-successione.

COROLLARIO 3.7. sia z = ZyseeerZgrecesZ ~ UN sistema minimale di

generatori per il massimale m, allora:

z & (d‘l}Jﬁ -successione + ﬁz : HZUK) - Hzﬂﬁ) & un morfismo

suriettivo.

Dimostrazione. Dalla Prop. 3.6. segue che z & una (d,1l)-suc-
cessione in R, quindi z = El""'id ¢ una (d,l)-successione

in R (cfr. Prop. 2.6 di [M-R]). Dalla Prop. 2.22 di [M] e

dalla Prop. 2.2 di [M-R], segue allora la suriettivita di T,.



Questioni di suriettivita di un morfismo... 97

PROPOSIZIONE 3.8. sia 2z = ZyseaesZgseeasZ o UDN sistema minimale

di generatori del massimale m di R. Allora, le segquenti condizionli
sono eqguivalenti
(i) Zz €& una (d‘lLﬁ -successione in R;
(ii) z €& una (d,1) -successione in R;
(iii) z = il""‘id & una (d’l}yﬁ -sucesdonein R (ovvero Hl(.;ﬁ_f-} = 0)
& il morfismo ﬁZ:HZGK) *-HZUR] é suriettivo;

(iv) z & una (d,llﬁ- -successione 1in R;

(v) Sym_(m) ~g (m)
R R

Dimostrazione. (i) ++ (ii) Segue dalla Prop. 3.6.
(i) «>(iii) Segue dai Corr. 2.10 e 3.7 e dal Cor, 3.5,
(iii) =~ (iv) Ovvio.
(iv) =+ (v) Segue dall'Oss. 1.5(i).
(v) ~ (iii) Da [H-S-V], Prop. 2.8 e dall'ipotesi di minimalita

fatta su z, segue che;

Sym (m) ~ g (m) » m & generato da una successione regolare
R

R
(¢ ben noto che vale anche 1'implicazione inversa). Da [M-Ri,

Prop. 2.6, si hanno le seguenti equivalenze: m & generato
da una successione regolare <« z ¢é una (d,l)-successione
+> z & una (d,1)-successione. Dall'Oss. 1.5(ii), segue, infine,

la tesi.
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