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SULLA CONVERGENZA DI FORMULE DI QUADRATURA

COLLEGATE CON I POLINOMI ¢ -ORTOGONALI

Andreina MORELLI - Iolanda VERNA

Abstract. Convergence of quadrature formulae related to
g-orthogonal polynomials is established and the rate of convergence

15 estimated.

1. Sia assegnata una successione g di interi non negativi

(1*1) g = {511521531541-..‘}

che si suppone limitata:

(1.2) 0 <s.

i Ss (i=1,2,...).

Considerata una funzione 'peso" p(x)elL[a,b] ([a,b] intervallo
limitato) con p(x) > 0 in quasi tutto [a,b], & noto che [4]
fissato comunque un intero m > 1 e 1 primi m termini della
g-successione S1sS9s+.+.2S, esiste ed € unica la soluzione

(xl,xz,....xm) con

(1-3} a.{xl {xzf_._{xmizb.

del sistema di m equazioni algebriche
m 2s. +1

b .
(1.4) fpedx® m(xex) P ax =0 ()
a i=1

(k=0,1,...,m-1).

. ) m . . : . . .
(*) I polinomi PG m{x) = iﬂl{x-xi) costituiscono una successione di polinomi
, il

g-ortogonali rispetto al peso p(x) [ﬁ].
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. . . 2
Cid premesso, comunque si scelga una funzione f(x)eC SEa,bj,
¢ possibile costruire in uno ed un sol modo 1la formula di
quadratura gaussiana

2s.
m 1

b
(1.5) fp(x)f(x)dx = I & A
a

(k)
f (x.) + R_[f],
i=1k=0 1 m £

ik

che sia esatta quando f(x) & wun polinomio di grado < n-1

ove S1 € posto

(1.6) n = 2(m + ? S .
i=1 1

)

avendo scelto come nodi la soluzione del sistema (1.4).

Posto

2s .
(o) _ " ' (k)
(1.7) A fl = I y A, f (x.)
U] i=1 k=0 1K i

¢ noto che, [9], se risulta

o ={s,s,s.... | s >0
si ha, vEeC?S[a,b],
NG °
(1.8) lim Am (f] = [ p(x)f(x)dx.
m - a

In questo lavoro viene dimostrata 1la validita di (1.8)
anche nel caso di una generica successione ¢ del tipo (1.1),
con gli S verificanti (1.2); viene inoltre dato 1l'ordine

di convergenza del resto

b
(1.9 RUV[£] = [ p)f(x)dx - ALO[f]
cl
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nel caso in cui 1 nodi verifichino una legge di distribuzione

abbastanza generale.

2. 1 coefficienti '"peso" Aik , determinati univocamente
dalle (1.5), in pratica si possono calcolare in questo modo

i=1,2,...,m

b
2.1 A., = x) L., (x)dx
( ) lk E;lrp( ) lk( ) k - 0111*11125' 2

i
dove Lik(xj ¢ il polinomio interpolatore di Lagrange-Hermite
m
di grado <« 2 % si+m—l per il quale risulta
i=1
i,j =1,2,...m,
h)
L) xy =86 8. |,
ik 7] hk 1] hok = 0,1,...2s, .
Cid premesso, si costruiscano le m+1 funzioni
X n-1
(x-t)
X) = t dt
% (X) J{;p( ) — D)
(2.2) k-
() = [ p(o) E""%%“'l de- 1 isi (-1)ka o)
. (x) = - - J
H a P n-1)! j=1k=0 ik (n-k-1)!
(i=1,2,...,m)
E' subito visto che, in base a (2.1), si ha
X n-1
om(x) = Jp(t) %t +
b
Posto Xy = @)Xy .1 = b, ed introdotta la funzione ¢m(x), definita

a tratti da
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(2.3) ¢ (x) = @ (x), xein,xi+1], (i=0,1,...,m),

si trova subito che risulta

o (k) (a) = oK) (p) - 0,

m
(2.4) ¢1ék) (x) >0, Vxe(a,x;), (k=0,1,...,n-1),
(—l)k ¢ék){x)i}0, Vxe(xm,bJ :
- (n-k-1 1% (n-k-1 k-1
(2.5) o {N=K=1) () J O R L CUP R ){xi) -
! xi-ﬂ
('1)k-1ﬁik k=0,1, 2<
0 K:251+1,...,n-1

*
Valgono le seguenti proprieta: (*)

A - La funzione Eﬁm(x) & positiva 1in [d,b)?
o (n-k-1) . )
B - Le funzioni wi (x) hanno in (a,b) esattamente k%l ze
ri che cadono tutti nell'intervallo (xi,xi+1}, (i=1,2,...,m-1;

k=0|111--1251)

(®) La dimostrazione delle proprieta A e B verra svolta nel §5.
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3. La proprietd B consente di dare per le @gn_k_l)(x)
formule integrali di rappresentazione che permettono di scrivere

maggiorazioni per i coefficienti A, [9].

In relazione agli intervalli consecutivi (xi_l,xi).[xi.xi+1).

(i=2,3,...,m-1), si possono determinare due successioni

{yi-l.l}’{zi,l} con

_ (*)
Xi-1<Yi-1 = Yi-1,0 <Yi-1,1 <+ <Yj-1,k <¥Xj <
<Zy p<Zi g1 ---<Zy g TZ; <Xiq
in modo che
-1 -j-1 .
UIJ % Yl 1. ) - mgﬂ ] ) (zi,j) = 0 (J=U,1----fk)-
Si pud quindi scrivere, Vx e [a,b],
X t t1
(3.1) ¢{" ¥ 1) = T dr, [ dr, ... [ p()de,
Yi-1,k Yi-1,k-1 Yi-1,0
X t t
(3.2)  o{"k Dy - 7 e, X dr ... [ op)de
2,k 2i,k-1 21,0
Tenuto conto che si ha
i=1,2,...,m
PN _ . (n-k-1) (n-k-1)
(3-3) ( 1) Aik = q]i-l (xi) ‘Pi (}(i), k=0.1,...,251
(*) E' evidente che Y, j_zi k-3 (3=0,1,...,k); inoltre per i=1,
YG=yDD=a; per i=m, Emo=zm=b'
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si pud dimostrare il seguente

TEOREMA 1: Risulta

k i=1,2,....,m
(3.4) |A, < | Xt e
: |« P ,
Yy, K | k=0.1,....2s,

Dimostrazione. Dalla rappresentazione integrale di ¢£T1k_1%x)

e (n ~k- 1%x) segue

(n-k-1) . k (n-k-D
@ (x;)>05 (-1)" o. (x.) <0
i-1 ! ! 1 k=0,1,...,2s

Con facili passaggi partendo dalla (3.1), si ottiene

(x;-t)
(n k- I%X ) < fl lk! p(t)dt;
Yi-1

e dalla (3.2)

k
b z. (t-x.)
ok D x|« [1 —F prodar.

X .
1

Dalla (3.3) segue dunque

k
ko (x.-t|
A <ol MTR D ey iR b (0 ) < fl L —p(t)dt.

Yi-1

Ricordata la (1.2) vale il seguente fondamentale

TEOREMA 2. se f(x) e Czs[a,bj introdotto il funzionale
m 25i
(o) _ (k)
A [f] = & E A £7(x,),
m i=1 k=0 X i

<b) sono gli zeri del po-

we i nodi ] e s s X
Il (ﬂr:xl«:?(z{ <

Kim m
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linomio PU m(x) di grado m ., della famiglia dei polinomi 0o -
ortogonali in [a,b] rispetto al peso p(x)., vale la relazione
(o) r
(3.5) lim A>% [f] = [ p(x)f(x)dx
m -+ da

N _
Dimostrazione. E' noto che_( ), data una funzione f(xJECp+25[a,b]

Cﬂl'l_ p > 0 fissato, detto mp+25(6) il modulo. di continuita
di f(p+25kx] in [a,b], vale il seguente teorema: comunque
si fissi un intero n > p+2s, ad ogni f(x)eCp+25[a,b], si
pud associare almeno un polinomio di grado n, Qn(x). € una
costante H, indipendente da n, tale che

b-a
n-p-2s

(3.6) 1£9x)-0{) (x) [ HG25IP 2 w0, €

n-p-2s ) »

(k=0,1,...,p+2s)

Posto allora

i=1,2,...,m
(3.7) A. =0 |

ik _
k—Zsi + 1, Zsi+2....,Zs:

sl pud scrivere

m 2s
(3.8) A&U)[f] = 151 kEé Aik f(k](xi)

Per m cosl grande per cui risulta (con p=0)

(*) cfr. {13] per esempio-
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m
2s £ n22( 2 s;+m) - 1
i=1

si ha

; f£(x)dx-AL9 g [b £ (o)
| [pOOTOd-AT [ < [P0 (£ -0, )T dx |+ Az [0 -F] | <

2S b m 2s 2s-k
b-a b-a b-a
<H v, (=2 | G52) [p(x)dx+ = LJA ) }.
2s*n-2s n-2s 3 i=1 k=0 ik n-2s
Posto
b
ho = [p(x)dx
a
¢ tenendo conto di (3.4) si ottiene
m Zsl | b-a.2S-k 2s , . 2s-k m z, in—t|k
I |AGI(Ee) <z (z=2) L p(t)dt «
i=1 k=0 1k "n-2s k=0 M~2S i=1 {1_1 k!
2  p_a (2s-k b-a)km 23 25 2S 1
< I (§53) (—x7/ . [ p(t)dt <2y (b-a) Z T
k=0 1=1 ¥: 4 k=0 k!(n-2s) S
In definitiva risulta
> (0) re- b-a 25 1 2s 1
l jp(x)f(x)dx—ﬁm [fJE{Hubs(n—ZS)LE(b'a) { +2 X L
a i 2S _ [ fe 25-
(n-2s) k=0 k!(n-2s)”"

e quindi la tesi.
4. Considerato

(4.1) RLD (1] - f pO0fCodx - A g
a m
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vale il seguente

TEOREMA 3. Se f(x) e C°%[a,b] e se i nodi x. = x, ,

m
polinomio g-ortogonale PU m{x) sono talil che
(4.2) Xi,1 - X3 £q (b-a)/m (i=1,2,...,m-1)
con q dindipendente da m e da i , risulta
(9) e - 1
(4.3) RE[E] =0 ( )

m2S

Dimostrazione. Tenendo conto di (4.2) e (3.4) si ottiene

|Aik[{'_%T (q fl p(t)dt
Yi-1
e quindi si ha
(0) b-a 1
|Rm [£] [<Ho Zs[n 25)(b a) 25 { Ho 7
(n-2s)
25 n-2s.k 1 ~a k ™ %4
o gz ) kT (e /) oz [0 op(r)dt) o<
k=0 =1y, ,
2s Kk k
2s Q n-2s 1
<Hw, (=352)(b-a)>n {1+2 £ 3 ) |
“2s 'n- 25 k=0 k m {n-25)25
Per m cosi grande per cui risulti
m
m+ 28 ¢« n¢ 2(y s+m) - 1,
i=1

si1 ha la tesi.
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*
5. Dimostriamo le proprieta A e B ( J.
Si supponga dunque (Cfr. (1.2))
0 <s, <5 (i=1,2,...,m)

1 —
e sia (11.12*...,im) una permutazione degli indici (1,2,...,m)

per cui risulti

(5.1) 0 < s, <s. <... <35

con la convenzione di scegliere ih-cik se s; =S, .
h k

La proprieta A sara dimostrata quando si sara fatto vedere
che, se si suppone che la ¢>m(x) si annulli in almeno un punto
(n-2s,

i 4)

di (a,b) ¢n1 m (x) avrebbe almeno ﬂ-25i -1 Zeri in (a,b),
T m

mentre ne ha al piug n—25i -2. Infatti se ¢Hﬁﬁj si annullasse
m

in (a,b), ¢ﬁ(x) avrebbe almeno due zeri in UiJI),¢H(K] almeno

(n-25i -2)
tre, e cosi via, ¢m m (x) avrebbe almeno n-25i -1 zeri
m
in (a,b).
{ﬂ'ZSi';J
Dimostriamo ora c¢on 1l metodo di induzione che ¢ ]n(x]

ha in (a,b) 4l piun n-Esi -2 zeri.
m

Sia m=2. Si possono verificare i tre casi 515,357 < Sy

S5 <Sqs quindi - il teorema & dimostrato (vedi nota a pie' ai pagina).

(*) Le proprieta A e B sono state dimostrate in [9] nel caso 51=52:‘..:s =5; la
sola proprieta A in [?'] nel caso 0 ﬂsl < 52{._. < sm; quest'ultima dimostrazio-

ne si puo subito estendere al caso chsm{ S _Seee<8,<s,.
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Sia m=3. Per 1 casi $15S9=Sz3 S$1<5,5<Sg; 51}52:{53 si veda
la nota di pag. 10
Supponiamo ora Ss. < S, < S. e prendiamo inizialmente
11 12 13
in esame il caso il=1.iz=3,i3=2. Poiché ¢§n)(x)=p(x) qQ.0.

in (a,b), tenendo conto di noti risultati sui polinomi generalizza

ti (vedi per esempio [8]) 5" %%172)(x) ha in (x;.x;,;).
(n-251-k—2]
(i=1,2), al pin 251+2 zeri ed & continua in Xq* 9= (x) ,

per k=1.2,...,2(53—51)-1. ha 251+2 zeri in (a,xz) = 251+k+2 zeri

(n—253—2)
in [xz,x3). Per k=2(53—51), ﬁi (x) & continua in Xz,
ha 251+2 zeri in (a.xzj e 253+2 zeri in (xz,b).
(n-253—k—2]
Per k=1,2,....2(52-53)' ¢3 (x) ha 251+2 zeri in
(n-252-2)
(a.xz) e 253+2'zeri in (xz,b). In conclusione ¢3 (x) =
(n—2si -2)
= ¢3 m (x) in (a,b) risulta continua ed ha al pint
4+251+253 = n - 25& -2 =n - Zsim—z zeri.
: (n"252_2)
Nel caso il = 2,12 = l,i3 = 3 risulta che: ¢3 (x)

ha 252+2 zeri in [xl,xz) e (xz,xsj ed & continua in X4 percid

[n-251-2)
ha in (xl,xs) 4s,+4 zeri; ¢3 (x) ha in (xl.xs)
(n—253—2)
452+4+2(51—52) = 251+252+ 4 zeri ed & continua inlxl: ¢3 (x)

in (a,b) & continua ed ha al piu 251+232+4=n-253-2 zeri.

Nei due casi: il=2' 12=3, i3=1; il=3,12=1,i3=2, si procede
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in modo del tutto analogo.

Se tra Si s S c'eé qualche coincidenza,

1
risulta abbreviato. Si supponga per esempio S, <8y

(n—252-2)

che ¢3 (x) e continua in

(n-251—2)
allora -¢3

Risulta

452+4 zeri in (xl,x3); (x)

in (a,b) & continua ed ha al piu 251+252+4 zeri.

A.Morelli-I.Verna

il procedimento

- 531

X, € presenta
(n-253-2]

= ‘1’3 (X)

Sia m> 4; supponiamo vero il teorema per m-1 e dimostriamolo
: m-1
per m, cioé se, posto 0 £ s, <s. <... <s, ,n=2( 2 s, +m-1),
1 2 m-1 j=1 7]
(H'Si '2)
%n-l m-1 (x) in (a,b) & continua e ha al pid n-Zs; -2
m-1i
(n-2s. -2)
. (*) In . . .
zeri, allora ¢m (x) in (a,b) risulta continua
m
e presenta al piun n-Zsi -2 zeri, essendo n=2Z(gy S +m) .
m j=1 7}
Se S = Sy basta ripetere il ragionamento fatto nel
m-1 m
caso m = 3, 1, <1,y = 14.
Sia dunque S; < 8; i tre casi sono possibili:
m-1 m
1 — . i = < 1 < -
i 13 i = m; 2 <i <m 1
(n--25i -2)
Sia im = 1, 43“ m-1 (x) in (xl.b) ¢ continua ed ha
(*) si suppone ovviamente 0 < s, < 5, < < s < s
- 1 = 1 - - 1 - 1
1 2 m-1 m
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(n-2s. -2)
m-1 i

n-2s. -2=2( 1 s. + m-1) zeri. o (x) in (a,b) e

1 . 1. m

m J=1 7]
continua € ha al pin n-Zsi -2 zeri.

m
Nel <caso im = m si pud ripetere il ragionamento fatto

per i = 1,

m

. m-1 : f .
Sia ora 2 < 1mim-1, *I*m (x) in (d.xi ) e in (xi ,b)
m m
1m—1
¢ continua ed ha al pio 2( ¢ s.+i_=-1) =zeri in (a,x;, ) e
j=1 3 ™ 'm
m
2( £ s.+m-i_) in (x, ,b).
j=i_+1 " 'm
m
(n-Zsi -2)
In conclusione ¢m n (x) in (a,b) ¢é continua ed al
im -1 m —
pia 2( & s, + I s.+m-1)=2( Z S +m-1)=n—23i -2 zeri.
j=1 j=i_+1 4 T j=1 Y m

La proprieta A é quindi completamente dimostrata.

Per 1la dimostrazione della proprieta B, basta osservare
che @%n'k'l(x) appare in [a,ﬂ] come un polinomio generalizzato
(cfr. [8]) di ordine k+1 e poiché si ha

(n-k-1) _ . (n-k-1)
> (x) = ¢ (x) ?xe(xi,xi+1)
(j-:]-lzllii!m_l; k={]11|---1251)

tutti e soli i k+1 zeri di $En~k—1)(x) in [a,b] sono quelli

presenti in [xi.xi+lj.
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