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SULLPINTEGRALE DI BERNOULLI
GIOVANNA REMORINI

Abstract. The necessary and sufficient conditions for applying the Bernoulli theorem or a
bernoulli integral to a viscous, incompressible fluid with conservative body force in steady or
unsteady motion are investigated. Some relevant motions are shown.

1. INTRODUZIONE

Come ¢ ben noto, per un flmdo perfetto, barotropico, soggetto a forze di massa conservative
di potenziale per unitd di massa U ed in moto stazionario (con I’ipotesi tacita che anche
le espressioni euleriane della pressione p € della densita p non dipendano esplicitamente
dal tempo) sussiste 1l teorema di Bemnoulli, il quale afferma che, qualunque sia il moto, il
trinomio (di Bernoulli) H = v*/2 — U + [ dp/p ha valore costante lungo una medesima
linea di flusso, potendo variare il valore di H da una linea di flusso ad un’altra, a meno che il
moto sia irrotazionale o di Beltrami (unici casi questi in cui H ha lo stesso valore ovunque).

Il teorema di Bernoulli, oltre a fornire un integrale primo del moto, esprime 1a conserva-
zione, lungo le linee di flusso, della somma dell’energia meccanica (per unitd di massa) con
I’energia dovuta alla pressione. 11 luogo delle linee di flusso per le quali H ha lo stesso valore
¢ una superficie di flusso e vorticosa contemporaneamente ed ¢ detta superficie di Bernoulli.

Tale teorema € stato esteso da Caldonazzo [2b] al caso in cui il moto non sia stazionario,
nel qual caso la condizione affinché sussista il teorema di Bernoulli € che 1l valore locale

. do? . . . . .
della velocita sia costante (—;T = O) . Il valore di H non cambia da linea di flusso a linea

. . . . . av . . :
di flusso ner moti per 1 quali risulta 57 = v Arot v. Le superfici di Bemoulli (normali al

av . . . .
vettore — + rot v A v ), in generale dipendenti dal tempo, sono superfici di flusso ma non

ot
. ov . . . i o :
vorlicose, a meno che m e rot v siano normali (COme per esempio per 1 moti piani € per 1

moti simmetrici rispetto ad un asse che avvengono per piani meridiani).

Il teorema di Bernoulli & stato esteso al caso di un fluido viscoso in moto stazionario da
Craig, Sbrana e Castoldi ([5], [13b], [3]) 1 quali danno le condizioni affinché H sia costante
rispettivamente in tutto 1l fluido, sulle linee di flusso, sulle linee vorticose.

Successivamente Truesdell in [16a] afferma che per un fluido si ha un teorema di Bemoulli
ogni volta che v? /2+ P (dove P &una funzione di una o pid variabili dinamiche) & costante o
funzione solo del tempo in tutto il fluido o su certe famiglie di superfici o curve, mettendo cosi
in Juce I’importanza di un integrale primo del moto anche se 1n generale questo, a differenza
del tecorema di Bernoulli propriamente detto, non esprime anche la conservazione di energia
per 1l fluido.
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Molti s1 sono occupati ¢ Si occupano tuttora dell’argomento (per esempio cfr. [4], [6],
(8]-[12], [15], [17]); pertanto all’autrice ¢ sembrato non privo di interesse esaminare piu det-
taghiatamente (per un fluido viscoso, incomprimibile, soggetto a forze di massa conservative,
In MOto stazionario 0 non) quando ¢ dove sussista il tcorema di Bernoulli propriamente detto
o nella forma generalizzata introdotta da Truesdell (Y, evidenziando anche moti fisicamente
significativi.

In particolare al n. 2 st scrive la condizione affinché per un fluido viscoso sussista il
tecorema di Bermmoulli o un integrale bermoulliano lungo le linee di flusso o vorticose.

Per i moti vorticosi (¥ ai n. 3 ¢ 4 si studiano rispettivamente il caso stazionario e non
stazionario, cvidenziando alcunit esempi fisicamente significativi.

2. EQUAZIONI DI BASE

Le equazioni di basc per un fluido omogenco, incomprimibile, viscoso (stokesiano-lincare) di
VISCOSIa cinematica v costante, soggetto a forze di massa che ammettono un potenziale per
unitd di massa U, postow =rot ved H = v*/2+ p/p — U, sono

(2.1) %:—umlw-w!‘n’—gra{ih’
(2.2) 0=divyv.

Detto 7 il versore di v, moltiplicando scalarmente per 7 ambo 1 membri della (2.1) segue
che:

a) Condizione necessaria e sufficiente affinché anche per i fluidi viscosi sussista il teorema

di Bernoulli ¢ che sia ¥

(2.3) 0= (i—i+umtm>-ﬂ

ad ogni 1stante le superfict (di1 Bernoulli) /7 = cost sono superfici di flusso ma in generale non
vorticose.

b) Condizione necessaria e sufficiente affinché sussistalungole linee di flusso unintegrale

. . av . . -
bernoulliano é che 11 componcente parallclo a v del vettore 57 + v 1Ol W S1a conservativo, Clo¢

(1) Nella presente nota parleremo di teorema di Bernoulli se il trinomio di Bemoulli H & costante Jungo una linea
di flusso, di integrale bemoulliano quando sussiste un teorema di Bemoulli nella forma generalizzata introdotta da

Truesdell.

(2) Per i moti non vorticosi ¢ immediato constatare che continuano a valere i risultati trovati per i fluidi perfetti.

(3) Nel caso stazionario cfr. [13].
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esista un campo scalare G(z,y, z,t) tale che (¥

A dG
4 _— =
(2.4) <3t +urﬂtm) T o

d
essendo Ia la derivata lungo una linea di flusso.
S

Lungo ogni linea di flusso lo scalare H + G ha lo stesso valore, funzione del tempo, potendo
questo variare da linea di flusso a linea di flusso. Ad ogni istante le superfici H + G =cost
(che continucremo a chiamare superfici di Bernoulli) sono superfict di flusso ma in generale
non vorucose.

i d . + ‘ .
Scrittow = wA e dclla a1 la derivata lungo una linea vorticosa, moltiplicando scalarmente

per A ambo 1 membri della (2.1) segue che:

¢) Condizione necessaria e sufficiente affinché sussista lungo le linee vorticose un inte-

: . A .
grale bernoulliano é che 1l componente parallelo ad w del vettore a7 + v 10t w s1a conser-

vativo, ciot esista un campo scalare G(z,y, z,t) tale che

ov dG
(2.5) (E-P ur&tw)-lmﬁ.

Ad ogniistante le superfici H + G = cost sono superfici vorticose ma in generale non di flusso,
a meno che risulti (¢

(2.6) —z—:+ vrotw = grad &

che fornisce la condizione necessaria e sufficiente affinché esistano per il fluido superfici che

sono al tempo stesso di flusso e vorticose.

Sipossono fornire altri esempi di integrali bernoulliani lungo particolari linee, per esempio

Truesdell [16a] nell’1potesi che sia %—T = () dimostra I’esistenza di un integrale bermoulliano

(4) Nel caso stazionario Serrin [15] esamina il caso particolare rot w = grad G.
(3) Nel caso stazionario cfr. [3].

(6) Masotti [11a] nel caso non viscoso dimostra che condizione necessaria e sufficiente affinché esista una famiglia
di superfici che sono al tempo stesso superfici di flusso e vorticose € che sia dw /3t = 0 e nel caso viscoso fomnisce
un esempio di soluzione della (2.6), quelloin cul gw /3t = 0 e rot w = grad G.
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lungo le linee paralicle al vettore w = (v A w) A rot w, Serrin [15] nel caso stazionario
riconosce che H ¢ costante lungo le linee parallele al vettore w.

Siriconosce facilmente che se il moto € irrotazionale valgono gli stessi risultati trovati per
1 fluidi non viscosi.
Nel caso stazionario il teorema di Bernoulli ¢ valido per ogni moto irrotazionale; detto ¢ il
potenziale di velocitd, il trinomio di Bernoulli // = (grad ¢)*/2+p/p— U €& costante in tutto
lo spazio.
Nel caso non stazionario 1l teorema di Bemoulli vale solo per 1 moti irrotazionali che hanno
valore locale della velocita costante, come per esempio v = a(cos oti + sen ot]); il trinomio
H ha lo stesso valore su una linea di flusso ma 1l suo valore cambia da linca di flusso a linea
di flusso. Qualunquec sia il moto irrotazionale sussiste ovungue I’'integrale bernoulliano

(2.7) (grad §)2 2+ p/p—U + 55 = o(1)

Nei successivi numeri 2 ¢ 4 studieremo 1 moti vorticosi disunguendo 1 casi di moto sta-
Z1onario € non stazionario.

3. MOTI VORTICOSI STAZIONARI

a) Se il moto & stazionario e vorticoso, dalla (2.3) si ha che il teorema di Bernoulli sussiste
per 1 moti per 1 quali risulta

(3.1) O=r0t w-V.
[1 valore di // non cambia da linea di flusso a linea di flusso per 1 mou per 1 quall risulta ()
(3.2) O=vrolw+wAV.

Le superfici di Bernoulli sono superfici di flusso ma 1n generale non sono superfici vorti-
cose, a meno che risulti anche (¥

(3.3) O=rolw -w.

Si riconosce facilmente che nel caso stazionario 1l teorema di Bernoullt non vale per 1
moti di Beltrami poiché, scritto w = hv (h funzione opportuna non nulla del posto), si ha
rot w =rot(hv) = h’v + grad hAvequindirotw - v = h?v? £0 9,

(7) Shrana in [13b] dimostra che i soli moti stazionari viscosi che soddisfano la (3.2) sono i moti irrotazionali.

(8) Castoldi in [3] dimostra che gli unici moti stazionar viscosi che soddisfano contemporaneamente le (3.1) e (3.3)
sono i moti irrotazionall e 1 mot che verificano la relazione (v Aw) Arot w = 0.

(%) Marris in [8b] ha dimostrato che nel caso stazionario per un fluido viscoso non sono ammessi moti di Beltrami.
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Soluzioni della (3.1) sono in particolare i moti con rot w = 0 1% come i moti a vortice
costante [tra questi il moto per rette parallele v = (by + d)1, le rotazioni rigide e viscose
del tipo v = (a/r + br)e, !]; i moti assialsimmetrici con vortice di modulo inversamente
proporzionale alla distanza dall’asse di simmetria cio¢ solo il moto per rette parallele v =
(a + blog r)k; il moto per eliche circolari di Strakhovitch del tipov = (br + d/r)e, +
(a, log r+ d,)k; il moto pseudopiano di prima specie v = %(m, Y,z — %j con V%4 =
f(z) come per esempio v = (bz + d)i + (b2 + d,)}; il moto di Von Karman del tipo
v=—ar/2e + r(bz+ b)e,+ (az+ a;)Kk (12)

Per tali moti, essendo verificate contemporancamente le (3.1) e (3.3), le superfici di Bernoulh
sono superfici di flusso e vorticose contemporaneamente.

Si osservi che la (3.3) ¢ identicamente verificata per 1 moti piani € assialsimmetrici che
avvengono per piani meridiani, pertanto per 1 moti stazionarl piani € assialsimmetrici per 1
quali vale la (3.1) (ciot per i quali sussiste i1l teorema di Bernoulll) le superfict di Bernoulll
sono superfici di flusso e vorticose al tempo stesso.

b) Se il moto ¢ stazionario ¢ vorticoso dalla (2.4) si ha che sussiste un integrale bernoul-
liano lungo le linee di flusso per 1 moti per 1 quali i1 componente parallelo a v di rot w €

conservativo, cio¢ risulta
dG

viot w -7 = —.
ds
Il valore di / + (G si mantiene costante su ogni linea di flusso; non cambia da linea di flusso
a linea di flusso per 1 moti per 1 quali il componente ortogonale av dirot w € uguale av A w

ed in tal caso H + G = cost ovunque, pertanto non esistono le superfici di Bernoulll.

. . : . dG . L
Soluzioni della (3.4), oltre ai moti per 1 quali risulta — = 0 gia esaminati in a), SOno

ds
‘ . . . dG .
i moti per i quali rot w = grad G (¥ (con E-—-gé 0) come il moto per rette parallele v =
S

(ay® + by + d)i con G = az, le rotazioni rigide e viscose v = (a/r + br + drlog r)e, con
G = —-2d 6 ;i moti assialsimmetrici la cui funzione di corrente ¥(r, z) & tale che D%y =
0 (9 per esempio i moti assialsimmetrici con vortice di modulo proporzionale alla distanza

(19) Tali moti sono universali, cioé possibili sia per un fluido non viscoso che per uno viscoso (cfr. per esempio
[16a]); per essi 1a pressione p & indipendente da v (moti universali con V4 v = 0).

(1) Qui e di seguito e,, ey, k sono i versori di una tema di coordinate cilindriche ortogonali (1, 8, z) di asse z.

(12) Per brevita non si riponta qui la dimostrazione che per i moti sopraclencati & soddisfatta la rot w = 0. Allo stesso
modo nel seguito si ometieranno le dimostrazioni esplicite per situazioni analoghe a questa.

(13) Tali moti sono universali; per essi la pressione p & funzione di (V2w = 0), (cfr. anche [15] pag. 260).

(14) Sono le uniche soluzioni piane stazionarie; Kampé de Feriet in [7a] ha dimostrato che nel caso stazionario gli
unici moti con V2w = 0 sono i moti per rette parallele, i moli per cerchi concentrici € i moti a vortice costante.
10y 0&*¢y 8%y
(13) 1> 2 .00 - 2.0 -
L'operatore D“ ¢ & definitoda D* ¢ = 3, + 32 + FyrR
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dall’asse di simmetria (D*¢ = Ar? con G = Az) come il motodi Hillv = =2 Arze -
2 A(a? — 27% — z?)k: il moto per eliche circolari di Strakhovitch v = (arlog r + br +
d/r)e,+ (a,log r+ 1‘)1:"2 +d,)kconG = —(2a0 +4b,2).

Per tali moti, essendo verificata 1a (2.6), Ie superfici di Bermoulli sono superfici di flusso e
vorticose al tempo stesso.

¢) Se il moto ¢ stazionario e vorticoso, dalla (2.5) si ha che sussiste un integrale bernoul-
liano lungo le linee vorticose:

per ogni moto universale (rol w = grad G (19);

per 1 moti per 1 quali risulta rot w - w = 0, tra quest ogni moto piano, ogni moto as-
sialsimmetrico che avvenga per piani meidiani, ogni moto spaziale per rette parallele, 1 moti

. ‘ oY. Jd¢. D(V?*y,0¢ /82
pseudopiant di prima specic v = j—l - ——1’-/-.] con yw(z,y,z) lcche (V_¥,09/02) =0
dy Oz D(z,y)
| o*y 0% . : o
essendo V¢ = 3 ’; + 3 E come per esempio v = a®** AV Bi — aj), il moto v =
I 1"

ai+ (a,y+d)j+ [ f(z)—a,2+d, 1k con f(x) taleche vf"(z) —af'(z)+a, f(z) = 0 17
S1osservi che serot w - w = 0 A ha valore costante Iungo ogni linca vorucosa, tale valore
variando da linca vorticosa a linca vorticosa; infatti la condizione affinch¢ /{ non vari pas-
sando da una lineca vorticosa ad un’altra ¢ espressa ancora dalla (3.2) che € verificata solo dai
moti irrotazionali (clr. nota (7)).

La condizione affinché 11 valore di /7 + & non vari da linca vorucosa a linca vorticosa ¢
che 1l componente di rot w ortogonale ad w slaugualca v A w.

4. MOTI VORTICOSI NON STAZIONARI

a) Sec¢ verificatala (2.3), lungo ogni linea di flusso 71 assume lo stesso valore (dipendente
dal tempo), potendo tale valore variare da linca di flusso a Iinea di flusso, a meno che risult
ay

(4.1) O=E+ur(}lw+wnv.

La (4.1) esprime la condizione necessaria e sufficiente affinché H sia in tutio lo spazio fun-
zione solo del tempo (ed 1n tal caso non esistono le superfict di Bernoulli). Se vale la (4.1),
necessariamente v ha modulo decrescente nel tempo con legge

1 gv? 5

(42) Eﬁé}—'ﬂ‘ﬂw =U,

(6 Le superfici (di Bernoulli) H + G = cost sono superfici vorticosc ¢ di flusso al tempo stesso; per i moti universali
per i1 quali risulta rot w = 0 sussiste anche il teroema di Bermoulhi (vedi caso a)).

(7 11 componente parallelo ad w di rot w & nulloe rot (rot w) = ' (1)j.
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come si riconosce facilmente dalla (4.1) considerandone il prodotto scalare per v e la diver-
genza di ambo i membri (%),
Se non vale la (4.1), ad ogni istante le superfici (di Bernoulli) H = cost, normali al vettore

ov

— + v 1ot w+ w A v, sono superfici di flusso ma i generale non vorticose, a meno che risulti

ot
anche
ov
4. = | — :
(4.3) 0 <3t+mmu) w

come per 1 motl piani € assialsimmetrict che avvengono per piani meridiani.
Se le (2.3) e (4.3) sono verificate contemporaneamente, si ha anche ¢!

ov
(4 .4) 0= (v Am)f\(—é-tmi»umtm)
. . : * . ‘ . : . . ov
che € 1n particolare verificata da ogni moto di Beltrami € dai moti per 1 quali risulta i =
vrotw = 0.

Le superfici di Bemoulli non sono, in generale, stazionarie; perché cid avvenga € necessa-

. . : : . : ov
rio ¢ sufficiente che 1n ogni punto non vari col tempo I’orientamento del vettore 5 +vrot w+

wAv (20
S1 riconosce che nel caso non stazionario 1l teorema di Bemoulli sussiste per 1 moti di

Beltrami 11 cui campo di velocita € tale che

131}2 7 9
4. _Z =
(4.5) T + vh*v 0

avendo posto w = hv, con h funzione opportuna del tempo e del posto.

Le superfici di Bermnoulli sono superfici di flusso e vorticose al tempo stesso essendo verificata
la (4.4), a meno che valga la (4.1), nel qual caso H ¢ funzione solo del tempo 1n tutto 1o
$pazio come per esempio per A =cost, circostanza questa che si riscontra per 1 mot (di Trkal )

2
v=a(z,y,z)e " tconrot a = Aa.

(13) In particolare dalla (4.2) nel caso stazionario si ritrova il risultato di Sbrana (cfr. nota (7)).

(19) In particolare dalla (4.4) si ritrovano i risultati determinati nel caso stazionario viscoso da Castoldi (cfr. nota
(8)).

(20) Masotti in [11a] nel caso di moto non viscoso con vortice stazionario dimostra che la condizione affinché le
superfici di Bernoulli siano stazionarie € che siaw Av - gv /ot = 0.
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Dalla (2.3) si ha che il teorema di Bemoullr sussiste in particolare per 1 moti per i quali
risulta
ov

4.6 — +vrotw = 0;
(4.6) pr _
per talt mott, essendo verificata la (4.4), le superfict di Bernoulli, se esistono, sono superfici
di flusso e vorucose contemporancamente.
L.a (4.6) necl caso piano e assialsimmetrico, introdotta la funzione di corrente 1), Si scrive

rispettivamente
(4.7) W v = £,
ot
9o 2
(4.8) Y vD“yY = f(1).

S1 riconosce che sono moti che soddisfano la (4.6) e per 1 quali quindi sussiste 1l teorema di
Bermoulli:

— 1 moli piani per retie parallele o per cerchi concentrici la cuil funzione di corrente
Y(z,y,t) verifica la (4.7), ogni moto di Taylor ¢ questi sono gli unici ‘*") moti piani non
stazionari che verificano la (4.6);

— 1 mot1 di nnvoluzione per rette parallele la cur funzione di corrente ¢ (r,t) verifica la
(4.8), 1 moti di rivoluzione la cut funzione di corrente ¥(r, z,t) verifica la (4.8) e tali che
D?+v = Ar?, come per esempio

¥ = vAT L+ g(7, 2), D*g = Ar*;

i . - ov _
— 1 mot spaziali per rette parallele v = v(z, y,t) k conv tale — — vV =0, ogni molo

ot
di Trkal (tra questi in particolare i moti di Caldonazzo v = be VAt ] ((Ar)e,+ Jy(Ar)k]).

b) Seé¢ verificatala(2.4) il valore di H + G st manticne funzione solo del tempo lungo ogni
linea di flusso, non cambia da linea di flusso a linea di flusso per 1 moti per 1 quali il componente

(21) Per i moti che verificano la (4.6), considerando il rotore di ambo i membri della (2.1), si ha rot (w Av) = 0 che
D(¢,V*¢)
D(z,y)

= 0. Kampé de Fénet [7b] ha dimostrato che gli unict mou piani soluzioni del

- D(¢,V*¢)

sistemna formato dalle due equazioni
D(z,y)

i moti per cerchi concentrici, i moti (di Taylor) con funzione di corrente del tipo 9 = e*4' F(z,y) con V2F = AF
ed i moti a vortice costante (cf. anche [1] pag. 139).

nel caso piano si scrive

=0, V* [(oY/0l) — vV 4] = 0 sono i moti per rette parallcle,
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. OV . .
ortogonalea v di En + v rot w ¢ uguale av Aw ed intal caso, essendo H+ G = f(1) ovunque,

non esistono le superfici di Bernoulli.
Ad ogni istante le superfict [/ + G = cost sono superfici di flusso ma in generale non vorticose,
a meno che risulti verificata 1a (2.6).

Dalla (2.4) s1 ha che sussiste un integrale bernoulliano lungo le linee di flusso, oltre ai casi
esaminati in a):

— per ogni moto per rette parallele; per1 moti per 1 quali risulta in particolare verificata la
(2.6) %2, quindi per ogni moto per cerchi concentrici , per ogni moto piano a vortice costante
(cf. anche [1] pag. 141); per i moti di rivoluzione con funzione di corrente ¢(r, z, 1) tale che
D*y = Ar? (cf. anche [1] pag. 158).

¢) Dalla (2.5) si ha che sussiste un integrale bermoulliano lungo le linee vorticose:
per ogni moto per reite parallele;, per ogni moto piano;

per ogni moto di rivoluzione;, per ogni moto di Trkal ; per 1 moti che verificano la (2.6)
(vedi caso b)). |

. . : .. Ow
(22) Masotti in [11a] esamina il caso particolare in cui — = 0 e rot w = grad F.

ot
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