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UBER DIREKTE SUMMANDEN VON AZUMAYA-MODULN
SIGURD ELLIGER

Dedicated to the memory of Professor Gottiried Kothe

G. Kothe’s Arbeit von 1930 «Die Struktur der Ringe, deren Restklassenring nach dem Radikal
vollstandig reduzibel 1st» ist ein Klassiker unter den Arbeiten zur Radikaltheorie. Grundidee
der Radikaltheorie war: ein eher «nichtiger» Teil des Ringes K (ndmlich lauter Wurzeln aus
0; noch K&the’s Radikal ist ein Nilideal) wird als Radikal r abgetrennt und £ zundchst mod-
ulo r studiert. Allen Radikalen gemeinsam ist, daB sie zwar die Struktur des Restklassen-
ringes einigermaben erhellen, dicjenige des Radikals selbst aber weitgehend unklar bleibt.
Indessen zeichnet sich bereits in KOthe’s Arbeit eine Akzentverschiebung ab, die erst von
Azumaya ([1], [2]) weiter verfolgt wird: von der Ring- zur Modultheorie; und zwar durch
die Betonung der Rolle der Idempotenten (Satz 7 in [4]). Paarweise orthogonale Idempotente
e; mit ) 7 e, = 1 beschreiben auf bekannte Weise die Zerlegung eines Moduls, dessen En-
domorphismenring sie entstammen. AuBler M = @ Me, gilt also auch zB = @7 Be; und
gB = &Te,B. Bei unendlich vielen orthogonalen Idempotenten {e;, 1 € I} mit ITe, = 1
wird der Zusammenhang weniger iibersichtlich. Zwar setzt sich M aus den direkten Sum-
manden Me; zusammen, aber im allgemeinen weder als direkte Summe @ noch als direktes
Produkt IT, sondern als interdirekte Summe S, Me;, d.h. als Zwischenmodul zwischen
@ und IT, ®Me; C M = SMe, C I1Me,. Auch jetzt gilt neben M = SMe; fiir den
Endomorphismenring 3B = SBe,;,, By = Se;B. (Ist spezicll M = @Me,, d.h. me; =0
fiir fast alle 1, dann gilt bekanntich By = Ile.B und By = SBe;) . Azumaya definiert sein
Radikal Az B nur fiir solche Ringe B, fiir die Az B = {b € B, bB enthilt kein Idempo-
tent #0} ein (zweiseitiges) Ideal ist. Die Endomorphismenringe (quasi-)injektiver Moduln
besitzen ein Azumayaradikal, das gleich dem Jacobsonradikal ist. Demnach ist jeder Ring A
in einen Ring B mit Azumayaradikal einbettbar, namlich in B =End I(,A), wobei [(4A)
die injektive Hiille des Moduls , A ist, die stets ein (A, A)-Modul ist.

Beispiele von Ringen mit Azumayaradikal sind auch die Endomorphismenringe von Azu-
maya-Moduln, d.h. Moduln M = @M, mit End M, lokaler Ring fiir jedes 1. Die Frage
ist (nach wie vor): Ist jeder direkte Summand eines solchen Moduls Azumayamodul? In
dieser Arbeit werden Kriterien untersucht, da8 ein Modul M () Azumayamodul ist, ohne
daB M es ist. Dabei beschrinken wir uns auf Moduln M vom Typ T' (vgl. Def. m 1.).
Ist T injektiv, dann ist jeder dirckte Summand Me von M = T¢! interdirekte Summe von

gewissen Me; ~ T, Me ~ S;.; Me; (Satz 1.5). Auchdie folgenden Uberlegungen lassen

eine positive Antwort auf obige Frage unwahrscheinlich erscheinen (z.B. Satz 5.1).
0. Jeder Modul ist A-Modul iber einem Ring A. Ein Modul M = @,.;M; heilit «Azu-
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mayamodul», wenn der Endomorphismenring End M, ein lokaler Ring ist fiir jedes 1 € I.
In der ganzen Arbeit ist T ein Modul mit lokalem Endomorphismenring. Ein Modul M
zwischen der direkten Summe und dem direkten Produkt: &, M; C M C II,.;M; wird
«interdirekte Summe der M, » genannt und S, ; M, geschrieben. «Summand» soll stets «di-
rekter Summand» bedeuten; unzerlegbare Summanden heiBen «primitiv», desgleichen die
zugehoOngen Projektionen. Ein Summand, der keinen direkt unzerlegbaren Summanden # 0
besitzt, heibt «total imprimitiv», desgleichen seine Projektionen.

1. Sei T' ein Modul mit lokalem Endomorphismenring.

Definition. Ein Modul M heif3t «(primdr) vom Typ T », wenn jeder Summand #0 von M
einen direkt unzerlegbaren Summanden ~ T enthdlt.

Proposition 1.1. Sei B Endomorphismenring eines Moduls M . Dann sind dquivalent:

(i) M istvomTypT = Me, e’ =e € B;

(i1) gB ist vom Typ Hom( M,T) = Be;

(iif) By 1st vom Typ Hom(T, M) = eB.

Ein Modul ist also primdr dann und nur dann, wenn sein Endomorphismenring primdar ist,
gleich, ob als Links- oder Rechtsmodul betrachtet.

Beweis. Sei e die Projection auf 7', f eine beliebige Projektion aus B . Nach Voraussetzung
ist M f ~ Me & M'. Die Behauptung folgt im wesentlichen aus Lemma 3.2 in [3].

Nach Azumaya ist fiir primire Ringe die Menge Az B = {b € B,bB enthill kein
Idempotent # 0} ein Ideal, B besitz das Radikal Az B (vgl. [3]). Primire Ringe sind
gekennzeichnet durch die beiden Eigenschaften; fiir je zwel primitive Idempotente e und f
1St eB ~ fB und eBe lokal; B besitzt kein total imprimitives Idempotent # 0 ([2], S. 117).

Proposition 1.2, Sei B ein Ring mit Azumayaradikal Az B. Dann sind dquivalent:
(1) B ist primir;
(ii) B/Az B = B ist primitiv und SoB#0 .

Beweis. Mit B ist B primir. Denn A2B = 0, €B ~ fB <= eB ~ fB fiir primitive
Summanden, und B enthilt kein total imprimitives Idempotent # 0: Angenommen, €# 0
wire total imprimitiv. Fiir ein Urbild e von & wire Be = Be, ® X, €2 = e, primitiv, da
e ¢ Az B. Also Be = Be, & X, Widerspruch. Fiir ein primitives Idempotent f € B
ist fB einfacher B-Modul. Angenommen, ( fB)I = 0 fiir ein Ideal ] C B, dann wire
T =0, dasonst ] ein primitives Idempotent & enthielte, €B ~ fB, also fBe+0 . Also ist
B primitiver Ring mit Sockel #0 .
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Proposition 1.3. Fiir einen Modul M sind dquivalent:
() M istvomTypT = Me;
(ii) Ist 0 # f>* = f € B, dann ist eBf ¢ RaB ( =Jacobsonradikal von B ).

Beweis. Lemma 5.3 in [3].

Proposition 1.4. Ist M vom Typ T, dann existiert ein Untermodul &;.;Me; aus lauter
Summanden Me; ~ T und ein Untermodul U ohne Summanden #0 von M, so dafs
D,;c;Me, ® U C M wesentlich ist.

Beweis. Sei {Me,,1 € I} eine maximale Menge unabhingiger primitiver Summanden von
M. Jedes U C M, maximal beziiglich U N (&;.;Me,) = 0, erfiillt dann die Behauptung.
Beispiele fiir Moduln vom Typ T sind

1) Azumayamoduln vom Typ T, also Moduln 7D ;

2 Direkte Summen von Summanden von Azumayamoduln vom Typ T;

3) Summanden von Moduln vom Typ T°;

4) Direkte Summen M = ®M, von Moduln M, derForm M, = §;.; Mie,, @, Mgy C
C M, wesentlichund M,e, ~T.

Beweis von4. Mit ®,.; M e, C M, wesentlichistauch @, ;o x M e, C M, wesentlich.

Die Behauptung folgt aus Proposition 5.5 n [3].

Ist 7 injektiv, dann kann man die Summanden M = e der Azumayamoduln M = T
vom Typ T genauer beschreiben: jedes Idempotent e ist Produkt primitiver Idempotente in
B, also Me ~ S, ;M f; (nicht notwendig ~ &; M f,):

Satz 1.5. Sei M =T = Me ® M(1 — ¢),T injektiv. Dann ist Me =~ S; T .

Beweis. Nach Beispiel 2) ist Me vom Typ T, also T @ U C Me wesentlich (Proposition
1.4) fiir ein U ohne Summanden # 0. Zu zeigen: U = 0. Denn dannist T/ C Me C
C I(Me) C Th, fur die injektive Hiille I(Me) von Me, also Me~ S; T.

Angenommen, U 3 u#0. u liegt in einem gewissen 7" C M. Sei H maximale
wesentiliche Erweiterung von uA in 7". Mit T ist 7" und H injektiv, also H ~ T* fiir
k < n. Die Projektion e bewirkt einen Homomorphismus H — Me. Sei z € Ker e N H,
t#0. Aus H DO uA wesentlich folgt 0 #za € uA firein a € A, also (za)e = za,
andereseits (za)e = (ze)a = 0, da = € Ker e, ein Widerspruch, alsoist z = 0. D.h. mit
u A ist eine maximal wesentliche Erweiterung He von uA in (T")e, also He ~ H injektiv.
Mit uA ist He ~ T* unabhinging von 7/} im Widerspruch zur Maximalitit von T

2. Das folgende Lemma kann als bekannt vorausgesetzt werden.
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Lemma 2.1. Sei M ein Modul, B sein Endomorphismenring, e = ¢ € B. Folgende
Aussagen sind dquivalent:

() (Me)" ~ M@ M':
(i) (Be)"~Bo B';
(i) BeB = B.

Die Aquivalenz von (i) und (ii) 148t sich analog Lemma 3.1 in [3] beweisen. (ii) bedeutet,
daB Be Generator in der Kategorie der B-Linksmoduln ist.

Proposition 2.2. Sei M ~ MV fiir einen Modul M . Ein Summand Me von M besitze
seinerseits M als Summanden: Me ~ M @ M'. Dannist M ~ Me.

Bewelis.

MMM = (Med M(1 —e))™M) o (Me)M (M1 —e))V) ~
~Med(Me) MM -e) Mo Mead MM ~ Med M ~

~MeoMoeM~M oM ~MaeM ~ Me.

Der folgende Satz erscheint spater noch in anderen Variationen:
Satz 2.3. Sei M ~ MN) 2 = e € B=End M und BeB = B. Dannist (Me)™ ~ M .

Beweis. Nach Lemma2.1ist (Me)® ~ M & M’, nach Proposition2.2 (Me)* ~ M* ~ M
(durch Ersetzen von M durch M™ Me durch (M™)e' = (Me)™).

3. Wir wollen jetzt die Tragweite der Bedingung (¥*): «groBe Idempotente e erzeugen B,
BeB = B» fiir Moduln vom Typ 7" untersuchen. Dazu miissen wir zuerst prazisieren, was
«groB» heiBen soll:

Definition. Ein Modul M vom Typ T habe die Dimension «, dim M = «, wenn sein En-
domorphismenring B mod Az B dicht im Endomorphismenring eines Vektorraums der Di-

mension « ist.

Damit ist dim M definiert, denn nach Proposition 1.2 ist B = B/Az B primitiv. Die
Bedingung (*) besage: BeB = B fiir ¢ = e € B mit dim Me = dim M.
Beispiele fiir Ringe mit Bedingung (*) liefert.

Proposition 3.1. B = End M erfiillt (*) in jedem der Fille
a) M istquasiinjektivvom Typ T,
b) M 1st Azumayamodul vom Typ T, und jeder Summand ist ebenfalls Azumayamodul,
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Bewelis.

a) Sei e’ = e € Bunddim Me = dim M, alsodim €B = dim B fiir B = B/Az B. Dann
ist eéB ~ B, denn B ist Endomorphismenring eines halbeinfachen homogenen Moduls (vgl.
[3]), also BeB = B nach Lemma 2.1.

b) Ist M Azumayamodul vom Typ T, also M ~ TP dannist |I| = dim M. Jeder
Summand Me ist Azumayamodul nach Voraussetzung, also ~ M, falls dim Me = |I|.

Proposition 3.2. Seien M;,i € I, Moduln vom Typ T, dim M; < |I|. Sei M = &,.; M,.
Gilt fiir jeden Summanden Me vom Typ T' mit dim Me = |[|BeB = B fiir B = End M,
dann ist M Summand eines Azumayamoduls.

Beweis. Jedes M; besitzt eine Zerlegung M, ~ T @ M|, also M ~ TP @ B,; M].

Der Summand Me ~ T hatdim Me = |I|. Also ist (Lemma 2.1) (Me)" ~ M @ M’
Azumayamodul.

Proposition 3.3. Sei N vomTyp T, M = NP fiir |I| = dim N, I nicht endlich. Gilt
BeB = B = End M fiir jeden Summanden Me vom Typ T mit dim Me = |I|, dann ist
M >~ N™ Azumayamodul.

Beweis. Wir zeigen zuniichst, daB M Azumayamodul ist. Es ist MN) ~ M. Sei Me der
Summand ~ T aus Proposition 3.2. Dannist Me ~ (Me)® ~ M & M', also Me ~ M
nach Satz 2.3. Wir wihlen jetzt N als Summanden Me von M. Dann ist dim Me = ||,
alsonach Satz 2.3 N" ~ (Me)* ~ M.

4. In diesem § suchen und untersuchen wir hinreichende Bedingungen fiir die Eigenschaft
(*). Jeder vollstandig primitive Ring erfiillt (*). Ein solcher Ring ist bilokal im Sinne der

Definition. Ein Ring B heif3t «bilokal», wenn er nur ein maximales Ideal hat. B heifit
«schwach bilokal», wenn aus b € B folgt (b) = B oder (1 — D) = B.

Proposition 4.1. Sei I = {b € B,(b)# B}. Dann ist dquivalent:

(i) I ist additiv abgeschlossen,

(i1) I ist Ideal,

(i) I ist bilokal,

(iv) aus B = b, + b,, Summe zweier Ideale b, und b, , folgt b, = B oderb, = B.

Der Beweis ist ahnlich wie im Fall lokaler Ringe.
Folgerung. Ist B bilokal, dann ist B schwach bilokal.

Beweis. Eigenschaft (1v) der letzten Proposition.
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Proposition 4.2. Besitzt B ein Azumaya-Radikal Az B, dann ist dquivalent:
(i) AzB C RagBpyg dem Durchschnitt aller maximalen Ideale;

(i) B(1 — z2)B + m = B fiir jedes z € AzB und jedes maximale Ideal m C B.

Beweis. Sei m C B maximales Ideal. Dann gilt
AzBCm<<=>AzB+mEB<— 1 ¢ Az2B+m<1—-2z¢m

fr jedes z € Az B < B(l1 —2)B+m = B. Az B C m f{ir jedes maximale m C
C B <= AzB C Ra gByg.

Proposition 4.3. B besitze das Azumaya-Radikal Az B, B = B/Az B sei bilokal. Dann
ist dquivalent:

(i) B bilokal;

(if) Az B C Ra gBg,

(i11) B(1 —2)B =B firjedes z € Az B;

(iv) B ist schwach bilokal.

Beweis. Gelte (i). Sei m das einzige maximale Ideal, dann ist m = Ra gByg, also Az
B C Ra gBpg, d.h. (ii). Jedes b ¢ m erzeugt B, also B(1 — 2) B = B fiir jedes z € Az
B, d.h. (111). Aus (1i) folgt B(1 — z) B+ m = B fiir jedes maximale Ideal m C B, also (ii)
nach Proposition 4.2. Da B bilokal ist, gibt es nur ein maximales Ideal D Az B. Also ist
dies das einzige, also (1). SchlieBlich gilt (iv) = (1),da B(1 —2)B + BzB = B.

Die folgende Proposition gibt eine hinreichende Bedingung, daf B(x) erfiillt. Ist B
vollstanding primitiv, also Endomorphismenring eines halbeinfachen Moduls vom Typ T, T
einfach, dann erfiillt B( ).

Proposition 4.4. B besitze das Azumaya-Radikal Az B, und essei Az B C Ra zBy. Ist
BeB = B fiir B= B/Az B, dannist BeB = B fiir e = e € B.

Beweis. Aus BeB = B folgt BeB + Az B = B, also BeB + Ra gBy = B. Dann ist aber
BeB = B, dadas Radikal Ra gBp des zyklischen Moduls gBp iiberfliissig ist.

S.

Definition. Seien M, M' Moduin, M vom Typ T, M' vom Typ T'. M heif3t dquivalent zu
M', M ~ M', wenn gilt End M) ~ End M"\") fiir |I| = dim M = dim M’ .

Satz 5.1. Sei M ~ N, M Azumayamodul, N nicht. Dann gibt es Azumayamoduln mit
Summanden, die nicht Azumayamoduln sind.

Beweis. 1. Fall: B = End MD erfiillt Bedingung (*) aus 3. Dann ist N Azumayamodul
(Proposition 3.3). Also N Summand eines Azumayamoduls.
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2. Fall: B erfiillt nicht Bedingung (*). Dann besitzt M Summanden der Dimension |/|,
die nicht Azumayamoduln sind (Proposition 3.1).

Fiir bestimmte Azumayamoduln M ist bekannt, daB auch jeder Summand Azumayamodul
ist, z.B. wenn T endlich oder abzihlbar unendlich erzeugt ist, oder wenn Az B = Ra B ist
(vgl. [3]). Seinun M ~ N . Istdann N Azumayamodul?

Satz 5.2. Sei M ~ N . Jeder Summand von M'D sei Azumayamodul. Dann auch N .

Beweis. Sei B = End M‘D | Nach Proposition 3.1 erfiillt B Eigenschaft (*). Nach Proposi-
tion 3.3 istdann N0 ~ N™ Azumayamodul. N ist Summand von N‘©) mitdim N = dim
N = |I|. Nach Voraussetzung iiber M ist ein Summand der Dimension |I| isomorph
M also B ~ eB. Daheristauch N ~ NI also Azumayamodul.
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