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n riferimento al “problema isope-

rimetrico”, anche detto delle “di-

suguaglianze isoperimetriche”, si
trova gia nella mitologia. Didone, regi-
na di Tiro, costretta all’esilio dal fratello
Pigmalione, si rifugio in Nord Africa, nel-
le terre di Iarba, re dei Getuli, cui chie-
se non solo asilo ma anche della terra
per costruire una nuova citta: la futura
Cartagine. Iarba, re ospitale ma piutto-
sto geloso dei suoi possedimenti, conces-
se alla regina tutta la terra che ella fos-
se riuscita a ricoprire con una pelle di
bue. Didone non si perse affatto d’animo:
presa una pelle di bue, inizio a tagliar-
la a striscioline sottili, le lego tra di lo-
ro e costrui una lunga corda. Ora la que-
stione e: quale forma dare a questa cor-
da per racchiudere la maggior superficie
possibile?

Questo & un bel problema matematico, un pro-
blema di “isoperimetria”, e consiste nel trovare
la figura geometrica che, a parita di perimetro, ha
la massima area. E dunque un tipico problema
di “calcolo della variazioni”, ovvero di ricerca di
minimo o di massimo.

La soluzione di questi problemi dipende dalle
condizioni al contorno: ad esempio, se ci si trova

nell’entroterra allora la forma migliore € un cer-
chio, mentre, se come nel caso di Didone la terra
si affaccia sul mare, &€ molto meglio scegliere un
semicerchio.

Il problema di Didone puo essere letto in due
modi. Infatti, si puo scegliere se fissare la lun-
ghezza della corda e chiedersi quale sia 1’area
massima che si vuole racchiudere dentro la figu-
ra, oppure se fissare I'area e cercare la lunghezza
minima della corda chela racchiude. In questa se-
conda formulazione esso € un classico problema
di “ricerca del minimo”.

Lo stesso problema ha senso in dimensione
piu alta: per esempio, nello spazio tridimensio-
nale, fissato un volume qual e la forma ottimale
per contenerlo usando una superficie la cui area
sia la pit1 piccola possibile? Le bolle di sapone
forniscono la risposta, esse disegnano delle sfere.

Da un punto di vista matematico, formulare
questi problemi € non banale. Infatti ci sono mol-
ti punti delicati che bisogna affrontare. Innanzi-
tutto, come si misurano il volume di un insieme e
il suo perimetro (ossia l’area del suo bordo)? Inol-
tre, quando si parla di ricerca di un minimo, bi-
sogna definire una classe di elementi all’interno
della quale si ricerca tale mimimo.

Nel nostro caso, per insiemi regolari é facile
definire volume e perimetro, ma il problema e il
seguente: se cerchiamo un minimo in una classe
troppo ristretta, allora ¢ molto difficile dimostra-
re che tale minimo esista. Fa quindi parte della
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teoria matematica trovare una classe abbastanza
grande di insiemi in modo che:

1. tale classe contenga tutti gli insiemi “ra-
gionevoli” che vorremmo ammettere come
competitori, per esempio gli insiemi regola-
ri, o quelli il cui bordo e almeno regolare a
tratti;

2. tutti gli insiemi della classe abbiano pro-
prieta sufficienti a definire una nozione di
perimetro;

3. sia possibile dimostrare che un minimo
esiste in questa classe;

4. sia possibile mostrare che, all’interno di tale
classe, la palla ¢ il minimo per il problema
isoperimetrico.

I concetti adatti a rispondere alle domande qui
sopra poste sono stati introdotti da De Giorgi ne-
gli anni ’50, il quale ha dato una definizione ma-
tematicamente molto efficiente e maneggevole
di “perimetro” di un insieme.

L'idea ¢ la seguente: se il bordo di un insieme
E e regolare in modo che sia possibile associare
una forma di volume do sul bordo di F, allora,
indicando con P(F) il perimetro di E e con vg
la normale esterna al bordo di E, per il Teorema
di Stokes si ha

P(E) = [op do(y) = [35 X (Y) - ve(y)do(y)
= [pdiv(X(z))dz

per ogni campo vettoriale regolare X : R" — R"”
tale che || X||oc < 1.

Inoltre, se si sceglie X tale che X (y) = vr(y)
su OF (come e sempre possibile fare se OF ¢ ab-
bastanza regolare), allora nella formula sopra
abbiamo un’uguaglianza. Quindi

P(E) = sup/ div(X(z)) dz
E
dove il sup & calcolato sui campi vettoriali X
regolari con || X || < 1.

Notiamo ora che per definire il membro di de-
stra non serve nessuna regolarita su OF, dato che
stiamo solo integrando una funzione regolare su
E. Quindi l'idea di De Giorgi e stata usare il
membro di destra per definire il perimetro di un
insieme E.

A questo punto il problema isoperimetrico si
puo riformulare nella seguente maniera: fissata
una quantita di volume V' > 0, l'obiettivo di-
venta minimizzare il perimetro P(E) tra tutti gli
insiemi F il cui volume |E| (pill precisamente, la
cui misura di Lebesgue) € uguale a V. In altre
parole, si considera

min P(E)

|E|=V
Con la definizione di perimetro di De Giorgi e
possibile usare tecniche classiche del Calcolo del-
la Variazioni per dimostrare 'esistenza di un mi-
nimo, che denotiamo con Ey . 11 problema isope-
rimetrico diventa quindi mostrare che Ey ¢ una
palla.

Un’osservazione interessante, anche se non
strettamente necessaria nel nostro seguito, é la
seguente: dato un insieme F di volume V, se
definiamo \y := V~1/" allora l'insieme \y E ot-
tenuto dilatando F del fattore Ay ha volume 1.
Inoltre il suo perimetro & P(A\y E) = )\"L,_lP(E).
In particolare P(Ey) < P(E) & equivalente a
P()\VEV) < P(A\vE), da cui Ay Ey & un minimo
del problema isoperimetro a volume 1.

Da ci0 si deduce che e sufficiente studiare il
problema isoperimetrico solo per un fissato va-
lore di V/, dato che i minimi per gli altri volumi
sono ottenuti semplicemente dilatando un mini-
mo di volume V. In particolare, per comodita,
siaEiEVcoanl.

Il nostro obiettivo & dimostrare che £ & una pal-
la. Per mostrare cid, uno strumento fondamenta-
le e la “simmetrizazione di Steiner”. L'idea & la
seguente: dato un insieme F, gli si applica una
trasformazione che lo rende “piti simmetrico” e
che ha come proprieta fondamentali di preser-
varne il volume e farne decrescere il perimetro
(vedi la figura nella pagina successiva).

Questo fatto permette di dedurre che se si ap-
plica tale trasformazione a £, per minimalita il
perimetro deve rimanere costante e questa in-
formazione permettera di dedurre che E & una
palla.

Definizione: Dato un insieme £ C R" e un
vettore unitario v € R", si definisce il “sim-
metrizzato di Steiner di F nella direzione v”
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come
1 v
E, := U y+to: ft) < S[ENE
Y € Ty,
Ent #0

dove m, := {y € R* : y-v = 0} e il pia-
no perpendicolare a v passante per l'origine,
ly = {y +tv : t € R} & laretta parallela a
v passante per y, e |[E' N ;| denota la misura
1-dimensionale dellinsieme E N £;. (Vedi la
Figura 1, dove si utilizzano le notazioni della
dimostrazione seguente.)

f

Figura 1: Costruzione dell’insieme simmetrizzato di
Steiner.

Questa trasformazione soddisfa le seguenti
proprieta:

(@) |Ey| = |E| per ogni v;

(b) P(E,) < P(F)esevalel'uguaglianza allora
E N ¢, & un segmento per ogni y € my;

(c) se E e convesso e P(E,) = P(FE) allora, per
ogniwv, £, = E + t,v per un certo t, € R;
ossia E, &€ semplicemente un traslato di E.

La dimostrazione di queste proprieta non
é troppo complicata. Per semplicita le verifi-
chiamo in un caso particolare: denotando con
{e1,..., ey} labase canonica di R", supponiamo
che v = ¢, e che E sia della forma

E={(y,t) eR" : —g(y) <t < f(y)}

con f,g: R"1 — R funzioni regolari. Allora in
questo caso E, € I'insieme dei vettori (y,t) € R"

per cui

Jy) +9(y) <i< fy) +9(y)

2 2

Notiamo quindi che (a) & immediata. Infatti

|E| = Jgaoa[f(y) +9(w)]dy

= 2 [ f) —2Fg(y) dy

= |Ev|

Per quanto riguarda (b), per il perimetro abbiamo

PE) = [ (VIFITFGP
+VIF V9P ) dy

P(Eu)=2/Rn1 \/H‘Vf(y);Vg(y)

Allora, dato che la funzione ®(s) := V1 + s? &
convessa e crescente otteniamo

<I><’Vf(y) +Vg(y)‘>

2
dy

2
< ¢<|Vf(y)| -2F IVg(y)\> 1)
< (VWD + 2(Va()))

= 2

e (b) segue integrando la disuguaglianza sopra
rispetto a y.

Infine, se vale P(E,) = P(FE), dato che ® e
strettamente convessa usando (1) deduciamo che
Vf(y) = Vg(y) per ogniy, da cui f = g + « per
una certa costante « € R e quindi £ = F, +
(a/2)ey, il che dimostra (c).

Il caso per insiemi generici si ottiene localizzan-
do opportunamente 1’argomento appena descrit-
to e ragionando per approssimazione (vedere per
esempio [1, Sezione 3] per piu dettagli).

Usando (a) e (b) otteniamo la proprieta seguen-
te: se £ & un minimo allora N ¢ & un segmento
perogniy € m, ev € R". Vogliamo mostrare che
questo implica che £ ¢ convesso. Infatti, dati due
punti z, 2’ € F, prendiamo v parallelo a 2’ — z
e consideriamo la retta £ con y € m, tale che
z,x" € ;. Allora, dato che EN ¢, € un segmento
deduciamo in particolare che 7 + (1 — 7)2’ € E
per ogni 7 € [0, 1], dunque E é convesso.
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A questo punto applichiamo (c) per dedurre
che, perogniv € R" con |v| =1, E, = E+t,v per
un certo ¢, € R. Se potessimo dire che ¢, = 0 per
ogni v sarebbe facile concludere (come mostrere-
mo in un attimo). Purtroppo in generale questo
non € vero ma possiamo dimostrare che vale a
meno di traslare E. Pitt precisamente, definiamo

n
E/ = E — Zteiei
i=1

Allora, usando la proprieta che i vettori e; sono
ortogonali, non ¢ difficile verificare (ricordan-
do la definizione del simmetrizzato di Steiner)
che (E')., = E' perognii = 1,...,n, ossia F' &
esattamente uguale al suo simmetrizzato di Stei-
ner nelle direzioni e; senza bisogno di applicare
alcuna traslazione aggiuntiva. Dato che, per co-
struzione, (E’ )e; € simmetrico rispetto al piano
{z; = 0}, deduciamo che

e F' & simmetrico rispetto a tutti i piani
coordinati {z; =0},i=1,...,n

In particolare segue che £/ = —F, cioé F' &
simmetrico rispetto all’origine.

Ora, grazie a (c) applicato a £’ abbiamo
(E"), = E' + t,v da cui, osservando che £’ &
simmetrico rispetto all'origine e che (E'), & sim-
metrico rispetto al piano 7, (per costruzione),
deduciamo che ¢, = 0.

Abbiamo dunque dimostrato che

(Ey=E  YveR" |v=1

N .

ossia £’ & simmetrico rispetto al piano 7, per
ogni v.

Possiamo ora far vedere che £’ & una palla cen-
trata nell’'origine. Infatti, prendiamo = € F'e
consideriamo il punto z,, € £’ ottenuto rifletten-
do z rispetto al piano 7,. Al variare di v sulla
sfera unitaria i punti x,, descrivono una sfera di
raggio |z|. Dunque abbiamo dimostrato che se
z € I’ allora la sfera di raggio || centrata nel-
l'origine & contenuta in £’. Dato che E’ & con-
vesso, £/ (e quindi anche E) € una palla, come
desiderato.
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