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1 modo in cui i testi introduttivi deriva-

no le espressioni della quantita di moto

e dell’energia in relativita ristretta e spes-
so insoddisfacente. In alcuni si fa ricorso a
considerazioni quantistiche o elettrodinami-
che, mentre in altri si introducono concetti
non elementari, o addirittura fuorvianti, co-
me la “massa relativistica”. E invece possibi-
le ottenere, seguendo delle idee descritte da
Einstein nel 1935, una derivazione del tutto
elementare di queste espressioni basandosi
soltanto sulle trasformazioni di Lorentz, sul-
le leggi di conservazione, e sul limite New-
toniano. Il ragionamento cosi ottenuto forni-
sce un’introduzione chiara e logicamente coe-
rente ai concetti fondamentali della dinamica
relativistica.

1. Introduzione

Molti testi forniscono una derivazione elemen-
tare della cinematica della relativita ristretta, ba-

sandosi in ultima analisi sulla prima parte del
lavoro fondamentale di Einstein del 1905 [1]. Par-
tendo dai due postulati dell’equivalenza totale
dei sistemi di riferimento inerziali, e della costan-
za della velocita della luce in tutti questi sistemi,
e in effetti facile ottenere I'espressione delle tra-
sformazioni di Lorentz delle coodinate spazio-
temporali. Una derivazione semplice ed elegante
fa uso del cosiddetto k-calcolo di Bondi [2], ba-
sato a sua volta sull’effetto Doppler. Tuttavia
il passaggio dalla cinematica (le trasformazioni
di Lorentz) alla dinamica, e in particolare alle
espressioni relativistiche della quantita di moto e
dell’energia, viene spesso compiuto facendo uso
di concetti pit1 sofisticati, come quello di quadri-
vettore, o di considerazioni quantistiche. (Un
esempio di questo approccio e la “derivazione
elementare” suggerita da F. Rohrlich [3], che fa
uso delle espressioni della quantita di moto e
dell’energia di un fotone di frequenza v.) Lo
stesso Einstein aveva inizialmente derivato la re-
lazione fra massa ed energia mediante un uso
esplicito dell’elettrodinamica [4], e non limitan-
dosi alle considerazioni cinematiche sviluppate
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nella prima parte del suo lavoro del 1905, che si
basano si sulla costanza della velocita della luce,
ma non dipendono altrimenti dalle equazioni di
Maxwell.

Einstein aveva notato questo problema, e pro-
pose nel 1935 una derivazione elementare del-
la relazione fra massa ed energia indipendente
dal suo argomento del 1905, motivandola con le
seguenti parole [5]:

“La teoria della relativita ristretta ori-
gina dalle equazioni elettromagnetiche
di Maxwell. Di conseguenza anche nel-
la derivazione dei concetti meccanici e
delle loro relazioni la considerazione
dei concetti relativi al campo elettroma-
gnetico ha svolto un ruolo essenziale.
E naturale porsi a domanda se queste
relazioni ne siano indipendenti, perché
la trasformazione di Lorentz, che ¢ la
base reale della relativita ristretta, non
ha di per sé niente a che fare con la teo-
ria di Maxwell e perché non sappiamo
fino a che punto i concetti di energia
della teoria di Maxwell possano essere
mantenuti di fronte ai dati della fisica
molecolare. Nelle considerazioni che
seguono, a parte la trasformazione di
Lorentz, ci baseremo soltanto sull’as-
sunzione dei principi di conservazione
della quantita di moto e dell’energia.”

Il ragionamento di Einstein sfrutta un esperi-
mento ideale introdotto da G. N. Lewis e R. C. Tol-
man [6] e discusso ulteriormente da P. S. Ep-
stein [7], in cui si considerano urti fra coppie di
particelle in diversi sistemi di riferimento, e si
cercano le espressioni della quantita di moto e
dell’energia postulandone la conservazione. Ein-
teressante notare che l’articolo di Lewis e Tolman,
cosi come quello di Epstein, considerano solo urti
elastici, ed ottengono cosi I'espressione relativi-
stica della quantita di moto, mentre forniscono
un argomento insoddisfacente per 1’'equivalenza
massa-energia considerando la variazione della
“massa relativistica” in funzione della velocita.
La “massa relativistica” ¢ in effetti un concetto
piuttosto problematico [8, 9], e c’e un consen-
so crescente ad evitarne l'introduzione nell’inse-
gnamento della relativita. Invece Einstein ottiene
I'equivalenza semplicemente estendendo 1'argo-

mento agli urti anelastici. Lefficacia di questo
approccio per introdurre i concetti fondamenta-
li della relativita speciale é stata ben notata da
R. E. Feynman che, nelle sue Lectures [10, Vol. I.
Secs. 16-4, 16-5], ottiene le espressioni relativi-
stiche della quantita di moto e dell’energia in
un modo che assomiglia da vicino a quello di
Einstein. (Tuttavia, la derivazione di Feynman &
viziata dal suo uso della “massa relativistica”.)
L'argomento di Einstein ¢ stato pit1 recentemente
discusso da F. Flores [11], che identifica entro il
concetto dell’equivalenza fra massa ed energia
tre affermazioni collegate ma distinte, e confron-
ta I’argomento di Einstein del 1935 con la sua
derivazione originale e con la derivazione otte-
nuta da Friedman nel 1983 [12, p. 142ss], che
si basa sulla considerazione delle equazioni di
Newton in relativita ristretta.

In questa nota, presento questa linea di pensie-
ro nella speranza che la si possa trovare utile per
la presentazione di questo concetti fondamen-
tali della relativita ristretta in corsi introduttivi
per studenti di fisica e matematica. Mentre la
derivazione dell’espressione relativistica della
quantita di moto nella sezione e vicina agli argo-
menti di Epstein e Feynman, la discussione dell’e-
spressione dell’energia cinetica e dell’equivalen-
zamassa-energia e piu vicina all’argomentazione
di Einstein.

2. Trasformazioni di Lorentz e
postulati dinamici

Seguendo il lavoro di Einstein del 1905 [1, §2],
i concetti cinematici della relativita ristretta si
basano sui seguenti postulati:

(i) Le leggi che governano le trasformazioni
degli stati dei sistemi fisici hanno la stessa
forma in sistemi di riferimento animati da
moto traslazionale uniforme 1'uno rispetto
all’altro.

(ii) Esiste una classe di tali sistemi di riferimen-
to (i sistemi di riferimento inerziali) in cui la
velocita della luce assume lo stesso valore c,
indipendentemente dallo stato di moto della
sua sorgente.

Scegliamo d’ora in poi unita di misuraincuic = 1
e limitiamoci a considerare sistemi inerziali. Ba-
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sandosi su questi postulati, e facile ottenere le
trasformazioni di Lorentz nella forma seguen-
te. Consideriamo due sistemi di riferimento, K
e K’, tali che K’ & animato di moto traslazionale
uniforme nella direzione degli = positivi e con
velocita V rispetto a K. Allora I'evento di coordi-
nate (¢',2/,y/, 2') in K" hale coordinate (¢, z,y, 2)
in K, dove

t=~(V) (' + V),

T i ’y/(V) (33' + Vt') , )
y - y 9

/
z=2z,

ed abbiamo definito

1

(V) = m

(2)
La stessa relazione vale per i differenziali d¢, dz,
ecc. Dividendo per dt, otteniamo le regole della
trasformazione delle velocita:

_dx u,+V
T T 1wy
dy uly
_dy _ 3
WER T AWV A+ alV) (3)
dz u,
uZ:—:

dt ~y(V)Q +ul, V)

Per introdurre concetti dinamici abbiamo ov-
viamente bisogno di ulteriori postulati. Faremo
dunque le seguenti ipotesi:

(iii) La quantita di moto P e I’energia £ di una
particella animata dalla velocita u nel siste-
ma di riferimento K hanno rispettivamente
le espressioni

P = mu F(u), E=Ey+mG(u), (4)
dove Ej € una costante, che puo essere chia-
mata l'energia a riposo, m € una costante po-
sitiva (che e relativisticamente invariante, cioe
non cambia al cambiare di sistema di riferi-
mento, ed & quindi indipendente dalla velocita
della particella) che chiameremo semplice-
mente la massa della particella, e dove F'(u)
e G(u) sono funzioni universali e monotone
crescenti di u = |ul.

(iv) Per u <« 1 queste espressioni si riduco-
no alle note espressioni classiche. Si ha in

particolare
1
F(u) = 140 (u?), G(u) = §u2—|—0(u4).
(5)
(Se, come é ragionevole supporre, F'(u) and
G(u) sono funzioni analitiche di u, il loro svi-

luppo di Taylor contiene solo potenze pari
di u.)

(v) La quantita di moto totale P** e I'energia
totale £*°* di un sistema di particelle sono
date rispettivamente dalla somma di P e di
E su tutte le particelle del sistema (questo
esclude ogni interazione a distanza).

(vi) Comnservazione della quantita di moto e dell’e-
nergia: Supponiamo che in un sistema di
particelle abbiano luogo degli urti, elastici
o inelastici. Allora, in ogni sistema di rife-
rimento, P! ed E! conservano lo stesso
valore prima e dopo ogni urto.

Come corollario, la velocita di ogni particella
rimane costante in assenza di urti, poiché si pos-
sono considerare sistemi costituiti da particelle
singole e indipendenti.

3. Urti elastici e quantita di moto
relativistica

Consideriamo adesso una coppia di particelle,
cioé un sistema costituito da due particelle di
uguale massa. Supponiamo che in un sistema di
riferimento K esse abbiano velocita opposte u;,
uy = —u;. Supponiamo inoltre che le particelle
subiscano un urto elastico, in seguito al quale
esse assumano rispettivamente le velocita wy e
wy. Per la conservazione della quantita di moto si
deve avere wi = —Ww», indipendentemente dalla
forma della funzione F'(u). In effetti, si ha P{o" =
0 prima dell"urto. Per la legge di conservazione
si deve avere, dopo 'urto,

P = 0 = mw; F(w) + mwoF(ws).  (6)

Quindi i vettori w; e wy sono antiparalleli, e si

ha
[wi] _ F(w)

wa|  F(w)
Poiché la funzione F'(u) € monotona crescente,
questa relazione puo essere soddisfatta solo se

(7)
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|wi| = |wg|, e si ha quindi w; = —wy. Ora la
conservazione dell’energia impone

w = [Wip| = [wi —Wo| = [up —up| = fuip[=u.

Infatti, 'energia cinetica totale prima dell'urto e
data da 2mG(u), e dopo l'urto e data da 2mG(w).
Dato che G(u) & una funzione monotona crescen-
te di u, questa condizione puo essere soddisfatta
solo se w = u.

1
u; wi S~ u[wy

Figura 1: Urto di una coppia di particelle di ugual
massa. A sinistra: nel sistema di riferimen-
to K'. A destra: nel sistema di riferimen-
to K. Le figure sono schematiche e non
implicano nessuna relazione quantitativa.

Consideriamo ora il caso speciale in cui la va-
riazione della velocita é parallela all’asse y. (Que-
sto esclude le collisioni frontali, in cui le
particelle scambiano semplicemente le loro ve-
locita.) Siano rispettivamente uj = (V',7/,0) e
uy, = —u (vedi Fig. 1) le velocita delle particelle
nel sistema di riferimento K’. Consideriamo ora
I'urto nel sistema di riferimento K, che si muove
rispetto a K’ con velocita V' nella direzione z.
In questo sistema di riferimento, le velocita u; »
delle particelle sono date rispettivamente da

u; = (07 v, O)a (8)
U = <_V) —w, 0)7
dove
v
1V
Uy ®)
U/
YT a vy
E facile verificare che
1 14+ V"2
W= =y 19

e quindi che
v=wy(V). (11)

Si puo ottenere questa relazione anche applican-
do l'eq. (3) alla trasformazione dal sistema di
riferimento K’ al sistema K", animato, rispetto
al sistema K’, da un moto traslazionale di velo-
cita —V' parallela all’asse . In questo sistema
di riferimento la componente z della velocita u’
si annulla, mentre quella della velocita uf ¢ pari
a V, e cosi le velocita delle due particelle sono

scambiate.

Consideriamo adesso la conservazione del-
la quantita di moto. La variazione AP; della
quantita di moto della particella 1 ¢ data da

APy = —2muv F(v) ey, (12)

dove e, e il versore dell’asse y. La quantita
corrispondente per la particella 2 ¢ data da

APy = 2mw F(ug) ey, (13)

dove uy = VV?2 4+ w2. Assumiamo momenta-
neamente che v,w < V: allora F(v) ~ 1e
ug ~ V. Dalla conservazione della quantita di
moto otteniamo AP; + APy = 0, che implica

mv =muw F(V). (14)

Poiché w = v/~(V), otteniamo

1
FV)=9V) = —. 15
V)=10)= 7= (19)
Avendo ottenuto questo risultato per v,w <V,
e facile vedere che esso vale anche per valori pitt
elevati di v e w, sostituendo a V' la velocita della
corrispondente particella. Abbiamo infatti

muv F(v) = mw F(w) = %F(W), (16)
da cui segue
F(uz) = F(v)y(V), (17)
e ciod
1 1 1 (18)

VIi-wd V1I-o2V1-V?
un’identita che é facile verificare direttamente.

In molti testi elementari si preferisce scrive-
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re I'espressione della quantita di moto P di una
particella animata dalla velocita u nella forma

P=Mu)u, (19)

dove M(u) (che corrisponde a m F(u) nel-
l'eq. (4)) e la “massa relativistica”. Questa
espressione si trova in diversi testi elementari,
ma e del tutto fuorviante. Lopinione di Einstein
al riguardo € ben espressa in una sua lettera del
1948 [13]:!

“Non e bene parlare di M =
m/+/1 — v?/c? come della massa di un
corpo in movimento, dato che non
si pud dare alcuna chiara definizione
di M. E meglio limitarsi al concetto di
massa a riposo m. Si possono quin-
di dare le espressioni della quantita di
moto e dell’energia, quando si sia spe-
cificato il comportamento inerziale di
corpi animati da grandi velocita.”

La “massa relativistica” venne introdotta per
cercare di conservare l’espressione della legge di
Newton nella forma

F=Ma, (20)

dove a = dv/dt e I'accelerazione. Tuttavia questa
relazione non puo valere in meccanica relativi-
stica. Infatti, se definiamo la forza F mediante la

relazione P
F=—"— 21
. 1)

(corrispondente all’'originale legge di Newton)
un breve calcolo mostra che si ottiene

F=9m[a+~*(v-a)v]. (22)

In particolare, si ha

F - \/% a, (23)
se F e perpendicolare a v, mentre
m
F - m a, (24)

se F e parallelo a v. Quindi la proporzionalita
fra F ed a non puo essere espressa da uno scalare

'Ho tradotto direttamente dall’originale tedesco. Il testo
inglese citato in [9] & leggermente diverso.

come la “massa relativistica”.

4. Conservazione dell’energia
cinetica

Consideriamo una particella animata dalla ve-
locita ' = (v, 0,0), parallela all’asse x, nel si-
stema di riferimento K’. La sua velocita u nel
sistema K, che & animato di moto traslazionale
uniforme rispetto al sistema K’ con velocita V'
nella direzione dell’asse x negativo, ¢ data da
u = (u,0,0), con

u +V
S av (25)
Si vede facilmente che
Y(u) = (1+u'V) y(u)y(V). (26)

Se u’ non é parallelo all’asse x, ma si ha invece

u' = (uy,uy,u}), siha la relazione piti generale

y(w) = 1+ V)y(u)y(V), (27)

che puo essere ottenuta con un po’ di algebra. E
anche facile vedere che

: (28)

Consideriamo adesso una coppia di particel-
le, animate da velocita opposte uj, up, = —uj
nel sistema K’. Quindi v/ = |u}| = |u}] & il va-
lore comune del modulo delle loro velocita nel
sistema K. Indichiamo con u; e u; le rispettive
velocita nel sistema K. Otteniamo

Y(u) +y(uz) = 2y()y (V). (29)

Abbiamo visto che un urto elastico nel sistema
K’ non pud cambiare il valore comune u’' del
modulo delle loro velocita. Quindi il secondo
membro di questa uguaglianza non puo cam-
biare in occasione di un urto elastico. Ma allora
neanche il suo primo membro pud cambiare. In-
dicando con w; e w;, le velocita delle particelle
nel sistema K dopo l'urto, otteniamo

Y(ur) + y(u2) = y(wi) +y(w2).  (30)
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Come sottolineato da Einstein [5, p. 227], queste
equazioni hanno la forma di leggi di conservazio-
ne. Possiamo quindi interpretare 2 m (y(u) — 1)
come l'energia cinetica di una particella di mas-
sa m animata da una velocita u. Per piccoli valori
di u questa quantita & quindi data da

1
T=m(y(u)—1)~ imu2, (31)
in accordo con il limite classico. Possiamo quindi
porre

Gu) = y(u) — 1. (32)

Notiamo inoltre che, applicando 'eq. (28) a una
coppia di particelle, si ottiene

wy(u1) + wey(uz) = 2V (u' )y (V). (33)
Otteniamo cosi la relazione seguente:

w7y (ur) +ugy(ug) = wiy(wr) +way(we), (34)

che puo essere interpretata come la legge di con-
servazione della quantita di moto. Otteniamo
cosi I'espressione relativistica della quantita di
moto derivata nella Sezione 3.

5. Equivalenza massa-energia

Consideriamo adesso un urto totalmente inela-
stico in una coppia di particelle. Nel sistema di
riferimento K’ in cui P*** = 0, ’energia cinetica
totale prima della collisione e data da

T, = 2m (y(u) ~ 1). (35)

Per semplicita, supponiamo che le velocita u; »
delle particelle siano parallele all’asse y. L'ener-
gia cinetica totale dopo 1'urto si annulla, ma l’e-
nergia della particella risultante & aumentata di
Tj,. Per la conservazione della quantita di moto
la particella risultante & in quiete nel sistema K’
ed e animata della velocita V' parallela all’asse
nel sistema K. Denotiamo con M la sua massa.
Nel sistema K la quantita di moto totale prima
dell'urto é data da

P =m (u1y(u1) + uzy(uz)) = 2mVy(u')y(V),
(36)

’L'equazione (30) implica la conservazione di
>~ (v(u) + const.). Il valore della costante & scelto in
modo che l'espressione si annulli per v — 0.

mentre dopo l"urto vale
P=MV~(V). (37)
Otteniamo cosi
M =2my(u') = 2m + T},. (38)

Quindi, quando due particelle subiscono un urto
completamente inelastico e formano una nuova
particella, la massa della particella risultante &
piu grande della somma delle masse delle par-
ticelle che subiscono 1'urto di una quantita esat-
tamente uguale, nelle nostre unita, all’energia
cinetica trasformata dall"urto in altre forme d’e-
nergia. E quindi possibile introdurre una scelta
naturale per l'energia a riposo £ di una parti-
cella, ponendola uguale (nelle nostre unita) alla
sua massa, anche perché “dalla natura del con-
cetto [che] & determinato solo a meno di una
costante additiva, si puo stipulare che Ey debba
annullarsi insieme con m” [5, p. 229]. Possiamo
quindi porre Ey = m e identificare m~y(u) con
I'energia totale di una particella, associando la
variazione AFE dell’energia dall’energia cinetica
ad un’altra forma con una variazione Am = AFE
della massa della particella. Nel caso pit gene-
rale in cui le due particelle non si fondono, ma
restano animate da velocita w’ di ugual modulo
dopo 'urto, si potra esprimere la conservazione
dell’energia mediante la

2my (u') = 2my(w'), (39)

dove m e la massa di ciascuna particella dopo
I'urto. Lo stesso vale nel sistema kK, se teniamo
conto della relazione

Y(u) = ~(u)y(V), (40)

che vale dato che tanto u; che us sono paralleli
all’asse y.

E quindi facile verificare che 'energia E e la
quantita di moto P di una particella di massa m
soddisfano la relazione

E? — P? =m?, (41)

dove il secondo membro & relativisticamente in-
variante. Questa relazione vale anche nel limite
di una particella di massa nulla, in cui assume la
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forma

E=|P|. (42)

Come corollario, la massa non ¢ additiva: la
massa di un sistema di particelle dipende dal suo
contenuto totale di energia nel sistema di riferi-
mento in cui la sua quantita di moto si annulla.
Quindi, quando delle onde luminose (di massa
nulla) con quantita di moto opposte vengono
emesse da una particella in quiete, la massa della
particella cambia (come discusso nel lavoro di
Einstein del 1905 [4]). Dato che il secondo mem-
bro dell’eq. (41) é invariante, puo essere usato co-
me punto di partenza per mostrare che I’energia
E ela quantita di moto P si combinano a formare
un quadrivettore relativistico, una proprieta che
puo generalizzarsi ai sistemi di particelle.

E interessante sottolineare che I’approccio con-
siderato puo essere applicato solo se lo spazio
ha pit1 di una dimensione. Ci si pué domanda-
re se sia possibile percorrere un ragionamento
analogo in uno spazio unidimensionale. Un at-
timo di riflessione mostra pero che le funzioni
F(u) e G(u) non possono essere completamente
determinate dalle leggi di conservazione se lo
spazio € unidimensionale. In questo caso, in ef-
fetti, urti elastici fra particelle, visti nel sistema di
riferimento del centro di massa, producono sem-
plicemente il cambio di segno delle velocita delle
particelle incidenti. Di conseguenza, non e pos-
sibile ottenere una relazione che identifichi F'(u).
Se si considerano urti anelastici, si ottiene una
relazione fra F'(u) e G(u), ma comunque non si
ottiene una espressione ben definita di queste
funzioni.

Occorre sottlineare che questo approccio non
si basa sulle equazioni di Maxwell (conservando-
ne solo la costanza della velocita della luce), né
fa uso di altri concetti meccanici, in particolare
del concetto di forza, che e difficile da giustificare
in relativita ristretta. Esattamente per questa ra-
gione, Einstein critica 1'uso del concetto di forza
nella derivazione delle espressioni relativistiche
dell’energia e della quantita di moto, contenuta
nel libro di G. D. Birkhoff e R. E. Langer, Relati-
vity and Modern Physics [14], come espresso dai
paragrafi finali del suo lavoro del 1935 [5]:

“Cosi, nel libro appena menzionato,
viene fatto un uso essenziale del con-
cetto di forza, che non ha un significato

cosi diretto nella teoria della relativita
come quello che ha in meccanica classi-
ca. Questo e dovuto al fatto che, in que-
st’ultima, bisogna considerare la forza
come una funzione data delle coordina-
te di tutte le particelle, il che € eviden-
temente impossibile in teoria della rela-
tivita. Percio ho evitato di introdurre il
concetto di forza.

Inoltre, ho fatto attenzione ad evita-
re qualunque ipotesi relativa alle leg-
gi di trasformazione dell’energia e del-
la quantita di moto rispetto a una
trasformazione di Lorentz.”
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