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La forza di Casimir prende il suo no-
me dal fisico olandese Hendrik Casi-
mir, che per primo ne ha prevista l’e-

sistenza nel 1948. Si tratta di una forza che
attrae due superfici di conduttori posti allo
stesso potenziale. Non è una forza elettrosta-
tica, non è attrazione gravitazionale. Se fra
le due superfici non c’è nulla, la forza deve
essere generata dal vuoto stesso. Vediamo in
dettaglio di che cosa si tratta, e come la si
può misurare.

Introduzione

Il fisico olandese Hendrik Casimir (Fig. 1) pub-
blica nel 1948 un articolo [1] nel quale prevede
una forza di attrazione fra due superfici condut-
trici poste a piccola distanza fra loro, dove per
piccola si intende rispetto alla lunghezza d’onda
della banda di assorbimento del materiale di cui
è costituito il solido. Questa forza dipende solo
dalla distanza fra le superfici, dall’area comune
e da costanti fondamentali. L’articolo è un am-
pliamento di una idea già pubblicata da Casimir
e Polder pochi mesi prima [2], nel quale studian-
do la stabilità di sistemi colloidali [3] introduce
l’influenza del ritardo nell’energia di interazio-
ne fra due atomi neutri nelle forze di Van der
Walls-London.

Figura 1: H. Casimir, from Society for the Nationaal
Archief.

La forza di Casimir

L’articolo di Casimir parte dall’interazione fra
un atomo (o una molecola) e una superficie
conduttrice:

δE = −3~c
8π

α

R4
(1)
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La forza di CasimirLa forza di CasimirLa forza di Casimir

È il vuoto, ovvero lo stato fondamen-
tale dell’elettrodinamica classica (QED)
a generare la forza di Casimir: in
meccanica quantistica i livelli energetici
dell’oscillatore armonico sono dati da

En = ~ω(n+
1

2
)

con n = 0, 1, 2, ... e ~ la costante di Plank.
Il primo livello,

E0 =
~ω
2

è quello da cui si fa derivare la forza di Ca-
simir. Si tratta di una manifestazione ma-
croscopica della meccanica quantistica.

dove α è la polarizzabilità statica dell’atomo (o
molecola) e R la distanza fra particella e superfi-
cie, nell’ipotesi che questa distanza non sia pic-
cola. Mentre nella derivazione originale [2] la
teoria era stata sviluppata a partire da forze di
Van der Walls-London correggendola con effetti
di ritardo nell’energia di interazione fra i due
atomi neutri, ora Casimir la deriva da modifiche
del punto di energia zero del campo elettroma-
gnetico. La forza può essere interpretata come
pressione delle onde elettromagnetiche al punto
zero. La derivazione è semplice, e considera la
differenza fra i modi elettromagnetici possibili
fra queste due configurazioni mostrate in Fig. 2,
ovvero:

Figura 2: Geometria utilizzata da Casimir per la deriva-
zione dell’espressione della forza.

I) un cubo a facce conduttrici di latoLnel quale
sia posta una superficie conduttiva a distanza -
grande, ad esempio L/2 da una qualunque delle
facce del cubo;
II) lo stesso cubo nel quale la superficie

aggiuntiva sia a distanza piccola a.
In entrambi i casi 1

2(
∑

k ~ωk), dove la somma
è fatta su tutte le possibili frequenze di risonan-
za della cavità diverge, ma non ne diverge la
differenza

1

2
(
∑
k

~ωk)I −
1

2
(
∑
k

~ωk)II (2)

I modi possibili di una cavità definita dalla
geometria

0 ≤ x ≤ L
0 ≤ y ≤ L
0 ≤ z ≤ a

hanno numeri d’onda

kx =
π

L
nx

ky =
π

L
ny

kz =
π

L
nz

dove nx, ny, nz sono interi positivi e
k =

√
(k2
x + k2

y) + k2
z .

Con L grande la sommatoria può essere
sostituita da un integrale

1

2

∑
~ω = ~c

L2

π2

∫ ∞
0

∫ ∞
0

[
1

2

√
k2
x + k2

y+

∞∑
1

√
n2
π2

a2
+ k2

x + k2
y

]
dkxdky, (3)

e qui si vede come le costanti ~ e c entrano
nell’espressione della forza.

Con uno sviluppo in serie si ottiene la formula
finale

F = ~c
π2

240a4
, (4)

la cui conseguenza è una forza per uni-
tà di superficie che può essere interpretata
come pressione del punto zero delle onde
elettromagnetiche.
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Le due superfici costituiscono una cavità, nel-
la quale possono esistere solo modi che hanno
lunghezza d’onda sottomultiplo della distanza
fra le due superfici. L’energia di punto zero ( zero
point energy) all’interno del risonatore è mino-
re dell’energia di punto zero dello spazio libero.
La differenza di energia fra lo spazio vuoto, che
possiamo pensare essere quello fra le superfici
quando queste sono a distanza infinita, (dove
quindi tutti i modi sono possibili) e il medesimo
spazio in presenza di superfici a distanza a fra
loro è:

U(a) = E(a)− E(∞) = −π
2~cA

720a3
(5)

dove A è l’area delle superfici, e a la loro distan-
za. La differenza di pressione generata dallo sbi-
lanciamento fra i modi interni e quelli esterni
porta alla forza di Casimir, come è artisticamente
raffigurato in Fig. 3.

Figura 3: Un modo per immaginare la forza di Casimir è
considerare lo sbilanciamento fra i modi esisten-
ti all’esterno dello spazio delimitato dalle due
superfici rispetto a quelli possibili inclusi fra le
superfici. Quelli esterni sono di più, generando
la forza.

F = −π
2~cA

240a4
(6)

Per fare un esempio, ad una distanza d =

100nm, la pressione è dell’ordine di 10 N/m2

[4].

Derivazione della forza di Casimir

Grazie alla teoria di Lifshitz [8] si può spiegare
la forza di Casimir a partire dalle forze di inte-
razione fra due atomi neutri a distanza R. Per
distanze piccole, rispetto alla lunghezza d’on-
da della transizione fra lo stato fondamentale e
quello eccitato dell’atomo, ritrovando i risultati
di Casimir e Polder [2].

Figura 4: Schema della misura piano-sfera. Le superfici
della sfera e dello specchio vengono ricoperte
da uno strato metallico, solitamente alluminio
oppure oro. La forza di Casimir piega il canti-
lever, e un fascio laser viene deflesso. Un foto-
diodo (PD) sensibile alla posizione permette di
ricavare l’angolo e quindi la forza.

La presenza di forze di attrazione fra atomi
neutri porta ad ipotizzare simili forze fra corpi
macroscopici a piccola distanza. Lifshitz affronta
il problemadal punto di vistamacroscopico. L’in-
terazione fra gli oggetti avviene quindi attraverso
il campo elettromagnetico presente all’interno
del materiale, e che si estende anche al suo ester-
no sia in forma di onde che si propagano che di
onde stazionarie. Questo campo, come sottolinea
Lifshitz, non si annulla nemmeno alla tempera-
tura nulla, venendo associato alle vibrazioni del
campo di punto zero.
Nel caso di distanze grandi, alla temperatura

T = 0, la forza dipende da 1/a4, dove a è la di-
stanza, e dalla costante dielettrica dei materiali
interessati. Nel caso di conduttori l’espressione
si semplifica riottenendo esattamente l’espres-
sione di Casimir (6), ed è ottenuta considerando
i modi normali del campo compreso fra le due
superfici.

La forza di Casimir per diverse
geometrie

Piano Sfera

La prima misura che abbia confermato l’effetto
Casimir è stata fatta con le geometria piano-sfera
[9]. Questa geometria, sebbene sia diversa da
quella inizialmente calcolata da Casimir, ha il
vantaggio di essere sperimentalmente più sem-
plice non presentando i problemi di allineamen-
to delle due superfici piane. Lo schema di una
misura piano-sfera si può vedere in Fig. 4.
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Figura 5: Set-up sperimentale per la misura della forza di Casimir fra superfici piane parallele. PD: fotodiodo per misurare
le frange di interferenza, M: specchio fisso dell’interferometro, PZT: attuatore piezoelettrico per la variazione della
distanza, Rot: attuatore per la rotazione della superficie mobile per ottenere l’allineamento. V1, V2: alimentatori
di tensione per la soppressione della tensione parassita.

Un attuatore piezoelettrico sposta lo specchio
verso la sfera. La forza di Casimir flette il cantile-
ver. La flessione è proporzionale alla forza secon-
do la nota legge diHooke. Un fotodiodo sensibile
alla posizione misura la flessione di un fascio la-
ser riflesso permettendo di risalire all’angolo e
quindi alla forza.

Per questa geometria la forza di Casimir ha
una dipendenza dal cubo della distanza, anziché
dalla quarta potenza. La forma generale è quella
dell’equazione seguente [10]:

F (a) =
π3

360
R
~c
a3
, (7)

doveR è il raggio della sfera. In generale la forma
esatta della forza di Casimir per questa geome-
tria viene calcolata tramite simulazioni nume-
riche della geometria considerata, e il risultato
della misura in funzione della deviazione dalla
forza prevista.

Superfici parallele

La prima misura della forza di Casimir nella con-
figurazione originale di due superfici piane paral-
lele è stata fatta utilizzando la tecnica di misura

omodina[11]. Un esempio di set-up sperimenta-
le per la misura omodina è visibile in Fig. 5 [12],
mentre la misura originale [11] è stata eseguita
usando una fibra ottica.

Nella tecnica omodina la misura della forza
non è fatta in condizioni statiche, ma dinamiche:
anzichè misurare la forza di attrazione fra le due
supefici a diverse distanze usando ad esempio la
deflessione di una bilancia di torsione, una delle
due superfici viene fatta muovere mediante un
attuatore piezometrico ad una frequenza nota.
L’altra superficie costituisce lo specchio di un in-
terferometro. L’inteferenza fra il raggio laser che
viene riflesso dalla superficie e il raggio di rife-
rimento produce su un fotodiodo (PD in figura)
una corrente elettrica, la cui variazione nel tem-
po δi dipende dal movimento dello specchio δl,
oltre che dalla variazione della lunghezza d’onda
del laser δλ. Se il laser è sufficientemente stabile
questo ultimo contributo può essere trascurato
dalla espressione:

∆i

i0
= 4πv

(
δl

l
+ l

δλ

λ

)
(8)

dove v è la visiblità della frangia di interferenza.
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Muovendo uno dei due specchi tramite l’attua-
tore piezoelettrico, anche la superficie che fa da
specchio per l’interferometro si muove, a causa
della forza fra le due superfici. Questa super-
ficie è mantenuta parallela all’altra tramite un
telaio, la cui deformazione costituisce un oscil-
latore. Dato che fra le due superfici è presente
una forza F (a) che dipende dalla loro distanza,
l’equazione del moto dello specchio è:

mẍr(t) = −mω2
rxr(t) + F (a), (9)

dove xr(t) è la posizione dello specchio, ωr =

2πυr la frequenza angolare propria, em la mas-
sa. Riscrivendo la distanza a fra le due superfici
come somma della parte stazionaria e di quella
oscillante, a = a0 + xs(t), per una forza della
forma F (a) = C/an, si ha:

F (xs, a0) ' C

an0

[
1− nxs

a0
+
n(n+ 1)

2

(
xs
a0

)2
]
.

(10)
Queste componenti della forza modificano l’am-
piezza, la frequenza e la fase del moto libero
dell’oscillatore.

Una modulazione periodica della posizione di
una delle due superfici, xs = x0

s cosωst fornisce,
al primo ordine, una forza della forma:

F (t) =
C

an0

(
1− nx

0
s

a0
cosωst

)
(11)

Dato che i due specchi si muovono alla stessa
frequenza si ottiene che lo spettro di Fourier del-
la soluzione dell’equazione del moto (8) ha un
picco alla frequenza υs = ωs/2π la cui ampiezza
è:

A0
s = n

Cx0
s

mω2
ra
n+1
0

. (12)

Quindi in questo caso la forza ha una dipendenza
dalla quinta potenza della distanza:

AC =
π2~cS

60mω2
ra

5
0

x0
s (13)

Fattori correttivi

La forma originale della forza di Casimir è calco-
lata supponendo che la misura sia eseguita fra
due superfici che siano:

• perfettamente conduttive,

• perfettamente piane,

• perfettamente parallele

• alla temperatura di zero assoluto, T = 0 K.

La pratica sperimentale chiaramente non ri-
specchia queste condizioni, e deviazioni dalle
stesse ha conseguenze misurabili sulla forza di
Casimir.

Effetto termico

Le formule della forza di Casimir fino a qui con-
siderate sono state calcolate alla temperatura di
zero assoluto, ovvero ignorando la presenza di
fotoni termici. Per distanze piccole l’effetto ter-
mico è trascurabile, ma a distanze grandi a causa
dello spettro di corpo nero questo effetto non
può più essere trascurato.

Per
λT ≥

2πc

ω
=

~c
kBT

, (14)

dove kB è la costante di Boltzmann e T la tempe-
ratura in gradi Kelvin, l’effetto termico diventa
dominante. Circa 7 µm a temperatura ambiente.
In particolare la forza in questo caso dipende da
1/a3 [8]:

F =
T

8πa3

(
ε0 − 1

ε0 + 1

)2

, (15)

e dipende solo dalla temperatura e dalla costante
dielettrica ε0 del materiale.

Rugosità e conducibilità finita

Prendiamo ad esempio la forza di Casimir nel
caso piano-sfera, Eq. (7). L’espressione della
forza nel caso ideale F (a) deve essere corretta
nel caso che la conducibilità del materiale non
sia infinita. Seguendo [10], se ωp è la frequenza
di plasma, oltre la quale il metallo è trasparente,
la correzione alla forza di Casimir è:

F (p)
c (a) = F (a)

[
1− 4c

aωp
+

72

5

(
c

aωp

)2
]
. (16)

La rugosità del materiale modifica ulterior-
mente l’espressione della forza, aggiungendo il
fattore correttivo seguente:

FR(a) = F (p)
c (a)

[
1 + 6

(
Ar
a

)2
]
, (17)
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dove Ar è la rugosità media, considerata uguale
per le due superfici, in questo caso.

Patch effect

Per patch effect si intende la forza di attrazione
fra le due superfici causata dal fatto che sebbe-
ne esse siano mantenute allo stesso potenziale,
questo sia vero in media su tutta la superficie. In
realtà la supeficie di un metallo non può essere
tutta equipotenziale, essendo costituita da micro-
cristalli di diverse funzioni lavoro (work function).
L’effetto può essere calcolato, dopo aver misu-
rato la distribuzione dei patch ad esempio con
un atomic force microscope. Un tipico risultato è
mostrato in Fig. 6.

Figura 6: Grafico della Work function di un bulk in
alluminio ottenuto con la Kelvin probe.

Figura 7: Nell’effetto Casimir dinamico lo spostamento
periodico di uno dei due specchi risulta nel-
la creazione di fotoni reali. L’effetto è propor-
zionale alla frequenza di oscillazione ω2, alla
ampiezza dell’oscillazione δx2.

Effetto Casimir Dinamico

L’idea che uno specchio che si muova ad una
velocità confrontabile a quella della luce possa
convertire fotoni virtuali in fotoni reali effettiva-
mente osservabili è alla base dell’effetto Casimir
dinamico [5, 6]. Anche questa è una conseguen-
za del fatto che lo spazio vuoto non sia privo di
struttura. Così come nell’effetto Casimir statico
la forza deriva dalla differenza di pressione fra
i modi possibili all’interno della cavità formata
dalle due superfici, nell’effetto Casimir dinamico
la struttura del vuoto varia nel tempo. Se il movi-
mento è lento, lo stato fondamentale del campo
elettromagnetico del vuoto si riadatta adiabati-
camente, ma quando la velocità degli specchi è
confrontabile con quella della luce il campo elet-
tromagnetico non ha il tempo di adattarsi, e si ha
la generazione dei fotoni reali [19]. Lo specchio
deve dunque muoversi di un moto sinusoidale
ad una frequenza molto alta, almeno di qualche
GHz.

Il numero di fotoni atteso può venire calcolato,
generalmente si distingue fra due situazioni:

1) Configurazione unidimensionale, dove uno
specchio segue un moto armonico di frequenza
Ω ed ampiezza a, per un tempo finito T . Il nu-
mero di fotoni generati tramite l’effetto Casimir
dinamico risulta:

Nph =
ΩT

6π

(v
c

)2
(18)

dove v è la velocità alla quale si muove lo
specchio e c la velocità della luce.
2) In una cavità tridimensionale per una va-

riazione ε = dL
L0

della lunghezza della cavità e
n = Ωt

2π essendo il numero di cicli, il numero di
fotoni generati è:

Nph = sinh2(nπε). (19)

Chiaramente non è possibile muovere fisica-
mente uno specchio a tali velocità. Varie tecniche
sperimentali sono state proposte, ad esempio va-
riando la riflettività di uno dei due specchi me-
diante illuminamento con laser pulsati [20]. L’u-
tilizzo di questa tecnica in una cavità ottica riso-
nante inoltre aumenta l’effetto [7]: in una cavità
risonante il numero di fotoni raddoppia. Essen-
do Q il fattore di qualità della cavità il numero
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Figura 8: Lo SQUID, nella parte centrale in basso, è accoppiato ad un flusso DC (continuo) di campo magnetico detto di
bias attraverso un filtro passa basso (a destra) e ad flusso variabile attraverso un filtro bassa-banda (da sinistra)
l segnale che permette di rivelare l’effetto Casimir dinamico viene trasferito ad un apmlificatore attraverso un
circolatore. Tutto il sistema è a bassa temperatura: inferiore a 50 mK lo SQUID ed il circolatore, inferiore a 4.2
K l’amplificarore e i filtri (adattato da [19]).

di fotoni attesi per una cavità con Q = 106 − 108

è circa Nph > 102 − 103.

Alla base di questa tecnica è l’idea di rendere
trasparente la prima superficie di uno dei due
specchi della cavità, inmodo periodico. La cavità
quindi cambia le proprie dimensioni alternando
la posizione di uno dei due specchi, come si vede
nelle Figure 7 e 9.

Figura 9: Rendendo periodicamente trasparente uno
specchio usando illuminamento da un laser
pulsato si sposta virtualmente la lunghezza
della cavità, spostando la posizione dello spec-
chio da quello che è reso trasparente ad un
substrato posto al di sotto di esso.

Un’altra tecnica, che ha portato alla prima mi-
sura dell’effetto Casimir dinamico, consiste nel-
l’utilizzo di SQUID (Superconducting Quantum
Interference Device: dispositivo supercondutto-
re a interferenza quantistica). Lo SQUID è un
megnetometro. La lunghezza elettrica può es-
sere modulata ad una frequenza superiore a 10
GHz, modulando l’induttanza dello SQUID, che
può essere pensato come due giunzioni Joseph-
son connesse in modo da formare un anello [19].
Ad alte frequenze lo SQUID si comporta come
un’induttanza parametrica, cioè un’induttanza
il cui valore LJ può essere variato applicando
un flusso magnetico variabile Φext attraverso l’a-
nello. Lo SQUID viene quindi posizionato alla
fine di una linea di trasmissione. La variazio-
ne di induttanza provocata dalla variazione di
Φext può essere pensata come ad una variazione
della lunghezza (elettrica) del circuito, ottenen-
do un effetto simile alla variazione di posizione
degli specchi. Il circuito utilizzato per questa mi-
sura si può vedere nella Figura 8. Lo SQUID è
accoppiato ad un flusso DC (continuo) di cam-
po magnetico detto di bias attraverso un filtro
passa basso, mentre il flusso variabile Φext viene

Ithaca: Viaggio nella Scienza X, 2017 • Effetto Casimir: una forza dal vuoto 45



accoppiato allo SQUID attraverso un filtro passa-
banda. Il segnale Casimir dinamico viene trasfe-
rito ad un amplificatore attraverso un circolato-
re. Lo SQUID richiede temperature criogeniche,
che giovano comunque alla linea riducendone il
rumore termico.

Figura 10: < N1 >0 è il numero di fotoni termici cal-
colati alle diverse temperature. È nullo allo
zero assoluto, ed aumenta con la temperatura
[22].

È anche possibile fare una stima quantitati-
va dell’effetto atteso: se la variazione di indut-
tanza avviene alla frequenza ωd = 2πf allo-
ra i fotoni (reali) sono prodotti in coppie tali
che le loro frequenze soddisfano alla relazione
ω+ +ω− = ωd. Il flusso di fotoni atteso è lo stesso
della configurazione a specchi mobili:

Γ =
( ωd

12π

)(υe
c0

)2

, (20)

dove υe = δleωd e δle è la variazione di lunghezza
elettrica del circuito. Sebbene questo sistema
presenti diverse incertezze sperimentali, essa è
considerata la prima misura dell’effetto Casimir
dinamico.
Anche per l’effetto Casimir dinamico, come è

intuibile, si deve considerare la presenza e l’in-
fluenza di fotoni reali dovuti alla temperatura
non nulla alla quale viene condotto l’esperimen-
to. La Fig. 10 ne mostra la simulazione nu-
merica a diverse temperature: detto < N1 >0

il numero di fotoni termici, il contributo a 0
K è nullo, mentre aumenta velocemente con la
temperatura.

Conclusioni

L’effetto Casimir rappresenta una manifestazio-
ne macroscopica della meccanica quantistica, an-
che a questo si deve il fascino che esercità sulla
comunità dei fisici.
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