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n questa lezione sara presentata, utiliz-

zando il metodo di separazione delle va-

riabili e lo sviluppo di funzioni in se-
rie di Fourier, una risoluzione unificata delle
equazioni dell’onda, del calore e di Laplace.

Le equazioni dell’'onda

9w fow

WU (x,t):cjﬁu (z,t), (1)
del calore,

2

Eye u' ](l’,t) = 71292 u™ (z,1) , (2)
e di Laplace,

o L] ’ (L]

i (x,t) + o7 u (z,t)=0, (3)

sono equazioni differenziali alle derivate parzia-
li lineari del secondo ordine, rispettivamente di
tipo iperbolico, parabolico e ellittico[1, 2], che
svolgono un ruolo importante nella formulazio-

ne e descrizione di molti fenomeni in vari cam-
pi della fisica, come per esempio 'acustica, la
fluidodinamica, la termodinamica e 1'ottica [3, 4].

In questa lezione, tali equazioni non verranno
dedotte in quanto l’attenzione sara focalizzata
nella presentazione di un metodo di risoluzio-
ne unificato che permetta di evidenziare sia la
potenzialita del metodo di separazione delle va-
riabili e dell’uso delle serie di Fourier sia le ana-
logie e differenze tra le soluzioni delle equazioni
dell’onda, del calore e di Laplace.

Per rendere questa lezione chiara, compren-
siva e completa, prima di affrontare la risolu-
zione delle equazioni dell’'onda, del calore e di
Laplace, verra introdotta un’appropriata nota-
zione adimensionale (sezione I) e risolti alcuni
integrali (lista di integrali presentata alla fine del-
la lezione) che risulteranno utili nel determinare
i coefficienti delle serie di Fourier (sezione III).

Il metodo di separazione delle variabili consen-
tira, isolando la parte spaziale in comune alle tre
equazioni, di presentare una risoluzione unifica-
ta (sezione II). Vale la pena ricordare che un’equa-
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zione non determina una soluzione, la soluzione
& determinata quando altre condizioni, come le
condizioni iniziali e/ o al contorno, sono fissate.
Analizzando particolari condizioni iniziali e al
contorno che permettono la decomposizione in
termini di semplici funzioni trigonometriche, si
otterra la soluzione in serie di Fourier i cui coef-
ficienti, ottenuti a partire dalle condizioni date,
determineranno univocamente la soluzione delle
equazioni differenziali studiate. Un’analisi detta-
gliata delle soluzioni delle equazioni dell’'onda,
del calore e di Laplace sara fatta per differenti
condizioni iniziali e al contorno (sezioni Il e IV).
Prima di terminare la lezione, partendo dalla so-
luzione ottenuta per I'equazione del calore, sara
presentata la soluzione di un’altra importante
equazione parabolica, cioé I'equazione di Schro-
dinger (sezione V), per la quale sara analizzato,
in particolare, il comportamento temporale di
stati legati [5].

|l. Notazione adimensionale

La scelta dei metodi utilizzati per risolvere pro-
blemi fisici che richiedono per la loro descrizione
'uso di equazioni differenziali alle derivate par-
ziali, si basa sulla geometria del problema e sul
tipo di condizioni al contorno. Per esempio, la
scelta tra trasformate o serie di Fourier si basa sul
fatto che nel primo caso l'intervallo di variazione
della coordinata spaziale ¢ infinito mentre nel se-
condo caso finito. I piti delle volte, il metodo di
separazione delle variabili e 1'uso di trasformate
o serie sono strettamente legati.

L'equazione dell’'onda e un’equazione differen-
ziale lineare di tipo iperbolico che contiene una
variabile temporale, una o pit variabili spaziali
e una funzione scalare, uW!, che deve essere de-
terminata. In questa lezione sara considerato il
caso unidimensionale e sara risolta I’equazione
dell’onda con

0<x<L e t>0
condizioni al contorno

N0, =MLt =0, (4)

e condizioni iniziali

(W] ou'™ (x,t)

u (z,0)= f(x), [ 3¢ ] =0. ()

Prima di usare la tecnica di separazioni delle
variabili e dare la soluzione in termini di funzio-
ni trigonometriche & conveniente introdurre la
seguente notazione adimensionale

t
5:% and T:Cf.

Usando le nuove variabili e possibile riscrivere
'equazione dell’onda nella forma

uge (6,7) =ty (€,7) . (6)
0<&<1,7>0,con condizioni al contorno
"o, =" (1,7 =0, 7)
e condizioni iniziali
W60 =) uw (€0 =0. @

Usando la notazione adimensionale per 1’equa-
zione del calore si ha

[H] [H]
Uge (577—) = Uy (577_) ) (9)
0<¢<1,7>0,con condizioni al contorno
[H]

0,7 =u"(1,7) =0, (10)

e condizione iniziale

[H]
' (€,0) = f(€) . (11)
Infine, introducendo la variabile adimensionale
n= g
L )

possiamo riscrivere ’equazione di Laplace come
segue

uge (€,1) + tyy(§,m) =0, (12)

0<¢<1,n>0,con condizioni al contorno

W0, = (1) =0, (13)

Ithaca: Viaggio nella Scienza VIII, 2016 * Le equazioni dell’onda, del calore e di Laplace. 102



Eq. dell’onda, del calore e di Laplace

Eq. dell’ onda: u[\év] &1 = UE:.I] &7
Eq. del calore: u;g] &1 = U[TH] (&, 1)
Mk 0,7) = u[W’L](l, T)=0,
[W]
u, (£0)=0,
T2>0.
. (L] (L]
Eq. di Laplace: ug, (&, ) + u,,(§,m) =0
[L] [L]
w (0,m)=u"(1,1) =0,
[L]
u'(£,0) = f(€) ,

0<¢<1,

[W,L]

u (570)=f($)7
0<€E<1,

q [L]
Moy e &n) =0,

n=>0.

Il. Metodo di separazione delle
variabili

Il metodo della separazione delle variabili ¢ una
tecnica importante di risoluzione di equazioni
differenziali che puo essere utilizzata quando la
struttura dell’equazione consente di riscrivere
I'equazione in maniera tale che le due variabili
appaiano in lati differenti dell’equazione. Nel
caso delle equazioni dell’'onda, del calore e di
Laplace e ragionevole cercare soluzioni del tipo

u™ (€, 7) ™" (7)
u[? ) =X T“j(f) . (15)
u™ (&,m) Y™ ()

Utilizzando la separazione delle variabili nel-
le equazioni (6,9,12), & possibile trasformare
le equazioni differenziali alle derivate parziali
originali nelle seguenti equazioni differenziali
ordinarie

e
™ 0 Y m)
[W]( ) [H]( ) _ ==X, (17)
T (r) T (1) Y (n)

dove )\ rappresenta la costante di separazione.
Per A = 0 I’equazione (16) ha come soluzione

X(§) =ag+8.

In questo caso le condizioni al contorno (7,10,13)
implicano

X0)=X(1)=0 = a=8=0 = X&) =0,

conducendo alla soluzione nulla.
SeA#0,

X(€) = Aexp[VAE]+Bexp[—VAE]. (18)

Imponendo la condizione X (0) = X (1) = 0 si
ha il seguente sistema matriciale

1 1 A
(eﬁ e‘ﬁ><B>:0’ (19)

che ammette soluzione non banale quando

1 1 2 VN
det[(eﬁ e\E)]:Oie =1.

Quindi le costanti della separazione saranno date
dagli autovalori

\/)Tk:ik‘ﬂ'

Riscrivendo gli esponenziali immaginari in ter-
mini di funzioni trigonometriche, la soluzione
generale dell’equazione differenziale ordinaria
(16) sara data come una combinazione di auto-
funzioni seno e coseno associate agli autovalori
Ak

(k=1,2,3,..).  (20)

Xp(§) =ag sin(km&) + by cos(kw&) . (21)

Usando la condizione X (0) =0siha b, =0ela
soluzione sara

X (&) oxsin(km§) . (22)

Tale soluzione soddisfa non solo la condizione
X (0) = 0 ma anche la condizione X (1) = 0.

A partire dalle autofunzioni (22) e dagli au-
tovalori (20) si potra analizzare la parte comple-
mentare della separazione delle variabili e com-
pletare la risoluzione delle equazioni dell’'onda,
del calore e di Laplace.

IlLA Lequazione dell’onda

Nell’equazione dell’'onda, la funzione temporale
T™ soddisfa la stessa equazione differenziale
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ordinaria della parte spaziale,

(W]

(1) =0T () (23)

La soluzione temporale sara quindi data da

(W]

T, (1) =cg sin(kn7)+dp cos(kmr). (24)

Usando la seconda delle condizioni iniziali
dell’equazione (8), si ha

up (£,0)=0 = Tp (0)=0 = ¢, =0,
e le autofunzioni temporali saranno
(W]
T, (1) occos(kmT) . (25)

Infine, la linearita dell’equazione dell’onda
permette di scrivere la soluzione come segue

u™ & 1) = Z fr sin(kmw&)cos(kmT). (26)

k=1

Questa soluzione soddisfa 'equazione differen-
ziale alle derivate parziali (6), le condizioni al
contorno (7) e la seconda delle condizioni iniziali
date in (8).

II.B Lequazione del calore

Nell’equazione del calore, la parte temporale
soddisfa

[H]

H
T[]

T

(r)= T (1), (27)

la cui soluzione é
T,LH] (1) ox exp(— B T) . (28)

La combinazione lineare delle autofunzioni
spaziali e temporali dara

(e, 7) = > frsin(k &) exp(— Kr'r),

k=1
(29)
soluzione dell’equazione del calore (9) con
condizioni al contorno (10).

Il.C Lequazione di Laplace

Nell’equazione di Laplace la parte spaziale in 7
si comporta differentemente dalla parte spaziale
ing,

(L]

Yo () ==Y () . (30)

In questo caso la soluzione non sara una com-
binazione di funzioni trigonometriche ma una
combinazione di esponenziali reali,

L]
Y, (n) = ex exp(kmn) + o exp(—kwn) . (31)

Usando la seconda delle condizioni al contorno
date in (14),

lim Y7 () =0 = ¢ =0,

n—00

si ha
L]

Y (n) xexp(—kmn) . (32)

Quindi

[

W (Em) =Y fusin(kw &) exp(— k) (33)
k=1

sara soluzione dell’equazione differenziale (12)
che soddisfa le condizioni al contorno (13) e la
seconda delle condizioni al contorno (14).

lll. Coefficienti di Fourier

Nelle soluzioni delle equazioni dell’'onda (26),
del calore (29) e di Laplace (33), appaiono le co-
stanti arbitrarie fi. Si vedra adesso come deter-
minare questi coefficienti affinché la soluzione
dell’equazione dell’'onda soddisfi la prima delle
condizioni iniziali (8), quella dell’equazione del
calore soddisfi la condizione iniziale (11) ed in-
fine quella dell’equazione di Laplace soddisfi la
prima delle condizioni al contorno (14),

[W,H,L]
w o (6,0) = f(8) -
Questa condizione impone il seguente vincolo
sui coefficienti fy,

D fesin(kw) = f(£) . (34)

k=1

Usando il primo degli integrali dati nella li-
sta alla fine della lezione & facile dimostrare
che i coefficienti di Fourier saranno determinati
dall’integrale

fo=2 / de f(¢) sin(kng) . (35)
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Separazione delle variabil
Equazione dell’onda:

Z fr sin(km &) cos(kmT)
k=1

Equazione del calore:

Z fr sin(k &) exp(— K T)
k=1

Equazione di Laplace:

Z Sr sin(k &) exp(— kmn)
k=1

Coefficienti di Fourier:

n=z/'ﬁf@mmwwo

Analizzeremo adesso alcuni casi particolari per
la funzione f(¢). Inizieremo con funzioni di ti-
po quadratiche e cubiche e finiremo con funzio-
ni tipo seno che rappresentano buone appros-
simazioni per le funzioni quadratiche e cubi-
che e che hanno il vantaggio di avere soluzioni
semplificate.

e Funzioni quadratiche e cubiche
Si considerino le seguenti funzioni

[ae-o).
ﬂ@‘{wwwﬁ—§5+§®- 0

I coefficienti 4 e 121/3 sono stati scelti per norma-
lizzare le funzioni a valori di minimo/massimo
dati da 0/1 per la funzione quadratica &= 0 / 1)

e —1/1 per la funzione cubica (§ =

Usando la lista degli integrali si ottengono con
semplici calcoli, i coefficienti di Fourier per le
funzioni quadratiche e cubiche,

16 [1—cos(km)] /k'n" |
= 37
Ji { 723 [1+cos(km)] /K'x 57)
Tali coefficienti determinano univocamente la

soluzione dell’equazione dell’'onda, del calore e
di Laplace.

E interessante osservare che per la funzio-
ne quadratica solamente i valori dispari di &
contribuiscono alla soluzione. Per I’equazione
dell’onda avremo

[W qua)

& 7) =

oo

Z 2k—1 sm[(2k‘—1)7r§] cos[(2k —1)mT] .
k=1

Quindi si trovera una soluzione nulla per tempi
T=02n-1)/2 (n=1,2,3,...),

[W,qua]

(5’27127_1):0?

una soluzione ugualea — f(& )[q"a] perT =2n—1,

W ,qua]

(€2n—1)=—f(©)"™,

ed infine si tornera alla funzione iniziale f(&)™"
perT=2n,

[W qua)

(&,2n) = f(¢) -

Levoluzione temporale in termini dei parametri
7 e 1 delle soluzioni delle equazioini dell’onda e
di Laplace per funzioni quadratiche ¢ illustrata
in figura 1.

Per funzioni cubiche saranno i coefficienti con
k pari a dare contributi non nulli,

[W,cub]

3 = sin(2k7w&) cos(2kmT) .

& 7)=
. 144 f
2.5
k=1

In questo caso la sola previsione che si puo fare
e sulla periodicita della soluzione,

W ,cub] [cub]

Il comportamento temporale completo & mostra-
to in figura 1. Osservando il comportamento tem-
porale si puo avere I'impressione che la soluzione
dell’equazione dell’onda, con condizione inizia-
le cubica, sia per 7 = 1/2, uguale a — f(& )[cub]. e
chiaro che questa sarebbe una conclusione errata
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SOLUZIONI DELLE EQUAZIONI DELL’ONDA E DI LAPLACE: QUADRATICA E CUBICA

Ir=o0 T=1/8

T=1/4

o

(23)™n

T =3/8

F(€) =461 -¢)
12v3(¢" -2
g&)=o0

(U3)™n

Figura 1: Soluzioni delle equazioni dell'onda e di Laplace per una funzione f (&) di tipo quadratica, 4§ (1 — &), e per una

funzione f(€) di tipo cubica, 12/3 (¢ —

dato che

1443\/; sin(2km&)[1+4cos(kn)] =

= (2k)'m

Z 88;/; sin(drmg) .

Il grafico illustrato in ﬁgura 2 mostra la differenza

— ).

tra le funzioni v " (E , 2)

Per la funzione cubica & interessante studiare
cosa avviene per 7 = 1/4,

[W,cub]
u (&)=
. 144
Z ;[3 sin(2km &) cos(km/2) =
=1
=\ 1443

——— sin(4dkw &) cos(km) .
— (4k)’m

La soluzione sara quindi nulla per i seguenti va-
lori £ = 0,1/4,1/2,3/4,1 (vedere figura 1). Per

3¢+ 1)

& =1/8siavra

[W,cub]
>\ 144 N
Z ;/; sin(km/2) cos(km) = —f[ b](%)/g
=1
eper =3/8
[W,cub]
(%7 %) =
144;[3 sin(k /2) cos (kw) f[cub](%) /8.

(4k)"m

E
—_

e Funzioni tipo seno

E interessante osservare che le funzioni tipo seno

_ [ sin(r¢)

rappresentano una buona approssimazione per
le funzioni quadratica e cubica (vedere la figura
3) ed hanno il grande vantaggio, semplificando i
coefficienti di Fourier della serie

[ O[k,1],
r={ 5y 9
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—0.24
0.4

—0.64

- ’U,W(ﬁ, 0)

Figura 2: Differenza tra la solu-
., [W,cub]
zione u

- f(9).

(£3)"n

(&, 1) ela funzione

1 1
—0.8¢ uw(é’ 5)
—1.0 4 y ; ; ; ; ;
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
3

4£(1-¢)

1.0

12v3(8° -3¢ + 1

0.8

0.9 = 1.0

0.84
0.6
0.44

0.24

P
—oz}
—0.44
—oe}

—0.84

—-1.0

Figura 3: Comparando le fun-
zioni quadratiche e cubiche con
le funzioni tipo seno: sin(mw§) e
sin(27¢).

(E)Fs

0.3 0.7 0.9 0.1 0.3

di portare alle seguenti soluzioni delle equazioni
dell’'onda e di Laplace:

(W] B sin(m &) cos(m )
uo(&m) = { sin(2m &) cos(2mT)
S _ sin(7 &) exp(— r T),
(&m) { sin(2 7 &) exp[— (2 7r)2 7] ,(40)
L B sin(m§)exp(—7T),
u (&m) = { sin(27&)exp(—27T) .

L'evoluzione di queste soluzioni, presentata in
figura 4, puo essere comparata con 1'evoluzio-
ne delle soluzioni ottenute a partire da funzioni
quadratiche e cubiche date in figura 1.

Per il momento si sono risolti problemi con
condizioni iniziale u[TW ] (£,0) = 0 e al contorno
u (&,m — o0) = 0 nulle. Per condizioni non
nulle, come come si vedra nella prossima sezione,
il calcolo dei coefficienti di Fourier deve essere

0.7 0.9

rivisto e generalizzato.

IV. Cambiano le condizioni iniziali
e al contorno

Si consideri adesso il caso in cui la seconda condi-
zione iniziale per 1’equazione dell’onda (8) e la se-
conda condizione al contorno per I'equazione di
Laplace (14) siano rispettivamente generalizzate
introducendo una nuova funzione ¢(¢),
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SOLUZIONI DELLE EQUAZIONI DELL'ONDA E DI LAPLACE TIPO SENO

T LI B B N S B B S S N B B B

L

L N S T

T T ———

T=1/8

(23)™n

T:1/4 7':3/8

T

(U3)™n

'0.2 0.4 0.6 0.8

O

4 0.6 0.8

0.2 0.4 0.6 0.8

0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 4: Soluzioni delle equazioni dell’onda e di Laplace per funzioni f(€) tipo seno: sin(w§) e sin(2 7 §). L'evoluzione
in termini dei parametri T e 1) é analizzata per una funzione g(§) nulla.

Per determinare i coefficienti di Fourier che carat-
terizzano la soluzione dell’equazione dell’onda,

Nk

[cgcw] sin(k 7 1) —l—d;:v] cos(lmrT)] sin(kw¢&) ,

b
Il
—

e quella dell’equazione di Laplace,

Z{ck exp l<:7r77)—f—d,C exp(— kzﬂ'n)} sin(km§) ,

k=1

si useranno i coefficienti fj, e g ottenuti a partire
dalle funzioni f(§) e g(¢),
1
(€)

()= o [56

Utilizzando i coefficienti f; ed i nuovi coeffi-
cienti gi si troveranno i coefficienti delle serie
di Fourier,

Tk

0 ] sin(km¢&) . (43)

(£)-(m)

e

— ko
ge—e [k
kra
fre — gk

)-(:

E interessante osservare che per

> /2 sinh(kra) .
(45)

a>1

la soluzione dell’equazione di Laplace puo essere
semplificata in

> kx(n—a) k
Z[le Tt e

k=1

! ] sin(km§) .
Quindi per
0<n<1,

ritroviamo il comportamento della soluzione
ottenuta considerando una g¢(¢) nulla,

> k
> fre
k=1

" sin(kw€) .

Ithaca: Viaggio nella Scienza VIII, 2016 * Le equazioni dell’onda, del calore e di Laplace.

108



— Hllll"lllHHHlllllllllllHlllllll::i
o A {°
0.0 = 25

¥ ¥ =&

_0'5:: ¥ =

x x ~~

x x \,m

1 E
0.5:E EEE\;]/
0.0¥ S 4 ©

X X3

—0.5% E I
=0 T=1/8 T=1/4 T=3/8 T=1/2F%
o A |
O'OA: ‘.‘i;o
—0.5%% gg LF
¥ ¥ —~
¥ f ™
0.5 53
0.0F N A:;".’
—0.5F I~
=0 1 n=1/8 n=1/4 n=3/8| N\ =1/2¥
0.2 040608‘ 02040‘6‘0‘8‘ 0204 '0.6 0.8 02040‘6‘0‘8‘ '0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 5: Confrontando le soluzioni delle equazioni dell'onda e di Laplace per una funzione f(§) = sin(w §) in presenza
di differenti condizioni iniziali (onda) e di contorno (Laplace), g(§) = 0 e g(§) = sin(3 7).

Per 1 < n < @, si trovera una soluzione nulla ed
infine per n < « si avra

[e.9]

Z 9k e sin(k &) .

k=1

E interessante analizzare il comportamento delle
soluzioni delle equazioni dell’onda e di Laplace
per condizioni iniziali e al contorno di tipo seno,

{f(&), 9(&) } = {sin(rm &), sin(mm &) } , (46)

con (r,m = 1,2,3,...). La scelta di funzioni ti-
po seno semplifica notevolmente il calcolo dei
coefficienti di Fourier portando alle soluzioni

(W]

Uy (€, 7) = sin(rm &) cos(rm 7)+

sin(mm &) sin(mm 7) (47)
mm
e
L] _sin(ra §) sinhfrm (o —n)]
(&, 11) = sinh(rm «) +
(48)

sin(mmn§) sinh(mmn)

sinh(mma)

Il comportamento di queste soluzioni per r = 1,
m =3 ed a = 1/2eérappresentato graficamente
nella figura 5.

Prima di concludere questa sezione & impor-
tante osservare che per la soluzione dell’equa-
zione dell'onda con r = 1 e m = 3, si avra per
T=1-0(00<kK1),

[W] 5 €1 =¢] = sin(7 &) cosm (1 —d)] +
sin(37 &) sin[37 (1 — )] ~ (49)
3
— sin(w&) +J sin(37¢) .

Per ¢ = 1/2 si trovera

W]

u1,3[%,1—5]%—(1+5).

Seguendo lo stesso ragionamento ¢ facile provare
che W
W
U, [1,2-6l~1+6.

Quindi la presenza di una condizione iniziale
tipo sin(3 7 &) per la funzione g(§), avra come ef-
fetto una piccola amplificazione nelle oscillazioni
dell’onda rispetto alle oscillazioni ottenute nel
caso di una g(¢) nulla.
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COMPORTAMENTO TEMPORALE DELLE SOLUZIONI DELL’EQ. DI SCHRODINGER
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Figura 6: Confrontando il comportamento temporale delle soluzioni dell’equazione di Schrédinger per funzioni di onda
iniziali di tipo triangolare (e = 1/2 e di tipo box (e = 0). E interessante osservare la periodicitd per T = 1/4 .

V. Lequazione di Schrodinger e condizione iniziale

ur (€,0) = £(€) (53)

n Meccanica Quantistica, I’equazione di Schro-
InM tist I’ di Sch

. N . . . . sara data da
dinger e un’equazione differenziale alle derivate

parziali che descrive come uno stato quantico di o (&,7) =
)
un sistema fisico cambia col tempo [5]. Formu- .
. ) . o 2 o (54)
lata dal fisico austriaco Erwin Schrodinger, nel Z fosin(km&)exp(—ik 7 7).
caso unidimensionale libero assume la seguente k=1
forma R
E importante osservare che le condizioni al con-
hz . . _
; huf] (0,0) = — 2 ufjﬂ (2,1) . (50) tf)rno (.iat.e (52) Portano e?lla presenza di stati le.ga
2m ti (stati di energia quantizzata) per un potenziale

. . . tipo pozzo unidimenzionale infinito
Usando la notazione adimensionale pop

5_1‘ _ ht oo per x<0
L ¢ T T aamr? V=< 0 per0O<z<L

00 er x> L
I'equazione di Schrodimger puo essere riscritta P

come - Si consideri adesso, come condizione iniziale, la

. 18]
Uge (& 7)=—iu. (§7). (51) seguente funzione lineare
Usando la stessa tecnica di risoluzione utilizzata
per 'equazione del calore, la soluzione dell’e-
quazione di Schrédinger (51), con condizioni al
contorno

§/e (0<¢<e),
fle,§)=N< 1 (e<&<1—¢),
(1-¢)/e (1—e<E<1),
(55)

W7(0,7) =4 (1,7) =0 (52)
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N5:<1—3€>

La costante di normalizzazione e scelta per
garantire una probabilita unitaria

/01 de f(e,6) = 1.

Partendo dalla condizione iniziale f(e, £), come
fatto nelle sezioni precedenti, utilizzando la lista
di integrali si possono determinare i coefficienti
di Fourier,

sin(ek ) [1 — cos(km)]
e (km)*

fe,k = 2N€ (56)

In figura 6 ¢ illustrato il comportamento tempo-
rale delle funzioni di onda di tipo triangolare

(=)

2

Wl (€7 =
> ko1 sin[(2k — 1) w¢]
24 (~1) =i (67)
; [(2k —1) 7]

exp[—i(2k — 1)27r2 7]

e di tipo quadrato (¢ — 0)

2

ug (67| =
4 Z Ch—1)x X (58)

k=1
exp[—i(2k — 1)27'(‘2 T] .

Si osservi che per 7 = 1/4 7 si avra

exp[—i(2k — 1)2772 /4n] =
coslk(k — 1)m + §] —i cos[k(k — 1) + §] =
1—1
V2
e conseguentemente a 7 = 1/47 si trovera la
funzione iniziale | f (e, §) ]2.
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Lista di Integrali

e Primo integrale (r,k=1,2,3,...)

2/ de sin(r 7€) sin(mg):/ de {cos|(r — k) m€] — cos[(r + k) w] } = [o[k, 7]

e Secondo integrale

/Odgfsin(lmrﬁ)Z[ . + o) o

e Terzo integrale

_ &cos(kTE) sin(lmrﬁ)] ' _ cos(k )

/ d¢ € sin(k 7€) = [—5 COZ(::WS) + 28 ?;ngfff) 4+ 2 C(OI:(:)F)] _

_cos(km) 2 cos(km) 2

kn (km)® (k)

e Quarto integrale

Yo | Ecostkme)  3€ sin(kmE) | 6&cos(kné)  6sin(kme) 1_
/Odff sm(kﬂf)[— o + o)’ + o) = )’ ]O

cos(km) 6 cos(km)
 kmw * (k)

¢ Quinto integrale
2/ d¢ sin(rm &) el ™ sin(kw &) = o[k, 2r] + 22'/ d¢ sinQ(rﬂ'f) sin(kw§) =

5[k,2r]+i/ d¢ [1—cos]2rmé&]] sin(kn&) =

_cos(km§) | cosl(k+2r)mg] , cos[(k—2r) 7 }

5[k,2r]+i{ km 2(k+2r)m 2(k—2r) «

2i [1 1 1
2 21 1 _ =
o[k, 2r] + p {k: 2(k+2r) 2(k—2r) :|k(odd)

87‘2

8k, 2r] +i | —ol
ks 2rl 4 T e n

] k(odd)
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Quadro Riassuntivo

Equazione dell’onda: uge (€, 7) = urr (&, 7)
Equazione del calore: uee (6, 7) = u (€, 1)
Equazione di Schrodinger: wug(§,7) = —iu, (€, 7)

u(0,7) =u(l,7) =0,
u(§,0) = f(&), u-(£0)=g(§),
0<¢<1, 7>0.
Equazione di Laplace:  wuge(§,m) + upy(§,m) =0
U(O,n) - u(la 77) =0,
u(éa 0) = f(é) ’ U(Ea a) — g(‘E) )
0<¢<1, 0<n<a.

Equazione dell’onda:

Z sin(kmw &) [cyk cos(kmT)+ dy, 1 sin(knT)]
k=1

Equazione del calore/di Schrédinger:

k=1

Equazione di Laplace:
o0

Z sin(kmw§) [c,r exp(kmT)+d, r exp(—knT)]
k=1

Coefficienti di Fourier:

n:z/@f@ﬁmmw>o %:2/@g@ﬂmmw>

4 (0s6=¢) 4 sin(ek )
£y 1 (€e<€<1-¢ = fu: ——
(1-€&/e 1-e<E<T) (k)
8
£ —¢) .
12
EE€-—3)¢E-1) s

S fesin(kmwg) exp(— k'm 7) / S fesin(kmw&)exp(—ik m T)
k=1

Cwik \_ [ g/kT . kN [ ge—e T .
(o) =(5m) = ()= (gl 0 )2 sntinn

[k odd]

[k odd]

[k even]
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