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Ιθάκη

Κωνσταντίνος Π. Καβάφης (Costantino P. Kavafis) Poeta greco, 1863 – 1933.

Quando ti metterai in viaggio per Itaca Σὰ βγεῖς στὸν πηγαιμὸ γιὰ τὴν >Ιθάκη,

devi augurarti che la strada sia lunga νὰ εὔχεσαι νά <ναι μακρὺς ὁ δρόμος,

fertile in avventure e in esperienze. γεμάτος περιπέτειες, γεμάτος γνώσεις.

I Lestrìgoni e i Ciclopi Τοὺς Λαιστρυγόνας καὶ τοὺς Κύκλωπας,

o la furia di Nettuno non temere, τὸν θυμωμένο Ποσειδῶνα μὴ φοβᾶσαι,

non sarà questo il genere d’incontri τέτοια στὸν δρόμο σου ποτέ σου δὲν θὰ βρεῖς,

se il pensiero resta alto e un sentimento ἂν μέν> ἡ σκέψις σου ὑψηλή, ἂν ἐκλεκτὴ

fermo guida il tuo spirito e il tuo corpo. συγκίνησις τὸ πνεῦμα καὶ τὸ σῶμα σου ἀγγίζει.

I Ciclopi e Lestrìgoni, no certo Τοὺς Λαιστρυγόνας καὶ τοὺς Κύκλωπας,

nè nell’irato Nettuno incapperai τὸν ἄγριο Ποσειδῶνα δὲν θὰ συναντήσεις,

se non li porti dentro ἂν δὲν τοὺς κουβανεῖς μὲς στὴν ψυχή σου,

se l’anima non te li mette contro. ἂν ἡ ψυχή σου δὲν τοὺς στήνει ἐμπρός σου.

Devi augurarti che la strada sia lunga. Νὰ εὔχεσαι νά <ναι μακρὺς ὁ δρόμος.

Che i mattini d’estate siano tanti Πολλὰ τὰ καλοκαιρινὰ πρωινὰ νὰ εἶναι

quando nei porti - finalmente, e con che gioia - ποῦ μὲ τί εὐχαρίστηση, μὲ τί χαρὰ

toccherai terra tu per la prima volta: θὰ μπαίνεις σὲ λιμένας πρωτοειδωμένους.

negli empori fenici indugia e acquista Νὰ σταματήσεις σ> ἐμπορεῖα Φοινικικά,

madreperle, coralli, ebano e ambre καὶ τὲς καλὲς πραγμάτειες ν> ἀποκτήσεις,

tutta merce fina, anche profumi σεντέφια καὶ κοράλλια, κεχριμπάρια κ> ἔβενους,

penetranti d’ogni sorta, più profumi καὶ ἡδονικὰ μυρωδικὰ κάθε λογῆς,

inebrianti che puoi, ὅσο μπορεῖς πιὸ ἄφθονα ἡδονικὰ μυρωδικά.

va in molte città egizie Σὲ πόλεις Αἰγυπτιακὲς πολλὲς νὰ πᾷς,

impara una quantità di cose dai dotti. νὰ μάθεις καὶ νὰ μάθεις ἀπ> τοὺς σπουδασμένους.

Sempre devi avere in mente Itaca - Πάντα στὸ νοῦ σου νά <χεις τὴν >Ιθάκη.

raggiungerla sia il pensiero costante. Τὸ φθάσιμον ἐκεῖ εἶν> ὁ προορισμός σου.

Soprattutto, non affrettare il viaggio; >Αλλὰ μὴ βιάζεις τὸ ταξίδι διόλου.

fa che duri a lungo, per anni, e che da vecchio Καλλίτερα χρόνια πολλὰ νὰ διαρκέσει.

metta piede sull’isola, tu, ricco Καὶ γέρος πιὰ ν> ἀράξεις στὸ νησί,

dei tesori accumulati per strada πλούσιος μὲ ὅσα κέρδισες στὸν δρόμο,

senza aspettarti ricchezze da Itaca. μὴ προσδοκώντας πλούτη νὰ σὲ δώσει ἡ >Ιθάκη.

Itaca ti ha dato il bel viaggio, <Η >Ιθάκη σ> ἔδωσε τ> ὡραῖο ταξίδι.

senza di lei mai ti saresti messo Χωρὶς αὐτὴν δὲν θά <βγαινες στὸν δρόμο.

in viaggio: che cos’altro ti aspetti? Α̂λλα δὲν ἔχει νὰ σὲ δώσει πιά.

E se la trovi povera, non per questo Itaca ti avrà deluso. Κι ἂν πτωχικὴ τὴν βρεῖς, ἡ >Ιθάκη δὲν σὲ γέλασε.

Fatto ormai savio, con tutta la tua esperienza addosso ^Ετσι σοφὸς ποὺ ἔγινες, μὲ τόση πεῖρα,

già tu avrai capito ciò che Itaca vuole significare. ἤδη θὰ τὸ κατάλαβες οἱ >Ιθάκες τὶ σημαίνουν.

Traduzione italiana di Nelo Risi e Margherita Dalmati
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In questo numero

Il tema conduttore di questo numero di Ithaca
è costituito dal Calcolo delle Variazioni. Si trat-
ta di un tema classico tanto per la Matematica
quanto per la Fisica. Benché abbia la sua origine
nel Settecento con i lavori di Maupertuis, Euler e
Lagrange (tra gli altri), ha acquistato nuova vita
con il passare del tempo e ha continuato a affa-
scinare matematici e fisici; ne sia testimone la
lezione speciale di Richard Feynman nelle sue
Lectures [1]. Il lettore troverà articoli che mostra-
no la straordinaria vitalità che questo tema anco-
ra mostra, adattandosi perfettamente ai recenti
sviluppi. Brevemente

• Buttazzo ricerca il profilo di un corpo solido
che presenti la minima resistenza al moto,
un problema che risale a Newton;

• Carriero, Leaci e Tomarelli applicano il Cal-
colo delle Variazioni alla segmentazione
delle immagini;

• Figalli affronta da un punto di vista molto
moderno il problema antichissimo, noto tal-
volta come il problema di Didone, di trovare
per un perimetro di lunghezza fissata quello
che racchiude l’area massima;

• Beccaria se ne serve per mostrare come, uti-
lizzando il formalismo degli integrali di
Feynmann, sia possibile trattare i proble-
mi della meccanica quantistica mantenendo
uno stretto contatto con il suo limite classico;

• Co’ usa un principio variazionale per
descrivere sistemi quantistici a molti corpi;

• Bilò applica la teoria dei giochi a problemi
di scienze sociali: anche in questo caso si

tratta di trovare, fra tutte le possibili soluzio-
ni, quelle che rendano massima o minima
una predeterminata quantità.

Il numero è completato dall’articolo di Paparel-
la sulle fluttuazioni delle dimensioni della ban-
chisa dell’Artico, che non rientra nel tema prin-
cipale, ma offre un’informazione aggiornata su
un argomento di attualità. Chiude questo nume-
ro la lezione mancata di Chirivì che può servire
da introduzione per il lettore che non abbia mai
incontrato il calcolo delle variazioni.

Il numero si apre con una poesia di Kavafis su
Itaca, che, letta con gli occhi di chi è interessato
alla scienza, trasporta nel mito Omerico lo sforzo
e la tensione della ricerca scientifica, ponendo
l’accento sul momento della ricerca del risultato
piú che sul risultato stesso.

Z M Y

[1] R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands: The Feynman
Lectures on Physics, Cap. 19 - Vol.II, Addison Wesley,
London (1969).

\ d [
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Il problema di Newton dei
profili aerodinamici ottimi
Giuseppe Buttazzo Dipartimento di Matematica, Università di Pisa

La ricerca del profilo di un corpo so-
lido che presenta la minima resi-
stenza al moto è uno dei primi pro-

blemi del calcolo delle variazioni e fu po-
sto da Newton nel 1685. Newton non
disponeva della teoria dei fluidi e delle
equazioni a derivate parziali della fluido-
dinamica, tuttavia sviluppò un modello
molto semplice per calcolare la resisten-
za al moto di un corpo solido in un fluido.

Nel suo Principia Mathematica Newton scrive:

Si globus & cylindrus æqualibus diametris de-
scripti, in medio raro ex particulis æqualibus
& ad æquales ab invicem distantias libere di-
spositis constante, secundum plagam axis cy-
lindri, æquali cum velocitate moveantur: erit
resistentia globi duplo minor quam resisten-
tia cylindri. [. . . ] Quam quidem propositio-
nem in construendis navibus non inutilem
futuram esse censeo.1

1Libro II, Proposizione XXXIV, Teorema XXVIII: Una sfera
ed un cilindro di uguale diametro si muovano parallelamente
all’asse del cilindro, immersi in un mezzo rarefatto composto
di particelle identiche, disposte senza vincoli a distanza co-
stante l’una dall’altra: la resistenza della sfera sarà la metà
della resistenza del cilindro. Nel successivo scolio: Sen-
za dubbio ritengo che la proposizione non sarà inutile per
l’ingegneria navale.

Per capire quanto la resistenza incide sul moto
di un corpo partiamo da un semplice problema
di balistica: il lancio di un oggetto nel vuoto. Tale
fenomeno è governato dalla legge di Newton

massa · accelerazione = forze in gioco

dove le forze in gioco si riducono nel nostro caso
alla sola forza di gravità. Supponendo la gravità
costante, ipotesi ragionevole per lanci di breve
gittata, ma non per lanci balistici di migliaia di
km, con facili calcoli si ricava l’equazione della
traiettoria:

y = x tan θ − g(1 + tan2 θ)

2v2
x2

La traiettoria è dunque un arco di parabola che
non dipende dalla massa del corpo lanciato;
nell’equazione precedente abbiamo indicato con

θ = angolo di tiro;
v = velocità iniziale;
g = accelerazione di gravità.

Ad esempio, usando i dati:

v ∼ 100 km/h∼ 27.78 m/sec;
g ∼ 9.8 m/sec2 (sulla terra)

si trovano le traiettorie riportate in Figura 1, con
gittata

L =
2v2 tan θ

g(1 + tan2 θ)
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Figura 1:
L ∼ 68.2 m con θ = 30◦,
L ∼ 68.2 m con θ = 60◦,
L ∼ 78.7 m con θ = 45◦.

Si trova, come è ben noto, che la gittata massima
Lmax vale

Lmax =
v2

g
in corrispondenza di θ = 45◦

Unmodello matematico più realistico (almeno
per lanci balistici sulla Terra) deve però tener
conto della resistenza dell’aria che è una forza R
che dipende dalla velocità:

R = c φ(v)

dove φ è una funzione che si ricava sperimental-
mente e c è una costante che dipende dalla forma
dell’oggetto lanciato.
Utilizzando ad esempio φ(v) = v l’equazione

del moto è un’equazione differenziale ordinaria
lineare del secondo ordine a coefficienti costanti e
si trova con facili calcoli un’espressione esplicita
della traiettoria, data da:

y = x tan θ +
gm

c

[
x

v cos θ
+

+
m

c
log
(

1− cx

mv cos θ

)]
Le traiettorie non sono più archi di parabola; inol-
tre esse dipendono dalla massa dell’oggetto lan-
ciato e dalla costante c, che a sua volta dipende
dalla forma dell’oggetto stesso. Alcune traietto-
rie sono riportate in Figura 2, dove si è usato
un coefficiente c piuttosto grande per evidenzia-
re meglio l’effetto della resistenza dell’aria e la
natura non parabolica delle curve.

Va notato che la gittata massima non si ottiene
più per θ = 45◦ ma per angoli più piccoli, dipen-
denti dai dati del problema. Inoltre, la resisten-
za dell’aria fa diminuire notevolmente la gittata
massima; la tabella in Figura 3 mostra l’effetto

della resistenza dell’aria sulla gittata massima di
alcuni proiettili comuni.
La resistenza aerodinamica di un oggetto è

data da
R =

1

2
ρSCv2

dove ρ è la densità del fluido in cui avvie-
ne il moto, v la velocità dell’oggetto, S l’area
della sezione ortogonale al moto, C il coeffi-
ciente aerodinamico dipendente dalla forma
dell’oggetto.
Nella pratica, si calcola la resistenza tramite

galleria del vento e si deduce il coefficiente C dalla
formula precedente. Qui di seguito, in Figura 4
alcuni coefficienti aerodinamici di alcune note
automobili, ed in Figura 5 alcuni altri coefficienti
aerodinamici.

Il modello di Newton per calcolare la resisten-
za aerodinamica di un corpo solido si ottiene
facilmente supponendo le condizioni seguenti:

• il fluido è supposto costituito da particel-
le indipendenti che si muovono con velocità
costante;

• la resistenza è dovuta soltanto agli urti del-
le particelle del fluido con la superficie del
corpo, urti che sono supposti perfettamente
elastici;

• ogni particella urta la superficie del corpo
solido al più una sola volta;

• si trascurano l’attrito tangenziale ed altri
effetti quali la vorticità e le turbolenze.

Notiamo cha la condizione di singolo urto si
ha ad esempio se il corpo solido in questione è
convesso.

Con facili argomenti di trigonometria elemen-
tare si trova allora che la pressione in un punto
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Figura 2:
θ = 30◦, θ = 60◦, θ = 45◦.

del profilo del corpo è proporzionale a sin2 θ, do-
ve θ è l’inclinazione del profilo del corpo rispetto
alla direzione del moto, come illustrato in Figura
6.
Descrivendo il profilo del corpo mediante

il grafico di una funzione u(x) definita sulla
sezione Ω ortogonale al moto, si trova

sin2 θ =
1

1 + tan2(π/2− θ)
=

1

1 + |∇u|2

e la resistenza totale sarà quindi proporzionale a

F (u) =

∫
Ω

1

1 + |∇u|2
dx

tramite il coefficiente di proporzionalità ρv2,
dove ρ è la densità del fluido e v la sua velocità.

Dividendo la resistenza totale per l’area della
sezione Ω otteniamo la resistenza relativa del
profilo u (spesso chiamata coefficiente Cx):

C(u) =
F (u)

|Ω|

Le seguenti osservazioni sono immediate:

• si ha sempre 0 ≤ C(u) ≤ 1;

• se il corpo ha un profilo piatto, cioè se u è
costante, si ha C(u) = 1;

• se il corpo è una semisfera di raggio R si ha

u(x) =
√
R2 − |x|2 e si trova

C(u) =
F (u)

πR2
=

2

R2

∫ R

0

R2 − r2

R2
r dr =

1

2

in accordo con quanto previsto da Newton
nel 1685.

Alcuni corpi con C(u) = 1/2 (o vicino a 1/2)
sono illustrati nelle Figure 7 e 8.
Studiamo ora il problema di trovare il profilo

ottimo in una classe di profili ammissibili:

min
{
F (u) : u profilo ammissibile

}

Calibro Velocità m/s Gittata in m. nel vuoto m.
4,5 mm aria compressa 120 100 1469
4,5 mm aria compressa 200 200 4082
6/9 mm Flobert 225 700 5166
.22 corto 260 1000 6898
.22 Long Rifle 350 1370 12500
.22 Long Rifle HS 370 1500 13969
.22 Winch. Magnum 610 1800 37969
243 Winch. 1070 3200 116827
6,35 mm 220 800 4939
7,65 mm 285 1300 8288
9 mm corto 285 1300 8288
9 mm Para 350 1700 12500
.45 ACP 300 1620 9184
30 M1Carb. 600 2000 36735
7x70 mm 830 3500 70296
8x57 mm JS 830 3500 70296
6,5x57 mm 1020 4000 106163
7x57 mm 850 4500 73724
6,5x68 mm 1150 5000 134949

Figura 3: Effetto della resistenza dell’aria sulla gittata di
alcuni proiettili.
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Alfa Romeo Giulia 1964 0,43
Alfa Romeo Alfetta 1972 0,42
Alfa Romeo 33 1983 0,36
Alfa Romeo 90 1984 0,37
Alfa Romeo 75 1985 0,32
Alfa Romeo 75 Turbo Evoluzione 1987 0,30
Alfa Romeo 164 1988 0,31
Alfa Romeo RZ/SZ 1989 0,30
Alfa Romeo 155 1992 0,29
Alfa Romeo 156 Berlina 1997 0,31
Alfa Romeo 156 Sportwagon 1999 0,30
Alfa Romeo 159 2006 0,32
Alfa Romeo Mi.To. 1.6 JTDm 120 cv 2008 0,29
Alfa Romeo Mi.To. 78 cv 2008 0,35

Figura 4: I coefficienti aerodinamici di alcune Alfa
Romeo.

Il problema considerato da Newton limitava la
classe dei profili ammissibili a quelli con simme-
tria radiale, verificanti inoltre l’ipotesi di conves-
sità in modo da verificare la condizione di urto
singolo delle particelle di fluido con la superficie
del corpo solido. La stessa limitazione veniva
imposta in tutti i trattati di calcolo delle variazio-
ni (Bliss, Bolza, Carathéodory, Cesari, Hestenes,
Miele, Tonelli, Young, . . . ).

La prima formulazione generale del problema
si trova in [1] ed in [2]. I problemi che si pongono
sono:

• individuazione di una classe “naturale” di
profili ammissibili;

• dimostrazione dell’esistenza di un profilo
ottimo;

• studio delle “condizioni necessarie di ottimali-
tà” che i profili ottimi verificano;

• questione della radialità dei profili ottimi nel
caso in cui la sezione Ω sia un cerchio;

• eventuale “rottura di simmetria” nel caso
in cui ciò non avvenga e conseguente non
unicità della soluzione ottima.

Il funzionale F non è convesso nè coercivo, per
cui imetodi diretti del calcolo delle variazioni non
sono applicabili. Inoltre, senza ulteriori restri-
zioni alla classe dei profili ammissibili, l’estremo
inferiore del funzionale F è zero, come si vede
subito considerando le funzioni

un(x) = n dist(x, ∂Ω)

Rumpler Tropfenwagen 1921 0,29
Volkswagen Maggiolino 1946 0,38
Volkswagen New Beetle 1999 0,38
Fiat 500 2009 0,32
Maserati Gran Sport 2009 0,33
Toyota Prius 2009 0,25
Mercedes Classe E Coupé 2009 0,24
Ferrari 360 Modena Novitec 2004 0,35
Aprilia RSV 1000 R 0,30
Go Kart 0,80
Formula Uno 0,90
Aereo leggero 0,12
Ciclista da turismo 1,00
Goccia d'acqua 0,05

Figura 5: Alcuni altri coefficienti aerodinamici.

(coni di base Ω ed altezza che tende a +∞), per
cui si ha

lim
n→+∞

F (un) = 0

ed evidentemente nessun corpo solido ha resi-
stenza nulla. Dunque senza ulteriori restrizioni
sulle funzioni ammissibili il profilo ottimo non
esiste.
Si potrebbe erroneamente pensare che la non

esistenza del minimo di F sia dovuta al fatto
che le funzioni un non verificano limitazioni
uniformi. Tuttavia, anche imponendo ai profili
ammissibili un vincolo del tipo

0 ≤ u(x) ≤M ∀x ∈ Ω

si ottiene ancora che l’estremo inferiore di F è

P sin !2
P sin !

P

!

Figura 6: La legge di pressione di Newton.
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Figura 7: (a) semisfera; (b) cono.

zero, come mostrano ad esempio le funzioni

un(x) = M sin2(n|x|)

per le quali si ha ancora

lim
n→+∞

F (un) = 0

Tuttavia, per profili del tipo del grafico di
M sin2(n|x|) le particelle del fluido hanno urti
multipli con il corpo, ed il modello di Newton,
che considera solo il primo urto, non è più valido.
Consideriamo allora soltanto corpi convessi per
i quali gli urti sono sempre singoli; in altri termi-
ni, restringiamo l’analisi alle funzioni u(x) che
sono concave, e quindi il problema di Newton
diventa:

min
{
F (u) : 0 ≤ u ≤M, u concava in Ω

}

Figura 8: (c) una forma piramidale; (d) un’altra forma
piramidale.

Vedremo che questo problema risulta ben posto.
Condizioni più generali della convessità, che an-
cora assicurano un solo urto delle particelle di
fluido con il corpo solido, sono state considerate
ad esempio in [3], [4].

Nel caso unidimensionale (o quando il profilo
dipende solo da una dimensione)Ω è il segmento
[0, L] ed il problema diventa:

min
{∫ L

0

1

1 + |u′|2
dx : 0 ≤ u ≤M,

u concava in [0, L]
}

In tal caso le soluzioni ottime sono le seguenti,
illustrate in Figura 9:

• se M ≥ L/2 il profilo ottimo è dato dal
triangolo isoscele di altezzaM ;

Ithaca: Viaggio nella Scienza II, 2013 • Il problema di Newton dei profili aerodinamici ottimi 11



• seM < L/2 il profilo ottimo è dato dal trape-
zio isoscele di altezzaM e pendenza laterale
uguale ad 1.

Nel caso bidimensionale di Ω un cerchio di
raggio R, e restringendosi alle funzioni u(r) con
simmetria radiale, scrivendo la resistenza in
coordinate polari si trova

F (u) = 2π

∫ R

0

r

1 + |u′(r)|2
dr

e di conseguenza il problema di Newton per
corpi a simmetria cilindrica diventa allora:

min
{∫ R

0

r

1 + |u′(r)|2
dr : u(0) = M,

u(R) = 0, u concava
}

Tale problema di minimo ammette l’equazione
di Eulero-Lagrange

ru′ = C
(
1 + u′

2)2 su {u′ 6= 0}

conC < 0 costante. La soluzione u si può calcola-
re esplicitamente in forma parametrica utilizzando
la funzione

f(t) =
t

(1 + t2)2

(
−7

4
+

3

4
t4+t2−log t

)
∀t ≥ 1

che risulta strettamente crescente, e le quantità

T = f−1(M/R), r0 =
4RT

(1 + T 2)2

Si trova allora che il profilo ottimo u è dato da
u(r) = M per r ∈ [0, r0] e ∀t ∈ [1, T ] r(t) =

r0

4t
(1 + t2)2

u(t) = M − r0

4

(
− 7

4
+

3

4
t4 + t2 − log t

)
Osserviamo che:

• il profilo radiale ottimo ha sempre una zona
piatta;

• la soluzione ottima radiale è lipschitziana ed
è unica;

• la soluzione ottima radiale si annulla su ∂Ω;

• |u′(r)| > 1 per ogni r > r0 ed |u′(r+
0 )| = 1;

in particolare si ha |u′(r)| /∈]0, 1[.

Figura 9: Profili ottimi in dimensione uno: M ≥ L/2
(sinistra),M ≤ L/2 (destra).

Alcuni profili ottimi sono illustrati nelle Figure
10, 11, 12.

La resistenza relativa C(u) dei corpi radiali
ottimi, ed il raggio r0 della zona piatta superiore,
dipendono solo dal rapportoM/R. Ad esempio
si ha:

M/R = 1 M/R = 2 M/R = 3 M/R = 4

r0/R 0.35 0.12 0.048 0.023

C(u) 0.37 0.16 0.082 0.049

e perM/R→ +∞ si hanno le stime asintotiche:

r0/R ≈
27

16
(M/R)−3 perM/R→ +∞

C(u) ≈ 27

32
(M/R)−2 perM/R→ +∞

Nel problema di Newton, di minimo per il
funzionale ∫

Ω

1

1 + |Du|2
dx

altri tipi di vincoli possono essere imposti
(sempre mantenendo la condizione di concavità):

• vincoli di volume
∫

Ω
u dx ≤ m;

• vincoli di superficie
∫

Ω

√
1 + |∇u|2 dx ≤ m.

Per un panorama sulle possibili applicazioni
del problema di Newton in aerodinamica si può
consultare ad esempio il libro di A. Miele [6].
Il risultati di esistenza di un profilo aerodina-

mico ottimo è il seguente

Teorema 1. Se la sezione Ω è convessa il problema
di Newton ha soluzione ottima nella classe dei profili
u(x, y) tali che

0 ≤ u ≤M, u è concava
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1

Figura 10: La forma ottima radiale nel casoM = R.

2

Figura 11: La forma ottima radiale nel casoM = 2R.

Faremo ora vedere che nel caso in cui Ω è un
disco, non si ha una soluzione con simmetria ra-
diale. Mostreremo tale rottura di simmetria in vari
modi. Un primo modo, sviluppato in [5], consi-
ste nell’esibire un profilo con resistenza inferiore
al miglior profilo radiale. Considerando un pro-
filo del tipo illustrato in Figura 13 e scegliendo
opportunamente la lunghezza del segmento in
alto, cioè l’insieme {u = M}, si può calcolare la
resistenza del profilo così ottenuto e si trova per
M/R→ +∞:

C(u) ≈ 0.77(M/R)−2 <
27

32
(M/R)−2 ≈ C(urad)

1

Figura 12: La forma ottima radiale nel casoM = R/2.

0

2

Figura 13: Un profilo “a cacciavite”.

Dunque, per M/R abbastanza grande (mag-
giore di 2 nel calcolo fatto in [5]) la soluzione non
può essere radiale. Resta il casoM/Rpiccolo, che
si studia attraverso alcune condizioni necessarie
di ottimalità, cioè condizioni che una soluzione,
per il fatto che è ottima, deve verificare.

Teorema 2. Sia Ω un insieme convesso diRN e sia u
una soluzione del problema di Newton. Supponiamo
che in un aperto ω la funzione u sia di classe C2 e che
in ω sia u < M . Allora si ha

det∇2u ≡ 0 in ω
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Figura 14: Un profilo ottimo abbastanza alto (sinistra), un profilo ottimo più basso (destra).

Figura 15: Un profilo ottimo ancora più basso (sinistra), un profilo ottimo molto basso (destra).

Ithaca: Viaggio nella Scienza II, 2013 • Il problema di Newton dei profili aerodinamici ottimi 14



Corollario 3. Il problema di Newton non ha solu-
zioni radiali, per alcun valore di M . Infatti, appli-
cando il teorema precedente alla soluzione radiale,
in una regione dove essa è regolare, si trova una
contraddizione.

Caratterizzare le soluzioni del problema di
Newton è ancora una questione aperta. In parti-
colare non è noto come deve essere fatta la zona
superiore {u = M} e non si sa se u è regolare
nella zona {u < M}. Si hanno solo dei risulta-
ti numerici sulla forma dei profili ottimi; quelli
che mostriamo qui nelle Figure 14 e 15 sono stati
ottenuti da E. Oudet.
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Calcolo delle Variazioni e
segmentazione di
immagini

In sintesi, credo che il Calcolo delle Variazioni sia un settore
molto vasto e variegato [....]; esso costituisce un’ottima “pa-
lestra” per capire quali sono le radici etiche e culturali del
metodo scientifico.

Ennio De Giorgi

Michele Carriero Dipartimento di Matematica e Fisica “E. De Giorgi” - Università del Salento

Antonio Leaci Dipartimento di Matematica e Fisica “E. De Giorgi” - Università del Salento

Franco Tomarelli Dipartimento di Matematica - Politecnico di Milano

In questa presentazione esponiamo al-
cuni problemi con discontinuità libere
relativi alla segmentazione d’immagi-

ni, introducendo in particolare lo studio,
dal punto di vista analitico e numerico,
dei funzionali di Mumford & Shah e di
Blake & Zisserman.

Il Calcolo delle Variazioni è l’ambito in cui pro-
blemi di minimo o di massimo e nozioni di
equilibrio energetico trovano un linguaggio pre-
ciso e formalizzazioni per mezzo di principi
variazionali.

La segmentazione di immagini è un proble-
ma rilevante sia nella elaborazione di immagi-
ni digitali che nella comprensione della visione
biologica.

Qui presentiamo una breve rassegna di risulta-

ti recenti che sono collegati sia alla formulazione
e alla sperimentazione di algoritmi per la seg-
mentazione automatica di immagini digitali, sia
alla comprensione della percezione visiva. Per
un’ampia descrizione rinviamo al volume [1].

Una immagine digitale (che potremmo chia-
mare “discreta”) proviene da un contesto conti-
nuo, attraverso un processo di campionamento
spaziale e di quantizzazione della luminosità. In
pratica l’immagine reale (analogica) è suddivisa
in piccoli rettangoli (i pixels), a ciascuno dei qua-
li è assegnato un numero (o tre numeri, per le
immagini a colori) ottenuto utilizzando la media
della luminosità nel rettangolo.
A partire dalla metà degli anni ’80, nella elabora-
zione d’immagini sono stati utilizzati il Calcolo
delle Variazioni e le Equazioni alle Derivate Par-
ziali, settori della matematica già ben consolidati
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La misura di Hausdorff unidimensionaleLa misura di Hausdorff unidimensionaleLa misura di Hausdorff unidimensionale

La definizione formale è la seguente: per ogni sottoinsiemeK di R2,

H1(K) = lim
ε↓0
H1
ε(K) = sup

ε>0
H1
ε(K)

(possibilmente anche +∞) dove

H1
ε(K) = inf

{ ∞∑
i=1

diamBi ; K⊂
∞⋃
i=1

Bi, diamBi < ε

}

È possibile definire le misure di Hausdorff Hs s-dimensionali per ogni numero reale s con
0 ≤ s ≤ 2, inserendo nella serie il termine cs(diamBi)

s. Queste misure intervengono nella
teoria degli insiemi “frattali”. Per s = 0 si ottiene la misura che conta i punti, per s = 2 si
ottiene l’usuale misura di Lebesgue nel piano: H2(K) = meas(K).

per lo studio del mondo fisico. In questo conte-
sto sia l’immagine sia la sua elaborazione sono
definite in ogni punto del dominio. Una volta
formulato e risolto un problema di elaborazione
d’immagini nel modello continuo, la soluzione è
solitamente approssimata con metodi numerici,
che ci forniscono un’immagine “digitale”.

La descrizione si rivolge anche ai non speciali-
sti nel Calcolo delle Variazioni; per questo trala-
sciamo l’analisi in un contesto più generale e ci
limitiamo a casi modello: talvolta, al fine di sem-
plificare l’esposizione, i risultati sono espressi
con ipotesi che non sono minimali.
Esistono molti modi diversi per definire gli

obiettivi della segmentazione e non vi è alcuna
nozione universalmente accettata: questa espo-
sizione è limitata ad alcuni modelli di decom-
posizione di una immagine, in cui è assegnata
una funzione che descrive l’intensità del segnale
associata a ciascun punto (tipicamente l’intensità
della luce su uno schermo). In parole semplici, la
segmentazione di una immagine consiste nella
scomposizione dell’immagine per evidenziarne
le linee di maggiore discontinuità dell’intensità
luminosa.

La segmentazione può essere ottenutamedian-
te diverse tecniche (cfr. [1], [2]). Noi descriviamo
alcuni approcci basati su un principio variaziona-
le: la minimizzazione di una opportuna energia.
Evidenziamo che le funzioni che descrivono l’in-
tensità della luce in segmentazioni ammissibili
possono presentare discontinuità.

Questimodelli di segmentazione sono utili nel-
la descrizione della visione, e sono in grado di
fornire anche utili indicazioni su questioni rile-
vanti per la fisiologia della visione. Per esempio,
questi modelli possono aiutare nella compren-
sione di come l’enorme quantità di dati conte-
nuti in una singola immagine possa essere ri-
dotta e rapidamente trasformata, preservandone
la geometria essenziale che è fondamentale per
l’interpretazione dell’immagine stessa.
Le formalizzazioni variazionali dei modelli

per la segmentazione forniscono una più profon-
da comprensione dell’analisi di una immagine,
producono questioni matematiche interessanti
(alcune ancora aperte) la cui soluzione, con le sti-
me globali che ne derivano, contribuisce ad una
migliore interpretazione della percezione visiva.

Questi modelli si inquadrano nell’ampia classe
dei problemi con discontinuità libere, introdot-
ta da Ennio De Giorgi ([3]). In questo ambito,
strumenti moderni di teoria geometrica della mi-
sura, recenti sviluppi sulle superficie minime e
sulla regolarità delle estremali in Calcolo delle
Variazioni, consentono lo studio di problemi di
minimo per funzionali in cui sono presenti sia
termini di massa sia termini di superficie (di li-
nea, nel caso bidimensionale): in tale contesto
sono ammissibili funzioni discontinue (in sen-
so matematico), e talvolta le loro discontinuità
sono proprio le caratteristiche principali della
soluzione.
Qui delineiamo le principali proprietà di due
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modelli variazionali noti in letteratura come mo-
dello di Mumford & Shah (cfr. [4]) e modello
di Blake & Zisserman (cfr. [5]). Questi approcci
bilanciano simultaneamente la regolarizzazione
del segnale e la lunghezza della segmentazione;
spesso questi modelli sono più accurati nel rile-
vare le discontinuità, rispetto ad altre tecniche
di filtraggio.
Limitiamo la nostra discussione a immagini

bidimensionali monocromatiche. Per le imma-
gini a colori rimandiamo all’analisi di segnali a
valori vettoriali ([6]).

Il funzionale di Mumford & Shah

Dato un aperto limitato Ω ⊂ R2, consideria-
mo il seguente funzionale, introdotto in [4] da
Mumford & Shah,

MS(K,u) :=∫∫
Ω\K

(
‖Du‖2 + µ|u− g|2

)
dx1dx2

+α length(K ∩ Ω)

(1)

dove K ⊂ R2 è l’unione di una famiglia di cur-
ve (a priori incognite), x = (x1, x2) indica un
punto in Ω, length(K ∩Ω) indica la somma delle
lunghezze di queste curve e u è una funzione
scalare differenziabile in Ω \K; ‖Du‖ denota la
norma euclidea del gradienteDu = ( ∂u∂x1 ,

∂u
∂x2

) di
u. Il dato g è una funzione limitata definita su
Ω. Chiariamo nel successivo riquadro il termi-
ne lunghezza (totale), richiamando la definizio-
ne dellamisura di Hausdorff unidimensionale
H1: in questo modo il funzionaleMS ha senso
per ogni insieme chiusoK ⊂ Ω.

Vogliamo minimizzare il funzionaleMS sulla
classe di tutte le coppie ammissibili (K,u), con
K chiuso e u regolare su Ω \K. Nel seguito chia-
meremo segmentazione ottimale ogni K che
corrisponde ad un minimo diMS e immagine
segmentata la funzione correlata u.

Il funzionaleMS è stato introdotto nell’ambi-
to della computer vision in [4]. L’insieme Ω rap-
presenta lo schermo, il dato g è un’immagine di-
gitale. Più precisamente, in tale contesto, g è l’im-
magine in ingresso e g(x1, x2) descrive il livello
di intensità della luce nel punto (x1, x2) ∈ Ω.
Nella minimizzazione del funzionaleMS, l’im-
magine in ingresso (input) g si trasforma in una

immagine in uscita (output) u regolare fuori del-
l’insieme incognito K: il funzionaleMS pena-
lizza grandi insiemi K e, al di fuori della loro
unione, si richiede che la funzione u sia regolare
(denoised) e “vicina” al dato g. Il primo termine
forza u ad essere il più regolare possibile in un
aperto di Ω, il secondo termine impone una pena-
lizzazione (in norma L2(Ω)) per la deviazione di
u da g, il terzo termine impedisce che l’insieme
singolareK sia troppo lungo.

La scelta dei due parametri µ e α corrisponde
a fissare soglie di scala e di contrasto. Più preci-
samente la sensibilità al contrasto è di (4α2µ)1/4,
la scala è di µ−1/2, il limite di pendenza è di
(α2µ/4)1/4 (valori di pendenza sopra questa so-
glia vengono recuperati in modo non corretto
introducendo una discontinuità artificiale) la
resistenza al rumore è αµ ([5]).

La difficoltà principale per minimizzare il fun-
zionaleMS è dovuta alla presenza dell’insieme
incognito K. Se l’insieme chiuso K fosse asse-
gnato, allora la funzione u per la qualeMS rag-
giunge il suo minimo, sarebbe l’unica soluzione
u(K) del seguente problema di Neumann

−∆u+ µ(u− g) = 0 in Ω \K

∂u

∂n
= 0 in ∂Ω ∪K

(2)

dove ∆u = ∂2u
∂x21

+ ∂2u
∂x22

è l’operatore di Lapla-
ce di u, ∂Ω è la frontiera di Ω e ∂u

∂n è la deri-
vata normale di u. Pertanto potremmo porre
MS(K) = MS(K,u(K)), sicché il funzionale
dipenderebbe dal solo insieme chiusoK.
D’altra parte, possiamo supporre meas(K) =

0, altrimenti MS(K,u) = +∞. In questo ca-
so la funzione u è definita quasi ovunque in
Ω e K contiene l’insieme di discontinuità K(u)

di u, quindi u è l’unica variabile significativa e
MS(u) = MS(K(u), u): in questo approccio
l’insiemeK(u) non è necessariamente chiuso.

Questa seconda strategia, proposta da DeGior-
gi ([3]) è molto generale, e ha portato a molti
risultati ([7], [8]), le cui dimostrazioni sono al-
quanto tecniche e la loro descrizione va oltre gli
scopi di questa esposizione. Tuttavia, per una
migliore comprensione, alcune definizioni e no-
zioni basilari sono richiamate nell’ultima sezio-
ne nell’ambito dei problemi con discontinuità
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La Γ-convergenzaLa Γ-convergenzaLa Γ-convergenza

Per chiarire la convergenza di tipo variazionale diMSε ricordiamo la nozione di Γ-convergenza
introdotta da Ennio De Giorgi (cfr. [11]): dato uno spazio metrico V e i funzionali

Fε : V → R ∪ {+∞} ε > 0

diciamo che Fε Γ-converge a un funzionale F definito su V se, per ogni v ∈ V :

∀(vε) : vε → v =⇒ F (v) ≤ lim inf
ε→0

Fε(vε)

∃(vε) : vε → v tale che F (v) ≥ lim sup
ε→0

Fε(vε)

La principale proprietà della Γ-convergenza è la seguente:
se Fε Γ-converge a F , vε sono minimizzanti di Fε e vε → v allora, sotto ipotesi generali sui
funzionali Fε, v è un punto di minimo di F e lim

ε→0
F (vε) = F (v).

libere.
Va osservato che non ci si può aspettare l’uni-

cità, considerata la dipendenza della segmenta-
zione ottimale dai parametri µ e α. Quando il
parametro α è molto grande, allora la segmen-
tazione ottimaleK risulta essere vuota. D’altra
parte, se α è molto piccola c’è un ampio insieme
singolare K, a meno che non siamo in un caso
banale (g costante). Un argomento di continuità
mostra che possiamo trovare un valore limite di
α che implica l’esistenza di una segmentazione
ottimaleK non vuota e allo stesso tempo mantie-
ne anche l’insieme vuoto come segmentazione
ottimale.

Proprietà dei minimi diMS

Il seguente teorema di esistenza è stato dimostra-
to in [8], [9].
Teorema (Esistenza di soluzioni). Sia Ω ⊂ R2

un aperto. Poniamo{
µ > 0, α > 0, Ω limitato,
g limitata e misurabile in Ω.

(3)

Allora esiste almeno una coppia tra i sottoinsiemi
chiusi K di R2 e u ∈ C1(Ω \ K), che minimiz-
za il funzionale MS con energia finita. Inoltre
sup |u| ≤ sup |g| e l’insieme K ∩ Ω è l’unione (al
più numerabile) di archi regolari.

La dimostrazione del teorema, come già detto,
è piuttosto lunga e tecnica ed è stata ottenuta con

i metodi diretti del Calcolo delle Variazioni. Una
versione debole del problema di minimo posto,
precisamente la minimizzazione del funzionale
F che dipende solo da u (per la definizione di
F rinviamo all’ultima sezione), è risolta dimo-
strando semicontinuità inferiore e compattezza
nello spazio funzionale delle immagini con ener-
gia finita ([10]). Successivamente, provando la
maggiore regolarità dei minimi deboli (concetto
opportunamente affinato al fine di essere “essen-
ziale”) otteniamo una soluzione del problema
iniziale ([8], [9]).
Per descrivere le proprietà di una segmenta-

zione ottimaleK usiamo la seguente notazione:
per ogni x ∈ R2 e per ogni numero reale r > 0 in-
dichiamo con Br(x) il disco di centro x e raggio
r, ovvero

Br(x) = { y ∈ R2 : ‖y − x‖ < r }

Se (K,u) è una coppia minimizzante perMS ,
allora possiamo aggiungere a K ogni insieme
chiuso con lunghezza nulla ottenendo una nuo-
va coppia ottimale (K ′, u). Per questo motivo
è utile introdurre la nozione di coppia mini-
mizzate essenziale che ha la proprietà seguente:
H1(K ∩Br(x)) > 0 per ogni x ∈ K e Br(x) ⊂ Ω.
Le quattro proposizioni che seguono, relati-

ve a una coppia essenziale minimizzante (K,u),
possono essere dimostrate con l’ipotesi (3) ([2]).
Per semplicità consideriamo |g(x1, x2)| ≤ 1. Con
il termine densità media intendiamo il rapporto
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tra la misura della parte di insieme singolare
all’interno di un disco e il raggio del disco.
Limitazione dall’alto per la densità media
Per ogni x ∈ Ω, per ogni 0 < r ≤ 1, conBr(x) ⊂ Ω,
risulta

H1(K ∩Br(x)) ≤
(

2 +
µ

α

)
πr

Limitazione dal basso per la densità media.
Esiste δ > 0 tale che per ogni x ∈ K, per ogni
0 < r ≤ 1 con Br(x) ⊂ Ω risulta

H1(K ∩Br(x)) ≥ δr

Proprietà di concentrazione uniforme. Per ogni
ε > 0 esiste δ(ε) > 0 tale che per ogni x ∈ K, per
ogni R ≤ 1 con BR(x) ⊂ Ω, esiste Br(y) ⊂ BR(x)

con r ≥ δ(ε)R e

H1(K ∩Br(y)) ≥ (2− ε)r

Le precedenti proprietà esprimono il fatto che un
algoritmo idoneo può eliminare le parti diK che
sono essenzialmente isolate, dal momento che la
teoria garantisce che con questa eliminazione la
segmentazione migliora, nel senso (variazionale)
che il valore del funzionaleMS diminuisce.
Contenuto di Minkowski della segmentazio-
ne. Per ogni aperto Ω′ ⊂⊂ Ω vale la seguente
uguaglianza

lim
r→0

|{x ∈ Ω; d(x,K ∩ Ω′) < r }|
2r

= H1
(
K ∩ Ω′

)
La precedente uguaglianza esprime la relazio-
ne tra la misura di Hausdorff e il contenuto di
Minkowski di K. Questa è una informazione
utile per le applicazioni; permette, ad esempio,
di utilizzare lo schema di approssimazione intro-
dotto in [12] che produce gli algoritmi sviluppati
successivamente.

Approssimazione variazionale diMS

MinimizzareMS è abbastanza difficile a causa
della difficoltà dovuta alla presenza dell’insieme
di discontinuità libera K. Dal momento che K
è incognito, è stato necessario sviluppare nuovi
metodi per trovare soluzioni numeriche.
Il primo approccio alla minimizzazione nu-

merica di MS fu proposto e attuato da Bla-
ke & Zisserman nel libro [5]: “the Graduated

Non-Convexity algorithm”, che corrisponde ad
un rilassamento della parte non-convessa del
funzionale.

Qui descriviamo un altro metodo, proposto in
[12] e implementato numericamente in [13] e in
[14].
L’idea principale di questo metodo consiste

nell’introdurre una funzione ausiliaria z, che as-
sume valori prossimi a 1 lontano da K e valori
prossimi a 0 vicino a K. Consideriamo, allora,
i seguenti funzionali dipendenti da una coppia
di funzioni (funzionali più gestibili, dal punto di
vista numerico, di quanto lo siaMS): con ε > 0:

MSε(z, u) =

∫∫
Ω

(z2‖Du‖2 + µ|u− g|2)dx1dx2

+α

∫∫
Ω

(
ε‖Dz‖2 +

(z − 1)2

4ε

)
dx1dx2

(4)
L’ultimo addendo forza z a essere quasi ovunque
uguale a 1, mentre il secondo integrale approssi-
ma la lunghezza di K nella minimizzazione di
MSε, per ε che tende a 0.
Presi V = L2(Ω) × L2(Ω), Fε(z, u) =

MSε(z, u) e

F (z, u) =

{
F(u) se z = 1 q.o. in Ω

+∞ altrove

dove F è una versione debole del funzionale
MS (vedi ultima sezione), sussiste il seguente
risultato [12].
Teorema. Poniamo (3). Allora i funzionaliMSε
Γ-convergono a F per ε→ 0+.
Eseguendo variazioni regolari e con suppor-

to compatto in un intorno di una coppia mini-
mizzante (z, u) del funzionaleMSε troviamo le
equazioni di Eulero in Ω

z2∆u+ 2zDz ·Du = µ(u− g)

∆z =
z − 1

4ε2
+

z

εα
‖Du‖2

∂u

∂n
=
∂z

∂n
= 0, in ∂Ω

Questo sistema ora può essere risolto numerica-
mente con schemi alle differenze finite (vedi [13],
[14]).
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Figura 1: Segmentazione di una immagine ottenuta utilizzando il funzionaleMS

Equazioni di Eulero perMS, regolarità
dell’insieme singolare ottimale e una
congettura di E. De Giorgi

Oltre a (2), ulteriori condizioni di Eulero sono
state ottenute per i minimi diMS ([4], [15]).
Curvatura diK e salto del gradiente al quadra-
to. Sia (K,u) unminimo diMS inΩ, g ∈ C1(Ω)

e B ⊂ Ω un disco aperto tale che K ∩ B è il grafico
di una funzione C2 e sia B+ (risp. B−) l’epigrafico
(risp. sottografico) aperto connesso di tale funzione
in B. Posto u ∈ C1(B+) ∩ C1(B−), risulta[[
‖Du‖2+µ|u−g|2

]]
= α curv(K) suK∩B

dove
[[
·
]]
denota la differenza delle tracce su B+

e B−, e curv è la curvatura valutata orientando la
curva con la normale che punta verso B+.

Il seguente enunciato relativo a una Conget-
tura di Mumford & Shah ([4]) sulla regolarità
dell’insieme singolare ottimale perMS non è
stato ancora completamente dimostrato:

Sia (K,u) una coppia essenziale minimizzante
MS, allora K è localmente in Ω l’unione di un
numero finito di archi C1,1.
Ulteriori proprietà geometriche dei punti ter-

minali di una segmentazione ottimale sono state
studiate ([4], [15]): le condizioni ottenute ave-
vano suggerito la seguente congettura (per ora
parzialmente dimostrata, vedi [16])
Congettura (De Giorgi [3])
L’unica minimizzante locale non costante della parte
principale del funzionaleMS è la coppia (K,u), con

K = {(x1, 0); x1 ≤ 0 } e la funzione u, espressa in
coordinate polari, data da

u(ρ, θ) =

√
2αρ

π
sin

θ

2
ρ ≥ 0, −π < θ < π (5)

(a meno del segno, di moti rigidi in R2 e di costanti
additive).

Il funzionale di Blake &
Zisserman

Lo studio di funzionali da minimizzare dipen-
denti da una energia dimassa del secondo ordine
e una discontinuità (incognita) di superficie (di
linea, nel caso bidimensionale) ha attirato l’inte-
resse in relazione a problemi di teoria della frat-
tura, partizioni ottimali, piastre elasto-plastiche
([17]) e nella segmentazione di immagini.

Consideriamo ora il funzionale dipendente
dalle derivate del secondo ordine ([5], [18])

BZ(K0,K1, u) :=∫∫
Ω\(K0∪K1)

(
‖D2u‖2 + µ|u− g|2

)
dx1dx2

+ α length(K0 ∩ Ω)

+ β length((K1 \K0) ∩ Ω)

(6)

dove Ω ⊂ R2 è un aperto limitato e ‖D2u‖ de-
nota la norma euclidea della matrice Hessiana
D2u =

(
∂2u

∂xi∂xj

)
i,j=1,2

di u. I numeri reali positi-
vi α, β, µ e la funzione limitata g sono assegnati,
mentre K0, K1 ⊂ R2 sono insiemi chiusi e u è
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una funzione tale che u ∈ C2(Ω \ (K0 ∪K1)) ∩
C0(Ω \K0).

Gli insiemi chiusiK0,K1 e la funzione u sono
le incognite da trovare come minimi di (6) tra
tutte le possibili terne ammissibili.
Il funzionale BZ stima il grado di corrispon-

denza tra l’immagine g e una sua immagine seg-
mentata u;K0 ∪K1 è la relativa segmentazione.
Tale funzionale è stato introdotto da Blake & Zis-
serman (cfr. [5]) come una forma di energia da
minimizzare per realizzare una segmentazione
ottimale di un’immagine monocromatica.

La dipendenza dalle derivate secondeD2u (in-
vece che dalle derivate prime Du, come nel fun-
zionale di Munford-Shah) consente di rilevare
anche l’insieme delle pieghe. Inoltre questo fun-
zionale evita l’inconveniente dell’effetto rampa
causato dalla sovra-segmentazione dei salti (che
è la comparsa di una o più discontinuità spu-
rie nell’immagine di output u, manifestate inve-
ce dal funzionaleMS, quando il dato g ha una
pendenza abbastanza ripida).

Le discontinuità di u e di Du si evidenziano
rispettivamente con gli insiemi K0, K1 che so-
no “a priori” incogniti; per questo il problema di
minimo associato risulta essere essenzialmente
non-convesso, e per alcuni dati g può dar luogo a
non unicità dei minimi. Un’altra difficoltà nell’a-
nalisi matematica del funzionale BZ è il fatto che
(6) non controlla le derivate prime, e inoltre il
troncamento delle funzioni in competizione non
riduce l’ energia, mentre nel caso del funzionale
MS il troncamento riduce l’energia.

Proprietà dei minimi di BZ

In [18] è stato dimostrato il seguente risultato.
Teorema (Esistenza di soluzioni). Sia Ω ⊂ R2

un aperto. Poniamo{
µ > 0, 0 < β ≤ α ≤ 2β , Ω limitato,
g limitata e misurabile in Ω.

(7)

Allora esiste almeno una terna tra i sottoinsiemi di
Borel K0,K1 ⊂ R2 con K0 ∪ K1 chiuso e u ∈
C2(Ω \ (K0 ∪ K1)), u continua in senso approssi-
mato su Ω \K0, che minimizza il funzionale BZ con
energia finita. Inoltre gli insiemi K0 ∩ Ω e K1 ∩ Ω

sono unione (al più numerabile) di archi regolari. La
dimostrazione è stata ottenuta con i metodi di-

retti del Calcolo delle Variazioni. Una versione
debole del problema posto, cioè la minimizza-
zione del funzionale G che dipende solo da u (la
definizione di G è rinviata all’ultima sezione) è
risolta, provando semicontinuità inferiore e com-
pattezza nello spazio funzionale di immagini con
energia finita ([19]). Una soluzione al problema
di partenza è ottenuta successivamente ([18]),
provando la maggiore regolarità dei minimi de-
boli (concetto opportunamente affinato al fine di
essere “essenziale”).
Le quattro proposizioni che seguono, relati-

ve a una terna essenziale minimizzante, sono
state dimostrate (cfr. [20]) con l’ipotesi (7). Per
semplicità assumiamo |g(x1, x2)| ≤ 1.
Limitazione dall’alto per la densità media. Per
ogni x ∈ Ω, per ogni 0 < r ≤ 1 con Br(x) ⊂ Ω,
risulta

H1 ((K0 ∪K1) ∩Br(x)) ≤
(

4 +
µ

β

)
πr

Limitazione dal basso per la densità media.
Esistono ε1 > 0, %1 > 0 tali che per ogni x ∈
K0 ∪ K1, per ogni 0 < r ≤ %1 con Br(x) ⊂ Ω,
risulta

H1 ((K0 ∪K1) ∩Br(x)) ≥ ε1r

Proprietà dell’eliminazione
Siano ε1 > 0, %1 > 0 come nel precedente enunciato
e 0 < r ≤ %1. Se x ∈ Ω e

H1 ((K0 ∪K1) ∩Br(x)) <
ε1

2
r

allora
(K0 ∪K1) ∩Br/2(x) = ∅

Questa proprietà è un’informazione utile per
l’analisi numerica del problema, nel senso che un
idoneo algoritmo può eliminare tali parti isolate
diK0 ∪K1 ai fini di una segmentazione ottimale.
In considerazione di queste caratteristiche,

possiamo affermare che la segmentazione ottima-
le (K0,K1, u) ridisegna uno schema omogeneo
di linee essenziali dell’immagine iniziale g. In
questo modo la segmentazione ottimale porta
più chiaramente in luce il significato semantico
insito in g.
Contenuto di Minkowski della segmentazio-
ne. Per ogni insieme aperto Ω′ ⊂⊂ Ω vale la
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Figura 2: Segmentazione di una immagine artificiale ottenuta utilizzando i funzionaliMS e BZ . Nell’immagine centrale
è evidenziato solo l’insieme di discontinuitàK0, con un effetto di “sovrasegmentazione”. In quella a destra sono
evidenziate le discontinuitàK0 e anche le piegheK1.

seguente uguaglianza

lim
r→0

|{x ∈ Ω ; d(x, (K0 ∪K1) ∩ Ω′) < r }|
2r

=

H1 ((K0 ∪K1) ∩ Ω′)

Anche questa informazione è importante per
il calcolo numerico dei minimi, al fine di appros-
simare, nel senso della Γ–convergenza, il fun-
zionale BZ con funzionali ellittici per i quali si
possono trovare algoritmi numerici efficienti.

Approssimazione variazionale di BZ

In analogia a quanto sviluppato per l’appros-
simazione diMS, consideriamo due funzioni
ausiliarie s, σ e definiamo i funzionali ([21])

BZε(s, σ, u) =

∫∫
Ω

(
(σ2+ κε)‖D2u‖2

+ξε(s
2+ ζe)‖Du‖2 + µ|u− g|2

)
dx1dx2

+(α− β)

∫∫
Ω

(
ε‖Ds‖2 +

(s− 1)2

4ε

)
dx1dx2

+ β

∫∫
Ω

(
ε‖Dσ‖2 +

(σ − 1)2

4ε

)
dx1dx2

(8)
che approssimano BZ nel senso della Γ-
convergenza, per ε→ 0+, sotto opportune scelte
degli infinitesimi κε, ξε, ζε.
La minimizzazione dei funzionali BZε è sta-

ta implementata numericamente in alcuni casi
([21]).

Le pieghe sono evidenziate meglio da BZ
rispetto aMS, come mostrato in fig. 2.

Equazioni di Eulero per BZ e una
congettura sul candidato ottimale

Condizioni necessarie su K0. Assumiamo (7),
(K0,K1, u) sia un minimo locale di BZ , B ⊂ Ω un
disco aperto e, per semplicità ,K0∩B sia il diametro
di B parallelo all’asse x1, (K1 \K0) ∩B = ∅ e u ∈
C3(B+)∩C3(B−). Allora le condizioni sui due lati
diK0 sono:(
∂2u

∂x2
2

)±
= 0 ,

(
∂3u

∂x2
3

+ 2
∂3u

∂x1
2∂x2

)±
= 0

suK0 ∩B .

Curvatura di K0 e salto dell’Hessiano al qua-
drato. Sia (K0,K1, u) un minimo locale di BZ in
Ω, g ∈ C1(Ω) e B ⊂ Ω un disco aperto, tale che
K0 ∩ B è il grafico di una funzione C3 e B+ (risp.
B−) l’epigrafico (risp. sottografico) aperto connesso
di tale funzione in B. Assumiamo K1 ∩ B = ∅ e
u ∈ C3(B+) ∩ C3(B−). Allora[[
‖D2u‖2+µ|u−g|2

]]
= α curv(K0) suK0∩B

dove curv è la curvatura valutata orientando la curva
con la normale che punta verso B+.

Condizioni necessarie circa la curvatura diK1

sono anche provate in ([22]).
Una analisi fine del comportamento della seg-

mentazione ottimale nei punti terminali dell’in-
sieme singolare è stata fatta in [23], ottenendo
condizioni integrali e geometriche nei crack-tip
(cioè nei punti terminali interni di K0) e nei
crease-tip (punti terminali interni diK1).
Dall’analisi della parte principale del funzionale
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Figura 3: Inpainting di una immagine ottenuta utilizzando il funzionale BZ

di Blake & Zissermann in R2 è emerso ([22]) un
candidato minimizzante locale in R2, che ha un
insieme di salto non vuoto.

Tale candidato è (K0,K1,W ) con

K0 = {(x1, 0); x1 ≤ 0 }, K1 = ∅ (9)

e la funzioneW , espressa in coordinate polari in
R2 con θ ∈ (−π, π), è :

W =
√

αρ3

193π

(√
21
(

sin θ
2 −

5
3 sin

(
3
2θ
))

+
(

cos θ2 −
7
3 cos

(
3
2θ
))) (10)

Il seguente elenco di proprietà mostra esplici-
tamente cheW soddisfa tutte le condizioni ne-
cessarie provate e un principio variazionale di
equi-partizione dell’energia di massa e di linea:

∆2W = 0 su R2 \K0(
∂2W

∂x2
2

)±
= 0 ,

(
∂3W

∂x2
3

+ 2
∂3W

∂x1
2∂x2

)±
= 0

e W± = ±8

3

√
21αρ3

193π
suK0

∫
Bρ(0)

‖D2W‖2dx1dx2 = αρ

= αH1(K0 ∩Bρ(0))

Congettura ([22]) La terna (K0,K1,W ), definita
in (9) (10) è un minimo locale della parte principa-
le del funzionale di Blake-Zissermann in R2 , e non
esistono altri minimi locali non banali (a meno del se-
gno, di moti rigidi in R2 e dell’aggiunta di funzioni

affini).

Cenno al problema
dell’inpainting

Il problema dell’inpainting consiste nel cercare
di ricostruire una parte deteriorata oppure man-
cante di un’immagine, in maniera visivamente
accettabile. Anche per questo problema è stata
utilizzata una opportuna versione del funzionale
MS ([24]) e del funzionale BZ ([25]). Nell’esem-
pio in Figura 3 è stato rimosso il testo sovrascritto
(l’immagine è a colori ed è stata trattata usando la
versione di BZ per le funzioni vettoriali). Per bre-
vità non ci soffermiamo ulteriormente su questo
problema.

Problemi con discontinuità libere

I problemi diminimoper i funzionaliMS eBZ si
inquadrano in una più ampia classe di problemi
del Calcolo delle Variazioni, quella dei Problemi
con discontinuità libere, in cui tra le incognite
figurano, oltre che funzioni, anche insiemi che
non sono necessariamente frontiere.

L’approccio generale introdotto da E. De Gior-
gi in [3] per risolvere i problemi con discontinuità
libere è una nuova applicazione deiMetodi Diret-
ti nel Calcolo delle Variazioni. L’idea iniziale è la
formulazione debole del problema di minimo
in una classe opportuna di funzioni, denominata
SBV (Ω), i cui elementi ammettono discontinuità
solo lungo insiemi di dimensione uno. I passi
successivi, più delicati, consistono nel dimostra-
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re la regolarità degli insiemi ottimali con discon-
tinuità libere, per recuperare una soluzione del
problema di minimo originario.

Riportiamo qui la definizione dello spazioBV
di funzioni con variazione limitata, le cui deri-
vate distribuzionali sono misure con variazione
limitata, e alcune proprietà :
v ∈ BV (Ω) se e solo se v ∈ L1(Ω) (i.e. v è som-
mabile secondo Lebesgue) e la sua variazione
totale

‖Dv‖M(Ω) :=

sup

{∫∫
Ω

v divφdx1dx2, φ ∈ C1
0 (Ω,R2), ‖φ‖ ≤ 1

}
è finita. Per ogni funzione con variazione limi-
tata v : Ω → R e x ∈ Ω, z ∈ R, poniamo
z = ap lim

y→x
v(y) (z è il limite approssimato di

v in x) se

lim
ρ→0

1

πρ2

∫∫
Bρ(0)

v(x+ y) dy1dy2 = z

Per ν ∈ S1, denotiamo con v+ = tr+(x, v, ν) (e
v− = tr+(x, v,−ν)) se

lim
ρ→0

1

πρ2

∫∫
Bρ(0)∩{y·ν>0}

v(x+ y) dy1dy2 = v+

L’insieme Sv = {x ∈ Ω :6∃ ap lim
y→x

v(y)} è detto
l’insieme singolare di v; Dv denota il gradiente
distribuzionale di v e ∇v il gradiente appros-
simato di v (cioè la parte assolutamente conti-
nua di Dv). Quando ha significato, poniamo
∇2v = ∇(∇v). Ricordiamo inoltre le definizioni
di alcune classi di funzioni aventi derivate che
sono misure speciali nel senso di De Giorgi, e
alcune proprietà :

SBV (Ω) :=
{
v ∈ BV (Ω) : ‖Dv‖M(Ω) =∫∫

Ω

‖∇v‖ dy1dy2 +
∫
Sv
|v+ − v−| dH1

}
Per una generica funzione BV la variazione tota-
le avrebbe un terzo addendo, detto parte can-
toriana, che è escluso nel caso delle funzioni
SBV .

GSBV (Ω) :={
v : Ω→ R ;−k ∨ v ∧ k ∈ SBVloc(Ω) ∀k ∈ N

}

GSBV 2(Ω) :={
v ∈ GSBV (Ω), ∇v ∈

(
GSBV (Ω)

)2}
Le classi di funzioni GSBV (Ω), GSBV 2(Ω) non
sono spazi vettoriali, e non sono sottoinsiemi di
distribuzioni in Ω, tuttavia variazioni regolari di
una funzione di GSBV 2(Ω) appartengono alla
stessa classe. Se v ∈ SBV (Ω) o GSBV (Ω), allora
Sv è l’unione (al più numerabile) di archi regolari
e ∇v esiste quasi ovunque in Ω.

Formulazione debole del funzionale di Mum-
ford & Shah ([10]).
Sia Ω ⊂ R2 un aperto; con l’ipotesi (3), definiamo il
funzionale F : SBV (Ω)→ [0,+∞] ponendo

F(u) :=

∫∫
Ω

(‖∇u‖2+µ|u−g|2) dx1dx2+αH1(Su)

La segmentazione ottimale per il modello
di Mumford e Shah viene recuperata con la
chiusura dell’insieme dei punti di discontinui-
tà (salti) di una funzione che minimizza F in
SBV (Ω). Infatti, una funzione u minimizzante
F fornisce la segmentazione ottimale K = Su
e F(u) = MS(K,u) = minMS. L’esistenza di
una segmentazione ottimale è stata dimostrata
in [8].

Formulazione debole del funzionale di Blake
& Zisserman ([19]).
Sia Ω ⊂ R2 un aperto; sotto l’ipotesi (7) definiamo il
funzionale G : GSBV 2(Ω)→ [0,+∞] ponendo

G(u) :=

∫∫
Ω

(‖∇2u‖2 + µ|u− g|2) dx1dx2

+αH1(Su) + βH1(S∇u \ Su)

La segmentazione ottimale per il modello di Bla-
ke e Zisserman viene recuperata con la chiusura
dell’insieme dei punti di discontinuità (salti) e
dell’insieme dei punti di discontinuità del gra-
diente (pieghe) di una funzione che minimizza G
in GSBV 2(Ω). L’esistenza di una segmentazione
ottimale è stata dimostrata in [18].
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Il problema

isoperimetrico
Alessio Figalli Department of Mathematics and Institute for Computational Engineering and Sciences

The University of Texas at Austin

Un riferimento al “problema isope-
rimetrico”, anche detto delle “di-
suguaglianze isoperimetriche”, si

trova già nella mitologia. Didone, regi-
na di Tiro, costretta all’esilio dal fratello
Pigmalione, si rifugiò in Nord Africa, nel-
le terre di Iarba, re dei Getuli, cui chie-
se non solo asilo ma anche della terra
per costruire una nuova città: la futura
Cartagine. Iarba, re ospitale ma piutto-
sto geloso dei suoi possedimenti, conces-
se alla regina tutta la terra che ella fos-
se riuscita a ricoprire con una pelle di
bue. Didone non si perse affatto d’animo:
presa una pelle di bue, iniziò a tagliar-
la a striscioline sottili, le legò tra di lo-
ro e costruì una lunga corda. Ora la que-
stione è: quale forma dare a questa cor-
da per racchiudere la maggior superficie
possibile?

Questo è un bel problema matematico, un pro-
blema di “isoperimetria”, e consiste nel trovare
la figura geometrica che, a parità di perimetro, ha
la massima area. È dunque un tipico problema
di “calcolo della variazioni”, ovvero di ricerca di
minimo o di massimo.

La soluzione di questi problemi dipende dalle
condizioni al contorno: ad esempio, se ci si trova

nell’entroterra allora la forma migliore è un cer-
chio, mentre, se come nel caso di Didone la terra
si affaccia sul mare, è molto meglio scegliere un
semicerchio.

Il problema di Didone può essere letto in due
modi. Infatti, si può scegliere se fissare la lun-
ghezza della corda e chiedersi quale sia l’area
massima che si vuole racchiudere dentro la figu-
ra, oppure se fissare l’area e cercare la lunghezza
minimadella corda che la racchiude. In questa se-
conda formulazione esso è un classico problema
di “ricerca del minimo”.
Lo stesso problema ha senso in dimensione

più alta: per esempio, nello spazio tridimensio-
nale, fissato un volume qual è la forma ottimale
per contenerlo usando una superficie la cui area
sia la più piccola possibile? Le bolle di sapone
forniscono la risposta, esse disegnano delle sfere.
Da un punto di vista matematico, formulare

questi problemi è non banale. Infatti ci sono mol-
ti punti delicati che bisogna affrontare. Innanzi-
tutto, come si misurano il volume di un insieme e
il suo perimetro (ossia l’area del suo bordo)? Inol-
tre, quando si parla di ricerca di un minimo, bi-
sogna definire una classe di elementi all’interno
della quale si ricerca tale mimimo.
Nel nostro caso, per insiemi regolari è facile

definire volume e perimetro, ma il problema è il
seguente: se cerchiamo un minimo in una classe
troppo ristretta, allora è molto difficile dimostra-
re che tale minimo esista. Fa quindi parte della
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